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gdzie: n — parametr.
Wykresy zalezno$ci
1—4? '
Ca3 = 1+"2’72 (48)
oraz
1—9?
§d4 = 1+n2112 (49)

sa dla kilku wartos$ci parametru n przedstawione na rysunkach 14 oraz 15.
Przez poréwnanie wykresu zaleznosci £,(n) dla aproksymowanej petli (rys. 11)
z wykresami &,, () oraz &,,(n) (rys. 121 13) lub z wykresami ;5 (n) oraz {y,(n) (rys. 14
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1 15) mozna ustali¢ zar6wno warto$¢ wspolczynnika korekcyjnego, jaki nalezy
zastosowac, oraz potrzebna warto$¢ parametru n.

Po wprowadzeniu wspolczynnika korekcyjnego funkcja aproksymujaca przybiera
postac

dla &,
11—y ¥y V' vy \?
= ——1 + . 1— (2 5
* % I+y = <y ) '(ym) ( O?
dla &,
1. 1—y y A%
= —— 2 1—( 2
* T 1+y i <y ) | (ym> Gh)
dla &, _
2 .
1. 1-y Vl_(yl>
x=——In + m/ (52)
2k 14y 1+n2<l> S
Vm
dla &,

(53)

gdzie: —1<y<1.

4. PRZYKLADY

Przedstawione w poprzednim rozdziale sposoby aproksymacji petli histerezy
zostang zilustrowane dwoma przykiadami, z ktorych pierwszy dotyczy aproksymacii
petli o praktycznie statej szerokosci i o wierzcholku praktycznie lezacym na asymptocie
Y= ¥, = const, a drugi aproksymagji petli o wierzchotku lezacym ponizej asymptoty.

Przyklad 1

Przeprowadzi¢ aproksymacje eksperymentalnie uzyskanej normowanej petli,
przedstawionej na rys. 16,

Aproksymowana petla jest p@th o stalej szerokosc1 dlatego rozwiazania zadania
szukamy w postaci wyrazonej réwnaniami (28) i (29). Jak z rys. 16 wynika, mamy
Yr = 0,9. Warto$¢ parametru k wyznaczamy postugujac si¢ wzorem (25). Otrzymujemy

1. 1-09

k=—5l153

= 1,4722 , (54)
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Rownanie lewej galezi ma postac
2
Fx) =

-1, 55
1+exp[—29444(x+1)] (55)

a prawej galezi
2 ' -
F (x) = —1. 56
AX) = T expl —2,0444 (x— 1)] (56)
Obliczone wg. (55) i (56) wartosci rzednych sa praktycznie takie same jak wartosci
rzednych zmierzone na wykresie, tzn. odchylki nie przekraczaja 1% wartosci rzedne;
dla stanu nasycenia.
Dla x = 3 obliczona rz¢gdna prawej gal@m ma warto$¢ F(3) = 0,99971, a lewej
galezi F,(3) = 0,99998. Roznica rzednych jest wigc rowna 0, 00017 tzn. mozna przyjac,
ze wykresy funkcji F (x) oraz F(x) dla x > 3 oraz x < —3 si¢ pokrywaja.

Przyklad 2

Dla uzyskanej w wyniku eksperymentu petli histerezy, ktorej wykres jest przed-
stawiony na rys. 17, nalezy wyznaczy¢ funkcje aproksymujace galezie pethi.

Z wykresu petli histerezy wynika, ze jej wierzcholek B lezy ponizej asymptoty
Y, = const, a szerokos¢ petli maleje w miarg zbhzama sie do- wierzchotka. Dlatego
aproksymaq@ zaczynamy od wykre$lenia tuku ‘OAB krzywej $redniej petli lezacego
w pierwszej ¢wiartce i odczytania wartosci wspotrzednych punktéw A'i B. Sa one
rowne

- 5 =
Rys. 17. Wykres petli histerezy do przykladu 2
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Nastepnie wg. wzoru (21) obliczamy warto$¢ X

Y, | 45
Y. =Y, _—ZY Y =33 23345 = 4,83 (57

oraz wg. wzorow (23) i (24) obliczamy wspoétrzedne punktéw A i B lezacych na
normowanej krzywej sredniej. Mamy

Xy = ’;1 ;‘2;?55 - 1,833 o '(53)
x, = f(z - fz 53,667 (9
y1=§: 43833_0683' A - : -0
V, = )Y(j 44853 = 0,932 . (6]
gdzie X =1,5. Nast@pme wg wzoru'(26) obhczamy wartosc1 wspolczynmka k
k= —,2—)151 i+;)vli =7 v11833"l i+822§ = 0455 - ©)

Uwzgledniajac, ze y2 = y,,, otrzymujemy wg. (41) rownanie galezi pcth histerezy
w postaci

1 l—y y \? 1 1—y y ¥
- 1— (2} = - 1 + [1—-(-2_
YT T ( y,,,> 2045 14y © 0932) ")

—1l<y<l1.

1 Y AN 1 1 1
-1 0 1 2 8 4 5 X
Rys. 18. Wykres gornej potéwki aproksymowaneJ petli histerezy (linia ciagta) i funkcji aproksymujacej (64)
(linia przerywana)
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Dla kolejnych wartoéci y obliczamy wg. (63) odpowiadajace im wartosci zmiennej X.
Nastepnie obliczamy wartosci zmiennych X oraz Y wg. zaleznoscei

X=15x _ (64)
oraz ‘ ' ‘
Y =483y ‘ (65)

Wyniki obliczefi nanosimy na wykres przedstawiony na rys. 18, na ktorym linig ciagla
zaznaczono zadana, aproksymowana petle histerezy, a linia przerywana wykres funkcji
aproksymujacej (63). Jak z wykresu wynika, funkcja (63) dobrze przybliza zadana petle
dla0<Y<1oraz 4<Y <45 W pozostalym przedziale modul bezwzglednego
bledu przyblizenia |AY| nie przekracza. 2,5% maksymalnej wartosci Y. W celu
uzyskania lepszego przyblizenia wykonujemy wykres zaleznosci &,(n). Jest on przed-
stawiony na rys. 19, na ktérym linia przerywana wykreslono tuk kota o promieniu
r = 1. Jak widaé, wykres zaleznosci &,(n) lezy powyzej tuku kota. Poréwnanie tego
wykresu z wykresami przedstawionymi na rys. 12 i 13 prowadzi do wniosku, ze
znacznie lepsze przyblizenie uzyska si¢ przy zastosowaniu wspolczynnika korekcyj-
nego &,, z parametrem n = 0,5. Poprawiona funkcja aproksymujaca ma postac

1 1—y y Y y Y
xX=— In + 14054 ———) | /1— 66
2:0456 14y |: 0,932 0,932 (66)
Y
PR B
4 -
3 .
2
1t
1 L | | !
17 =1 1) 1 2 3 4. 5 X
Rys. 19. Wykres zaleznosci &,() dla aproksymowa-  Rys. 20. Wykres gbrnej poldwki aproksymowanej
nej petli histerezy petli histerezy — kolkami zaznaczono wyniki ob-

liczehs wg. wzoru (67)

Na rys. 20 przedstawiony jest wykres gornej potowki aproksymowanej petli histerezy,
na ktérym kotkami zaznaczono wyniki obliczen wg. wzoru (66). Z poréwnania
rysunkéw (18) oraz (20) wynika, ze w rezultacie wprowadzenia wspoiczynnika
korekcyjnego &,, = 1+0,5%y* uzyskano wyraznie lepsze przyblizenie gatezi pethi
histerezy niz przy postugiwaniu si¢ wzorem (63) nie zawierajacym tego wspolczynnika.
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WNIOSKI

Proponowany sposob aproksymacji histerezy ma nastepujace zalety:

1. funkcja aproksymujaca jest opisana prostym wzorem, latwym do zapro-
gramowania przy postugiwaniu si¢ komputerem,

2. funkcja aproksymujaca jest ciagla i posiada ciagle pochodne,

3. funkcje aproksymujace opisuja gatezie petli histerezy w calym ich przebiegu,

4. funkcje aproksymujace nadaja si¢ do przyblizenia galezi petli histerezy zaréwno
w przypadku petli o stalej szerokosci, jak i petli o szerokosci malejacej w miare
zblizania si¢ do wierzchotka.
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APPROXIMATION OF STATIC HYSTERESIS LOOP BY MEANS OF EXPONENTIAL
FUNCTIONS

Summary

The paper deals with a method suitable for approximation of static hysteresis mean curve and loop
branches by means of exponential fuctions. The properties of approximating function and of correcting
function for achieve a better approximation, are discussed. The ways for determination of approximating
function parameters for two cases: 1) when hysteresis loop shows saturation and loop width is almost
constant and 2) when hysteresis loop shows no saturation and the loop width diminishes by loop peak
approaching, are given. Two numerical examples are also given.
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modelling for the phenomental control
of the multi-component electric fields
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Deduced in Part I of this article an original constitutive distributed parameter
mathematical model — in the form of the system of the partial differential constitutive state
equations of the single component plasma, has been solved analitically from the point of view
of the control influences on the yield and quality aspects of the appearance and existence of this
kind of the plasma, by its physical phenomena. The results of above considerations
comparative to the classic distributed parameter control theory have been discussed.
Consequently to this approach an original structure of the phenomenal distributed parameter
control for the single component plasma is suggested and analysed.

PART I

The partial differential constitutive state equations
describing the multi-component electric fields

1. INTRODUCTION

The world literature on the application of electricity with the transformations of its
state variables covers a very wide scope of processes based on processing of the
multi-component . electric fields. The following domains of sciences can serve as
characteristic examples:

— electrochemistry [1—3], [8], — telecomunication [4—7], [8],

— electrometallurgy and metal thermal processing [8—9],

— biophysics [10], — manufacturing processes of materials [11],

— electric energy production [12—14], and many others whose list is very long,
indeed. Problems of distributed parameter modelling of these real processes have not
yet been exactly determined and solved, especially, in cases taking into account
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applications of physical phenomena. The problem is to pin pertinent processing and
phenomenological elements of the physical phenomena decisive for the yield and
quality of final products or for the final effects of industrial processes. For realizing this
task it is necessary to introduce a complete form describing the charge, energy and
momentum as the most effective modelling method for multi-component electric fields.
It is necessary to stress here the great importance of the physical features of
multi-component electric fields on the products or the effects of real processes based on
the application of electricity. It is important to pay attention to the procedure of this
modelling method of considered processes:

— the determination of the processing and phenomenologic conditions with
respect to the yield and quality of these processes,

— the measuring conditions of coefficients of chosen physical phenomena,

— the balance forms of processing and phenomenologic aspects for the charge,
energy and momentum of multi-component electric fields,

— the construction of partial differential constitutive state equations and partial
differential equations of continuity of every state variable as a new form of the
constitutive invariance for these real processes.

2. A LOCALLY DISTRIBUTED PARAMETER METHOD
OF THE MODELLING OF MULTI-COMPONENT ELECTRIC FIELDS

In my work [16] I have considered a way of modelling ‘of locally distributed
parameters of a single component electric field. This modelling is connected with
consequently introduced:

— point Z(x, y, z,t) of transformation of the single-component electric field,

— nearest surroundings represented by a locally selected volume-time element

Q.59 of the physical conditions of this transformation, with surface F, ;o which is
externally oriented by the normal external surface orientation vector n*® with pertinent
circulation decisive for the yield and quality questions of the transformation of this
kind of electric fields,

— determination of the physical phenomena worthy of acknowledgment as having
importance for the yield and quality of the transformation of these electric fields,

— physical conditions inside the whole working space volume-time of the electric
fields Q, of the apparatuses, , T

— control boundary conditions on the surface Eg, of Qg is respect to the
circulation of the normal external surface orientation vector n{® relative to the
circulation of n®. This general procedure is very well applicable to the modelling by the
space-time distributed mass/charge, energy and momentum balance condition for
every real process of phenomenologically continuous media [17—197. In the frames of
this paper we shall focuse our attention ch “i” — component electric fields where
i = l/I/l fulfilling “I” transformations where ! = I/I/L which create a special kind of
~ incompressible continuous media with space and time memories [20—22]. For the
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particular analysis of multi-component electric fields, it is necessary to suggest the
following theorem:

THEOREM 1. Let exist points Z,(x;, y;, z;, t) of every “i” electric field undergoing the
“I” transformation where i = 1/1/L and I =1/1/L. 1t is possible to
1ntroduce an equlvalent point Z(x, y, z, t) for which the summations

Z Z of the effects of these electric fields are valid.
i=1i=1

PROOF. For every point Z;(x;,y;,z;,t) exist:
— the scalar function of the activity of the transformation of the
component with “I” transformation R;;, and/or
— the vector function of the activity of the transformation of of the “i”
component with “I” transformation S;;, as the characteristic magnitudes of
the multi-component electric fields. There exist resulting function having the

G‘ ”

form
I L
RS = 2 Z R; 2.1)

i=11=1

and/or

. . I L . ’

i=11I=1

where:

R, —represent all scalar state variables characterlstlc for multi- component electric
fields (charge, voltage), :

S;, —represent all vector state variables characteristic for multi-component electric
fields (field vector velocity),

consequently for i = 1/1/I and I = 1/1/L. The equivalent point Z(x,y,z, t) is deter-
mined by the complete forms of the functions of the scalar and vector coordinates of the
transformation activities of all scalar and vector state variables of multi-component
electric fields, so that

~ ot N Rs BN

Z(x,,2,1) <d—f>[ ] o (2.3)
LS, -

The thesis of the Theorem 1 leads to the assertion:

THEOREM 2. If for every point Z;(x;, y,,z,,t) exists the re01proca1 variable point
OR(ER, yR, (R, 1) where i= 1/1/I, pertinenent to the functions of
activity of transformations R; — for the scalar case and/or §; — for
the vector case, where [ = 1/1/L, it is possible to determine the
equivalent variable point OR(ER R, (R, 7).

PROOF. Case 1. We can prove that the existence of the equlvalent variable point

QR(fR, nR’ CR’ 'L') (—E—)I:I;::l, ; ‘. ‘ (24)
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where:.
I L - )
R = Y Z R, C(2.5)
‘ Ci=li=1 :
and/or
. I L : -
8= Z lZl Sil (2.6)
i=11=

For formulae (2.5) and/or (26):

R,=R, 2.7
in the points: . )
Q&R nf (R, Zi(x;,¥;5 255 1)

and/or '
S in oots S ' (2.8)
or (&R, nk, (R Zi(x;, Y12, 1)
Case2. Theorem 2 can straightfully be proved on the basis of the reciprocity principle
for isotropic and anisotropic heterogeneous media with space and time
memories, so that the variable point Q®(¢®, 4%, (R, 1) is the reciprocal constant

image of the constant coordinates point Z(x, y, z, t) [21—22], [16—19].
In accordance with the presented ideas we have

DEFINITION 1. The locally selected volume-time element Q. 5,0 TEPresents the
nearest surroundings with the dimensions (g, b, ¢)t of the equivalent
point Z(x, y, z, 1) of all transformations- of multi-component elect-
ric fields. _ _

COROLLARY 1. The dimensions. (a,b, ¢)t_describe cuboidal dimensions “x = g,

‘ y = b, z = ¢” for.time “¢”, of the cuboidal volume element.
As the extension of the problems defined above we can reflect

THEOREM 3. The locally selected volume-time element 2,5, 1S phenomenologi-

cally closed, so the influences of every physical phenomenon can be
treated in a separate way. ‘

PROOF. The proof of this theorem is based on the summations of influences of the
physical phenomena of the potential fields and rotational fields on the
mass/charge, energy and momentum coordinates of the complete state

_ vector of multi-component electric fields [23], [22].

Hence we can introduce consequently to the presented approach:v

DEFINITION 2. The locally selected volume-time element Qb has regular
surface F, , ., externally oriented by the normal external surface
orientation vector n‘®,

Now we should define the influences of the surface conditions on the mass/charge,

energy and momentum balances.
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DEFINITION 3. The circulation of the normal external surface orientation vector
n® has a substantial significance for the signs of summations of the
influences of phenomena of the potential fields and the rotational
fields, in the mass/charge, energy and momentum balances.

Definition 3 leads to the discussion:

COROLLARY 2. The effectivenesses of the influences of physical phenomena on the
mass/charge, energy and momentum balances are connected to the
signs: (+) for potential fields, (—) for rotational fields,

or
(—) for potential fields, (+) for rotational fields,
depending on the circulation of the vector n® [247],[23],[22]. This
question exists for a very wide scope of real processes not including
the composite processes.

For the complicated processes we can consider

COROLLARY 3. For minimum two composite processes the followmg possibilities
exist:

1°. The first process is/of the same kind as the second one, so that the
I?-process and IIP-process are bound with the signs:

12, I1%; (+) for the potential fields and (—) for the rotational fields. As an
example of this class of processes are these for which the second is the
continuation of the first process or on the contrary.

2°. The composite processes are competitive in the working space volume-time
of the pertinent apparatus, with the signs for the processes:

I?; (+) for the potential fields and (—) for the rotational fields,

and
I17; (—) for the potential fields and (+) for the rotat10na1 ﬁelds
The presented above reflections can be extended to the processes having more then
two composite processes under- the condition that their mutual dependences are
determined by physical phenomena. '
The theoretical considerations are completed by the following assumptions for
multicomponent electric fields: :

ASSUMPTION 1. Multi-component electric fields are determined as continuous
media, having a reciprocal constant image and space and time
memories pertinent for all state variables [20], [1], [12—16].

ASSUMPTION 2. Assumption 1 assures the importance of the constitutive invarian-

: -ce for continuous media with space and time memories in the form
of the continuity partial differential equations of every state
variable of multicomponent electric fields [20], [16], [22],
[12—15].

ASSUMPTION 3. ‘The actual known physical phenomena of the multi-component
electric fields are used for the construction of the constitutive
distributed parameter mathematical model of these electric fields
[1], [12—16].
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Part L. Fig. 1. Interpretation of the locally distributed:parameters for the multi-component electric fields.
Zy(x;, ¥i» 2, t) — point of the activity function for the “* component and “l ” transformation of
multi-component electric fields,

Z(x,y,z,t)—equivalent point for all components and all transformations of multi- component electric fields,
Qs o — locally selected volume-time element (phenomenologlcally closed — every phenomenon can be
treated in a separate way) around point Z(x, y, z, £),

F, 5, o — the externally oriented surface of the locally selected volume-time element Qi booyes
n®® — the normal external surface orientation vector for the surface Fi,s, 90
(a b, ¢)t — the dimensions of the Iocally selected volume-tlmc element Q, , o
OF(ER, #f, (R, 1) — the picture of the point of the activity function for the “i” component and “I”
transformation from the point of view of the space-time memories for multi- -component electirc fields,
OR(ER, 1R, CR 1:) — the picture of the equivalent point for the point Z(x, y, z, t)

— the vector lead radius for the point Z(x;, Vix Ziy b,
’QR — the vector lead radius for the point QR(£R, 4R, (R, 7),

r; — the remprocal vector radius between points Z(x;, y,, z,, t) and QR(¢R, #¥, (&, 1),
r — the equivalent reciprocal vector radius between points Z(x, y, z, t) and QR(£R, nR (R 1),
» £2, — the working space volume-time of multi-component electric fields,
F re — the externally oriented surface of the working space volume-time of electric fields Qris
) — the normal external surface orientation vector of the surface Fy, (the circulation of the vector # is the
same as for the vector #*® or is in opposition to the vector n — pertinent to the control problems by the use
' of boundary conditions on the surface F. Re)
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ASSUMPTION 4. The physical phenomena mentioned in Assumption 3 belong to
potential fields and rotational fields, and their influences can be
treated in a separate way depending on the properties of the

locally selected volume-time element 2, , .,, whose dimensions
(a, b, c)t are determined by the locally distributed physical con-
ditions of the equivalent source at the point Z(x,y,z,t) [17—19].

ASSUMPTION 5. The locally selected volume-time element 2, , ., has its reciprocal
constant image inside the working space volume-time of the
electric apparatus [22], [17—19].

ASSUMPTION 6. For all considerations of this paper the dynamic and static forms of
the reciprocity principle for isotropic and anisotropic hetero-
geneous media with space and time memories are valid [21].

The geometric interpretation of the above ideas is presented in figure 1.

The considerations of this chapter are consequently used as a basis for the development

of a mathematical model with space-time distributed parameters of multi-component

electric fields.

3. THE PRESENTATION OF KNOWN PHYSICAL ASPECTS
OF THE CHARGE, ENERGY AND MOMENTUM BALANCES
OF MULTI-COMPONENT ELECTRIC FIELDS

Let us consider a moving coordinate system, related to the locally selected

volume-time element ﬁ(x, »,z: (Phenomenologically closed —every phenomenon can be
treated in a separate way) with dimensions x = a, y = b, z = c for the time “t”, in the
condition of a constant coordinate system being connected with multi-component

€ _.»

electric fields. In addition let us assume the field vector velocity “»” of the volume-time

element Q, , ., from: the aspect of constant coordinates of the working space
volume-time of electric apparatuses Q. Moreover, let “il” represent the “I”
transformation of the “i” component of multi-component electric fields. With these
elements of a new approach at hand, Table 1 displays the physical conditions of multi-
-component electric fields [1], [12—16].
For the construction of the partial differential constitutive state equations the
following remarks are essential:
REMARK 1. In Table 1, it is easy to see that the charge convection flux for every “i”
component of multi-component electric fields contains the field vector

“velocity “v,;” although the locally selected volume-time element Q, , ),
has a different field vector velocity “v”. This difference results from the
mutual influence of the effects of the electric charge of every “i”

~ component itself and of other components of the multi-component
electric fields, especially for multi-component electrically active con-
tinuous media [1—16]. By a separate treatement independent of the



1i=1
w
/=1 : "y Iy =19 a 4ty =
. , 8 v
. £a ¢ - UonNBIOXs pue
[N] o, op | . Q- I/1/1=1 . pue OmooATIOD
-[a/peida’d)+@d)apa] [ff Y~ =ty | | Z— aln® =" Kl e = Pp
M A4
. 1 xipuaddy oos
N 1/1/1 =1 pue [ad ‘I/1/1 =1 10§ ,
» :25@ 1=t %.?oc T=? 7 SONBISOII09[H
op-'npesd fff X =N - Chesp/inpess.-tajap fff “n X aﬂ ="
I I
i/i=1gm
:Ns..xve I=1 - w]
M1 “““op/'npesd.w/ap [ff *nT =1 = ‘npesst = ©f|  Aponpuod
I |V
I/1/1 =1 10
™ [ w]
[m] & esp/topeis : - o4+ M5 =19
: | D
"y y=t pue oIS
Fame §ff o=t -
! Ll
| v ‘opeistq = *f
€ 4 1
BUSWOUSY
WNJUSWOTA A31ouyg sdreq) —— |
seoue[eq

SPRY 31103 Juduoduwiod-pinur Jo suenipuod [edsiyd oy yo uoneuasaad sy
T 2198l




i :n.a.va uQ ) :NS&QG u@ ) :N.a.va 10
[NJ “Copwap i -1 [ad “op(d) [If | V] “opo fIf Sseartl
vl EIGpLAH™ e+
:Ns:uc@ T=11=1
+or] ff X {F=
. “ AN.M.XVQMV . 30IN0S
ﬁ,:vcrn =1 WX T=1 T =1 HedX)pg T=1T =1
[N] “ep-0"L i} w TF=0n| [M] “op-0td fff X LF o fff X LF=
I 1 I T I
) LI sonadoxd
INJ oplanp-peidg+aAp] fIf =N 10100pU0))
¢ . z ]

3 Kwartalnik Elektr. i Telekom. 3 4/90



416 W. Niemiec Kwart. Elektr. i Telekom.

source, of component “i” by its movement this problem has a peculiar
importance for multi-component electric fields.
REMARK 2. The excitation flux j,; = g,;v depends strictly on the field vector

velocity “»” of the locally selected volume-time element Q. y. 2 for
i = 1/1/I. The movement of €x,y,2): implies the excitation of “i” charge
for i = 1/1/I depending on the properties of the “i” component of the
multi-component electric fields [1], [12—16].

REMARK 3. We consider the physical phenomena related to the complete form of
the “i” component electric charge g, = 0 +0,,; for i = 1/1/I and the

charge balance curves for the complete form of the multi-component

I
electric charge ¢ = Y ;. On the other hand, the source of the
i=1
multi-component electric charge is based on its complete form. The
existence of the source for every “i” component of the charge leads to the

complete form of the “i” component convection:

Ji = Jiathwi = iV + 0y (3.1)
From the definition of “i” component source charge A
Qi = Qi+ 0uw; (32)

£ 299

we have the complete form of the source ordered “i component convection

Ji=ov for w;=v and i=1/1I (3.3)

(1%

Eq. (3.3) represents the “i"component charge orientation to the “i” component
charge source [1], [12—16].

Table 1 constains the charge, energy and momentum physical elements treated
separately for the distributed parameter balances for the state variables of mu-

Iti-component electric fields.

4. THE CONSTRUCTION OF THE PARTIAL DIFFERENTIAL
CONSTITUTIVE STATE EQUATIONS DESCRIBING THE PHYSICAL
CONDITIONS OF MULTI-COMPONENT ELECTRIC FIELDS

4.1. THE PARTIAL DIFFERENTIAL CONSTITUTIVE STATE EQUATION OF THE CHARGE
BALANCE OF MULTI-COMPONENT ELECTRIC FIELDS

Using the charge coordinate of Table 1 with Remark 3 and the surface conditions

of F, , . of the lf‘)f’ally selected volume-time element Q('x,y’z),, the dynamical balance

equation for the “i” component electric charge is written as:

0 . . L
En j_” 08(x,y,z) = ﬁ [D,;grad 0;—0;V+y,;grad Ui]dF(x,y,z)i Z _”J. Jil(t)dg(x,y,z)'
g(x.y‘z)t F =1 Q(x'yvﬂl ‘
(4.1.1)
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Applying the Gauss-Ostrogradski law to eq. (4.1.1) [22—23], [16—19]

do; .
—agti = grad D, grad ¢, + D,; V?g;— v gradg; —¢,divv +grady; grad U, +

L
+yV2U+ Y Juf®). 4.1.2)
1=1
Subsequently to eq. (4.1.2) the definition of the following derivative is utilized [22],
[16—19], with the result

Dg; L
2% _ p_v2o,—g,divvt- Y Ju0)+yV?U, 4.1.3)
Dt 1=1
Do,
From the condition for the following derivative DQt L =0 [22], [16—19], the partial

differential equations of the “i” component chargé continuity can be obtained:
— for D,, = D (x,y,2,t) and y, = y{x, y,2,1)

00:
Qtl = grad D grad ¢,— v gradg; +grady; grad U; 4.1.4)

— for D,; # D, (x,y,z,t) and y; # y{xX, y,2,1)
0o;
ot

For the realization of the programme of the complete description of multi-component
electric fields it is necessary to introduce the following theorems:

= —vgradg,. 4.1.5)

THEOREM 4. Let j,, = D, gradg; be the “i” component diffusion transport of “/”
component electric charge and i = 1/1/I of the multi-component
electric fields. Then the complete diffusion vector j, = D, gradg,

I I

‘where ¢ = ) g;and D, = ) D,

i=1 i=1

PROOF. We can introduce the definition of the “i” point charges and i = 1/1/I which
fulfil relation [1], [12—15]

I .
0= z 0;- 4.1.6)
i=1 :

On the other hand, the whole form of the diffusion charge transport for this
case is the vector summation

I
Ji= z D, gradg; 4.1.7)

i=1
now introducing for g; > 0 and D,; > 0 packet summation criterions [27]:

I
D,gradg = ) D, grado. (4.1.8)

i=1

3%
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From definition (4.1.6) appears [23]
I
De = Z Dei ’ ' (419)
i=1

As a consequence of accepting this point of view, we can suggest:

THEOREM 5. If j,; = y,gradU, is the “i” component form of the conductivity
phenomenon and i = 1/1/I, there exists a complete form of the
conductivity phenomenon j, = y grad U for which

1 1
U= u and y= ) y,

i=1 i=1
PROQOF. The proof is based on the introduction of the voltage “U,” of the “i”
component of multi-component electric fields, as a point voltage, so that [1],
[12—15]

I
U= > U,. : - (4.1.10)
i=1
Introducing the complete form of the conductivity phenomenon
I
Jo=Y v;gradU,;- : (4.1.11)
i=1
and comparing elements of the equation of packet summation [27]
I
(U;z >0andy; >0 ygradU =) y,gradU 4.1.12)
i=1
with respect to the eq. (4.1.10), one can obtain [23] ,
I
Y=Y (4.1.13)
: i=1 ,
Making use of the above considerations the resultant form of the charge balance of the
multi-component electric fields is:
Dy : I L : v
Dt = DVie—edive+ ¥ Y 1y +9V2U (4.1.19)
i=1l=1
with the partial differential equations of the charge continuity from the condition

Do .
D¢ = 0 [161. [22], [17—197:

—for D, = D (x,y,z,t) and y = y(x, y, z, )

0
a—f = grad D, gradg —v grad¢ + grady grad U 4.1.15)
— for D, # D (x;y,2,t) and y # y(x, y, z,t)
e _ —vgrado (4.1.16)

Ot
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COROLLARY 3. The prese_nted approach may be interpreted when the volume-time

[IP%1]

driven with the field vector velocity “v” contains
I

complete electric charge ¢ = ). g;. We can consider this problem
i=1

separately for every “i” component of the multi-component electric

fields but for the realizing this task we must define:

Q(x y.zx fOr every “o;” and i = 1/1/I,

— field vector ve1001ty “y,” for every “¢,” and i = 1/1/I with
I

v= ) v, (v, > 0)packet summation [27] under the condition that
i=1 .

all “” components exist independently to each other and without

relation to one another. From this point of view the volume-time

element ﬁ(x’y,z), must contain all volume-time elements E}x y, 2y fOT
i = 1/1/1, treated separately.

element Q, , .,

[13 ’7

4.2, THE PARTIAL DIFFERENTIAL CONSTITUTIVE STATE EQUATIONS OF THE ENERGY
BALANCE OF MULTI-COMPONENT ELECTRIC FIELDS

We use the “ener'gy” elements of the Table 1, to deduce adequate energy balance of
multi-componen electric fields, in the form:

— j” (eU)dQ,,,, ., = 3 p z U, Hj div(e; grad U(dQ,, , ,,—

Q(xy 2 Q(xy o
- Z ﬁ (Q;Utv)dF(x ¥, 2z) + Z Udl j‘jj‘ dlv(Den gradg )d‘Q(x ¥, z) +
i= 11"(:,')1 i=1 ley)l
+ Z U, [ff dlv(y,gradU)dQ(x . Z Z {1 Py)dQ,, ,. o (4.2.1)
Qioyooe i=11=18,

Applying the Gauss-Ostrogradsk1 law-[23], [16—19], to the above equation, it is
p0551b1e to obtain

1 o S I o
E(QU) =—p Z U, divie;gradU)— 3, divi,Up)+ Z .U,,i div(D,gradg;) +

2" = ‘ i=1 ‘
I I L
+ Y, U,div(y;gradU)+ Z Y. Py(t) 4.22)
i=1 i=11=1 .
Hence, from the partial differential equation (4.2.2) one gets
0 ou 1
Ua_i e = 2p Z U, div(e; grad U — Z UgradU;)— Z ovgradU,—
=1 i=1"

I L
- Z o;U,divy+ Z U, div(D,, gradg,) + Z U,divy,gradU;+ Z Y Py). (4.2.3)
=1

i=1 i=1 i=1 i=
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Marking use of the partial differential equatlon of the contmulty of the “i” component
electric charge (4.1.5)

00:
th'— = —vgradg, ' (4.24)
modified to the continuity of the whole electric charge and presented in the energy form
. ) ;
U2 = — Y Upgradg 4.2.5)
ot i=1
to the eq. (4.2.3), the result is:
aU 1 I I I
0= —2—p Z U, divie; gradU)— Y g gradU,— Y o,U,divv+
. i=1 i=1
+ Z U div(y; gradU,) + Z Z P, (1. (4.2.6)

i=1 i=11l=
Now, we introduce the whole derivative of the element “(eUY”
— see Appendix 2, consequently to:
— the time operation;

6U ou I do

Uy—> 2.7
5 T i; % o “2.7)
Aol o
where U= %et) 4.2.8)
. 9¢;
U, #i ‘
and consequently,
— the space operation,
I
ogradU = ggradU + ) U, gradg; 4.2.9)

=1

by “U,;” defined with the application of the eq. (4.2.8).
. The problems concerning the derivational formulae (4.2.7), (4.2.8) and (4.2.9) are
presented in detail in Appendix 2.

Both sides of eq. (4.2.9) can now be multlphed by the field vector velocity “v”

vogradU = vograd U + v Z U, gradg, ' (4.2.10)
i=1
and rewritten in the form
v i 0,grad U, = v é 0eradU,+v Y Ujgrado,  (42.11)
i= i= i=1 :
The application of eq1 4.2. 7) and eq. (;.2.11) to eq. (4.2.6), gives:

aU I | J !
-+ 2 Uy 6t =3P 2 U, div(e;gradU)—v ). o, gradU;—
i=1 i=1

i=1
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I I I ~ I
-V '—21 Uy grado,— Zl o;U;divy + Zl U, grad D, gradg; + 'Zx UqD.Vo+
L

+ Z U, grady; gradU; + Z Uy VU + Z Y Pyt). 42.12)

i=1 i=1 - i=1l=1
For continuing the analysis of eq. (4.2.12) the following cases are possible:

Case 1. Let us consider the partial differential equation of the continuity of the
component electric charge in the form (4.1.4)

‘G 92

00;

e grad D, grad o, —v gradg, +grady; grad U;. (4.2.13)
Multiplying both sides by the voltage of the diffusion phenomenon “U,;” and
modifying it to the form

I do; I 1 1
Y U‘“a_; = Y UggradD, gradg,—v Y. Ugradg;+ ), U, grady;grad U;.
i=1 i=1 i=1 i=1
4.2.14)
Now we can subtract eq (4.2.14) from eq. (4.2. 12) with the result:
1
0 661;7 Z U, div(e,gradU,)—v z 0;gradU;— Z o;U;divr+
=1 i=1
I ' J L
+ Z UuD V2o + Z —U,)grady; gradU, + Z Uy VU Z Z Py(®).
i=1 i= i=1 i=11=1
(4.2.15)

“ *93

For eq. (4.2.15) it is necessary to prove for every “i” component of multi-component
electric fields the relation between voltages “U ;" and “U ;”, according to the theorem:
THEOREM 6. If the multi-component electric fields possess “i” component electric
charges “g;” related to their voltages “U,” where i = 1/1/I, and if the
diffusion electrlc charge bases on “p,” consequently with the conduc-
tivity phenomenon based on the voltage “U,”, the pertinent voltages
“U,” — for diffusion phenomenon and “U,” for the conductivity

phenomenon fulfil the equation
U;=U,; (or Uy =1Ugy) (4.2.16)
and consequently
EI: (U,;—Uy)grady,gradU, = 0. 4.2.17)
PROOQF. Let be present the whlc;hle derivative for the element (oU) of the mu-
Iti-component electric fields — Appendix 2:

— for the time operation,

oU ou 2 6Qi
QW = QE?_ + ,';1 U,— Udi)—g (4.2.18)
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— for the space operation,

I . I I
o;gradU; = ) o,gradU;+ ) (U,—U,)gradg,. (4.2.19)
i i 1

i=1 i=1 i=1
Eqgs. (4.2.18) and (4.2.19) are fulfilled from the condition
U,=U,;. : 4.2.20)

We note that in order to apply the conditions for the voltages “U,;” and “U,” from the
Theorem 6 the result is: :

aU 1 I . I I
e =75P > U, divie; gradU)—v } o;gradU;— } o,U;divv+
i=1 i=1 i=1
I~ I - I L
+ Y, UuDoaViei+ ), UpiV2UE 3 Y Pyft). (4.2.21)
i=1 i=1 i=1l=1
Case 2. Another way to obtain eq. (4.2.21) is the modification of eq. (4.2.13) to the form
0
0 aQ' = —vgradg;+gradygrad U, (4.2.22)

by eliminatihg the term “grad Deigrad ;" from eq. (4.2.15). Making then use of
eg. (4.2.18) and eq. (4.2.19) we obtain:

oU 0 1 .
e+ Y WU B~ L) T U, divie gradv) -
i=1 :

i=1

I
—v z 0;gradU;—v Z (Uy—Uggradg; Y. o, U, divy+

i=1 i=1 i=1

I I
+ Z UdlDelV2Q1 + Z (Uci - Udi(gradyigrad Ui +

i=1 i=1

I I L .
+ Z U.yV?U,+ Z Z Py(t). (4.2.23)
'Subsequently for this case we can multlply both sides of eq. (4.2.22) by
“WU,—U,) to read: _

I g, I
Z Uug—Ugy)—-=—v Z (U,—Uy)grade;+
i=1 ot

i=1

I
+ Y, (Uy—U,y)grady, grad U,. (4.2.249)
i=1
Subtracting now eq. (4.2.24) from eq. (4.2.23) we can easily get eq. (4.2.21). The
following derivative form of eq. (4.2.21) is:

DU 1 ) : u
——=-p) U,eV2U,~oUdive+ ¥ U,yV?U,+
Dt 2 = p{ = cili i
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I L 1
t ¥ % Pul)+ ¥ UaDaV?Us (4.2.25)

i=11l=1
For the partial differential constitutive state equation (4.2.25) exist the partial

. DU
differential equations of continuity, from the condition e = 0 [16—19], [22]

—for D,; = D {x,y,2,t), ;= y4x,y,2,t) and g = g{x, y,2,t)

a(] 1 I I I
o——=—p > U, gradg,gradU,—v Y o;grad Ui[+ Y UggradD,,;-
ot 2050 i=1 i=1
I *
-gradg;+ Y, U,grady,grad Ui} (4.2.26)
i=1
[1* — included term only for the complete presentation of the “/” component energy

continuity in the fluxes of the conductivity and diffusion for multi-component
electric fields.

—for D,; # D (x,y,z,t), V;# y{x,y,2,t) and ¢; # e{x, y,2,t),

ou
T ygradU. 4.2.27)

Case 3. Although the two above cases of the derivation of the partial differential
equation (4.2.25) are equivalent and give the same result, it is necessary to
present one more case due to the existence of the relation:

\U,| = Uyl =10yl for i= 1/1/1, (4.2.28)

€39 [13 »

which results from the fact that every “i” component electric charge “g; equals

unity [1], [12—16], Appendix 2.

COROLLARY 4. The considerations show the energy influences of every “
component physical phenomena of the multi-component electric
fields on the resulting total electric energy of these fields.

4.3. THE PARTIAL DIFFERENTIAL CONSTITUTIVE STATE EQUATION OF THE
MOMENTUM BALANCE OF MULTI-COMPONENT ELECTRIC FIELDS

In order to continue the previous considerations we need to use the “momentum”
elements of Table 1, so that:

d 1 1
Ef §J(fen)dQ.,y, ) = i; g §i e gf?dUidQ(x,y,z)“ Y £ §1§ Dvdiviem) +

Q(X.y,:)l x.p 2t i=1 Q(X.y'zbl

+(ovgradyldQ,, , .+ §fJ [aV?v+bgrad divv]dQ,, , ,+

Q(x- »nap
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LYY I§] Tod. .. 4.3.1)
i=1]=1"¢

(X, y, 2t

After simple transformations with the application of the rules of summation of a series
we get:

0
fr Z—f +fe a—: = aV?v—fvdiv(ev)—flovgrad)r + bgrad divy +

(\)+eogradU ' 4.3.2)

M~
M

+

11

i 1

and hence

0 0
Nid 6_§ +fo 73; = aV*v—fu(vgradg) —frodivv—flgrgrad)y +
+bgraddivyt ) Y Ty(t)+egradU. 4.3.3)
i=1i=1

Now the continuity equation of the total electric charge of multi component electric
fields is taken in the form (4.1.16) multiplied on both sides by “4” to the form

0
va—f = —fuvgrado). 4.3.4)
After subtraction of eq. (4.3.4) from €q. (4.3.3) we obtain

0 I L
fo a_: = aV?v—fordivv—flov gradv + bgraddive + 3 Y T(t)+ 0 grad U
’ : i=1]l=1

4.3.5)

Eq. (4.3.5) can be presented in the form of the following derivative

D : . N . I L
ng: = aV—fovdivv+bgraddive + ¥ ¥ T()+ogradU.  (4.3.6)
. i=1l=1

From the condition fg% = 0 [16—19], [22] the partial differential equation of

continuity for the momentum of the multi component electric fields is:

%:— = —(vgrad). 4.3.7)

COROLLARY 5. For the considerations of this chapter and of the whole paper the
contents of the Corollary 3 concerning the possibility of the
existence of the “i” component field vector veliocity “p,”, is valid. In

consequence of this point of view the following is fulfilled:

I
v= Y (4.3.8)
i=1
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5. THE ANALYSIS OF THE PROPERTIES OF THE RESULTANT FORMS
OF THE PARTIAL DIFFERENTIAL CONSTITUTIVE STATE EQUATIONS
AND THEIR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS OF CONTINUITY
FOR MULTI-COMPONENT ELECTRIC FIELDS

The partial differential constitutive state equation of the “i” component electric
charge takes the form ’
Dy, ) . )
Dt D, V?g,—e;divvt+ Y Jy(H)+7:V*U; (1)
1=1
and leads to a system of partial differential constitutive state equations of the whole
charge, energy and momentum balances of the multi-component electric fields:

Do I L
— =DV%—pdivet Y Y, J () +yV2U _ ?
Dt i=11=1 ‘
pu 1 { 1
0—=—=p 3, U,&V?U,—eUdivr+ Y U VU, +
, Dt 2744~ P
A) L 1 :
+ Y ¥ P+ Y, UsDV2o0, 3)
i=11=1 i=1 , |
Dy . I L
feﬁ— = aV2v—fovdivv+bgraddivet Y. Y Ty(t)+egradU @)
i=11l=1
where:
D ¢ : . . |
D= Et_+ ygrad — (sum of adequate gradient operations) [22], [16—19].

The existence of eq. (A.1) assures “i” component partial differential equations of
continuity of the “i” component electric charge of multi—component electric fields:
— for D, # D {x,y,%1), ¥;# 74x,y,2,1) and & # g(x,),z,t) with D (x,y,z,t),
Y#ENX, Y. 2, 1)

% = —vygradg; (l’j
2 _ gradg )
ot

B) [;—It] = —vgradU 3"
% = —(vgrad)v ' @)

—for D,; = D {(x,y,2,t),y;= y4x,y,2,t) and & = &,(x,y,z,t) with D, = D (x,y,z,1),
Y= y(x, ¥, z, t)
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‘;&;i = grad D, gradg, —v grad g, grady, grad U, _k »
69 | : | 144
i gradD, gradg —v gradg + grady gradU @
o ou. 1 L | ]
O e =3P .Zl U, erade;gradU;,—ovgradU| + '; U, gradD,,
! * .
-grado; + Z U, grady, grad Ui:l ‘ (3
i i} 1 s
% =— (v grad)y | | @

(%224

[1* — included term only for the complete presentation of the “i” component energy
continuity in the fluxes of conductivity and diffusion for the multi-component
electric fields.

The classification of the set of the partial differential constitutive state equations, in
the form of the following derivatives A), allows to catch its properties as for
a QUASILINEAR set of partial differential equations, because all highest differential
operations of this system (VZ)"~!, (VZo)'=%, (VUY=L (V2UY=1, (Vi) =1,
(grad divw)*~1, have an identical power n = 1 [25], [22], [16—19]. The system A) is
INVARIANT with respect to the physical coefficients “Dois Doy vir 7, €5 4, B” and, from
this point of view, the constancy of these coefficients for the properties of the system A)
is proved by the partial differential equations of continuity B) or C). The intrepretation
of the constitutive invariance by the system B) is shown in figure 2.

o lxyizt) ' Without mutual :
o Xy relations Ulx,y,z, 1)

oilx;y,z,t)

(B.3")

@ o

[} vix,y,z,t)

(B.4")

The direct influence of
the field velocity vector

Part I Fig. 2. Interpretation of the constitutive invariance for multi-component electirc fields by the system of
partial differential equations of continuity B).
(B. 1') — has the form (— vgradg;), (B. 2') — is defined as {(— vgradg), (B. 3') — bases on (— vgradU), (B. 4)
— assumes [(— vgrad)v]
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The constitutive invariance in the application of the system B) bases on the
importance of the field vector velocity “v” for the distribution of the charges ,,0,” and
“0”, voltage “U” and momentum of the field vector velocity ,,»”. The system C) contains
another presentation of the constitutive invariance:

— the field vector velocity “v” represents the rotational fields, because 4 — vector
potential of the flow field, exists v = rot 4. ‘

— the potential fields based on the gradient operations of the charges “gradg,” and
“gradp”, of the voltages “gradU,” and “gradU”, depending on the used physical
phenomena. .

Making use of the above considerations it is possible to define the complete
phenomenological interpretation of the constitutive invariance for continuous media
with the space and time memories by the application of the complete forms of the
charge, energy and momentum partial differential equations of continuity. These ideas
are presented in figure 3. -

Infigure Fig. 3, the charge and voltage energy relations have a special importance in
the presence of the field vector velocity as a bond between pertinent physical areas.
From this figure we can see that field vector velocity is independent of the charge and
voltage conditions which have a mutual connection as between the areas using the
phenomena of the potential fields.

o(x,y,2,1) Uix,y,z,t)
0 (x,y,2,1) Uilx,y,z,t)

(ca™)
‘ The mutual relations - N
C(c.3v)

(€2°) /
(c1°)
vixyzt) £

(C.s°) |

The direct influence of
the field vector velocity

Part 1. Fig. 3. Complete phenomenological orientation of the constitutive invariance for multi-component
electric fields in the form of a set partial differential equations of continuity C).

(C. 1°) — takes the form (— vgradg)), (C. 2°) — is defined as (— vgradg), (C. 3°)—is related to (— gvgradU),

(C. 4°) — is determined by [ —(vgrad)v], (C. 1) — is defined in the form (grad D ;gradg;), (C. 2%) — takes its

form (grad D, gradg), (C.1™) — bases on (U ;,gradD gradg,), (C.3"") —is connected with (Uq; grade; gradU),
(C.3%) — is related to (U, grady,; gradU,), (C.3") — is defined by (grady grad U).
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6. CONCLUSIONS

The considerations of this part of the paper are an original extension of my theory
suggested for distributed parameter modelling of a single component electric field [16].
The derived set of partial differential constitutive state equations, in the forms of the
following derivatives A), is a novel in the world literature of phenomenological
distributed parameter modelling of multi-component electric fields. The sets of partial
differential equations of continuity B) or C) assure a constitutive invariance of the
system A) with respect to continuity and space-time memories of all state variables of
multi-component electric fields and the space-time constancy to the ground state
variables of physical coefficients for the phenomena in multi-component electric fields.
All real cases of multi-component electric fields have been analysed in this part of the
paper by the application of the physical phenomena for the construction of the system
A) adequate to the systems B) or C). Part II of this paper is an analytical solution of
system A) on the basis of the application of: '

- — a separation of the system A) for the partial differential equations of the
potential fields (diffusion, conductivity and penetrability) and consequently in the
forms of the following derivatives of the rotational fields (field vector velocity), with the
possibility of an analysis of the (individual solution of every phenomenological partial
differential equation owing to the absence of all other ones) the idealization of the
electric field — coefficients of the other phenomenological equations equal zero [1],
[12—16],

— the application of the properties of the phenomenological Green functions with
respect to the initial and boundary conditions,

— the splice forms of the phenomenological Green functions with their source
functions.

The complete form of the solution of system A) is presented in the Part II from the
point of view of the distributed parameter phenomenological control theory [26],
[16—19]. For the original approach to distributed parameter modelling of the
multicomponent electric fields deduced in this part of the paper a special importance
should be ascribed to:

D
— the questions of the definition of the following derivative Dt and of the defini-

tion of the partial differential equations of continuity from the condition Di 0,

for every state variable of continuous media with the space and time memories
analyzed by B. Sredniawa in [22], v

— the reciprocal constant image considerations according to the reciprocity
principle for the isotropic and anisotropic heterogeneous media with space and time
memories, proved by W. Nowacki [21],

— the selection of state variables for distributed parameter phenomenological
modelling with regard to the yield and quality control aspects of the products of real
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processes by the classic distributed parameter control, for the different physical
phenomena, e.g. according to S. Wegrzyn [26].

APPENDIX 1

The conditions of the locally selected volume-time element ﬁ(x, »,z With externally
oriented surface F, , ., by the normal external surface orientation vector n® of
adequate circulation, imply the existence of the electrostatic energy flux

I ——p Z U, ﬁ; DdF(xyz)— p Z U ”jdlv(s gradU)dQ,, , ,[W] (1)
(xy.2) Q(xy n

APPENDIX 2

Let be defined the function

oU =P, 9, ..., Qs - 0 1)
component electric charge “g,” for i = 1/1/I, be defined the voltage

[ ”

and let, for every “i
“Uy”, so that

deU)
Uu= P , )
Q;
U,e.#1
The whole derivative of the whole electric voltage is [16—19]:
— for the time coordinate
6U
—_= 3
— for the space coordinates
I
ogradU = ggradU+ ) U,gradgi @

i=1
For the constructive application of equation (4), this equation is multiplied on both
sides by the field vector velocity “v” and modified to the form

I I
v Z e;gradU; = v ), o,gradU;+v ) Uy gradg;. (5)

i=1 i=1 i=1

While operations
y;grad U; A
! ‘=D, gradg;, |— 6
{pe-gradUi} s Brte [mz} ©

13 ” (3 k2

are exactly related to the same “i” component electric charge “p,”, the voltages “U ”?
and “U,” are defined in the same way as in eq. (2), and the equality
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|Ual = U, =1U4 for i=1/1/I ’ (7)

(1332

is fulfilled owing to the fact that the electric charge for every “i compohént of
multi-component electric fields equals unity [1], [12—16].

APPENDIX 3

In my paper devoted to distributed parameter modelling of a single-component
electric field [16], are established the material coefficients of media applied to the
multi—component electric fields processing “4” and “b”, by the formulae:

— for the conductor in fluid phase,

4=n, and B=ﬂ31“— (1)
— for the conductor in crystal phase,
h - hk
d=— and b=———. 2
P p(k—2) @

The coefficients “4” and “b” show the conditions of the physical properties of the charge
motion in different materials.

REMARK 4.

The procedure of identification of the coefficients for the physical phenomenolgical
partial differential equations can be found in the book of S. Wegrzyn [26].

NOTATIONS

(1534
4

0,;— density of the “i” component electric charge in the flux of

convection C
m?’
0,,—density of the “i” component electric charge of the
excitation phénomenon C
m>’
9;—total density of the “i” component electric charge
Q; = Quit Qi C
m?’
v— the external generated field vector velocity of the electric
charge in the form of ions or electrons for all components
of multi—component electric fields m

<63

D,,— coefficient of diffusion of the “i” component electric
charge m
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y,— coefficient of the “i” component electric conductivity
g;— coefficient of the “i” component electric permeability

U — the total voltage of multi-component electric fields from
a external source
U, — the voltage of multi-component electric fields for the “i”
component shift current and epidermis phenomenon
U,,— the voltage of multi-component electric fields for the “i”
component electric conductivity current
Upi——the voltage of ‘the electric fields of the “i” component

electric charge with density “g,” Py

D;—the vector of the “/” component induction of the mu-
Iti—component electric fields '

f;— coefficient of the mass of the “i” component electric charge
for multi-component electric fields

¥ — the function describing the energy of multi-component
electric fields

4, b— coefficients of material properties of the conductor of the
electric current

n,,— coefficient of the dynamic viscosity
h—the crystal pression module

k— the Poisson constant of the crystal

p— coefficient of the time transformation of the multi-com-
ponent electric fields

[1¥:24
l

J,(t)— the external source of the “i” component electric charge
undergoing to “I” processing, J,; — for the excitation
current and J,; — for the source current

P,(t)— the external source of the “i” component electric energy
undergoing to “I” processing

4 Kwartalnik Elektr. i Telekom. 3—4/90

- -

-

3]z 8|7 8|%



432 W. Niemiec Kwart. Elektr. i Telekom.

[13 ,7

T;(t)— the external source of the “i” component electric momen-

tum undergoing to “I” processing N
m3’
Q.- —the locally selected volume-time element (phenomenon
logically closed — every phenomenon can be treated in
a separate way) around point Z(x, y, z, t) of the processing
of multi-component electric fields m3 —s,
Qp,—the working space volume-time of multi-component
electric fields . m?3—s,
(a, b, c)t—the dimensions of the locally selected volume-time ele-
ment Q(x,.y,z),, by:x=a,y=b,z=c¢ m, m, m, S,
(x, y, z, t)— the constant space-time coordinates of the working space
volume-time of multi-component electric fields m, m, m, S,

Fo,p,0e—the externally oriented surface of the locally selected

volume—time element Q(,, b, c),/F(x sz 10T X =a, y =D,
z=y¢) m*—s,
n®—the normal external surface orlentatlon vector of the
surface Fob o
Fgp,—the externally oriented surface of the worklng space
volume-time of multi-component electric fields Qg, m*—s,
n —the normal external surface orientation vector of the
surface Fg,
t—time . S.
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W. NIEMIEC

O KONSTYTUTYWNEJ TEORII ROZLOZONEGO PARAMETRYCZNIE MODELOWANIA
DLA ZJAWISKOWEGO STEROWANIA WIELOSKEADNIKOWYCH POL ELEKTRYCZNYCH

CZESC I
ROWNANIA ROZNICZKOWE CZASTKOWE KONSTYTUTYWNE STANU
OPISUJACE WIELOSKLEADNIKOWE POLA ELEKTRYCZNE

Streszczenie

Na bazie elementow zrodlowych i zjawiskowych wielosktadnikowych pol elektrycznych odpowiadaja-
cych bilansom: ladunk 6w elektrycznych, energii elektrycznej i pedu tadunkow elektrycznych wyprowadzono
oryginalny, konstytutywny, rozlozony parametrycznie matematyczny model tych pol elektrycznych
w przestrzeni roboczej i czasie dla aparatow elektrycznych. Ujmuje on tak wydajnosciowe jak i jakosciowe
aspekty przetwarzania wieloskladnikowych pél elektrycznych, odpowiadajacym poszczegblnym zmiennym
stanu dla kazdego skladnika i catoéci wieloskladnikowego pola elektrycznego. Wprowadzono bilansowe
rownania rozniczkowe czastkowe konstytutywne stanu: ladunk 6w elektrycznych, energii elektrycznej i pedu
tadunkdéw elektrycznych dla odpowiednich zmiennych stanu kazdego skladnika i calo$ci wielosktad-
nikowego pola elektrycznego. Wykazano inwariancje konstytutywna wyprowadzonego uktadu réwnan
rozniczkowych czastkowych konstytutywnych stanu w stosunku do jego fizykalaych wspOlczynnikow dla
udowodnienia ich stalo$ci do nastepnych rozwazafn. W tym celu wyprowadzono i przeanalizowano
réwnania rézniczkowe czastkowe ciagloéci: tadunkéw elektrycznych, energii elektrycznej i pedu tadunkow
elektrycznych dla zmiennych i statych wspolezynnikow fizykalnych jako grupy transformacji ciagtosci
odpowiednich zmiennych stanu.

4*
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This. part of the paper is devoted to the analytical solution of the constitutive
mathematical model with distributed parameters of multi-component electric fields (develo-
ped in Part I [1]), from the point of view of the application of this solution to control the yield
and quality of the very wide scope of the real processes. For the realization of this task the
following ideas are of great importance:
— the possibility of separation of the mathematical model for influences of smgle physical
phenomena of the multicomponent electric fields [4—5], [10—12],

—- the properties of the elements of phenomenological solutions; the phenomenological
Green functions and source functions [4—61, 10—12]

— the concept of summation of the effects of the activities of physical phenomena of potential
fields and those of rotational fields [4—6], [10—12],

— the possibility of realization of the phenomenological distributed parameter control by the
use of the physical phenomena of multi-component electric fields [10—12], [17—19].

The presented above elements have a substantial significance for the considerations covered in

the frames of this paper.
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PART IIL

Physical yield and quality control problems for the processing
of the multi-component electric fields

1. THE DISCUSSION OF THE CONSTITUTIVE MATHEMATICAL MODEL
OF THE DISTRIBUTED PARAMETERS OF THE MULTI-COMPONENT
¢ . ELECTRIC FIELDS

We shall consider the influences of separate physical phenomena from the system of
partial differential constitutive state equations, in the from of the following derivatives
of the multi-component electric fields signed A) in the Part I [1]. The system A)in Part Lis
invariant with respect to its physical phenomenological coefficients, according to the
sets of the partial differential equations of continuity B) or C). The partial differential
constitutive state equations of multi-component charge, energy and momentum
balances A) are quasilinear in the sense of the theory of the partial differential equations
[2], and can be treated as having, in addition, constant coefficients on the basis of the
introduction of the system B) or C)in [1]. As anintroduction point we need to quote the
complete from of the partial differential constitutive state equations A) for mu-
Iti-component electric fields: '

— for the “i” component electric charge

Dg; 2 - = 2
Dt =D,V Qi__gidlvvi Ju(®)+y,V* U, ‘ (1)
’ .l=1 ) ,
— for the total charge, energy and momentum
Do ‘ I L : : :
B = D, V¥g—edivvt Y Y J,(6)+y, VU . )
: i=1l=1
DU 1 L '
e——=5p) U,eV?’U,—oUdivv+ Y U,y VU, +
Dt 275 °° i=1
(I I L I
+ ) Y P+ 2. UuD.VZe, (3)
i=1l=1 i=1
Dv R I L
fgﬁ = aV*v—fovdivv+bgraddive+ Y Y Ty(t)+ograd U, @)
i=11=1
where:

D 0
D= §+vgrad — (sum of adequate gradient operations) [1], [4—5], [8],
[10—12]. ‘
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The invariance of the system (I) is involved with the movement of the volume-time
element Q, , ., with the field vector velocity “v” and its reciprocal constant image,
according to the reciprocity principle for isotropic and anisotropic heterogeneous
media with space and time memories [3—4]. From this point of view, the coefficients
D, D,, v 7, &, &, b are assumed to be constant in the subsequent considerations.
Another question is to stress quasilinear properties of the system (I) as all its highest
differential operations and their functions are of the same first order “n = 17, so that
(V2o)=1, (VAUY'™Y, (V2o=1, (V2U)'=Y, (V2w)'™Y, (grad divy)~* [2], [1], [4—5),
[10—12]. From the properties of the system (I) appears the possibility of its solution in
an analytical way. Two cases of the analytical solution of the system (I are considered:

A — the existence of the initial conditions,

B — the existence of the initial and boundary conditions,

for the multi-component electric fields.

The system (I) contains all phenomenological and transformation elements of

multi-component electric fields, constructed in the constitutive form [13—16].

2. THE SOLUTION OF THE SYSTEM OF THE PARTIAL DIFFERENTIAL
CONSTITUTIVE STATE EQUATIONS DESCRIBING
MULTI-COMPONENT ELECTRIC FIELDS

A. The existence of the initial conditions for multi-compohent electric fields.
/. The dynamical characteristics of the working space-time of the equipment for
multi-component electric fields.

2.1. THE SOURCE FUNCTIONS OF MULTI-COMPONENT ELECTRIC FIELDS

For the equivalent point Z(x, y, z, t) of the processing of the multi-component
electric fields (defined in the Part I [1]), the system (I) is modified to the form

43 1,0 | 0

(D o 1z
FranE) lzZIPi,(t) (3)
o=+ 3 Y10, @

The integration of the system (II) done in the time interval [0, ¢) with the results of the
pertinent differential equations:
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t L
i) = Qo;‘iglz Ji(t)dt 1)
=1
t I L )
) =0otf Y Y Jn)dt 2
0i=11=1
(1D ¢ I L pp)
z _ il
TO=Uo] 2 2 o™ » @)
e p T,(2) » 4
FO=vot] X X oo @

To include the effects of the integrations of eq. (II1.3) and eq. (II1.4) the modulus of
eq. (IIL1) is used to consider (4) the possibility of inverse transformations of the
multi-component electric fields at every point Z(x, y, z, ¢).

2.2. THE ANALYSIS OF THE HOMOGENEOUS FROM OF THE SYSTEM @

In accordance to the chapter A..«¢.1., the homogeneous form of the system of the
partial differential constitutive state equations, in the forms of the following derivatives
of the multipartial electric fields (I) is

Dg;

=D _V3p.—0.di V3U. 1
Dt = PaVei—edive+9,V2U; @)
D .
=2 — D, V?o—odive+yV2U 2)
Dt
bU _ 1 ZI:U e, V2U Udivv+zI:U VU, +
Iv) e Dt 2Pi=1 pi6i i—@ & cili i
I
+ Z U;D, V2, 3
i=1
Dv 2 . . .
fgﬁ= aVév—fovdivv+bgraddivv+ograd U 4

where:
D 0 . .
D= —-+tvgred — (sum of adeguate gradient operations) [1], [4—5],

ot
[10—12].
Now we should consider the mentioned previously constitutive invariance for the
homogeneous form of the system (I), having the form (IV). This results from the
existence of the partial differential equations of continuity for every state variable of

D
multi-component electric fields, from the general condition D= 0 [4—5], [7],
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[10—12], [8]. Two cases of the constitutive invariance for multi-component electric

fields have been considered

— forD,; # D, (x, y, 2, t),7; # ¥:(x, y, z, ) and ¢; # g(x, y,z, t), with D, # D(x, y,z, 1),
y#y(x, y, 2, t)

a i 9

s —vgradg; ()

% = —vygradg 2)
V) U

—5;—==——vgrad(] (3)

—g—:— = —(vgrad)v 4)

as the system B) in [1].
— for D; = D,(x, ¥,z t),7; = y:(x, y, 2z, t) and &; = &(x,:y,z t),with D, = D (x, y, 2, 1),
y=7( 521

00;

e grad D grad o, —vgradg; + grady;gradU; 1)
de | ,
o grad D, grad g —vgradg + gradygradU 2”)
ou 1 2 I
(V1) 07 =5P Y U,grade;gradU;—ovgradU| + Y. UggradD,,;:
i=1 i=1
I * R
-gradg;+ Y, U grady; gradUi] 3
i=1

av

T (vgrad)v 4

being representation of the system C) in [1].

In the system (VI) the part of eq. (VI.3”) inside brackets [ 1*is included only for the
complete presentation of the “i” component energy continuity in the fluxes of
conductivity and diffusion for the multi-component electric fields.

The invariance of system (IV) with regard to the systems (V) and (VI) assures the
constancy of the physical coefficients of system (IV). This constancy is of great
importance for the classification of single phenomenological partial differential
equations separated from system (IV). For the realization of this separation we need to
introduce for system (IV) the definition of rotational fields [4—6], [8—12]: exits:
A — the vector potential of the flow field and v = rot4 with div rotdA =0.

In consequence of this point of view, we can obtain:
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Dg;

Dt = Deiszi"'ViVZUi
D
(VII) Ff =D Vo +yV?U
DU 1 2 d 2 ! 2
QT =P Z UpisiV U+ Z Uy, VU, + Z UyD, V3,
t 255 i=1 i=1

Dy
— = gradU .
f Dt gra

For eq. (VI1.4) the mathematical rule [4—6], [8—12] is used:
rotrotv = grad divy—V?y
and the system (VII) takes its potential field from

00
L DeiVZQi'*‘ViVZUi
ot
% _ pvie+yviU
(VIII) ot PeViety

ou 1 1 I I
QW = Ep Z UpigiVZUi-'_ Z Uciyiszi'f‘ Z UdiDeiVZQi
i=1 i=1 =

i=1

f % = gfadU.

M

2

)

)

©)

M)

)

€)

)

According to this approach we have the set of partial differential equations, in the form

of the following derivatives of the rotational fields

Do,
?ﬁi‘= —o,divy
Do .
axy - Dt = —odivy
DU . s
Opy = TeUdivy

Db A
fQD_: = aV2v—fordivv+bgrad divy

where:

D 4
Br = 3 +rerad, [4—51, [8], 10—12].

(1

)

®)

(4)
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3. THE SEPARATION OF THE PHENOMENOLOGICAL PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS FROM THE SYSTEM OF THE PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS OF THE POTENTIAL FIELDS (VIII).

As a first method of the separation of a single phenomenological partial differential
equations from the system (VIII) the concept of idealization of the media can be
introduced [5], [4], [9—16]. The principle of this approach is the succesive
consideration of the system (VIII) in the forms: .

— without conductivity and penetrability phenomena (the physical coefficients
;= 0,y = 0, ¢; = 0 independently to their constancy or variation with the space-time
coordinates for the constitutive invariance) to obtain

00;

- =DV’ ()
; _
5 =DV @
(VIITY) ; A
= Z U;D.Ve; . )
i=1
ov
f i gradU, @

— without diffusion and conductivity phenomena (for the physical coefficients
D, =0,D,=0,y =07y=0 independent to the constant or variable form to their
space-time coordinates by the constitutive invariance) to assure

9¢;
% 0 )
0o |
i 2
(VIII?) U 1 I o
=77 ; Up,sleU (3)
oy | : o
S = gradU | | (4)

— without diffusion and penetrability phenomena (the physical coefficients
D, =0, D,=0, ¢ =0 independently to their constancy or variation with the
space -time coordlnates for the constitutive invariance) with the result

00; _ 2 ‘
o VU, 1)
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i,
_ a—f = yV2U 2
(VIII3) 6U I _ A ‘
Z c;yivz Ui (3)
f _é? = gradU. | 4)

Another way of to obtain the systems (VIII'), (VIII?) and (VIII3) is involved with the
application of the theories deduced in Part I [1]. Let eq. (VIIL1) be multiplied on both
sides by the voltage “U,,” and presented in the form

I I

de; |
Z Udl aQt _21 Udt e:V Ql+ 2 UdlyIVZU (5)

According to the Appendix 2 in Part I [1] we have the form of the energy partial
differential constitutive state equation

0o;

6U I I I o
+ Z 45 = —PZ Ungxsz'+ Z UciyiVZUi"‘ Z UdiDeiVZQi' (6)
i i=1 i=1

o
Now we need to subtract eq. (VIII.5) from eq. (VIIL6) with the result

ou 1 {4 ) I )
Q=3P Z U,e;V°U;+ Z (Ui—Uyy,V?U, @)
o 257 i=1
From the condition (Case 1) proved in the Part I [1]
Ui=Ug : ®
eq. (VIIL.7) assumes the from
6U !
— U 2
05 =3 L Z &V2U ©)

consequently to the system (VIII?). After the elimination of the partial differential
equation of the permeability we have

oU L a , )
at _Z Udt a Z Uc:))zv U + Z UdlDezV Qx (10)

Eq. (10) can be presented as the summation of the partlal differential equations

I
= Y U,yV?U, (for system (VIII?)) (11)

and .
69

I
_Z Udz

I
L= Y U;D,V?%, (for system (VIIIY)). (12)
i=1
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According to the constitutive invariance of the set of partial differential constitutive
state equations (IV), with the partial differential equations of the continuity of the
system (V) or the system (VI) this system is invariant in respect to its physical
co%fﬁcients (SYSTEM (IV) INVARIANT (with respect to coefficients D,;, D, y;, 9, &;5
a4, b).

From the above point of view, these coefficients are assumed to be constant in the
below chapters.

4. THE ANALYTICAL SOLUTIONS OF THE OF THE SYSTEMS (VIII)
AND (IX)

4.1. THE PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS OF THE POTENTIAL FIELDS
(variable point Q®(¢8, 7%, &* 1) = Q(&, 1, & 7) [1].

4.1.1. THE DIFFUSION “" COMPONENT CHARGE TRANSPORT FOR THE MULTI-COMPONENT ELECTRIC FIELDS

The diffusion “i” component partial differential equation of its charge transport can
be rewritten as

00; '
L _Dp,V%,=0. 1
LDV, ®
For the solution of eq. (1), we introduce the relation
e(x,y,z,1) = C(x,y,2)e{t). 2

Eq. (2) is valid under the condition of the assertion:

THEOREM 1. If the “” component electric charge, with i = 1/1/I for the diffusion
transport can be defined in relation to the dimensions “a, b, ¢” of the
locally selected volume-time element Q, , ., formula (2) reaches a great
importance. .

PROOF. Let be introduced an other from of the “i” component charge density

0i(x,y,2,1) = C{x,,2)a,(t) ()
Eq. (3) delivers the consequent from of the eq. (1).

0°C, 9°C;, 9*C;

: - ~+1C;=0 4

ax2+ay2+azz +j,' i ) ()
da, : :

— = —4D_0; 5

dt i et Ql v ‘ ( )

The use of the proof of superposition of the potential fields and the rotational fields

with the reciprocal constant image imposes the existence of an adequate volume-time

clement &', , .., with the boundary conditions on its boundary equalling zero [5—6],

81, [10—12].
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Ci(()’ya O) = 0 Ci(ai>y 0) 0 . : o :
Ci(x,0,00=0 and Cx,b,0)=0 ' 6)
- C0,0,2) =0 Ci0,y,¢)=0.
For the presentation of the function o _
| | Ci%,y,2) = XM Y0)Z() NG
eq. (4) assumes the system form
X'+6,X=0 X(0)=0 X(a) =0
Y'+5Y=0  Y0)=0 and Y(b)=0 ®)

Z'+pZ=0 Z(©0)=0 Z(c) = 0.

The solutions of system (8) have the forms

X(x)—sm Hx @.=<nﬂ>2

l ai
. miIT mlIT \? o
Y,(0) =sinoY; = ©)
I bi bi
R 2
Z0)=sin“5 = ("—”)
¢; : ¢

and the eigenvalues have the form -

4 _(ra 2+ mIl 2+ kIT\? ‘ , 101
in,m,k_ .ai o bi ¢ ‘ . ( )

From the general assumption of the existence of only a single volume-time element
Q4. b.cyr» being valid for all components of the multi-component electric charges, it arises

a,=a, b,=b, and ¢ =c (11)

so that 1 S
Cilx,y.2) = C(x,y,2). (12)

For Theorem 1, it is necessary to lead the following assertion: COROLLARY 1. While
Theorem 1 is valid for all components “i” and i = 1/1/I of the state quantities nad all
physical phenomena of multi-component electric fields, the dimensions (a, b, ¢)¢ of the
locally selected volume-time element Q,, . (phenomenologically closed — every
phenomenon can be treated in a separate way), the eigenvalues and eigenfunctions are
based on these dimensions and have the same formulae for all physical phenomena of
these electric fields. - -

Theorem 1, in conformity with eq. (2) and eq. (3), gives their interpretations as: follows
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?’C  9*C  9*C

3 t oy YA TAC=0 (13)
do; ~
b= D2 (14)

It is conceivable that, subsequetly, the following mathematical steps are covered by

Theorem 1;

— the boundary conditions on the boundary of the locally selected volume-time
element Q(a’b’c)t are equal to zero [5—6], [8], [10—12]

Cc0,y,00=0 C(a,y,00 =0
C(x,0,00=0 and C(x,5,00=0 (15)

C(0,0,2)=0 C,y,c) =0

— the modification of the function C(x,y, z) to the form

- C(x,y,2) = X(X) Y()Z(2) (16)

which allows for the presentation of eq. (13) in another way

X"+0X=0 X@0)=0 X(@=0

Y'+uY=0 Y0)=0 and Y(})=0 17
Z"+yZ=0 Z0)=0 Zic)=0. - '

This approach causes that the solutions of the above system of differential equations

have the forms
II I7\?
X, (x) =sin nax; e = (n__)

a
, i . I7\?
Y,0) =sin o p=(m (18)
b b
, - kz . kIT\?-
Z,(z) =sin o y=<—c—>.

For the above solutions the eigenvalues have the presentation

2
e () w

and consequently the eigenfunctions satisfy the equation

: ‘ . nllx | mlly | k
Comi(x,y,2) = A, ., sin nax sin mb y sin 1z . (20)
c

Itis possible to perceive that in eq. (20) 4, ,, ; can be considered from the point of view of
the dimensions “a, b, ¢” being characteristic for the locally selected volume-time
element Q, , ., by the application of the norm N, of the eigenfunctions



446 W. Niemiec ) Kwart. Elektr. i Telekom.

abc 11 b I
Ne =] {Comi(x,y,2)dxdydz = A,?,,.dsm i dx (sin? e yd)"
000 - a ° b
-js1n2——dc z=1 1)
0
with the result of the integration
8
A= [—. 0
mmk abc (22)

In consequence of this approach one gets eigenfunctions related to the point Z(x, y, z,t)
of the volume-time element Q, , .,

Comi(x,y,2) = o sin p, sin 5 sin . (23)

For the variable point Q(¢, 1, B, ) the eigenfunctions are written as

| 8 . nll¢ . mIly . kIT
Comi(&,1,B) = Zhe Slnnaésm mbﬂsm c'B. (24)

The integration of eq. (14) leads to the formula
0i(t) = D} e~ HomsPat (25)

The integration constant for eq. (25) is

. [ 8 . nIl¢ | mIy . kII B
k= ﬂjg ; sin sin sin dédndg. (26)
o Ro abc b c

a

From the integration ove the time interval [0, ¢ (of eq. (I1.1), the source function for the
“i” component electric charge takes the form

a L
Q.(t)—eo,_g Z a(t)dt. @7

The resultant form of the “i” component diffusion charge transport, from
the variable point Q(¢, #, B, 7) to the constant coordinates point Z(x, y, z,t) can be
written as

p & 8 (. nllx . nlI¢
. = e~ AnmaDeilt~7) » .
0:(Z,1) (-‘;J.é‘-;[{né abc(sm ~—sin a>
1

1
1

t=>t L
-(sin mgy sin mgn><sin k]ch sin'klcjﬁ )} I:Qo; | X J,z(t)dt]dé dﬂdﬁd‘r (28)
01=
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4.1.2. THE DIFFUSION TRANSPORT OF THE TOTAL ELECTRIC CHARGE
OF THE MULTI-COMPONENT ELECTRIC FIELDS

Let us consider eq. (VIII'.2), describing our question
de

YL _pv2o = 1
o DV =0 (1)

For the solution of this problem an important role is played by the considerations of the
chapter A.o/.4.1.1. In terms of the total electric charge of multi-component electric
fields o(x,y,z,t) = C(x,y,2)a(t), eq. (1) appears in the form

?°Cc @#*C o C

e A +AC=0 )
do -
G =-D.a. (3)

After the same considerations for eq. (2) as in the chapter A°.&/.4.1.1,, by this way we
obtain the eigenvalues in the form of

nIl \* II\? [ kIT\?
e (2 ) (2)
a b c
and the eigenfunctions for the point Z(x,y,z,t) are

. nllx . mily . kIl
Comi(%,¥,2) = abcsmnaxsmmbysm CZ. (5)

The eigenfunctions related to the variable point Q(&,7, 8,7) lead to the formula

8 I I1 kIT
Comi(&,1, ) = sin ésinm T sin B. (6)
e ‘ abc a b c
The solution of eq. (3) after its time integration is given by
(0) = Dy =", (7)
where the integration constant is
8 II I kIT
Dymy = {QQO /abc sin ”af sin ’”b T sin cﬁ dédndp. (8)

The source function for the total electric charge is to obtain from the integration of eq.
(IL.2) in the time interval [0, t) the form (II1.2) which can be written as '

M~
M

2°(t) = 0o ij Jy(t)de. )
0

i=11=1

5 Kwartalnik Elektr. i Telekom. 3—4/90
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Making use of the results of the chapter A..4.1.1. and the above formulae for the
solution of the diffusion transport of the total electric charge, we have

p o 8 (. nllx . nIl¢
. = — Ay i Dt —7) .
0:(Z,1) g{{(f{ng D, mie he <s1n L Sin— )
=

=

11 kIlz . kIIB e
: <sin mgy sin mb ”) <sin ? sin 1p )} I:QO +
0

C C

13

fJ,.,(t)dt] dedndpBdr. (10)
I=1

I
i=1

4.1.3. THE VOLTAGE OF THE MULTI-COMPONENT ELECTRIC FIELDS IN THE “” COMPONENT DIFFUSION CHARGE
TRANSPORT .

Let us consider eq. (VIII*.3) having the form

ou !
e = > UyD, V3. (1)
i=1
Now we can use eq. (VIII'.1) of the “” component diffusion electric charge transport
0o,
—r =D V?.. 2
5 = DaVe. @
It is possible to perceive that from eq. (1) and (2) one can obtain
o d do;
Q at ig:l di at ( )

I
For the solution of the problem described by eq. (3) we need to stress that ¢ = > o
i=1
This point of view enables to obtain the solution of the problem of eq. (3) with respect

to the pertinent “i” component electric charge sourde function in the form

t
Hﬂ{ i Di, e milut=0).

I
UZ,)=UyZ,t)+ > Uy In
i=1

0

3

1
=1
=1

8 (. nllx ., nII¢ . mlly . mily . kIlz . kIIB
. sin sin sin sin sin sin :
abc a a b b c c

t—=t L
'li@oi .r ZJiz(t)dt:,dfdﬂdﬁdfl*lleOi

0il=1
The integration constant D} ,, , is defined in the chapter A.«/.4.1.1.

3

(4)
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4.1.4. THE VOLTAGE DISTRIBUTION FROM THE ELECTRIC PERMEABILITY
OF THE “” COMPONENT ELECTRIC VOLTAGES

Let us take into consideration eq. (VIIIz.3) whose form is

ou

1 2 ' '
—61:——31)‘:\: UpiSiVZUi =0. (1)

The solution of eq. (1) must be in consonance with Theorem 1 and Corollary 1, and we

[1¥+2]

need remember that g = Z g;and U = Z U,. Introducmg now the i component

voltage function U,(x,y, z, t) =Wi(x,y, z)U (9), eq. (1) takes the form

W o*w  *W

p + 7 + 57 +AW=0 2
au; _ pU, ;
dt A2 0%(t) ©)

On the basis of the considerations of the chapter A.s/.4.1.1. we can see that the
eigenvalues are obtained as: ‘

nIl \? mIl\? kIT\?
A = <——> +<——>4L <—> . @)
a b c
It is evident, therefore, that the eigenfunctions for the point Z(x, y, z,t) are given by

: . nllx . mIly . kIl
Wy mi(x,y,2) = abcsmnaxsmmb}sm cZ 5

and reciprocally, in the variable point Q(¢,#, B, 7) the eigenfunctions fulfil the equation

8 . nllE . mIly . kII
Wemi(&on, B) = /abc sin— =sin brlsm éﬁ. . (6)

Eq. (3) can be transformed to

dU: pU ¢ dt

—— = — 1 L ' )
Ui n,m,k 2 t L
S 0ot [ 2 Ju(H)dt
0l=1
and the integration of eq. (7) leads to
pUpi
U = F:xmke 71K o, )

where the function
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[K{)] = f
QO! i_ .“ Z Jll (t)dt

For eq. (8) the integration constant can be written as

. 8 . nlI¢ . mIly . kIIB
n’m’k—j;{;’.UOi /abc sin sin— -sin— dédndg. )

a

The source function for this problem is to obtain from eq. (IL.3) after integration in the
time interval [0, ) to eq. (IIL.3), and is

Uz(t) = U01+£lzl I ;l((tt))l t (10)

In accordance with the above considerations the voltage distribution by the
penetrability phenomenon from the variable point Q(é 1, B,7) to the point Z(x, y, z, t)
has the resultant form

I 1t [~e) 8
Z F lnmk [K t—__ -~
02.0= 2§11 5 Fims
T
. nllx . nlE\( . miy . milg\/ . klz . kIIB
-| sin sin sin sin sin sin .
a a b b c c
t—=t L ()
-I:Qo,-_ j Z il dtJdédndﬁdr. : an
01l=1 l( )I

4.1.5. THE DISTRIBUTION OF THE “/”COMPONENT VOLTAGE OF THE CONDUCTIVITY PHENOMENON ON THE TOTAL
ELECTRIC ENERGY

We use for our considerations eq. (VIII3.3), having the form
ou {
0—F— Z Uy V?U, = 0. (1)
o 5
The solution method of eq. (1) coincides with the solution of the chapter A 4.1 4 and

confirms the importance of Theorem 1 and Corollary 1, at ¢ = Z g;and U = Z U,.
i=1 i=1
We can present eq. (1), by the introduction of the “i” component electric voltage

Uix,y,2,t) = W(x,y,2) Uy(t) defined as having space and time eléments;

P W PW W
T Ty g TAW=0 )
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dUi . Uczyx
TR 0% () Us. O

After the same considerations as in chapter A.s/.4.1.4. we receive the eigenfunctions in

the form:
IT\? I7\? kIT\?
A = <L> +<m—> +<—> : @
a b c

The eigenfunctions in the point Z(x,y,z,t) are

Conllx . mIly . kIl
Wymi(%,y,2) = abcsmnaxsmmbysm CZ (5)

and pertinent for the variable point (&, 7, f,17)

8 II I kIT
ank(£5n7ﬁ)= Sinn £Sinm rlSin ﬁ . (6)
o abc a b c
Eq. (3) can be modified as follows
dU; dt
U. = _An,m,k Uciyt t L (7)
‘ +52hmm
and integrated to the form
T(t) = F} e nmsVrlki6], @®)
where
dt
[K{1)] = J

L .
Qo;’iy Y Ja(tydt
01=1

For eq. (8) the integration constant is

foms = ({100, / ”Zé sin mg” sin “Zﬁ dedndp. ©)

From the integration of eq. (I1.3) in the time interval [0, t) to the form of eq. (II1.3) we
have

t L P. (t)
z =U il
Ui = Vort] 2, 1oy

(10)
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In accordance with the above considerations the resultant solution of this problem can .
be written in the form
i 2 =
1
1

( . nllx nHﬁ)( . mlly . mHn>< . klz kHﬁ)}
| sin sin sin sin sin sin .
a a b b c c

-[U(,iitfti Pult) dt]d&jdndﬁdr (11)

8

—nmiUpKfe—1)]_ =

I
vz.9= Z‘ abc

oe—,~
=3
n ||[\/]8

o 1=110%(®)I

4.1.6. THE DISTRIBUTION OF THE “” COMPONENT ELECTRIC CHARGE
OF THE CONDUCTIVITY PHENOMENON

Let be taken into consideration eq. (VIII®.1) having the form:

00; 2
* =9.V2U. 1
5 = VU 1)
and additionaly eq. (VIII3.3) as
. aU I
——= 2. UyyV?U,. )
o =
I
Introducing now relations o = Yo and U= Z U; and using them with the
i=1 i=1
combination of eq. (1) with eq. (2) one gets
0o; i 0U; -
it LR 3
o0 U, Pt ®)
The solution of the problem presented by eq. (3) takes the form:
v 8
_<\“'H E lllll ke—}'n.m,k ci"i[Ki(t'"T)]a_bcx
o2z Um= -1
0i(Z,1) = ¢p,(Z, t)e o
sin" g "iTe (;.."’"",;..'”""
a a b b :
kip T Puft)
(sm—c—smT)} [U,,,_-l_— _(‘;;Iez(:)ldt]dﬁdqdﬂdr—U,,,(Z,t)}>. (4)

For the integration constant F; ,, , and the function [K;(t —1)] see chapter A../.4.1.5.
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4.1.7. THE DISTRIBUTION OF THE TOTAL ELECTRIC CHARGE IN THE CONDUCTIVITY PHENOMENON

On the basis of the considerations of the chapter A.s7.4.1.5, keeping in the mind the
1 1
realtions ¢ = ) ¢; and U = ) U,, we can obtain from eq. (VIII3.2).

i=1 i=1
do Lo,
- = 2L%wVU. 9]
ot i; .
Now, we can use eq. (VIII3.3)
ou
ot = Z U.V2U;. . 2

Combining eq. (1) with eq. (2), it is possible to obtain

1 de I 19U,
o ot Z ‘U, ot v 3)
The solution of the problem presented by eq. (3) has the form

8
Z II.”{ - "mke A Ui LK (e —1)] 2 o

i=1 Uy Qg

o{Z,t) = go(Z,1)e =
( nllx . nHQ)(_ mily . mﬂn)(,kﬂz, kHﬂ)} |: }
sin sin sin sin sin: sin —~| U+
a a b b ¢ c
£
°

The integration constant F.,, , and [K;(t—1)] are defined in the chapter A.«/.4.1.5.

Z—(—) :Id{dndﬂdr}. ' )]

1

4.1.8. THE DISRTIBUTED RELATION BETWEEN THE TOTAL ELECTRIC CHARGE AND THE POTENTIAL FORM OF THE
FLOW OF THE EXISTING ELECTRIC CHARGE

~ The is the general potential formula of the field vector velocity of the existing total
electric charge which is independent to all other physical phenomena and the total
voltage determining this case of multi-component electric fields

ov
fg =gradU. | @

42. THE PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS OF THE ROTATIONAL FIELD,
(variable point QR(¢X, #&, BR 1) = Q(, #, B, ©) [11.

42.1. THE DISTRIBUTION OF THE FIELD VECTOR VELOCITY OF THE TOTAL ELECTRIC CHARGE

Let us take into consideration the set of partial differential equatlons in the forms of
the following derivatives (IX) belonging to the variable point, Q'(¢', 7', §', 7). We need
to verify the reciprocal influences of the state vectors involved to the pertinent points:
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point Z(x, y, z,t) — constant space-time coordinates and point Q'(¢',#, ', ') — varia-
ble space-time coordinates

Qi(x’y!zat) 3 Qi(éla”,’ﬁl’r’)
(Ui(x,y,z,t) —(connection)« <Ui(f',’1',ﬁ/,f')
e(x,y,z,8)| « - e(&.n',B,7) ey
U(x,y,z,t)| Reciprocal mutual ui,qy,p,t)
v(x,y,z,t)| relation. v(&,q',p,7)

point Z(x, y,z,t)eﬁ(a,b,c), point Q'(¢',n',f',7")e Qg,. Now, we can investigate the
system (IX) from the point of view of its properties

Dy;

Dt = - —gdivy 2
D
Ff = —odivy 3)
DU
B = —oUdivy )
Dv 2 ) .
fgﬁ =4V v—fgvdlvv+5grad divy (%)

where: DRt = % +vgrad [4], [1], [5], [10—12].
In accordance with the previous considerations the multi-component electric charges
Q= Zl:gi and their voltages fulfil kU = ZI: U,. It is necessary to introduce here the
mult'iféomponent quantities “ f;” being tﬁ: }‘i” component coefficient of the “i” mass of
the “” component electric charge. In consequence of the use of this point of view

I
fe= Y fe: (6)
’ i=1
and eq, (5) can be modified to’
Dv . PO .
fQFt +fovdivy = 4V2v +bgrad divy (7)
Proceeding in this way, from the application of eq. (3) we have
Dy Do ., 4 )
fg—ﬁ _vat = dV*v+ bgrad divy. 8)

From the assumptidn of the reciprocal constant image in the static state, we can present
eq. (8) as [3—4], [1], [5], [10—12]

4V2y+bgraddivy = 0 9
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and
Dy D
. v—D—f = 0. (10)
Applying the mathematical rule [4], [61, [81, [5], [10—12]
rot roty = grad divy —V?y (11)
to eq. (9), we can obtain from this equation
(4+b)agrad dive—drotroty = 0. (12)
Eq. (12) can be represented in the form
V2p = 0 = dgrad divw— fBrotroty. (13)

On the basis of the reciprocal constant image, the static Green tensor for the volume
element Q,, , is [4—5], [10—12]

1{1 1
I(Z.9) = g;[gf AZ, Q)+ fF HZ, Q’)] (14)

where: 4 =d+b and f=4
— for the fluid phase;

— for the crystal phase;

where

1 I FXF d I 1 I rxr
- S T
by r=r;—rg,
In my paper devoted to the single-component electric field [5], and in my other papers
containing the physicochemical modelling of real processes [10—12], the anisotropic
Green tensor for the cuboidal selected volume element @, ,.,, was deduced

[ Z,0)=T(Z,0)=T,(Z.0)*T,(Z,0) T 4(Z,Q) (15)
k Y 1 k-1
for k = 1(1)w,
where:
I, (Z,Q) — the static isotropic Green tensor for the material conditions of the
0

cuboidal locally selected volume element Qi p.o [4—61, [10—12],

zpq(Z ,Q') — the modified tensor of static deformations of the cuboidal selected
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volume element ﬁ(a,b’c) for the first order power of the small parameter
[5], [10—12],

I',.(Z,Q) — the statical Green tensor of the (k—1) deformations pertinent to the

k-1
small parameter [5], [10—12],
w — number of the power of the used small parameter.

The consequence of the assumption that I’ dZ.0)=Te(Z,Q)=T¥%(Z, Q) is the
possibility of an universal treatment of the considerations of this chapter. The static
state of the point Z(x, y, z, 0) leads to the velocity vector vy(Z,0) = v, and the form of
the static distribution of the field vector velocity is ’

WZ,0) = [[[T¥(Z,Q)vo(Q)dE dy' dp. (16)
QR
Consequently to eq. (10) we have
In|N|+In|v| = In]|g| a7
with its resultant formula
_ @
v = (18)

where:
N, — constant having the form of eq. (16), with N 1 =v(Z,0),
0*(t) — -the source function of the total electric charge of the multi-component electric
fields at the point Z(x, y,z,t) — see eq. (I11.2),
v(t) — the time element of the distribution of the field vector velocity of the total
electric charge of the multi-component electric fields.
With the above considerations at hand the distribution of the field vector velocity of
the whole electric charge takes its final form

t t=@-1 I L
=il et T L Soios|rr. ool oz
0 o, 1 0 :

i=11=1
Ty v T ]
———dt [d¢,d .
* 12 Zmatte | o dp. (19

5. THE SOLUTION OF THE MATHEMATICAL MODEL OF THE
DISTRIBUTED PARAMERETS OF THE MULTI-COMPONENT ELECTRIC
' FIELDS -

Applying all phenomenological solutions of the chapter 4, the structure of the
complete solution of the mathematical model of the distributed parameters of the
multi-component electric fields is bound with summations of the phenomenological
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effects pertinent to potential fields and the rotational field. The structure of this solution
has the complete form: '

The complete form of The multi-component transformations
the solution of multi-component electric fields
at point Z(x,y,z,t)

Density of the total Density of total charge changes

charge (formula A.o/.111.2)

Total voltage = Total voltage changes ' +
(formula A.o/.1I1.3)

Total field vector . Total field vector velocity changes

 velocity ] | (formula A.«/.J114) ]

Diffusion oo : Permeability

Q-Z ’ Q-7
Density of total charge transport X
(formula A.=/.4.1.2.10)  + " +
Total voltage transport Total voltage transport
(formula A.</.4.1.3.4) - ‘(formula A.«/.4.1.4.11)
X ' X '
Conductivity o Electrostatic force
Q—~Z 0-Z
Density of total charge transport : X i
(formula A.</.4.1.7.4)
Total voltage transport + X +
(formula A.o7.4.1.5.11) ‘ '
X Total field vector velocity
distribution
- i (formula A.</.4.1.8.1)
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Field vector velocity
0-7

[ Density of total charge continuity ]
(formula A..«7.4.2.1.3)
+ | Total voltage continuity )
(formula A.o7.4.2.1.4)

Total field vector velocity transport
| (formula A.o/.4.2.1.19) |

X — coordinates rid of relations between phenomena for all components of the
multi-component electric fields.

The structure (1) represents a novelty owing to the solution of set of partial
differential equations of the mass/charge, energy and momentum balances of the
mathematical physics. While the subject set of partial differential constitutive state
equations (I}is already an important novelty, the originality of these considerations can
be extended over whole approach to the topic of distributed parameter modelling of the
multi-component electric fields. The presented above structure (1) represents the
dynamical working space-time characteristics in the sense of the distributed parameter
control theory [17—19], [10—12].

B. THE EXISTENCE OF THE INITIAL AND BOUNDARY CONDITIONS
FOR THE MULTI-COMPONENT ELECTRIC FIELDS.

p. THE DISTRIBUTED PARAMETER DYNAMICAL WORKING SPACE-TIME
CHARACTERISTICS AND PHENOMENOLOGICAL CONTROL CONCEPT
BY APPLICATION OF THE INITIAL AND BOUNDARY CONDITIONS.

The procedure of the construction of the dynamical working space-time charac-
teristics by the existence of the initial and boundary condition is the same as in eq.
(A.#/.5.1.). The phenomenological solutions for the case of the existence of the initial
and boundary conditions are involved with the properties of the phenomenological
Green functions, listed in my article [5]. These phenomenological solutions can be
described as [4], [6], [8]:

WZ,0) = [ {[§ G(Z,1; 0Rem) O™, e)d @ (2%, 17, f2. +¥)dis +
00,

+[ §Goo(Z, ;0% 1(m) QR 1)dF o (8, 7%, BR)de (1)
0F,

where:
(&% 1", B%, 1) = Q(&, 4, B, ) — potential fields, QR (E",n®, BR, 1) = Q'(&, ¢, B, ) — rota-
tional field,

WZ,t) — the resultant state variable for the pertinent physical phenomenon,



Tom XXXVI—1990 _On the constitutive theory ...Part I 459

G(Z,t;0%,1) — the phenomenological Green function for the working space
volume-time of equipment with multi-component electric fields,

m(QR, 1) — the source function existing inside the working space volume-time
of equipment with the multi-component electric fields,

G,(Z,t;Q% 1) — the phenomenological Green function for the working surface-time
of equipment with the multi-component electric fields,

m,(QR, 1) — the source function acting on the working surface-time of equip-

ment with the multi-component electric fields.
The following relation is valid for the phenomenological Green functions

Gso(Z’ I;QR,T) — G(Z, I;QR; ‘C)IFRI (2)

Another important information is that W(Z,t) has all the properties of the
phenomenological Green function [6], [4—5], [8], [10—12]. The phenomenologicgl
solutions of physical phenomena of the mathematical model of the distributed
parameters of the multi-component electric fields can be interpreted in the field of the
distributed parameter control theory [17—19], [10—12].

Owing to the possibility of the disposition of the subject system (I) in the partial
differential equations of the potential fields and the partial differential equations, in the
forms of the following derivatives of the rotational field we can consider the separate
influences of every physical phenomenon of multi-component electric fields on the yield
and quality aspects of the multi-component transformations of these fields. The
phenomenological distributed parameter control concept with the application of the
initial and boundary conditions is presented in the figure 1.

Figure 1 displays the possibility of the presentation of exerted by single physical
phenomena belonging to the potential fields and the rotational field by applying their
phenomenological Green functions — within the brackets {1, on the yield and quality
aspects of the multi-component transformations of the multi-component electric fields
with the application of:

— the initial conditions, and

— the initial and boundary conditions, of these electric fields.

THE APPLICATION OF THE SOLUTIONS OF THE SYSTEM (I) — CASES
A AND B TO THE PERTINENT STATICAL WORKING SPACE CHARAC-
TERISTICS.

For the analysis, one can take the solutions of case A, from the chapter A.s/. with
the elimination of the time coordinate according to the condition t = © = 0. Applying
the procedure (A.o7.5.1) it is possible to obtain the static working space characteristics.
The same considerations are valid for the presence of the initial and boundary
conditions of the multi-component electric fields. The static phenomenological
solutions of the potential fields and the rotational field fulfil the rule [4], [6], [8}:
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| Properties of the phenomenological Greem functions |
I :
B "1 " component diffusion £l
1 charge transport 1
complete diffusion

- charge transport E
"i" component voltage i
) permeability Ez

\\ “i " component conductivity .-
influences E,

_ | potential flow
A B | B, ifoful field vector velocity "y

Phenomenological distributed parameter controllers

Diffusion controller for the “i " component charge

Diffusion controller for

total charge

Permeability controller for the “i“ component voltage

Conductivity controller for the " i" component voltage

Total field vector velocity controller

Fig. 1. A concept of the phenomenological distributed parameter control for multi- -component electric ﬁelds

INPUT “” component electric charge,
— INPUT “i” component electric voltage,
— INPUT field vector velocity for all components of multi-component electric fields,

Al
A,
A3
B,
B,
B,
B,
B3
E|
E,
E,
EZ
E 3

— SOURCE of the
— SOURCE of the
— SOURCE of the
— SOURCE of the

461y

i” component electric charge,
total electric charge,

i” component electric voltage,
total electric voltage,

— SOURCE of the fiéld vector velocity for all components of multi-component electric fields,
— OUTPUT “i” component electric charge,
— OUTPUT total electric charge,
— OUTPUT “i” component electric voltage,
— OUTPUT total electric voltage,
— OUTPUT field vector velocity for all components of the multi- -component electric ﬁelds
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Mz) = Igf G(Z;Q")ym(QF)d (%, 1", B5) +

+i§Gso(Z;QR)mS(QR)dFR(éR,nR,ﬁR)’ o (1)

by: Z(x,y,z) = Z(x,y,z,0) — the point of the constant working space coordinates,
OR(ER 4R, BR) = QR(ER, #R, BR, 0)— the point of the variable working space coordinates

- of the equipment with multi-component electric fields. Additionally we know that

OR(ER 4R, B® = Q(&, 1, ﬂ) — for the physical phenomena of the potential fields and
OR(ER, &, BR)y = Q'(&', ', B') — for the physical phenomena of the rotational field. We
can now determine the elements of eq. (1);

W(Z) — the static from of the resultant state variable for the adequate physical
phenomenon,

G(Z;0®) — the phenomenological Green functlon for the working space volume of
the apparatuses of multi-component electric fields,

m(Q¥) — the source function acting inside the working space volume of

equipment with multi-component electric fields,

G,o(Z;Q%) — the phenomenological Green function for the working surface of
equipment with multi-component electric fields,

m,(QF) — the source function acting on the working surface of equlpment with
multi-component electric fields.

The phenomenological Green functions of the working space volume and the working

surface problems are mutually related

G,o(Z;0M) = G(Z:0P),. @

Applying formula (1) for the phenomena of the potential fields and the phenomena of
the rotational field we have a basis for the construction of the static working space
characteristics at the existence of the initial and boundary conditions, possible to be
obtain as a consequence of the use of their structure (A./.5.1) [17—19], [10—12].

6. THE INPUT-SOURCE-ELECTRICAL PROCESS-OUTPUT FOR THE
MULTI-COMPONENT ELECTRIC FIELDS

The novelty of the approach proposed in the paper to the solution of the system (I),
describing in a complete from the physical aspects of multi-component electric fields
leads to an original interpretation of the INPUT-SOURCE-ELECTRICAL PRO-
CESSOUTPUT relation. We need consider for the multi-component electric fields:

I

— INPUT; the multicomponent electric charges ¢ = ) ¢; and their voltages

i=1
I

U = ) U,, by the general field vector velocity for all components
i=1

[ ,?
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— SOURCE; the dynamics of the multi-component transformations at every
point Z(x, y, z) is described by the time differential equations of the system (II) which is
integrated over the time interval [0, ¢), to the source having the form of the solutions (III),

— ELECTRICAL PROCESS; the homogeneous form of the system (I) is analysed
in the chapter A..«7.2, from the point of view of the theory of the potential and rotational
fields [4—6], [8]. As a consequence of the use of this theory we have: for the potential
fields — the system (VIII) and for the rotational field — the system (IX). The system
(VIID) and its subsequently obtained (VIII'), (VIII?) and (VIII®) phenomenological
forms necessary for the suitable consideration of a single physical phenomena of these
electric fields.

— OUTPUT,; we extend this part of the considerations to the analytical solutions
of the phenomenological partial differential equations of the potential fields (systems
(VIII'), (VIII?) and (VIII®) and the partial differential equations, in the forms of the
following derivatives of the rotational field system (IX) not only for case A° but also
over the range of case B.

Input ‘ Source Electrical process Output
8.8
' 1§l (Z,1)
Qoi Q g ﬁ P oL,
Uoi S RT3 (Y” < Uiz

Qo > ——> | 9 (Z,1)
Uo SR Zixy,zt! uizh
Vo Yyt s -r . v (Z,§)
Qigingn! Doy
Fig. 2. The phenomenological interpretation of the elements of processing of the multi- component electric
fields
Z(x,y,z,t) — point of multi-component transformations of the multi-component electric fields — cons-

tant working space-time coordinates of equipment with multi-component electric fields of
their volume-time Qg,,
Q(£,n,B,7) — variable point of the potential fields of Qp,,

Sd[ dpchf — the phenomenologlcal fluxes of the potential ﬁelds (d*— “i” component diffusion, d — total
diffusion, p* — “i” component permeability, ¢! “1” component conductivity, f— poten-
tial flow),

Q'(&,n', B',t) — variable point of the rotational field of QR,,
S® — the phenomenological flux of the rotational field (r — rotational flow),

@o; — the initial “” component electric charge,
Uy; — the initial “i” component electric voltage,

Qo — the initial total electric charge,

U, — the initial total electric voltage,

v, — the initial field vector velocity for all components of multi-component electric fields,

0{Z,t} — the resultant “i” component electric charge,
U(Z,t) — the resultant “i” component electric voltage,
o(Z,t) — the resultant total electric charge,

U(Z,t) — the resultant total electric voltage,
»(Z,t) — the resultant figld vector velocity for all components of multi-component electric fields.
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According to the above elements it is easy to prove their suitability to what is displayed
in figure 2.

Figure 2 shows the reciprocal interpretation of the superposition of the potential
fields — the physical phenomena: diffusion, conductivity, electrostatics, to the
rotational field — convection and excitation phenomena with the description of the
material properties [1]. We have in figure 2 the mutual relation between the constant
and variable coordinates points: :

Q¢.m. B, 1) = Z(x, .2, t)<—>Q(€' 8,7 ~ (1

in Qg in Qupen in Qp,

It subsequetly follows from the reciprocal interpretation that for the state vectors
occurs

(Qi(é9rl’ﬁ>1) (Qi(’??yrzat) (Qi(élan,’ﬁ,"r)

Ui(é’naﬁ"c) Ui(x’y’zat) Ui(i,anlaﬁla’r)

o(C,n,B,7) | «— ex,y,2,1) | (&, p,7) (2)
UEnB9 | M1 | Ulyzn| M| UEn.B0
v(&,n.B,7) v(x,y,2,1) | @)

M, , — the mutual remprocal relations of the state vectors M, —for the potential

fields, M, — for the rotational field.
For this part named ELECTRICAL PROCESS an important role i is played by the
properties of the phenomenological Green functions, especially their symmetry to the
constant and variable coordinates [4], [6], [8].

CONCLUSIONS

The originality of this paper involves:

— an original form of the subject system of partial differential constitutive state
equations (I), describing wide scope of real processes based on multi-component
electric fields,

— an original way of the solution of the system (I), formed by the systems (VIII?),
(VIII?) and (VIII®) — for the potential fields and the system (IX) — for the rotational
field,

— an original interpretation of the obtained results with respect to the conditions
of the distributed parameter control theory [17—19].

We need to stress that we obtain, in the paper:

— the dynamical working space-time characteristics,

— the static working space characteristics,

— the phenomenological Green functions — within brackets {}, as working
space—time transfer functions (with the possibility to obtain the static phenomenal

| 6 Kwartalnik Elektr. i Telekom. 3—4/90
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Green fuctions by the elimination of the time coordinate), giving a complete
information about multi-component electric fields for the phenomenological dlst-
ributed parameter control [17—197].-

Comparing the above presented elements it should be noted that the orlglnal
concept suggested in the panel of the phenomenological distributed parameter control
for the multi—component electric fields based on the effects of a single physical
phenomenon fulfils conditions of the control of the yield and quality aspects of real
processes [1], [13—16], [17—19]. The fundamental role in the considerations of the
multi-component electric fields as continuous media is played by the kind of the
mathematical analysis presented by B. Sredniawa from Institute of Physics, Jagiel-
lonian University Cracov — Poland. An important position in the Polish literature is
the book of S. Wegrzyn [17] where can be found the identification diagram for the
physical coefficients of the phenomenological partial differential equations. It is
indispensable to mention here the high precision of the considerations of this panel
limited only by the precision of determination of the physical coefficients [17].

NOTATION
P — density of the “” component electric charge in the flux of convection —
m
3 “ 295 ' C
P — density of the “4” component electric charge of the excitation phenomenon —
. m
. C
p; — complete density of the “i” component electric charge p; = p,;+p,.; —
m
v — theexternally generated field vector velocity of the electric charge in the forms of ™
the ions or electrons for all components of the multi-component electric fields
2
m
D,; — coefficient of the diffusion of the “i” component electric charge —
s
. .. A
y; — coefficient of the “i” component electric conductivity —
Vm
k ' . o C
g — coefficient of the “i” component electric permeability —
. Vm
U — the total voltage of the multi-component electric fields from the external source  V
U, — the voltage of the multi-component electrlc fields for the “i” i” component shift
current and epidermis phenomenon v
U,; — the voltage of the multi-component electric fields for the “i” component electric
conductivity current \'
U,; — thevoltage of the electric fields of the “” component electric charge with density
46 » C N . .
P : ) v
m ke
Jfi — coefficient of the mass of the “” component electric charge for multi-component —
electric fields C
- Ns

4, b — coefficients of the material properties of the conductor of the electric current —
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n,, — coefficient of the dynamic viscosity iz
m
. . N
h — the crystal pression module ;1;
k — the Poisson constant of the crystal
p — coefficient of the time transformation of the multi-component electric fields -
s
J(t) — the external source of the “ component electric charge undergoing to “I” _A_
processing m3
P,(t) — the external source of the “i” cdmponent electric energy undergoing to “I” E
processing m3
T,(t) — the external source of the “i” component electric momentum undergoing to “I” E_
processing m3
Q. — the locally selected volume-time element (phenomenologlcally closed — every
phenomenon can be treated in a separate way (around point Z(x, y, z, t) of the
processing of multi-component electric fields m3—s
Qg, — the working space volume-time of equipment with multi-component electric
fields m3—s
(a, b, )t — the dimensions of the locally selected volume-time element Q, .., by: x = q,
y=bz=c . m,m,m,s
(x, y, 2t — the constant space-tlme coordmates of the working space wolume-tlme of :
eguipment with multi- -component electric fields m, m, m, s
Fiy. — the externally oriented surface the locally selected volume-time element
QupoyFiepepfor x=a,y=5b,z=2) m2—s
n® — the normal external sufrace orientation vector of the sutface F, ;.
Fy, — the externally oriented surface of the working space volume-time of equipment
with multi-component electric fields Q, m’>—a
n® — the normal external surface orientation vector of the surface Fg,
t — time . . s
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W. NIEMIEC

O KONSTYTUTYWNEJ TEORII ROZLOZONEGO PARAMETRYCZNIE MODELOWANIA DLA
ZIAWISKOWEGO STEROWANIA WIELOSKEADNIKOWYCH POL ELEKTRYCZNYCH
CZESC 11

FIZYKALNE WYDAJNOSCIOWE I JAKOSCIOWE ZAGADNIENIA STEROWANIA DLA PRZETWARZANIA
WIELOSKALDNIKOWYCH POL ELEKTRYCZNYCH

Streszczenie

Wyprowadzony w Czgéci I artykut pt. ,ROWNANIA ROZNICZKOWE CZASTKOWE KON-
STYTUTYWNE STANU OPISUJACE WIELOSKLADNIKOWE POLA ELEKTRYCZNE” kon-
stytutywny rozlozony parametrycznie model matematyczny opisujacy rozklad zmiennych stanu w prze-
strzeni roboczej i czasie dla aparatow elektrycznych wieloskladnikowych pél elektrycznych zostat
rozwigzany analitycznie z punktu widzenia pelnej informagji dla rozlozonego parametrycznie sterowania
przetwarzaniem tego pola przy pomocy jego zjawisk fizykalnych — zgodnie z klasyczna teoria sterowania.
Rozwazono dwa przypadki omawianego rozwigzania:

A — istnienie tylko warunkéw poczatkowych,

B — istnienie warunk6w poczatkowych i brzegowych,

dla zjawisk fizykalnych wieloskladnikowych pol elektrycznych. W oparciu o powyisze rozwazania
wyprowadzono i przedstawiono oryginalng strukture rozlozonego parametrycznie sterowania zjawiskami
fizykalnymi wielosktadnikowych pdl elektrycznych oraz odpowiadajacy przetwarzaniu tych pél elektrycz-
nych uklad: WEJSCIE—ZRODLO~»PROCES ELEKTRYCZNY —WYJSCIE.
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The local stability of the uniform sampling digital phase-locked loops [1] is studied in
rigorious way. The nonstationary discrete-time functional equation obtained by linearization
is used to describe the phase error in the loop. The anticipations of the devised methods are
compared and justified by numerical results from the computer program which simulates the
loop. New uniform sampling digital phase-locked loop is considered.

1. INTRODUCTION

Digital phase-locked loops (DPLL’s)* are the area of interest which is motivated by
the continous progress in increasing performance, speed, reliability and the simul-
taneous reduction in size and cost of integrated circuits. Generally DPLL’s may be
referred to uniform and nonuniform sampling schemas [1]. The sampling device acts as
a phase detector providing thus information about the deviation of incoming signal
versus the local reference signal generated in the digitally controlled oscillator (DCO)
of the loop in the case of nonuniform sampling DPLL’s. On the other hand the
sampling of the incoming input signal is accomplished at constant rate in the uniform
sampling phase-locked loops. An uniform sampling phase-locked loop may be
advantageous while the high enough sampling rate is required because of signal to
noise and acquisition considerations concerning the synchronization system. The
rigorious approach to the local stability of the uniform sampling phase-locked loop has
not appeared. See the paper of Garodnick, Greco and Schilling for the origin of this
problem [2].

2. THE MODEL AOF THE [jNIFORM SAMPLING PHASE-LOCKED LOOP

The derivation of the theoretical model of the uniform sampling digital phase-locked
loop of fig. 1 is given in appendix 1. The basis of the considerations of this paper, the

* Presented at ECCTD 89 in BRIGHTON [8]
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" 1 Phase detector

| _—
ISurnpling & holding | Mgl’rlpleylng
| device A/D conv., I ,_fv_'f__.]
Input signal Input x{t) | P | ! | Ex Digital
filter I‘ —1 ) filter
| Quanfization
| effects
| S N
Constant samplin Lo
frequency If)s 9 1, -sampling instant oco Yk

Digitally controlled
oscillator

Fig. 1. The block scheme of the uniform sampling digital phase-locked loop

linearized model, is given in appendix 2. The following simplified model is used to study

the problem of 1:1 phase entrainment:

1) The input signal x(¢) is detuned in phase and frequency from the local reference
generated by the DCO of the loop.

2) No noise is present.

3) The effects of quantizations are negligible.

Either effect of noise or the effect of quantization are similar. They results in
additional oscillations [1, 2] and are not aimed to be considered in this paper. The
followmg linearized equatlon has been derived to descrlbe the loop’s dynamics;

1 . .

¢(") ¢(0)k1(n)+/1 Z k1(1)+ Z kz(n—l)(p(l)cos(zw0+2@0)+

« o= kz(n—i) sin(i6)0+2@0) n=0,1,23,.. Z ()=0 M)
s . ;

The discrete time waveform ¢(n), n=0, 1,.. of (1) is the phase error process
charactenzmg the deviation from the state of phase entrainment. The discrete time
functions k, (n) and ky(n),n = 0, 1, .. are the unit pulse responses of the linearized model
of the loop. The parameter /\ depends on the frequency deviation of the tracked
waveform. The first part of the right hand side of (1) represents the response of the loop
due to the initial condition ©(0) while the second one is the response due to the
frequency deviation which is characterized by A. On the other hand the two last
oscillatory components of (1) are not desired from the practical point of view. The loop
should be designed to let the following conditions hold true :

- lim @(0) ky(n) =0 e ~ (22)

and
n—1 .
lim A Z kl(z) 2 o~ 0. (2b)

n—oo i=
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Also the oscillatory components of (1) should be suppressed i.e

}Il_r}olo sup nzl k,(n—1)@(i) cos(id, +2@O) <e (2¢)
and
lim sup 'S kyfn—i)sin(iddo +204)| < ¢ | 2d)
and & ~ 0. -

We shall call the state of phase entrainment locally stable if these conditions are met.
The parameter gos of (2b) is the steady state phase error due to the frequency offset. In
fact the problem considered in this paper is equivalent to the question how the
oscillatory terms of (1) affect the time response of the loop.

3. THE STEADY STATE OF THE PHASE-LOCKED LOOP

Let us consider the equation (1) in a slightly changed equivalent form first in aim to
solve the problem of attenuation of the undesned harmonic components in the
discrete-time phase-locked loop;

xm) =Y kyln—i)x(f () +2(n), 3
i=1

x(n) = o(n)— @, (4a)
n—1 n—1

zZn) 2, Y kyn—i)cos(ity+200)— Y. ky(n—i)sin(id, +200)+ @(0)k,(n) (4b)
i=0

i=0

fli) £ cos(ito,+20,), n=012, .. (4¢)
The equation (3) may be called the discrete time Volterra equation. Next; looking for
the steady state of the loop the initial value of time index i of (3) should be i = —co.
Thus
n—1
x(m)= Y kymn—i)x@)f@)+zmn) n=.-101,.. %)

i=—o0

describes the steady state of the loop. We call the function
KE®) 2 Y ke ™, | (62)
=0 .

the frequency transfer function of the discrete time linear system described by the
convolution
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“y(n) = i kn—m)yx(m), n=.-10,1, .. (6b)

if the series of (6a) converges; e.g Y. k()] < oo, & stands for the radian frequency.
=0
Now, from the first glimpse of eye at the problem of the oscillatory terms of (5) and
(4) it follows that the transfer function

Ky(e®) = Zo ky(n) e~ ]
should suppress every harmonic waveform of the fundamental frequency &,, but not
only. Also the harmonic components of frequencies being the multiplicity of &, should
be suppressed. It is enough in the case of the continous time systems if the frequency
transfer function has the properties of the low pass function and the fundamental
frequency is out of the effective frequency bandwidth. Then the harmonics at the
frequencies being the multiplicities of the fundamental frequency are suppressed either.

|k (el®)|
IXal | 1%

Xl i [Xe|

. _
N

AN

3z %3 @

A\

-bT -3z -2z - T
Wy

Fig. 2. The modulus of the typical low pass frequency transfer funtion of the discrete time system and the
amplitudes of x,(n) waveform

However the last statement is not true for the linear discrete time system because the
frequency transfer function is periodie with 27 being a period in this case. See fig. 2 for
the typical low pass frequency transfer function of the discrete time linear system and
the waveform

o0

Y x,emen  x
m= - o
* denotes the conjugation of complex number.

The waveform of (8) is the composition of the discrete time harmonic waveforms.
One can notice that the suppression of the harmonic components of x(n) is limited
because of the periodicity of the frequency transfer function. Let us investigate this
phenomenon in more details. First of all the frequency transfer function K, (e’®) of
fig. 2 and its effective bandwidth may be visualized on the circle of fig. 3.

x,(n) = =x% n=..—101,.. (8)

-m
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1 Koy

Fig. 3. The modulus of the typical low pass frequency transfer function
K ,(e") shown on the circle. The shaded region determines the effective
bandwidth W,

Also, the geometrical places of the radian frequencies of the harmonic components
of the waveform x,(n) can be marked in the circle. Let us consider two cases;

a) @,/2n is a rational number fig. 4

b) @,/2x is a irrational number fig. 5

{X4) 36, 3@ (x3)

{x_3)

Fig.4. The geometrical places of the radian frequenciesof ~ Fig. 5. The geometrical places of the radian

the harmonic components of the waveform x,(n) while frequencies of the harmonic components of the

@o/27 is a rational number (®y/2n = 3/13) wavefrom x,(n), while @y/2x is an irrational
number

Note that in the case a)
@y/2m = k'/N,, the integers k’, N, have no divisors in common but 1,
and

No—1
xm= Y X ©
1= —Ng+1
%2 Y X, 0<I<No—l (9a)
k=0 .
Xo = Y Xoskn, I=0 (9b)
k= —o0

. A ¢
k=0
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Note also, that X, of (9) is well defined if

«

Y Il < (10)
It is evident that only X, of (9) is not suppressed in a) case (see fig. 4) and will
contribute to the response of the system. On the other hand the geometrical place of the
all points which represent the radian frequencies of the harmonic copmponents of x,(r)
has no periodic distribution in the circle any more in b) case (see fig. 5). These points are
dense in the circle due to the irrationality of &,/2x. All harmonic components which are
dense within the effective bandwidth W, ; Will not be suppressed. Now, let us proceed
with the solution of (5). Its linear form enables to look for the solution of form

x(W) =Y xpemn,  x_ = xk S
Let z(n) and f(n) of (5) be given by z(n) = zlef@°"+z_1e—f“3°” , (12a)
1
Z1 = 5 Ky(e™) (o, +)) e (12b)
z, - z*,

f(n) =f1 o/Don +f_le—i‘;’o"

. (12¢)
fi= %ejzao

fi=r% (12d)

Then the equation (5) is equivalent to the system of linear equations of infinite
dimension;

x, =K, ) JoXopt2z, (13)
p=-1,1
or
X =KX, So 1 +x,_1f1)+2, (13)
K, 2 K,(e%) r=. —1,0,1,.. (13a)
The matrix form of (13) is
x=Ax+z (14a)
X 2 COl( Xg, Xy X_ g ) (14b)

2= col(..0,2,,24,2_1,0..), (14c)
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(.. 0  Kif, O. |
0 K,f, 0  Kify O ~
L0 K., 0 Kfi O.
A= 1f-1 1/1 14d
0 Kof., 0 K_ofi O (14d)
. 0 K_f., 0 K_,fiO0.
i 0 K_,f, O o

Now, let us make use of Banach theorem to establish the existence and uniqueness
of the solution of (14). The I* space (the space of any z possesing the property;
Y |z;| < o) is considered to be consistent with (10).

First of all;

1) The matrix operator 4 of (14) acting upon any element z€ I* transforms it into an
element of the same space I!

Secondly;

2) The norm of 4 is

4l = sup| fil(Kil + K+ 2l) (15)

Z is the set of integers and K| 2 K, (&)

One should assert
1Al <1 (16)
Notice that it follows from the previous considerations that. K,(e*) should be the

frequency transfer function of the low pass filter. Thus;
3) Let K%(e/%) possess the properties (see also appendix 6)

1° sup |K3(e®) =1

Bo€[0,7]
2° |K%(e®)| decreases as a function of the radian frequency @, while &, €[0,7].

3° the selectivity of |[K4(e/%)| increases while the parameter o tends to 0 (the effective
bandwidth diminishes). o

The function K% () with the stated properties is shown in fig. 6.
Let also (see fig. 7)

4 Goe[f,n—Blul—B, —n+p1 =1, B>0 and f=0.
This assumption is not restrictive.

Then the distance between the radian frequencies of any K;and K, . , (i€ Z) is equal
|26,| and satisfies the relations

28 < [205] < 2(1—) (17
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&,
|K7 (eiwo)|
1
C>ar>as
at
Le)
o3

}

-7 a)fo T ajo

Fig. 6. The dependence of K2%(¢’®) on the « parameter

Now it is obvious (see fig. 7) that the event S
IKi=1 and |K; ,|=1 ' ' ; (18)
is not possible.
Thus while 1° to 4° hold true, then
1 -
Al = sup (K| +|Kysp) = CR < M < 1 (19)

for all &, e, and o of interest.
Thus the norm of 4 is bounded uniformly and less then one. According to ‘Banach
theorem the solution x of (14) exists, is unique and belongs to ! space.

|K; (2i@9)]

1/2

T

Fig. 7. The ilustration of the (19) norm relation. |K5 (") decreases for wye[0,n]

4. SUPPRESSION OF HARMONIC COMPONENTS IN THE LOOP

Now, we are ready to discuss the problem of the suppression of harmonic components
in the discrete time phase locked loop. From the previous chapter it follows that
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il

< . 2
Ixlle < 7737 (20)
But (see (12)) :
Izl = 2lz4] = IK3(@®) /@7 +1 (21a)
and according to the property 3 of the previous chapter
Izl — 0. (21b)

Thus one gets the desired qualitative result; the oscillations can be reduced by any
factor after proper reduction of the loop’s bandwidth. Note that (21b) is not true when
@, = 0. The oscillations of the phase error process if of great amplitude can give rise to
“the cycle slipping phenomenon [6]. The reduction of the effective bandwidth of the
loop is always at cost of the prolonged acquisition transients in the loop. That is why
the quantitative analysis of the oscillations is also of interest.

5. THE QUANTITATIVE ANALYSIS OF OSCILLATIONS IN THE LOOP

Let us measure the oscillations in the phase-locked loop by the norm of the I2 space;

Ixlle = /Z il 22)

which is related to the notion of energy. .
Every solution x of (14) which is the element of [ 1space belongs obviously to I space;

Ixlle < /E D = Ix]n (23)

Two approximate methods of evaluation of the I? space norm of the oscillations of the
phase error process in the discrete time phase -locked loop shall be presented. The first
one, method 1 is based on the relation (20) while the second one, method 2 on the
solution of the truncated system of equations obtained from the original system (14).

The method 1. Upper bound on the mean squared value of oscillations.
Let us consider two cases;

1°z, #0, z_,=0
2°2z,=0, z_,#0
Then (see (14) and (19))
i 1 < —_—
= 2%) 1—C%

Next, by the superposition principle (the equation (14) is of the linear form) and (4a) and
(12b) I norm of the oscilations is approximated as follows

Hziul‘: i= _1: L. (24)
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161 < /IxTTZ, + 1 1IZ + iy 12

1
< J—— 2 i@ 2
\/ 20—C%) (logl* + 1) | K y(ei®)| + [, (24a)
and '
Co - sup_ —{]K (@) +]K, (ef(‘”“‘”o))l} (24b)
wel[—

The metho d 2. Approximate mean squared value of oscillations

The truncated system of equations is solved instead of (14). Namely the followmg
equation is cons1dered

XINHL o gINH130N+1 Y 2N+ (255)
x2N+L A éol(xN,...,xl, R0 % s R o (25b)
22V 2.¢01(0,..0,24,26,2_ 1,0, ., 0y 4 . (250)
0 Ky, 0 7
KN_Olf_l 0 Ky .f, O
A=l 0 Kefy 0 K 0 . @59
Koyir for 0 Koyif,

L 0 K_N f—1 0 2N+1x2N+1

Now, let x(n) 2 @(n) (please compare with A2-6 of Appendix 2, 4a and 12). Thus

z, 2 % K,(ei%) 29 O (269)
o =2f . (26b)
Zo = @, (26¢)
1
Sy = e (26e)
for=f% ’ (260
K,=K(%" m=N,.,1,0,—1,..,—N (26f)

- The mean squared value of oscillations (1 norm) may be approximated according
to : :
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N .
Ixle = | Y 1% 27
i=—N
Also, the upper bound to the error of truncation Ax*"*! can be evaluated (see
appendix 3, (19) and (23), (9—10));

2
AN < leN+1fll Xl (28)
and C% is given by (24b), Ky, by (13a), f; by (12c) and Xy is obtained from the
solution of the truncated system of equations (25a). The computer time efficient
algorithm for solving the truncated system of equations is presented in appendix 4.

6. THE NUMERICAL RESULTS

The original equation of the loop of the appendix 1 has been simulated by using the
personal computer and the required parameters of the solution have been calculated
from the experimental numerical data. The discrete-time phase locked loop of the first
order of the appendix 2 has been considered with

AGy=1; D@ =K, | (29a)
__z . K
KO-—rxy 9=k (29b)
-1
0, =lim(z— 1) T—=7 K,1() = 7/?— (29¢)
. z—1 - . 1

The obtained results for comparison purpose of the presented-approaches are shown in
fig. 8—fig. 10. The curves obtained from the computer simulation are refered to the
method 3 in these figures, N = 5 was assumed for method 2. Note that the parameter

lixil2 1 First - order DPLL % [rad] First -order DPLL
{rad] [~ o - mean squared value ‘o - mean vatue
0.9 IIxl2 Xo
K1=0.2; 4 =007 K1 =02 ; 4=00M
08 3 0.7+ 2 ¢.=0.355
07~ 06 D\S\D\ﬂ\ﬂ
3
- 0.5
06 5 2
05- 2 04— P
04 03
/._;,_L_J__I__%lr ] I | J 1 L“li | ! Ang 1 ! 1 i
04 045 05 055 06 07 08 09 10 04 045 05 055 06 07 08 09 10
aplrad] & [rad]

Fig. 8. The results of numerical calculations by the methods 1—3. The first-order DPLL; K, = 0.2§
A = 0.071; o, = 0.355 :
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p First-order DPLL X [rad] First - order DPLL
T06F 4 o - mean squared value 0.7l = - mean value
3 1,3 Iixl2; K1=01; 4=0.0355 ’ Ky=01; 4=0.0355 ; ¢;=0355
2 03 13
0.5 2 u 103 2 3 0.6~
7 7T 2 .33
04k 1 1 0.5+ 2 )
0.3 0.4
0.2~ 03
T it - i
0% 045 05 055° 06 0."7 08 09 1.10 A U.tS 05 05506 07 08 09 10

@, [rad] @ {rad]

Fig. 9. The results of numerical calculations by the methods 1—3. The first-order DPLL; K, =0.1;
) A = 0.0355; ¢, = 0.355

a of chapter III which parametrize the frequency transfer function K ,(€“?) may be
chosen

o=K, (30)

while the loop of first order is considered. When « — 0 then the effective bandwidth of
K ,(¢/) tends to zero. The estimated mean squared value | x|l and mean value x, of
oscillations are plotted versus the radian frequency @, for different values of

+ parameters of the loop. The parameter K, is the most important one while concerning
the presented figures. It is directly related to the loop’s bandwidth while is determining
by the low pass properties of K, (z). When the effective bandwith of the loop is not small
enough (see fig. 8) the method 1 which is a rough one gives overestimated results. This
overestimation decreases whle @, increases. On the other hand the presented results
are in accord in other cases while .= K; decreases to 0.

lixlz d
(rad] First -order DPLL o{rod] First -order DPLL
04l o -meapn squared value 04l s - mean value
. K4=005; 4=0005 : Xo

03k 03 K1=0.05; 4=0.005 ; ¢s=0.1
1

0.2 S 1.1 1 0.2 32 3

o;]J_ 123 olf——32 3237 7 3r———=32

’/LQ . o ?s
kL L} }_I_..l_l__n_uﬁl_l_n__x_l__
04 045 05 055 LOJ.6 0‘.7 0{8 09 1.|0 o 045 05 055706 07 08 09 10
@, [rad] @,[rad]

Fig. 10. The results of numerical calculations by the methods 1—3. The first-order DPLL; K, = 0.05;
A = 0.005; ¢, = 0.1

7. SOME MATHEMATICAL JUSTIFICATIONS

The problem of the evaluation of the norm of /2 space shall be considered carefully.

First of all let us state the continuity in @&, of the solution of the equation (14) of infinite
dimension in /! space;
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V o3 Y B, =6, < 6= [x*—x%|, <. (31)

e>0 6>0 &,,0,¢6l,

The proofis given in appendix 5. Secondly let “~ stands for the operation of (9a—9c)
from the chapter I and

XMoo S F+ %y, I=1,.,No—1 (32)
xNo £ 5, (32b)
fxlz\]‘]éf;_{—];—l\’o’ p=-11 (32¢)
Nod sz _
zio=2Z,+%,_y, r=—1,0,1 (32d)

while &,/2rn el , is a rational number; @,/2n = k'/N . The integers k' and N, have no
divisorsin COl’IllBIlOIl but 1. Generally e, = " for any a]’> given by the left side of (32).
Then any waveform given by (8) being equlvalent to (9) is equivalent also to
No—1
xu(n) = Y, xNoelidon (33)
=0
with xYo given by (32a—32b).

Note, that the expression (33) defines what we call Discrete Fourier Transform DFT
of time waveform. The effect of aliasing in the frequency domain is described by
(9a—9c¢) and (32). As a matter of fact the equation (13) is equivalent now to (&o/2= is
rational)

Ng—1

xiv():K' z f{;,gm)modNuxﬁo_*_Zivo = 0’1”"’N0—1’ (34)

m=0

which is the system of equations of finite dimension N. The operation of mod N, of
(34) can be defined as follows;
Let k be the integer such that

I+kNy = 1,€{0,1,...,No—1}

then ImodN, = I, (35)

Also zVNo—1 and fMo of (34) are given from (32c—32d).

On the other hand the representation (8) still holds while &,/2x is an irrational number.
Now the problem of the evaluation of the /> space norm of the solution can be

considerad in more details. The correct expression for the > norm of the oscillations is

No—1 No—1

Ixll = Z x> = | 3 Ixf? (36)
n= 1=0

7 Kwartalnik Elektr. i Telekom. 3—4/90
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when @&,/2 is a rational number, and

No—1
el = lim /- Z Ix (@) - (37
No— 0 0
when &,/2n is irrational. The expression (36) is what we call Parseval relation for the
periodic discrete time series [3]. Now, let us state the equality (37) in the frequency
domain. Note that
No—1 No—1 @

Z |x(n)|2 Z Z X1, eﬂxﬂ)u" Z X, e —jldon —
No »=0 No =6 1,27 e
[ee)
= Z |x1|2 Z Z X, x,”:ef(ll—lz)a')on_ (38)
I=—o00 n=01I,l,=—w
Li#l,
Next, it can be proved that [4]
1 No—-1 1 2z .
lim — Y eftmogn = — J "dt =0, (39)
No—w INg ‘=% 2n 0

while @,/2x is irrational. The integral of (39) is in Riemann sense. Thus

2 N,—1 @
il =\/ lim —— Z x@> = [ ¥ I {(40)
I=—w

while &,/2m is irrational.

Itis well known that the rational numbers are dense in the set of real numbers. One
should expect that the numbers which are the values of the norms of the solutions in /2
space while &,/2x is rational form dense set in the set of all numbers being the values of
the norms of the solutions in I* space (while &,/2~ is either rational or irrational). In
other words the problem is whether solutions for rational @,/2x are dense in the set of
all solutions in respect to I* space. The answer is positive. The short proof is as follows;
It is well known that N, — co while a rational number &/2n = k'/N, is approximating
an irrational number @&,/2% [7]. But from (36), (9), (32a)

1 No—t No—t (No—1)/2
— 2 xi(n) = Z o> = Y |xfe]? (41)
No .=o =0 [= ~(Ng—1)2

and N, odol without the loss of generality is assumed. See the remark after (32) for the
definition of xN for negative /.
Next, from (41)

No—1

2
hm IXallz — lim Z [xVo|2 —
D~ d, 0—»00 No—l

o062 \/ Z i \/ Z el = llxg, o (42)
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The last limit is the consequence of the inequality;
2= ], < |xP —x%] 43)

Thus it is even enough to deal with the system (34) of finite dimension only and compute
the mean squared value of oscillations according to (36).

8. CONCLUSIONS

The methods for studying the local stability of the uniform sampling digital
phase-locked loops have been provided and the numerical results have been given
which are in accord with experimental data. The complexity of analysis does not
essentially depend on the order of the loop because of the convolutional form of the
equation under consideration. Thus the presented approach can be easily extended for
the loops of higher order by considering K ,(¢%) of higher order only instead of the first
order one. See the appendix 6 for more general K ,(e/%). The parameter K of chapter 6
is affected by the necessity of attenuation of higher frequency terms in the loop. In other
case the cycle slipping phenomenon due to these terms will occur. That is why the
frequency acquisition region which depends on the value of K, (K should be small) of
the uniform sampling phase-locked loop is essentially reduced in comparison to that
which can be gained with the nonuniform sampling digital phase-locked loop, while the
sampling frequencies both of the loops are of the same order of value [5].

While carrying out the numerical calculations of the mean squared value of
oscillations it is sufficient to consider the system of equations of finite dimension. The
efficient algorithm does not require very high dimensions. This seems to be similar to
the problem while the continous time system described by continous time Volterra
equation is considered. However it is not this case because of the periodicity of the
frequency transfer function of the discrete time phase-locked loop. It is possible to
avoid multiplication and measure the phase error from the uniformly sampled data
without use of multiplier. The oscillatory terms will not be produced this way.This new
loop is being considered together with the loop’s filter which changes due to the
adaptive algorithm [9]. Having the theoretical insight into the problem of the local
stability of the uniform sampling DPLL one can deal with any other aspects within
computer based modelling. '

REFERENCES

1. W.C.Lindsey, C. M. Chie: A survey of digital phase-locked loops, Proceedings of the IEEE, vol. 69,
no 4, April 1981, pp. 410—431

2. J. Garodnick, J. Greco, D.L. Schiling: Response of an all digital phase-locked loop, IEEE
Transactions on Communication, vol. COM-22, no 6, June 1974, pp. 751—764 :

3. A.V.Oppenheim, R.-W.Schafer: Cyfrowe przetwarzanie sygnaléw, WKL, Warszawa 1979, polish
translation from english

T*



482 M. Zohtowski Kwart. Elektr. i Telekom.

4. W.Sierpinski: Arytmetyka Teoretyczna, PWN, Warszawa 1959
5. W.Szlenk: Watep do teorii gladkich ukladéw dynamicznych, PWN, Warszawa 1980
6. M. Zottowski: Onthe comparison of the first-order digital phase-locked loops ( DPLL-s) with uniform
and nonuniform sampling. Proceedings of the seventh colloquium on microwave communication,
Budapest, 6—10 September 1982
. M.Zbttowski: On the acquisition behaviour of a first-order digital phase-locked loop with negligible and
binary quantization effects. Rozprawy Elektrotechniczne, 1984, v. 30, z. pp. 401—412
8. M.Zo6ttowski: Onthelocal stability of uniform sampling phase-locked loops. European Conference on
Circuit Theory and Design, ECCTD 89, Brighton UK, 5—8 September 1989
9. M. Z6ttowski: Adaptive uniform sampling phase-locked loop. (in preparation)

~

APPENDIX 1

The model of the uniform sampling phase-locked loop of fig. 1

The detailed derivation is given in aim to allow further studies of this loop without
looking for the model once more. However only the linearized model of appendix 2 is
explored in this paper. The 1:1 phase entrainment is studied.

The input waveform X (t) before sampling is

X (1) = Asin(wyt + O () + N (t); (A1-1)

A stands for amplitude (4 i\/;, P — power of the noiseless waveform X (1)), (0, Stands for the radian
frequency, @(z) for the phase of X (t), N(z) for the noise disturbance. The negligible
quantization effects are assumed i.e Q(x) = x. The sampling frequencies are;
1° f,=(®y/2rNy), N, >2,N, integer, (Al-2a)
2° f.=(@/27) 1/ (Ng+a), N,=>1, a~0, a>0. (A1-2b)
The parameter a > 0 is necessary for correct loop’s behaviour. It also results from the
sampling theorem for bandpass signals [2]. See (A1-8), (A1-21).

The discrete time waveform R, (k =0,1,2,3,..) from the DCO (see fig. 1) is
a discrete time equivalent of the continous time waveform

t . )
R(t) = 2cos(wot+ G, | y(r)dr) (A1-3)
and has the form
k-1
R, = Zcos(cootk+G0 > Yj+¢0) k=0,1,2,3,.. (A1-4)
j=0

G, stands for the gain of the voltage controlled oscillator or digitally controlled
oscillator respectively. The controlling waveform is y(f) in the continous time case and
Y(k=0,1,2,3,..) in the discrete time one. The sampling instants are
t(k =0,1,2,3,..) and the initial phase of R, is ¢,. One can set the initial point of time
scale arbitrary. Thus while ¢, = 0 the sampling instants are '
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= k2n/(w, N, (A1-52)
2° tk (k2n/o,)- (N, +a). (A1-5b)

Now, from A1-A5 the sampled input waveform and output waveform from the DCO
are

X, = AsinQnbk+6,)+N, (A1-6)
R, = 2cos(2nbk + @) (A1-7)

b 1/N, for the case 1° (Al-2a)
" a for the case 2° (Al-2b)

k—1
¢, = Gy ), Y+, (A1-8)
j=0
The following simplified notation has been introduced
Xt)=X,, N@E)=N, ©O6@t)=6, k=0,1,2,3,. (A1-9)
After multiplication (see fig. 1)
E, = X\ R, = Asing, + Asin(k4nb+20,— @)+ Z, (A1-10)
o= 0,—,, k=0,1,2,3,.. (A1-11)
is the phase error process
Z, = 2N, cos(k2nb+0,—0,), k=0,1,2,3,.. (Al1-12)

The recursive equation may be obtained from A1-8 and Al-11
Pr+1 =0t 0,1 —0,—G, Y. (A1-13)

The samples Y, k = 0,1,2,3,... which control the DCO of the loop appear from the
DCO of the loop according to the discrete time convolution (the filter is cleared at

Yk =
{d,} is the unit pulse response of the filter [4]. Laurent series of {d,} (or equivalently
% transform) is the transfer function of the filter;
Z{d,} = D(z) (A1-15)
The equation of the loop is obtained from A1-10—A1-14;

d,_E, k=0,1,2,3,.. (Al-14)

itg-

k
Ors1 = 0+ 01— 0, —AG, ) d;_sing,+
i=0
K k
_ 4G, Y d,_,sin(i4nb+20,—0)—G, ¥ dy_, Z,. (Al-16)

i=0 i=0
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Now, let us consider the special case of A1-16 while the input waveform X (¢) is detuned
in phase @, and radian frequency Q, versus the local reference from DCO i.e;

, o) = Q+0, 3 . (A1-17)
Thus
0,=Ak+0,, . k=0,1,2,3,.. (A1-18)
2
7;\] Q, for the case Al-2a
A= Do (A1-19)
2n(N
%QO for the case Al-2b.
(43

Now the equation Al-16 takes form

k k
i1 =@—AG, Y. dy_ sing;+A\—AG, Y. d,_;sin(i®y— ;426 ,)+

i=0 i=0
—Go Z dy_.Z; k=0,1,2,3,.. . (A1-20)
i=0
@y = 4mb+2A. (A1-21)
APPENDIX 2

The linearized equation of the uniform sampling phase-locked 1oop

The linearized equation “of the loop is derived from the equation Al 20 of
Appendix 1 while:

1) the effects of noise are negligible

2) the state of the phase entrainment is characterized by the oscilations of small
amplitude and small mean value that the following approximations hold true;

sinx~x and cosx=~1. (A2-1)

On the other hand the conditions (A2-1) should be met in order of proper work of the
DPLL. Thus the linearized equation of the loop is obtained

k k
i=0

i=0
k
—AG, Y dy_;sin(idg+20)+ 4. (A2-2)
i=0
Laurent series (& transforms) of the both sides of A2-2 are
Z{A AG,D :
&(z) = 2o + 4} - D) Z{sin(id,+20,)} +

z—14+AGyD(z) z—14+AGyD(z) z—1+AGyD(2)
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AG,D(2)

z__TJr_GO_D(_z)fZ {@scos(id, +20,)} (A2-3)

X(2) 2 Z{x,} ES Y x.z%, zeC C — the set of complex numbers
k=0

P(z2) = Z{¢py), D(2) = Z{d}.

Let
kym)2 271 g d ' 4
1) = Z7HEK, @) {z—— 1 +AG0D(Z)}’ (A2-4)
_ | AG,D(2) -
ko) = Z YK} =27} 0 : -
2("’) g { Z(Z)} {Z_ 1 +AG0D(Z)} (A2 5)
n=0,1,2,3,..
Then the equation A2-3 after the reciprocal & ~* transformation takes form
n—1 n—1 :
o) = @ ky(M+A Y k() + Y ky(n—i) @(i)cos(idy+200)+
i=0 i=0
n—1
— Y ky(n—1)sin(id, +20,), (A2-6)

i=0
(p(n) = @y n= 0, 1,2, 3‘, s

The equation A2-6 is the linearized equation of the uniform sampling phase-locked
loop.

APPENDIX 3

The upper bound on the error of truncation of the infinite system of equantions (14)

Let us consider the original system of equations
x=Ax+z (A3-1)
and the truncated one
X2N+1=A2N+1X2N+1+ZZN+1. (A3_2)

Next, let us find the equation satisfied by the error of approximation
AxPNHL 2 x 2N, (A3-3)

One gets .
Ax2N+1 — AAx2N+1 +(A_A2N+1)x2N+1+AZZN+1 (A3-4)
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and
AZZN+1 A z— ZZN+1 = (. (A3-5)
Thus
A 2N+1 1< A_A2N+1 2N+1 L =
|Ax Il FETN II( )x I
K+ 1 il Bl 1K — v 1y S 1|1 2
R T 4], Kverhllal - (A3-9

The £y of A3-6 is obtained from the solution of the truncated system A3-2.

APPENDIX 4

The time efficient algorithm for solving the truncated system of equations (25)
Let
A A
at =K, f, and a%, =K,f_, (A4-1)

m= —N,..,—1,0,1,.,N

Then the solution x>V ** = col(Ry, ..., £;, %o, £_ 1, .., £_y) of (25) can be computed as
follows

1) by =adf
a1t
2) b,y =—>——; forn=N downtol
1—a"; b,,
3) ¢; = z,b,/a, = (a2 lc1+zo)'bo/a(1)

4) x;, =(b,c% +cl)/(1 —b, bf)
5) o = (X, —cy)/by
6) £,=b,%,_y; forn=2toN.
The solution x*"*! is calculated in steps 4 to 6.

APPENDIX 5

The proof of the continuity relation (statement (31))

The existence and uniqueness of the solution of (14) for all &, el follows from
Banach theorem because the norm of A(|| 4]|.) is less then one. Now, let the following
equations are satisfied,

X% =A@ X% + 2 . (A5-1a)
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x%2 = A@, x% + z%: (A5-1b)
then
1
IAX )| € ———— (| AD; — AB,) x| + | Az|
» STy (1401 = A5+ 1Azl)
1 . s
ST (I(A®; — AB) x| + || Az] 1) (A5-2)
Ax 2 xBi—xB2; Az = 2015, (A5-3)
The following statements hold true
|x%||l. < 0 and K(&®) is continous in &. (A5-4)
Thus (see 12 and 14)
[(AD, — Ad,)x%|, -0 when &, —>a, (A5-5)
and
|Az]|p >0 when & — @,. (AS5-6)
Eventually
[Ax|jp =0 when &, — ®,. (AS-7)

APPENDIX 6

Let K,(¢/?) be the frequency transfer function of the low pass filter. If the |[K ,(@?) is
not strictly decreasing with o another proofis required to establish that the solution of
the equation (14) belongs to I* space. The belongness to / ! space makes the all results of
this paper valid even in more complicated case. Another conditions which guarantee

the belongness to I* space will be presented below.

Let the matrix operator A4 of the equation (14) be partitioned as follows;

A=A+ A
0 K,f, O..
0 K,f O..
AL 0 K,f, O.
0 K,f, 0.
0 K_fi 0
0 K,f, O..
. 0 K,f., O.
At 0 Kof, O

(A6-1)

(A6-2)

(A6-3)
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The required solution of (14) may be given by
X=z+Az+ A%+ .. + A"z + ... (A6-4)

if the series of (A6-4) converges to the element of I* space. One can establish the
conditions assuring the convergence of (A6-4), based on the well known properties of
geometrical progression. Bearing in mind the argument of superposition it is enough to
deal with

z=(z); = col(..,0,2,,0,0,..), i= —1,0,1. (A6-5)
Let also denote
(@); £ col(...,0,4,,0,... (A6-6)

and i stands for the coordinate index of the only nonzero element of (a);. Then the
action of the operators A* and A? on (z), can be established:

A"2); = (Kis o f12)i4 1 (A6-7a)
Ad(z)i =(Ki—1f-12)i-1. (A6-7a)

Also
A = (A AP @ = 5 Amat) (A6-8)

and the sum of (A6-8) consists of 2" different combinations of A*: 4% (2); terms only. But
Au"lAdnz(Z)' = A“n‘(Kl 1K K! ny fnz Zi)i ny =
(Kl 1Kz 2 Kz ny f 1Z; Kl —m+ 1 Kl nz+n,f1)t ny+nyt (A6 9)

Next from the known properties of the arythmetic and the geometrlc mean one
obtains (|fi| = |f_,|);

B /An| Au n = Ki— I+ Ki
A A G <2 £l 2 Y I__% _
=0

" IK._ ,
_n llzil 2_ 2 I i l|+|Kl+l| . (A6-10)

Notice that the upper bound of (A6-10) does not depend on the specific values of the
integers n, and n,. Thus

on
Em /A", < lima/ Y [AmA(2)) <

n— o ny+ny=n

< lim ¥/2%sup| 4% A%(2)] <

n— o

K, K,
< 2limY/|z) Zﬂ"—“' (A6-11)

(A6-10) n—co



| Tom XXXVI— 1990 On the local stability ... 489

The limit of (A6-11) can be handled as follows

im”/lz] =1 (A6-12)

n— o

and while &,/2n is irrational (see (39) of chapter VII) [4]

" AK | +HIK; 1z . v
lim Y, -‘—LM—»— [ 1K, (eM)dt. (A6-13)
N =0 n T
Thus for the irrational @,/2x:
W/ 2 7 . ,
g2 im2/TA@ N == | [Ky(dt. (A6-14)

The value g < 1 assures that the solution (A6-4) of the equation (14) exists and belongs
to the I' space. The value of the parameter ¢ is directly proportional to the measure of
the region under |K,(e/)} and over ¢ axis. While @,/2m is rational one can always deal
with the system of equations of finite dimension. However when N, is large
(@o/2n = K'/N o) then the limit of (A6-13) is
N‘il [K;i— 1+ K44
=0 N 4]

While N, is large it can be reasonably approximated by the integral of (A6-13) which is
in Riemman sense. Thus the results of this paper are also valid in the more general case
of the low pass filter of the loop.

(A6-15)

M. ZOLTOWSKI

O LOKALNEJ STABILNOSCI PETLI FAZOWYCH Z JEDNOSTAINYM PROBKOWANIEM

Streszczenie

W pracy przeprowadzono teoretyczna analizg problemu lokalnej stabilnoéci cyfrowych petli fazowych
z jednostajnym probkowaniem. Przebieg bledu fazy w petli opisano przy pomocy zlinearyzowanego
funkcjonalnego rownania petli z czasem dyskretnym. Przewidywania podanych nowych metod zostaly
porownane w $wietle wynikow z numerycznej symulacji modelu petli. Pod rozwage poddano nowa petle
z jednostajnym prébkowaniem.
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W pracy przedstawiono probg wykorzystania otrzymanych struktur kanoni-
cznych bi-graféw ukladéw dwdjnikéw [37, 38], jako funkcjonalnych przetwornikéw infor-
macji w ktérych sygnat wyjsciowy {U,,} jest zadana funkcja sygnatu wejsciowego
{Upg} [U,, =f(U,)].

Przedstawiono ograniczenia naktadane na funkcje wymierna' R,,n(x), aproksymujaca dang
zaleznoéé y = f(x), oraz warunki realizowalnosci funkcji R,,,(x) w postaci admitancji
wejéciowej ¥,,,(q) ukladu dwojnika, sktadajacego si¢ z liniowo sterowanych przewodnosci
{G,- ¢} i niesterowanych przewodnosci {g,}.

Przedstawiono wplyw struktury topologicznej uktadu dwojnika realizujacego funkcje Y,,,,(q)
na wartoséci tworzacych go elementow y,;€{G,"q, g;}-

1. WSTEP

Funkcjonalne przetworniki sygnatu [w skrécie F.P.S.] zwane réwniez uktadami
nieliniowymi [17, 23] lub generatorami funkgji [20, 25], to uktady w ktorych sygnat
wyjsciowy {y—U,,,} jest zadana funkcja sygnatu wejsciowego {x— U,.} (tys. 1), co
mozna zapisaé w postaci:

y=fx), (1)

lub w postaci:
U,y =f (U, 2
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a)
Uwe Uwy
F.P.S. F————
Y Uwy
X ' Uwe
Y=VX Upy= KVl
b) ‘
P Przetwornik Ue EPS Uwy
- elektryczny U e
wy
Uwy UWY
R P 1 Uve
Uiy= k(P Usy= kot (Uye ) Uny=kqkoP

Rys. 1a. Symbol funkcjonalnego przetwornika sygnalu i jego przyktadowa charakterystyka

Rys. 1b. Funkcjonalny przetwornik sygnatu w ukladzie linearyzatora statycznych charakterystyk przetwor-
nikéw pomiarowych

W ostatnich latach, oprécz tradycyjnych analogowych i cyfrowych uktadéw F.P.S.,
w ktorych sygnat informacyjny ma tylko jedna postaé — wartosci napiecia lub kodu,
szybko rozwijaja si¢ nowe rodzaje ukladow F.P.S. w ktorych sygnal informacyjny ma
posta¢ impulsowo-czasowa [9, 10, 25, 29].

Przedstawienie sygnatu informacyjnego w postaci impulsowo-czasowej zwigksza
zar6wno mozliwosci wyboru parametréw sygnatu, ktorymi moga by¢; amplituda,
szeroko$¢ impulsu, czgstotliwos$¢ itp., jak réwniez wyraznie zwigksza sie odporno$é
tego typu przetwornikow na zaktdcenia zewnetrzne [9, 25, 29, 30, 31].

Funkcjonalne przetworniki sygnatu znajduja zastosowania miedzy innymi:

— w analogowych systemach przetwarzania informacji, jako czlony operacyjne
o zadanej charakterystyce transmitancyjnej [7, 8, 9, 19, 20, 22, 24],

— wsystemach sterowania, jako cztony operacyjne o zadanej a priori charakterys-
tyce transmitancyjnej [1, 7, 217,

— W systemach pomiarowych (migdzy innymi w ukladach linearyzacji nielinio-



Tom XXXVI—1990 Uklady dwojnikow ... 493

wych charakterystyk przetwornikoéw pomiarowych), jako czlony operacyjne o tak
dobranej charakterystyce transmitancyjnej aby system pomiarowy byl liniowy [9, 14,
18, 24, 25, 30, 31,],

— w cyfrowych systemach przetwarzania danych, jako nieliniowe przetworniki
A/C, C/A, C/C [1, 15].

Jak wynika z wyzej przytoczonych przykladow zastosowan ukiadow F.P.S. we
wszystkich tych systemach istnieje koniecznos¢ budowy czlonu nieliniowego, ktory
moglby realizowaé a priori zadana zalezno$¢ funkcyjna y = f(x). (rys. 1.).

Poniewaz nie kazda zaleznos¢ funkcyjna y = f(x) moze by¢ zrealizowana przy
pomocy elementdéw o odpowiedniej charakterystyce, jak to ma miejsce np. dla funkcji
logarytmicznej — gdzie w elektronicznych uktadach logarytmujacych wykorzystuje si¢
ekspotencjalna zalezno$¢ pradu bazy od napigcia baza emiter [19]. Istnieje wigc
koniecznoéé przyblizenia (aproksymacji) zadanej analitycznie lub empirycznie funkcji
f(x) inna ,prostsza” funkcja F(x) mozliwa do zrealizowania przy pomocy znanych
elementow elektronicznych. ‘

Ze wzgledu na sposob aproksymacii analitycznie lub empirycznie zadanej funkcji
f(x), mozna wyrdzni¢ w zasadzie dwa podejscia do syntezy uktadow F.P.S. skladaja-
cych si¢ ze skupionych liniowych skoriczonych stacjonarnych i odwracalnych [slsso]
elementow. Historycznie pierwszy kierunek syntezy ukladow nieliniowych, oparty jest
na aproksymacji zadanej funkgiji f(x) — funkcja odcinkowa. Mozna tutaj wroznic
[4, 25]: o ,

— uklady nieliniowe realizujace funkcj¢ odcinkowo-liniowa, .-

— uklady nieliniowe realizujace funkcje odcinkowo-nieliniowa,

— uklady nieliniowe realizujace funkcj¢ odcinkowo-skokowa.

Zaleta metody syntezy wykorzystujacej funkcje odcinkowe, jest prostota aprok-
symacji (szczeg6lnie dla funkcji odcinkowo-nieliniowe; i odcinkowo-skokowej), oraz
stosunkowo niski koszt realizacji ukladow [4, 25]. Wada takich uktadow jest
zazwyczaj mata doktadnosé realizowanych charakterystyk oraz duza wrazliwos¢ ich
parametrow na zmiany wartosci ich elementow.

Drugi intensywnie obecnie rozwijany kierunek syntezy ukladow nieliniowych,
oparty jest na aproksymacji zadanej funkcji f(x) — funkcja ciagta, jednej lub wielu
zmiennych [9, 25, 29]. Mozna tutaj wyroznic:

— uklady nieliniowe realizujace funkcje ciagta w postaci wielomianu (najczesciej
wyktadniczego lub potggowego),

— uklady nieliniowe realizujace funkcj¢ ciagla w postaci — funkcji wymierne;j.
Podejécie to ma szereg zalet w stosunku do poprzedniego. Zapewnia zazwyczaj bardzo
wysoka doktadnosé realizacji charakterystyk nieliniowych, ulatwia analize ich wra-
Zliwoéci. Wada metody jest wyzszy zazwyczaj koszt realizacji ukiadu.

Podstawowymi elementami F.P.S. sa zazwyczaj elementy ktorych warto$¢ jest
w wiekszosci przypadkow liniowa funkcja sygnalu sterujacego. W tradycyjnym ujeciu
sa to elementy typu G(x), R(x), C(x), L(x) sterowane napieciem lub pradem [4].
Obecnie szybko rozwijaja si¢ nowe typy elementow sterowanych w ktorych sygnat
informacyjny {x} ma posta¢ impulsowo-czasowa [9, 10, 11, 25, 29, 32].
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Celem niniejszej pracy, jest przedstawienie mozliwoéci wykorzystania uktadow
dwojnikow sktadajacych si¢ z dwoch rodzajow [slsso] elementéw w postaci tzw.
sterowanej przewodnosci {G,q} i stacjonarnej przewodnosci {9,},jako funkcjonalnych
przetwornikow sygnaltu.

2. STEROWANA PRZEWODNOSC

Jednym z podstawowych elementow wykonawczych w czasowo-impulsowych
ukladach przetwornikow sygnatu jest sterowana przewodnos¢. Sterowana przewo-
dno$¢ w zaleznosci od formy sygnatu informacyjnego, mozna podzeli¢ na trzy
podstawowe grupy:

— impulsowo sterowana przewodnos¢,

— kodowo sterowana przewodnosé,

— impulsowo-kodowo sterowana przewodno$¢.

Nizej oméwiono podstawowe parametry poszczegdlnych rodzajéw sterowanej prze-
wodnosci.

2.1. IMPULSOWO STEROWANA PRZEWODNOSC

Sygnatl informacyjny dla uktadu impulsowo sterowanej przewodno$ci ma postaé
ciagu impulsow prostokatnych w okresie T i czasie trwania ¢, zaleznym od wartosci
sygnalu wejSciowego. Posta¢ sygnatu informacyjnego pokazano na rysunku 2.a.

Schemat ideowy impulsowo sterowanej przewodno$ci pokazano na rysunku 2.b.
Podajac na klucz elektroniczny K impulsy prostokatne o okresie T'i czasie trwania t_,
srednig warto$¢ przewodnosci g () mozna zapisaé rownaniem:

1
— dla k-T<t<k T+t,
g)=9 R

O;dlak- T+t <t<(k+1)-T

)

gdzie:
k=1,2,..0

Periodyczne zmiany przewodnosci elementu mozna analitycznie przedstawic¢
rozwijajac w szereg Fouriera, w postaci:

A Ye 2kIT 2k1T
g(t) GT+,(§‘0'k sm< T )cos( = ) 4)
gdzie:
1
G_f

Jak wynika z powyzszego wzoru, érednig za okres T warto$¢ przewodnosci G
elementu mozna zapisa¢ wzorem: :
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A Use

a)

b) q-l_ we
K R b

B dn
do (dy g; dmt
q Go L ‘
Ko
G4 J—
b ——3— T
K1
a b
I e °
z
Qe S Ki
G-t F
S Kmr——_1
c u
_Ldo dy d; dw-1
Go T I
Ko -L
| i _TT
K1 v
a b
o——9¢ G —0
2 A
— TLC
Ki
l—:G'“" T |
Krn-1

Rys. 2. Schematy ideowe: A) impulsowo sterowanej przewodnosci, B) Kodowo sterowanej przewodnosci,
C) impulsowo i kodowo sterowanej przewodnosci

G=Gyq )
gdzie:
tx
=7 (6)

Wiaczenie do ukladu szeregowo polaczonych rezystora R i klucza elektronicz-
nego K, kondensatora C powoduje odfiltrowanie wyzszych harmonicznych napigcia.

Flement taki nazywamy liniowa impulsowo sterowana przewodnoscia, poniewaz

8 Kwartalnik Elektr. i Telekom. 3—--4/90
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Srednia warto§¢ przewodnosci elementu jest liniowa funkcja parametru informacy-
jnego g, sterujacego kluczem elektronicznym [10, 11, 29, 33].

22. KODOWO STEROWANA PRZEWODNOSC.

Sygnatinformacyjny dla uktadu kodowo sterowanej przewodnosci ma postaé kodu
cyfrowego M(d,,d,,...,d,_,) gdzie d;e(0,1). Schemat ideowy kodowo sterowanej
przewodnosci pokazano na rysunku 2.c.

Podajac na klucze elektroniczne K; sygnat informacyjny w postaci kodu dwoj-
kowego, przewodnosci poszczegdlnych elementéw uktadu maja postaé:

_ )G jesli d, =1
Gd) = {0  jesli d; = 0 ™
gdzie:
i=0,1,.,m—1.

Dla ukiadu kodowo sterowanej przewodnosci (rys. 2c) przewodno$é catkowita
wyraza si¢ wzorem:

m—1
G(M)= ), G(d)-d,. (8)
i=0
Jesli:
GWd) = G,- 2 9)
to _
m_1 M(d;
G(M) =Gy 3. 2+d, = Gy ) (10)
‘ i=0 Mmax
gdzie:
G(M) — warto$¢ przewodnosci ukladu
G, — waga przewodno$ci minimalnej
M(d;) — stowo kodu cyfrowego
m—1
Grax =Go D). 21 = G,-(2"—1). (1
‘ i=0
Powyzsza zalezno$¢ mozna rc')wniei zapisa¢ w postaci:
G(M) = Gmax ’ qM’ (12)
=757 - (13)

max

2.3. IMPULSOWO-KODOWO STEROWANA PRZEWODNOSC

. Sygnat informacyjny dla impulsowo-kodowo sterowanej przewodnosci Jjest kom-
pilacja sygnatu w postaci impulsu prostokatnego o okresie T i czasie trwania ¢,
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sygnalu w postaci kodu cyfrowego M(dg,dy; s dp—1) gdzie d;€(0,1). Schemat ideowy
impulsowo-kodowo sterowanej przewodnosci pokazano na rysunku 2.d.

Jesli czestotliwosé zmian kodu cyfrowego M sterujacymi kluczami elektronicznymi
K; jest wielokrotnie wigksza od czestotliwoéci komutacji klucza K (co najmniej o dwa
rzedy wielkosci) to §rednia warto$¢ przewodnosci ukladu prezentowanego na rys. 2.d,
moze by¢ zapisana w postaci: ' '

M)

t
GM,q)=-=%G . 14
( q) T max Mmax ( )
Powyzsza zalezno$¢ mozna w skrocie zapisat w postac'i;
G(@:dm) = Gax 4" - (15)

3. ZBIORY STRUKTUR KANONICZNYCH BI-GRAFOW UKLADOW
DWOINIKOW SKEADAJACYCH SIE Z DWOCH RODZAJOW
[SLSSO] ELEMENTOW

Jak juz wspomniano we wstepie w wielu dziedzinach techniki pojawia si¢
nastepujacy problem: jak majac a priori zadang nieliniowa zalezno$¢ miedzy sygnatem
wyjéciowym a wejéciowym, mozna zbudowaé uktad elektroniczny realizujac z pewnym
przyblizeniem zadana zalezno$¢ funkcyjng y = f(x). :

Jak pokazano w pracy [37, 38] admitancja wejSciowa Y, (ts,t;) dwojnika
skladajacego si¢ z dwoch rodzajow [slsso] elementow jest funkcja wymierna parame-
tru {t,} lub {z,}. '

n,=v—1
z Anwnu.t'l‘u.tgzl ’
n, =0
Yit,,t,) = - = 16
( 1 2) Z(tl, tz) n,2=v-—2 ( )
Bn ” .t'l‘xz,'tgzz
-n12=0 127722
Jesli:
Yt =G.q, : (17)
Yyit2 = Gps ‘ (18)
to wyrazenie (16) mozna zapisa¢ w postaci:
: 1 Z Ai'qi
Y@ = —~ =132 : (19)
min Z n )
m/n(q) Bj_qJ
j=0

Z pracy [37] wynika, ze funkcja wymierna Y,,,(¢) musi spetniac jeden z czterech

min
nizej wymienionych warunkow:

8*
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I m=v—-1, q,>0, dla i=0,1,..,m (20a)
n=v—2, b;>0, dla j=0,1,..,n (20b)
Zm=v-1, >0, dla i=1,2,..,m (a,=0) (21a)
n=v—2, b;>0, dla j=0,1,..,n (21b)
Im=v-2, ,>0, dla i=0,1,...,m—1 (@, =0) (22a)
n=v—2 b;>0, dla j=0,1,..,n (22b)
dm=v-2 >0, dla i=1,2,.,m—1 (ap=0,a,=0) (23a)
n=v—2 b;>0, dla j=0,1,.,n (23b)

gdzie: v — liczba wierzchotkéw w ukladach dwdjnika.

Wynika stad, Ze aby uklad dwdjnika sktadajacego si¢ z dwoch rodzajow [slsso]
elementéw w postaci elementéw sterowanych {G,-q} i niesterowanych {95}, ktorego
admitancja wejsciowa Y, (q) jest funkcja wymierna parametru sterujacego {q}, mogt
realizowac a priori zadang analitycznie lub empirycznie funkcje f(x), nalezy apro-
ksymowa¢ t¢ zalezno$¢ funkcja wymierna typu: - :

agb
8
xv-

R, u(x) =2 - 24

it
=
R,
%

Sy

4. APROKSYMACJA FUNKCII f(x) FUNKCJA WYMIERNA R,,,(x)

Zagadnienie najlepszego przyblizenia z zadana dokladnoécia, zadanej analitycznie
lub empirycznie funkgji y = f(x) — funkcja wymierna R, (x) jest ,,czysto” matematy-
cznym zagadnieniem przedstawionym na przyklad w pracy [5, 6], ktorego blizsze
rozpatrzenie wychodzi poza ramy niniejszej pracy. Nizej oméwiono tylko pewne
ograniczenia nakladane na funkcje wymierna R,,;.(x) wynikajace z fizycznej realizacji
ukladow dwojnikow.

Pierwsze ograniczenie nakladane na funkcj¢ wymierna R,,.(x) wynika z faktu, ze
aby uktad dwojnika skiadajacy si¢ z elementow sterowanych {G," q} iniesterowanych
{9;}, mogt realizowaé z pewnym przyblizeniem dana zalezno$¢ funkcyjna y = f(x),
aproksymujaca ja funkcja wymierna R, m(X) musi mie¢ analogiczng postaé do jednego
z czterech typow funkcji wymiernej Y..(q) jakie mozna realizowaé w postaci
admitancji uklad dwojnika (zaleznosci 20+23). W tabeli 1 zestawiono przyktady
funkcji wymiernych R,,,(x) aproksymujacych wybrane analityczne funkcje f(x),
1 spelniajace powyzsze ograniczenia (20-23).

Drugie ograniczenie nakladane na funkcje wymierna R,,.(x) wynika z faktu, ze
z jednej strony przyblizajac dana funkcje (np. y = \/; w przedziale jej zmiennosci
y€(0—oo) trudno spodziewac si¢ malego bledu w catym przedziale. Z drugiej za$
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Tabela 1
Aproksymacja funkeji f(x) funkeja wymierng R, (x)
J(x) X mfn R,a(%) [e1%
: 0.41x2+0.867x+0.041
01+1 | 271 : 1210
x+0.316 .
3.046x2 +2.007x +0.056
01+1 | 22 21072
X?+3.569x +0.542
3.1314x2 +2.1883 x + 6.4905 102
01+1 | 272 131072
= X*+3.7771x +6.0824 10~*
X
26662 10~ 1x3 + 1.5165x% + 5.0703 10~ 1x+9.9136 10~3
011 | 32 X ALox T a 1.8 10°3
X2+ 1.1884x + 1.1163 10
20096 10~ Lx* +2.1306x +1.8449 x* +-2.3289 10~ 1x+2.3920 1073
01+1 | 473 X ALIIPx A Y T T 33107
: X3 +2.5367x2 +8.3892 10~ 1x +3.6095 10
| 0.14735x% +2.9629x3 + 5.2748x2 + 1.4898x + 3.7251 1072
05+1 | 43 X H200x 4521 4 LA 5107°
%3 +5.0059x2+ 3.5497 x + 035654
0.1444 10'x% +0.1916x +0.6412 10~
h o1+1 | 22 71073
arcsh/x / X2 +0852x+0.1371 10~
' 0.3643 10*x2+0.7020x +0.392 1073 ’
h 01+1 | 22 |2 : 31073
shy/x / x?+0.566 10~ x+0266 10!
n 0.578 10'x2+0.135 101x+0.952 10~
t 01+1 | 272 21072
gaVx / x2+0.603 10 +0.1483

strony parametr sterujacy {q} moze zmienia¢ si¢ tylko w §cisle okreslonych granicach
wymkajqcych z fizycznej realizowalnoéci, co determinowato wybér przedzialow
zmiennej x (tabela 1). :

5. WARUNKI REALIZOWALNOéCI FUNKCII R, ,(x) W POSTACI
ADMITANCIJI WEJSCIOWE] Y,,,(9) UKLADU DWOJNIKA

Warunkiem koniecznym realizowalnosci danej funkcji y = f(x) aproksymowanej
funkcja wymierna R, (x), poprzez uklad dwdjnika skladajacego si¢ z elementow
sterowanych {G, - q} i niesterowanych {g,} jest, aby jego admitancja wejsciowa Y,,,,(9)
(wzor 19) miala analogiczng postac jak funkcja R,,,(x) (Wzér 24), co mozna zapisa¢
w postaci nastepujacego ukladu rownan:

— 4, (25)
b, = h-B, (26)
x="hq (27)
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gdzie:

h — wspolczynnik proporcjonalnosci.

Warunkiem dostatecznym realizowalnosci danej funkcji Rm,,,(x) w postaci ad-
mitancja we_]sc10wa Y,.»(q) ukladu dwojnika, jest istnienie rozwiazania powyzszego
ukladu réwnan nieliniowych. Nizej na przykladzie analitycznie zadanej funkcji

Yy =+/x:x€(0.1=+1), zilustrowano wypelnienie warunké6w koniecznych i dostate-
cznych realizowalnoéci danej funkcji y = \/; aproksymowanej funkcja wymierna
R;/,(x) w postaci admitancji wejSciowej Y;,,(q) uktadu dwojnika skladajacego sie
z elementow sterowanych {G, g} i niesterowanych {g,}.
Jak wynika z tabeli 1 funkcje y = \/; mozna aproksymowac funkcja wymierna, na
przyklad w postaci: '

Siw 2.6662 1071 x3+1.5165 x2 +5.0703 - x4+ 9.9136- 103
xw x2+1.1884-x+1.1163 10~

Z warunkow (25-+27) wynika, ze admitancja wejsciowa uktadu dwdjnika skladaja-
cego si¢ z elementdéw sterowanych {G," q} i niesterowanych {gﬁ} musi mieé postaé:

s P+ A g* A g 4 Ay O
3/2 (@ = B 1 . 0
2'd>+B,q'+Byg
czyli zgodnie z twierdzeniem 1.1 z pracy [37], uklad dwéjnika musi byé suma logiczna
dendrytu 1-drzewowego skladajacego si¢ tylko z elementéw sterowanych {G, q}
i dendrytu 1-drzewowego sktadajacego si¢ tylko z elementéw niesterowanych: {94}-

Z pracy [38] wynika, ze istnieja 32 klasy nierbwnowaznych miedzy soba struktur
kanonicznych bi-grafow uktadéw dwojnikow sktadajacych sie z elementow sterowa-
nych {G,- ¢} i nlesterowanych {95} ktorych admitancja WCJSCIOWB. Y3,,(q) ma postac
funkcji wymiernej opisanej wzorem 29.

Przyklad ukladu dwdjnika skladajacego si¢ z trzech elementow sterowanych
{G.-q} i trzech element6éw niesterowanych {g,} ktorego admitancja wejsciowa ma
postaé funkgji Y, 12(9), pokazano na rysunku 3. Dla prezentowanego uktadu dwéjnika,
korzystajac z tabeli na rysunku gdzie zestawiono wszystkie dendryty 1- i 2-drzewowe
istniejace w danym ukladzie, sformulowane wyzej warunki reahzowalnosm mozna
zapisa¢ w postaci: o

(28)

, - (29)

2.6662-10" = h:(G, G, Gs)- ' SRR (30)
1.6165 =h(g,"Gy"Gs+93° Gy Gs+93° G, Gs+gs G- Gy + g6 G, Gs) (31)
5.0703. =h'(9,°93 Gs+9,96" G2 +93° 9" G1+93 gdeG2+93°9dsGs) (32)
9.9136- 10 3=h(9,°959¢) . » (33)
1.0000 =h(G, Gs) o : L (349
1.1884 =h (g3 Gs+g¢°G,) _ (33)
1.1163-107! = h- (g5 g¢). (36)

Rozwiazujac powyzszy ukiad rownan nielinioWych [9] otrzymano warto$ci elemen-
tow sterowanych {G,-q} i niesterowanych {9}, ktore zestawiono w tabeli na ry-
sunku 3.
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G) Struktura| e, e e, e; e, €
" " " . uktadu s €5 €, B3 E; &9 T
- Dendryty 0gqg00qgq q
-/ = k-drzewowe 100101
WG wo wo Tég®) | 0 g 00 qaqg| 1
0g00q1
b) 0qg010gq
qo THg2) | 1 g0 0qaq| 5
0g01gq@0
1q00q0
i e
0gqg010°1
Gs % ., | 1000¢gH"
o e B ey S ) P LI I
Wo i 1001q0
Ga g3 1q0100
o Ti@®) {1001 01| 1
G1 Tiolg?)| 0 g 00 g Of 1
0g0100
o I jola’ 2
5 TTel@ll 190040
Tholg®)| 1001 00| 1
c)
Ggu 93 W(Gglu W(gﬁ)
Gy = 0,26662 W(Gy) = 0,27
G, = 25477 W(G,) = 0,21
Gs = 078193 WiGs) = 0,26
g4 = 0,0888 wig,) = 028
gy = 0,26498 Wigs) = 027
g, = 0848 Wigs) = 020

Rys. 3. Przyklad ukladu dwojnika zawierajacego sterowane i niesterowane przewodnosci, a) jego bi-graf,
b) schemat ideowy, c) unormowane wartosci G, i g, oraz wrazliwos¢ wzgledne W(G,) i W(g,) dwojnika

realizujacego funkcje Y3;,(q) ~ \/E , tabela — dendryty-k-drzewowe konieczne do okreilenia parametrow
dwojnika

6. SCHEMAT IDEOWY FUNKCJONALNEGO PRZETWORNIKA SYGNALU

Schemat ideowy F.P.S. zawierajacego czlon nieliniowy w postaci ukladu dwojnika
skladajacego sie z elementow sterowanych {G, - g} i niesterowanych {95} pokazano na
rysunku 4.

Sygnal na wyjéciu wzmacniacza operacyjnego mozna zapisa¢ w postact:

Uwy = —Ry Eqy- Ys/z(‘J)- (37)
Czlon nieliniowy w postaci dwojnika o transmitancji Y;;,(q) jest sterowany

z modulatora szerokosci impulsu, ktory przetwarza sygnat wejsciowy U, na sze-
roko$é impulsu q sterujacego tzw. przewodnos$¢ sterowana {G, q} [29]. Zaleznos¢
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f_—____a____—g:—_] Y3lq)

| S s

I ] Gs 96 I Ry
E | T T !
o 14 G, g

>J Uwy

Rys. 4. Schemat ideowy funkcjonalnego przetwornika sygnatu realizujacego funkcje U,,=pJU

we

parametru sterujacego g od napigcia wejsciowego U,,, modulatora szerokosci impulsu,
mozna wyznaczy¢ korzystajac z zasady zachowania tadunku. Otrzymujemy wtedy:
%- T—%tx =0. (38)
Stad korzystajac z zaleznosci (6) otrzymujemy:
Ry
R,-E,

Podstawiajac otrzymana zalezno$¢ do wzoru (37) otrzymujemy:

R3
l]w.v = ——RO M EO " Y3/2 (TEO ° Uwe)' (40)
Poniewaz transmitancja ukladu dwéjnika jako czlonu nieliniowego jest funkcja

wymierng Y, ,(q) parametru g, stad sygnat wyjsciowy ukladu F.P.S. (rys. 4) korzystajac
z zaleznosci (19) mozna zapisaé w postaci:

m R i
Ai ’ 2 : Uwe)
Zo <R2 "Eq

R i
B.- 2.y
! (Rz'Ed we)

q= Use- (39)

U,,= —Ry E,- @1)

gM: |
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‘ Poniewaz wyrazenia (28) i (41) maja analogiczna postac, wynika stad ze sygnal
. wyjsciowy U,,, uktadu F.P.S. pokazanego na rys. 4 jest funkcja pierwiastkowa sygnaiu
wejsciowego U,

1 U,,#p /U, 42)
1 gdzie;p — wspolczynnik proporcjonalnosci.
| Waznym parametrem okreslajacym jako$¢ cztonu nieliniowego uktadu F.P.S., jest
wrazliwosé jego catkowitej admitancji ¥,,,(q) na zmiany wartosci tworzacych go
elementdéw y; € {G," 4,94}

Wrazliwosé wzgledna W(y,) funkcji ¥Y(g) = f(y;) na zmiany wartosci tworzacych go
elementow y,€ {G," q,9,} to zgodnie z pracami [3, 16, 28].

_y» oNg
W) = Y oy

Praktycznie wrazliwo$¢ wzgledna W(y;) uktadu dwojnika na zmiany wartosci
tworzacych go elementdw y; obliczono korzystajac ze wzoru przyblizonego

(42)

y; AY(g)
Wiy) = =i =8 43)
Y@ Ay,
przy zalozeniu
Ay,
2 _o.01. (44)
Yi
qo
Gs 96
".:’:I———E———
Woo G, s _OW1 -
'—l"I_L:'If
Gy
o I
94
Wi(y)
0,3 1
g3
0.2~ geGS
04l 91
G,
0101210:4|0:6I0|,8I110q

Rys. 5. Uklad dwojnika oraz zalezno$é wrazliwosci jego admitancji W(y) od parametru sterujacego g
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Tabela 2

Parametry funkcjonalnych przetwornikéw sygnatu, ktorych admitancja ma postaé Y;,(q) ~ \/(;

Uklad dwdjnika

Wrazliwo$§¢

Wartosé o
elementow wzgllg/dn:m\;vanﬁ
Ne . . . sterowanych {G }i| " 7° Yy
unigraf | bi-graf schemat ideowy niesterowanych {g,} wartoéci e_lementow
{G.}i{gs}
A B C D E F
& G, =1391 W(G,) = 032
W W, ol G, = 2205 W(G,)-= 0.19
G5 = 03033 W(Gs) = 0.22
1 o 9y . g, = 0.0888 W(g,) =028
Wo Ws W Gy % % gs = 03524 W(g,) = 0.095
57 ge = 11057 W(gs) = 0.39
G, = 2.5808 W(G,) = 0.19
G, =02973 W(G,) = 0.22
2 Gs = 1.614 W(Gs) = 0.32
gs = 0.4016 W(g,) = 0.096
gs = 0.0959 W(gs) = 0.17
ge = 1.195 W(gs) =046
G, = 0.2666 W(G,) = 027
G, = 1301 W(G,) = 0.31
3 G, =2.029 W(G,) = 0.14
g, = 0.0888 W(g,) =028
gy = 1111 W(gy) = 037
gs = 0.2653 W(gs) = 0.11
& G, = 0.26662 W(G,) = 027
W, w ! ] %’_ G, = 2.5477 W(G,) = 0.21
4 K @ D G5 =0.78193 W(Gs) = 0.26
o o | g, = 0088815 W(g,) =028
W W Wl & G W | g, =026198 W(gy) =027
T ge = 0.84887 W(gs) = 0.20
g G, = 0.9541 W(G,) = 0.26
W W = - G, = 09377 W(G,) = 0.26
s X g B s G5 = 0.2945 W(Gs) = 0.20
wml g W | g, =0099 W(g,) =021
v o gs = 03197 W(gs) =027
9% 9% g = 2815 W(gs) =027




Tom XXXVI—1990 Uklady dwojnikow ... 505

cd. tabl 2
A B C D E F
o G, =026662 | W(G,) =027
q 1 1
W W ’::f’_ | 6,=21356 W(G,) = 0.12
6 o o | Gy =33299 W(G,) = 0.38
< I IE I LA I PV Wi(g,) =028
W W : % g, = 0.7146 Wi(g,) =0.11
o ge = 1.1109 Wi(ge) = 0.37
. G, = 16318 W(G,) = 0.44
wi W G, = 0.3187 W(G,) = 0.078
7 G, = 41658 W(G,) = 0.15
g, = 1.899 W(gs) =042
W Wo g, =0.1242 W(g,) = 0.044
gs = 0.3816 W(gs) = 0.28
- G, = 2402 W(G,) = 0.23
W W g 4 X G, = 03187 W(G,) = 0.078
g W, NG~ W | Gs=5087 W(Gs) = 0.43
_ g, = 0.8035 W(gs) =023
Wo Wo % ' g, = 1.699 Wi(g,) = 042
‘ gs = 0.106 Wi(gs) = 0.088

Wybor wartoéei 0.01 wynika z faktu, ze w praktyce do realizacji przewodnosci
sterowanej {G,-q} i niesterowanej {g,} uZzywano rezystorow klasy 1.

Jak pokazano na rysunku 5 wrazliwos¢ wzgledna poszczegolnycH elementow
{G, gp} ukladu dwojnika, jest rOwniez funkcja parametru sterujacego ¢. Dla
rozpatrywanych dalej uktadow dwojnikéw beda podawane tylko maksymalne wra-
zliwosci wzgledne W(G,) i W(gp)-

7. PRZYKLADY F.P.S. W POSTACI DWOINIKOW SKEADAJACYCH SIE
Z DWOCH RODZAJOW ELELMENTOW

Jak pokazano w pracy [37, 38] dwojnik skladajacy si¢ z dwoch rodzajow [slsso]
elementow, moze realizowaé transmitancje w postaci czterech typdw funkcji wymier-
nej. Aby dany dwojnik mogt realizowaé w postaci transmitancji Y,,,(q), analitycznie
lub empirycznie zadana funkcje y = f(x), musi by¢ ona aproksymowana jednym
z czterech typow funkcji wymiernej R, (x) (wzory 20--23) oraz musi istnie¢
rozwiazanie uktadu rownan 25-+27. :

Poniewaz rownania 25 i 26 sa robwnaniami nieliniowymi, rozwigzania ich szukano
metodami iteracyjnymi. W pracy [9] opracowano algorytm, ktory pozwalat uzyskiwac
rozwiazania ukladéw roéwnan 25-27, dla wielu cennych z praktycznego punktu
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Tabela 3

Parametry funkcjonalnych przetwornikéw sygnalu, ktérych admitancja
ma postaé V;/,(q) ~ f(g)

w W 4
I * G, Gy 9s
T —O-
W 9 o
Wo Wo —
) 9
) Wartosé Wrazliwoéé
Reahzonana elementéw stero wzgledna w %
No funkcja wanych {G } inie- [na 1% zmiany war-
Yplg) ~ fl@) sterowanych todci elementow
G }i
lgg} (G ilag)
A B C D
_ Gy=2.199 W(G,) = 027
Gs =0.7355 W(Gs) =045
1 Y@~ \/E g, = 0.1067 Wi(g,) =0.34
g, = 0.3707 Wi(g,) = 0.29
ge = 2.654 Wi(ge) = 0.12
G, = 7954 W(G,)=0.12
- Gs=0928 W(G,)= 0.69
2 Y@~ tg?\/q_ g, = 0.00642 W(g,) = 0.025
g, = 0.1963 Wi(g,) =049
ge = 5.578 Wi(ge) = 0.11
G, =1.289 W(G,) =0.60
_ G = 10.779 W(G;) = 0.10
3 1 hp@rshya | g = 000692 Wig,) = 0.022
g, = 3405 Wig,)= 022
g = 0.2312 Wi(ge)= 0.49
G, =12421 W(G,)=0.076
Gy= 1496 W(G;) = 0.4
4 | Y@ ~arcsh /g g, =0.0042 W(g,) = 0.014
g,=0.1986 Wi(g,) = 0.48
ge = 1.236 W(ge)= 0.42

widzenia funkcji analitycznych (np. y = \/; » ¥y =logx, y = tgx), oraz empirycznie
zadanych funkcji y = f(x) [31] aproksymowanych funkcja wymierna R,,.(x) spe-
Iniajaca zaleznosci 25+27.

W procesie wyboru typu struktury kanonicznej bi-grafu uktadu do realizacji F.P.S,,
mozna wyr6zni¢ trzy grupy zagadnien. Pierwsza grupa zagadnien zwiazanych
z kryteriami wyboru typu struktury kanonicznej bi-grafu, wynika z faktu, ze dana
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Tabela 4

Parametry funkcjonalnych przetwornikow sygnalu, ktorych admitancja
ma postaé Yz/z(Q) ~fl@

Wi W 8
;@ %) 3 Gz
Wo W W Gy % M
9y
. . | Warto$é elementow Wrazliwosé
Realizowana funkcja sterowanych {G,} wzgledna w %
N° Y@ ~f(9) i nie’sterowanyccil pa 1% zmiany
(95} wartosci elementow
g {Ga} 1 {gﬁ}
A B c D
G,= 3.706 W(G,) = 0.29
Ge= 07328 W(G) = 0.44
= 04885 Wi(g,;) =045
1 Y, ~ 93 3
OENG g.= 0.1444 Wig,) = 0.089
gs= 2498 Wigs) = 0.12
G, = 9356 W(G,) = 027
Ge¢ = 1.021 W(Gg) = 0.59
n = 0249 Wigs) =0.52
2 | Y@ ~tg— g3 3
2@~ te7v/a o= 5525 Wig,) =0.11
gs = 0.0066 Wi(gs) = 0.002
G, = 12.653 W(G,) = 025
Gy = 1409 W(Gy) = 0.50
= 0.2947 Wi(g;) =0.51
3 Y. =~ sh 93 3
| 20) % sho/g g, = 3341 W(g,) =021
gs = 0.0071 Wigs) = 0002
G, = 1598 W(G,) =0.36
Gg = 14188 W(G¢) = 0.21
4 |y ~ arcsh gs = 0.0043 Wi(g,;) = 0.002
22(4) Va go= 11831 | Wig,) =039
ge= 02517 | Wigs) =0.50

funkcje y = f(x) aproksymowana funkcja wymierna R, (x) spelniajaca zaleznosci
2527 moga realizowa¢ dwojniki o rdznej strukturze kanonicznej.

Wplyw postaci struktury kanonicznej bi-grafu ukladu dwoéjnika na wartosci
poszczegllnych jego elementéw {G,-q,g,} oraz ich wrazliwosci W(G,) i Wigy),

zilustrowano na przykladzie funkcji y =

\/; aproksymowanej funkcja wymierng

R;,,(x) (tabela 1). Jak pokazano w pracy [38], istnieja 32 klasy struktur kanonicznych
bi-graféw dwojnikow, ktorych admitancja wejsciowa Y ,(q) ma analogiczng postac
funkcji wymiernej R, (x).
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Tabela 5

Parametry funkcjonalnych przetwornikéw sygnatu, ktérych admitancja ma postaé Y0~ \/E

Uklad dwojnika

Wrazliwos$é

Wartosé
elementow wzgledna w %
Ne . . o ¢ h (G i| Da 1% zmiany
unigraf | bi-graf schemat ideowy ;izz(t);zzrvlv?nycil f;p}l wartosci e}ement()w
: {G.} i {95}
A B C D. E F
o G, = 1.0179 W(G,) = 0.48
% w ¢ 1 1 1 G, =3.089 W(G,) =022
0| [BISTE L | o | reo
g P o — y B o gs = 0.5029 Wi(gs) =032
o g W g % 9 W ge = 0.1354 W(ge) = 0.13
" 2 : G, =2935 W(G,) = 0.24
- d —"—L*—‘:LGS % G, = 0.865 W(G,) = 0.04
2 X K o— L g, = 0.107 Wig,) =034
A o w ,;"L G M g5 = 0.65 W(g,) = 0.15
'g_,' g6 = 237 W(gﬁ) = 008
N q I Gy = 2199 W(G5) = 0.27
W d o % G, =0.7355 W(Gs) = 045
3 X E g, = 0.1067 W(g,) =034
b e g, =0.3707 Wi(g,) =029
A o ge = 2.654 W(gs) =0.12
g G, = 3.648 W(G,) = 027
g “ Gs =0.7354 W(Gs) = 045
4 X 2 g, = 0.1374 W(g,) =0.10
- g, = 04775 Wi(gs) =045
W W , g = 2.654 Wi(ge) =0.12
: G, = 1.403 W(G,) = 0.22
W W G, = 2935 W(G,) = 0.47
5 + g, = 0.1067 W(g,) =034
& g, = 0.828 W(g,) =0.19
o o e = 3.025 Wige) = 026
G, =3.146 W(G,) = 0.47
g g G, = 1.503 W(Gs) = 0.22
6 % % g, = 0.8873 W(g,) = 0.19
K K gs = 3.131 W(g,) =032
° ° gs = 0.1105 W(gs) =028
' G, = 4053 W(G,) = 045
I I e NG B G, = 1358 W(G,) = 0.26
7 N 62 ‘g, = 0.1258 Wi(g,) =0.14
o o o ga = 0.9069 Wi(g,) =029
W W, 4 4
Wo "o I g = 3.1314 W(ge) =032
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Dla wszystkich 32 klas struktur kanonicznych bi-grafow dwojnikéw, uzyskano
rozwiazanie uktadu rownan 25—27 z dokladnoscia 1073,

W tabeli 2 pokazano osiem przykltadéw (po jednym z kazdej klasy unigrafow
z pracy [38]) dwojnikow, ktorych admitancja wejsciowa jest funkcja wymierng typu
Y;,(q) i ktore z pewnym przyblizeniem realizuja funkcje Y;,,(q) g- Otrzymywane
w- procesie rozwigzywania uktadu réwnan 25—27, wartosci admitancji poszczegol-
nych elementéw {G,-q,g,} i wplywu ich zmian na catkowita wrazliwos¢ ukladu
zestawiono w tej samej tabeli.

' Druga grupa zagadnieh zwiazanych z kryteriami wyboru typu struktury kanoni-
cznej realizujacej dana funkcje y = f(x) wynika z faktu, Ze rozne analitycznie lub
empirycznie zadane funkcje (tabela 1), moga by¢ aproksymowane jednym typem
funkcji wymiernej R, . (x) spelniajacej jeden z czterech warunkow 20—23.

min

i
-Na przyklad funkcje y = \/;, y= th \/;, y = sh\/;, y = arcsh/x, moga

byé aproksymowane jednym typem funkcji wymiernej Rjj,(x) rozniacej si¢ tylko
warto$ciami wspotczynnikéw a; i b;. Jedli dla danego typu struktury kanonicznej
bi-grafu dwojnika, oraz danego typu funkcji wymiernej R,,,(x) (roznigcej si¢ tylko
warto$ciami wspolczynnikow a; i b)) istnieje rozwiazanie ukladu réwnan nieliniowych
25+27, to dany typ struktury kanonicznej dwdjnika moze realizowal z pewnym
przyblizeniem rézne funkcje y = f(x). :

. I
W tabelach 3 i 4 pokazano mozliwos¢ realizacji funkcji y = \/;c' , Y= tg—2— \/; ,

y= sh\/; , ¥y= arcsh\/;c_ ), przez dwie losowo wybrane struktury kanoniczne
bi-grafow dwojnikoéw. Wynika stad, ze jedna i ta sama struktura kanoniczna bi-grafu
ukladu dwojnika skladajacy si¢ z elementéw sterowanych {G,- ¢} i niesterowanych
{g,}, moze realizowac rozne funkcje f(x) jesli tylko istnieje rozwiazanie ukladu rownan
nieliniowych 2527, |

Trzecia grupa zagadnien zwiazanych z kryteriami wyboru typu struktury kanoni-
cznej realizujacej dana funkcje y = f(x), wynika z faktu, ze rézne analitycznie lub
empirycznie zadane funkcje (tabela 1), moga by¢ przyblizone z okreslonym blgdem
aproksymacji— funkcja wymierna R,,,(x) o réznych stopniach licznika i mianownika.

Zilustrujemy to na przykladzie funkcji y = \/; . Z tabeli 1 wynika, ze funkcja
y = 4/ x moze by¢ aproksymowana mi¢dzy innymi nastgpujacymi funkcjami wymie-
rymi R,;,(x), R3,,(x), Ry3(x). W tabeli 5 pokazano siedem przykladow (po jednym
przykladzie z kazdej klasy struktur kanonicznych unigraféw z pracy [38]), ktérych
admitancja wejSciowa ma posta¢ funkcji wymiernej Y,,,(q), i ktére realizuja funkcj¢
Y9~ /q.

Przyklady uktadow dwojnikow, ktorych admitancja wejsciowa ma postac funkcji
wymiernej typu Y;,,(q), i ktore realizuja funkcje Y(g) ~ \/E pokazano w tabeli 2.
Natomiast w tabeli 6 pokazano pie¢ przykladow ukladéw dwojnikow, ktérych
admitancja wejSciowa ma posta¢ funkcji wymiernej typu Y,5(g), i ktore realizuja
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Tabela 6
Parametry funkcjonalnych przetwornikéw sygnalu, ktorych admitancja ma postaé Yy3(9) = \/(;

Uklad dwodjnika Wartodé Wrazliwosé
elementoéw wzglls/dn aw %
Ne ) . . " h .| na 1% zmiany
unigraf | bi-graf schemat ideowy Zi:g(t)::ilvlv}:nyc%Gf; }1 wartosci elementow
’ {Ga} i {gﬂ}
A B C D E F
G, =0.2009 W(G,) = 0.20
q Iy Gs =12182 W(Gs) =034
L m W, e G, = 15052 W(G,) = 0.005
Gy =5.1503 W(Gg) =0.16
. e Gs | g, =041816 W(g,) =028
Wo Wo Wil %4 9% |6 __ S (%W g, =00859 W(g,) =0.04
o 5 gs = 09729 W(ge) =026
10 = 0.64787 W(gyo) = 0.14
o G, =02009 W(G,) =02
q — G, =0.5003 W(G,) =0.24
&1 G5 =09386 W(Gs) =0.18
W " s =0. s) =0.
) % % ol G, =3272 W(Gs) = 0.1
o " —3—to = 0.0663 W(g,) =021
W, 1 W, 91 g1 g
Wo o UL g5 =1078 W(g;) = 0.11
G 9w gs =0.3105 Wi(gs) =0.18
% 910 = 0.1656 Wi(g,o) = 0.24
G, =02133 W(G,) =0.17
g G, =3.4729 W(G;) =0.15
W W & —‘g? Gs =0.9386 W(Gs) =0.18
3 Gyo = 0.5637 W(G,,) = 0.24
by 9 S0 T g, =0.1866 Wi(g,) =024
) ) G2 S0 g¢ = 0.3105 Wi(gs) =0.18
% G go = 1.1446 W(gs) =0.15
g10 = 0.0703 W(g,o) =0.18
G, =6.5064 W(G,) =0.18
o : G, =3.8366 W(G,) =0.053
W, W, q G, =1.1515 W(Go) =044
. Q G G,o = 02434 W(G,,) = 0.036
P K W g & G | Gn [W| g, =00868 W(g,) =0.023
0 0 A gs =0.7069 W(g,) =0.088
z ¢ ° g, =0.5767 Wi(g,) =026
g0 = 2.3528 W(gy) =0.35
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cd. tabl. 6
A B C D E F .
G, =71256 W(G,) =036
G, =4.6369 W(G,) =0.19
g G, =19515 W(G,) =0.16
W " C o | Gy, = 02434 W(G,o) = 0.036
: LElELE [ E 0% o o | wi) - oo
W, Wy A A 7 1o g, = 0.6440- W(g, =017
g; = 1.5365 W(g,) =019
10 = 23528 W(g,o) = 0.35

funkcje Y(q) = \/21_ . Oczywiscie im wyzszy stopien licznika i mianownika funkcji
wymiernej R,,,(x), to z jednej strony mniejszy blad aproksymacji danej funkcjiy = f(x)
— funkcja wymierna typu R,,,(x), z drugiej strony wyzszy stopien licznika i miano-
wnika funkcji Y,,,(g), to zmniejszenie wrazliwosci admitancji ukladu dwdjnika na
zmiany parametrow sterowanych {G, - q} i niesterowanych {g,} co ilustruja tabele 216.

W praktyce konieczno$é stosowania F.P.S. w postaci dwojnikow, ktorych
admitancja wejsciowa ma postaé funkcji wymiernej typu Y,,5(q) a nawet Y5 4(q) wynika
z faktu, ze wrazliwo$é admitancji W(y,) ukladu dwojnika na 1% zmiany wartosci
przewodnoéci sterowanych {G, - g} i niesterowanych {g,}, moze mie¢ w tych ukladach
wartos¢ W(y,) < 0,1%.

N

8. PODSUMOWANIE

Z rozwazan niniejszej pracy wynika, ze je§li zadana analitycznie lub empirycznie
zalezno§é y = f(x) mozna aproksymowa¢ funkcja wymierna R,,(x) spelniajaca
warunki 20—23 oraz je$li istnieje rozwiazanie uktadu réwnaf nieliniowych 25—27, to
mozna zbudowaé funkcjonalny przetwornik sygnatu zawierajacy czlon nieliniowy
w postaci uktadu dwojnika skladajacego si¢ z przewodnosci sterowanej {G, 4}
i niesterowanej {g,}, ktorego admitancja Y, ,(q) realizuje z okreslona doktadnoscia
zadana zalezno$¢ funkcyjna y = f(x).
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Z. WROBEL, L. W. GIERASIMOW

ONE-PORT CONSISTING SWITCHED CONDUCTIVITY AS A FUNCTIONAL
SIGNAL CONVERTERS

Summary

In the paper has been shown the test of the use received canonical structures of bi-graph one — port {37,
38], as the functional converters of the information where the output signal {U,,,} is the function input signal
{Uwe} [Uwy =f(Uwe)]-

It has been shown restrictions imposed on the rational function R,,,(x) known aproxsimating function
dependence y = f(x) and conditions of realizeability of the function R,,(x) in the form of the input
admittance Y,,,(g) one-port consisting switched conductivity {G,q} and linear conductivity {g,}.

It has been shown the structure topological effect of one-port with realize function Y,,(q) on the values
consisting its elements y;& {G,"q,g,}-

g*
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W pracy przedstawiono dwuwymiarowy, elektrotermiczny model wielowarstwowych
przyrzadow pélprzewodnikowych ze szczegolnym uwzglednieniem zjawisk zachodzacych
przy zalaczaniu. Uwzgledniono wplyw gestosci nosnikéw na ruchliwo$é. Zamodelowano
efekt nierownomiernego rozkladu gestosci pradu. Do obliczenr wykorzystano pomiary
powierzchni obszaru przewodzacego przy uzyciu promieniowania rekombinacyjnego. Model
zwerylikowano zaciskowymi pomiarami napiecia przewodzenia w czasie zalaczania.

1.WSTEP

Proces zalaczania wielowarstwowej, polprzewodnikowej struktury mocy (tyry-
stora, tyrystora GATT, GTO), szczegdlnie przy impulsach pradowych o duzej
stromosci charakteryzuje wydzielanie si¢ znacznej mocy. Wynika to ze zlokalizowane-
go przewodzenia i skoficzonej szybkosci rozprzestrzeniania si¢ przewodzacego kanatu.
Wzrost temperatury wplywa na parametry fizyczne polprzewodnika: ruchliwosc,
koncentracje tadunkow, generacje i rekombinacj¢ nosnikow itd. Wplyw temperatury
oraz przestrzenny charakter opisywanych zjawisk powoduje, iz dokladna analiza tego
procesu musi wykorzystywaé wielowymiarowe i elektrotermiczne modelowanie
przyrzadow potprzewodnikowych.

Analizie zjawisk zachodzacych w przyrzadach poélprzewodnikowych w stanach
statycznych i dynamicznych po$wigcono prace [1—26], ktérych wyniki umozliwiaja
oszacowanie przyrostOw temperatury w strukturach dla okreslonych pobudzen. Duza
grupe stanowia prace dotyczace modelowania i badania zjawisk w tyrystorach [1—2,
4, 8—10, 12—15, 18—26]. Prezentowane prace dotycza przede wszystkim jedno-
wymiarowego modelowania elektrycznego, ktore pozwala oceni¢ wplyw parametrow
technologicznych na predko$¢ rozprzestrzeniania si¢ przewodzacego kanatu w tyrys-
torze [2, 15, 18—22, 26]. Inne prace zwigzane sa z zastosowaniem elektrycznych
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ioptycznych metod pomiarowych zaréwno powierzchni obszaru poczatkowo zataczo-
nego jak i powierzchni obszaru przewodzacego w czasie zalaczania [8—9, 18,20—23].
Przedstawione wyniki jedynie w przyblizeniu pozwalaja oceni¢ przyrost temperatury
w stanach dynamicznych w strukturze. Proby potaczenia modeli elektrycznych
i termicznych konczyly si¢ najczesciej zawezeniem zagadnienia do przypadku jedno-
wymiarowego [19, 13—14] lub dotyczyly wielowymiarowego opisu zjawisk w stanach
ustalonych [16]. Znana jest uproszczona elektrotermiczna analiza zjawisk dynami-
cznych w tranzystorze mocy [5—6], w ktorej wykorzystano quasidwuwymiarowy
model elektryczny przyrzadu. Modelowanie polega tu na podziale elementu na
skonczona liczbe struktur elementarnych, dla ktérych obowiazuja modele jedno-
wymiarowe. Podobne podejscie prezentowane jest w pracy [16]. Modele quasid-
wuwymiarowe, przy dobrym odwzorowaniu zjawisk zachodzacych w przyrzadach,
zapewniaja znaczne skrocenie czasu oblicze. Dwuwymiarowy model cieplny wraz
z optycznym pomiarem szerokosci kanatu przewodzacego zaproponowano w pracy
[24], uzyskujac przyblizone rozktady temperatur wewnatrz i na powierzchni pastylki
tyrystora.

2. ZAY OZENIA

1. Model dotyczy struktuty z centryczng bramka. Jest takze stuszny dla produko-
wanych obecnie na szeroka skale przyrzadéw z bramka wzmacniajaca. Moze by¢
rowniez tatwo przystosowany do struktur z centryczna katoda. Do obliczen przyjeto
wartosci parametrow konstrukcyjnych tyrystora produkcji krajowej TOO-40.

2. Ze wzgledu na symetri¢ geometryczng struktury z bramka centryczna, model
przeptywu ciepla opisany w trojwymiarowym ukladzie wspolrzednych walcowych
zredukowano do postaci dwuwymiarowej o osiach umieszczonych w srodku symetrii
gornej powierzchni struktury.

3. Struktura polprzewodnika umieszczona jest na podstawie z mohbdenu Pomi-
nig¢to warstwe lutowia na styku krzem-molibden ze wzgledu na niewielka jego grubosé

[ LT )

?gp x .
/ n 0 Pmax
I
Si(406um)
ar_ XMo
ar . 1 Mo(824um)

Xmax

=T
' X

Rys. 1. Przekroj Struktury tyrystora
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(kilka pm). Z uwagi na znaczna grubos$¢ pastylki wraz z molibdenowa podstawa
(ok. 1200 um) oraz analiz¢ stanéw przejsciowych dla czasow krotszych niz 300 ps
zalozono izotermiczne warunki brzegowe na krawedzi molibdenu. Na gérnej powierz-
chni krzemu uwzgledniono wplyw konwekcji naturalnej na straty ciepta i rozklad
temperatury. Pominigto cienka (kilka -+ kilkanascie pm) warstwe metalizacji (Al).

4. Proces zalaczania podzielono na dwie fazy: faze zaniku fadunku przestrzennego
oraz faze rozprzestrzeniania si¢ przewodzacego kanatu [8—9, 13], jako dominujace ze
wzgledu na wydzielanie mocy w przyrzadzie.

5. Zlacza struktury tyrystora sa skokowe, co w konsekwencji prowadzi do
liniowego rozkladu pola elektrycznego w warstwie fadunku przestrzennego.

6. Przyjeto podziat struktury polprzewodnika na dwa obszary: przewodzacy
i nieprzewodzacy. Pominigto strefe przejSciowa migdzy obszarem zalaczonym i nieza-
taczonym ze wzgledu na jego niewielka szerokos¢ (rzedu kilku drog dyfuzji w krzemie)
i niewielki udzial w generacji ciepta [9, 21].

Obszar
Obszar przewodzgcy lnz'e,thewoa!zqcy Py
x| ' -
N X
n+ || n+ 11 a+ 0
b e e cvbmme v ] mmeoee X
oSn
p ||lP P
.......... —t memnaan XEP
n n n
"""" ] XBn
PP L P .
Pl et Pt o
b = - o oo mem o s s mmimen] Ll mmemees XMo

Rys. 2. Podzial tyrystora na struktury elementarne

7. Dla fazy rozprzestrzeniania kanatu przewodzacego zaproponowano model
quasidwuwymiarowy. Oznacza to, ze dang strukture podzielono wzdtuz osi Or na
skonczona liczbe struktur elementarnych, dla. ktorych obowiazuja modele jedno-

‘wymiarowe [6, 16]. Dla uzyskania okreslonej dokladnoéci liczba struktur elementa-

rnych musi byé zwigkszana stosowanie do predkosci rozprzestrzeniania si¢ przewodza-
cego kanatu.

8. W stanie rozprzestrzeniania si¢ kanatu przewodzacego model tyrystora dla
struktur elementarnych w czeéci przewodzacej (zalaczonej) zastapiono modelem diody
p-s-n [4, 12—13].

9. Uwzgledniono wplyw gestosci nosnikow nadmiarowych oraz temperatury na
ruchliwo$é, co jest niezbedne przy duzym poziomie wstrzykiwania.

10. Uwzgledniono efekt nierdwnomiernego rozktadu gestosci pradu, ktory wynika
z lokalnego przegrzania struktury w okolicach bramki. Stuszno$¢ tego zalozenia
potwierdzita eksperymentalna weryfikacja modelu.
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11. Prady na granicach obszaru stabo domieszkowanego wynikaja z przeptywu
nos$nikéw jednoimiennych [3, 7].

12. W modelu elektrycznym wykorzystano wyniki pomiaréw pola powierzchni
przewodzacego kanatu w tyrystorze przy uzyciu mikroskopu podczerwieni do detekgji
promieniowania rekombinacyjnego.

3. WPLYW TEMPERATURY
NA FIZYCZNE PARAMETRY POEPRZEWODNIKA

Podstawowa zaleznodcia, ktora taczy wlasciwosci elektryczne i termiczne przy-
rzadow potprzewodnikowych sa rownania wyrazajace zwiazek ruchliwosci nos$nik6w
1 temperatury. Dodatkowo przy analizie stanéw przejéciowych w przyrzadach mocy
nalezy uwzgledni¢ wysoki poziom wstrzykiwania.

Wplyw temperatury na ruchliwo$¢ no$nikéw przedstawiaja réwnania [16]:

My = l‘po(T/To)—“} )
Bin = tao(TTp) ™"
przy czym:
tpo = 0.1430 m?v=1s™1,
Uo = 0495 m2v 1571
a =22,
T, =300 K.

Przy duzym poziomie wstrzykiwania w obszarze s, diody p-s-n wazna rolg odgrywa
sktadowa ruchliwosci uccs zwiazana z wzajemnym oddzialywaniem noénikéw (Car-
rier-Carrier Scattering). W pracy wykorzystano zalezno$é postaci [12, 16]:

1.1% 1017715
"~ n(x, T)*In[2.9 * 10" T%/n(x, T)]

Ze wzgledu na niewielki poziom domieszkowania obszaru s, diody p-s-n
(Np = 10'%) pominigto wplyw skladowej ruchliwosci zwigzanej z oddziatywaniem
no$nikow ze zjonizowanymi atomami domieszek y, [16].

Przedstawione wyzej ruchliwosci tworza wypadkowa ruchliwo$é dziur i elektro-
noéw w stabo domieszkowanym obszarze diody p-s-n:

pyt = uzp‘+u5cls} 3
Ha = prt + pods
Uwzglgdniono wplyw temperatury na koncentracje nosnikéw w potprzewodniku

samoistnym. Wzrost temperatury, poprzez wplyw na koncentracje n, wywoluje zmiany
napieC na zlaczach struktury p-s-n [7].

E
.2 = 3 —
ni = AT exp[ T :l 4

Mees(x, T) [cm?v™~1s™1] 2
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przy czym: ’
32I13k3
A = = mm)",
m¥, m* —efektywne masy: elektronu i dziury,
k,h  —stale: Boltzmanna i Plancka.

Wplyw temperatury na szeroko$¢ pasma zabronionego w krzemie przedstawia
zalezno$c¢:

E,=E,—a(T-T) &)
przy czym: a = (dE,/dT) = 2.3 % 1074 eV/K,
E,, = 112 eV,
T, =300 K.

4. MODEL ELEKTRYCZNY

Zgodnie z przedstawionymi wyzej zatozeniami uwzgledniono dwie fazy zalaczania
tyrystora: faze zaniku tadunku przestrzennego i fazg rozprzestrzeniania si¢ kanatu
przewodzacego.

Podczas pierwszej fazy wystepuje gwaltowny spadek napigcia na strukturze [8, 13].
Napiecie to odklada si¢ na warstwie fadunku przestrzennego, ktora prawie w catosci
jest n-baza w przyrzadzie. Prad plynie przez obszar poczatkowo zalaczony, ktérego
pole przekroju poprzecznego stanowi kilka procent catkowitego pola pastylki [9-10].
Przewidywania teoretyczne oraz szacunkowe badania i pomiary wykazuja, ze obszar
ten wystepujacy wzdhuz wewnetrznej krawedzi pierscienia katody (konstrukcja bramki
centrycznej lub wzmacniajacej) ma szeroko$c 250550 pum. Pomiary elektryczne
prowadza zwykle do zawyzenia tej warto$ci.

Model elektryczny dla tej fazy zalaczania zaklada [8] liniowa zmiang napigcia
struktury w funkcji ggstosci pradu: '

~ I
U = Uo[l— qNDUs] ©)

gdzie: U, —napigcie blokowania,
q —*tadunek elektronu,
N, —poziom domieszkowania w n-bazie,
v, —maksymalna predkos§¢ unoszenia elektronow.
Powyzsze wyrazenie moze by¢ wykorzystane do okreslenia pola powierzchni
obszaru poczatkowo zalaczonego S,.
I 0
So= N ()

gdzie: I, oznacza hipotetyczny prad, dla ktorego napigcie na strukturze bytoby réwne
zeru zgodnie z wyrazeniem (6).
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Rozkiad gestos¢ mocy w przyrzadzie jako iloczyn gestosci pradu J(f) i pola
elektrycznego E(x,t) ma postaé [8, 137

_2U, J(t) b X—Xg,
e

gdzie: W, oznacza szerokos¢ n-bazy w tyrystorze.

W stanie rozprzestrzeniania si¢ kanalu przewodzacego, ze wzglc;du na podobny
profil domieszkowania oraz rozktad no$nikéw nadmiarowych, model tyrystora dla
zataczonych struktur elementarnych dobrze odpowiada modelowi diody p-s-n.
W stanie zalgczenia, przy duzym poziomie wstrzykiwania (n(x, t) > N ) przyjmuje sie
na podstawie neutralnosci ladnnku réwne koncentracje no$nikéw nadmiarowych
w stabo domieszkowanym obszarze s, diody p-s-n [3—4, 13].

n(x,t) ~ p(x,t). ©

Powyzsze rownanie opisuje ambipolarny stan rozkladu nos$nikéw w polprzewo-
dniku przy duzym poziomie wstrzykiwania. Wynika to z faktu, ze An = n— Ny =~
~ Ap = p—p,, gdzie: n,, p, sa rownowagowymi koncentracjami elektrondw i.dziur
w obszarze stabo domieszkowanym. Przyjecie warunku objetoéciowej neutralnosci
tadunku do opisu stanéw dynamicznych w diodzie p-s-n wynika z krotkiego czasu
zaniku zaburzenia obojetosci elektrycznej struktury. Przyjmuje sie, ze stala czasowa

zaniku zaburzenia zwana czasem relaksacji dielektrycznej ma postaé: 7,, = —, gdzie: ¢,
o

o = q(p,n-+u, p) oznaczaja stata dielektryczng i konduktywno$é krzemu.

Przyjecie typowych danych materialowych dla struktury tyrystora pozwala
oszacowaé czas relaksacji dlelektryczneJ na poziomie 107121071 5, co stanowi
wartos¢ o kilka rzedéw wielkosci mniejsza od najmniejszego kroku €Zasowego przy
iteracyjnej analizie stanéw dynamicznych w potprzewodnikowych przyrzadach mocy.
Jest to podstawa uproszczenia ogolnych réwnan transportu i ciaglosci do postaci
ambipolarnej przy duzym poziomie wstrzykiwania.

Skojarzenie rownan transportu i ciaglosci prowadzi do nastepujacych zaleznosci:

P 0
e

on(x,t) on(x,t)
Ox ot

(10)

G
—R+ﬁ[qun {”(x,t)E(x’t)— Ur

gdzie:
KT . .
U,= —q——potenqal elektrotermiczny,

u,— ruchliwos¢ dziur,
i, —ruchliwosc elektronow,
R —szybkos¢ rekombinagji.
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Powyzsze rownania sa tatwe do rozwiazywania przy zalozeniu stalych (niezale-
znych od x) ruchliwosci p,, u,. W rzeczywistosci w stanie przejSciowym, przy
zalaczeniu tyrystora wystgplja znaczne gradienty gestosci no$nikow nadmiarowych
wywolane zarowno duzym poziomem wstrzykiwania jak i nieréwnomiernym roz-
kladem temperatury wzdtuz osi OX [3—4, 12]. Przyjecie w petni niezaleznych funkcji
1,(x), y(x) Znacznie komplikuje rozwigzanie rownan (10). By uprosci¢ zagadnienie,
skrécié czas obliczen oraz uwzgledni¢ wptyw gestoéci noénikéw nadmiarowych na
ruchliwoéé, zalozono w niniejszej pracy staly iloraz ruchliwosci elektronéw i dziur,
oznaczajac go symbolem mr:

P Ha(%) 11
By Hp(X)
przy czym: fi,, fi, oznaczaja Srednie wartoéci ruchliwosci dla danej struktury
elementarne;. v

Wspolczynnik mr zalezy od koncentracji no$nikéw i zmienia si¢ dla krzemu
w granicach od 2.6 przy gestosci nosnikéw nadmiarowych 10** cm™* do ok. 1.6 przy
gestoéci 1019 cm ~3. Dla mniejszych zmian koncentracji (np. o rzad wielkosci) z dobra
dokladnoéciag mozna przyjaé statos¢ tego wspoOtczynnika. Warunek niewielkiej zmiany
koncentracji jest spelniony o ile rownania (10) rozwiazywane sa metodami iteracy-
jnymi, a wspolczynnik ,,mr” uaktualniany jest w kazdym kroku.

Relacje (10—11) prowadza do sformufowania ambipolarnego réwnania rozkladu
noénikéw w polprzewodniku przy zmiennych ruchliwosciach: '

mr =

0’n 1 0Ou, on on
—RAD()| e T =
R+ (")[ax2 L ox ax] o (12)
przy czym: » _
D(x) = w—ambipolarna stala dyfuzji dla duzego

1(%) + () poziomu wstrzykiwania.

Szybkos¢ rekombinacji R dla stabo domieszkowanego obszaru diody p-s-n
uwzglednia model‘rekombinacji zgodny z teoria Shockleya-Reada-Halla oraz rekom-
binacje Augera, ktéra ma istotny wplyw na straty mocy w stanie przewodzenia przy

duzym poziomie wstrzykiwania no$nikoéw [10]. Duzy poziom wstrzykiwania umo-
zliwia uproszczenie wspblczynnika rekombinacji do postaci [4]:

n(x,t)

‘R= +CAn3(x;t)‘ (13)

gdzie:

T = Tpo+ Tnos

T,0(T0) —graniczny czas zycia dziur (elektronoéw) w wystgpujacy w silnie domiesz-
kowanym poltprzewodniku typu n* (p*); parametry modelu rekombinacji
Shockleya-Reada-Halla.
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Warunki brzegowe wynikaja z faktu, ze prady na kraficach obszaru s, maja
charakter pradéw dziurowych (od strony obszaru p) i elektronowych (od strony
obszaru n), a ich gestosci sa jednakowe i wynikaja z chwilowej wartosci pradu
1 szerokosci obszaru przewodzacego [3, 7].

on(x,t) _Jo
ox ... = 2qu,Uyp |
0Sn (14)
on(x,t) _ J(@)
Ox N B 2qu, Uy

Réwnania (1—S5, 12—14) tworza uklad réwnan, ktore rozwiazuje si¢ metoda roéznic
skonczonych. Wymaga to sformulowania ukladu réwnan nieliniowych o liczbie
niewiadomych okreslonych liczba punktéw, dla ktérych wyznacza si¢ nieznane
koncentracje no$nikéw. W praktyce rozmiary macierzy dochodza do kilkudziesieciu,
a nawet kilkuset wierszy i kolumn, co komplikuje rozwiazanie i wydluza czas obliczen.
Stosuje si¢ znane metody rozwigzywania uktadéw réwnan nieliniowych np. metoda
Newtona lub siecznych. :

W pracy zastosowano inne podejicie znacznie skracajace czas obliczen. Za-
proponowano przedzialowg linearyzacjg nieliniowej czeéci rownania (13) oraz metode
kolejnych przyblizen dla uktadu réwnan (1—S, 12—14). Duza zbieznosé metody
zapewnia przyjecie punktu startu dla kazdej iteracji na podstawie danych z kroku
poprzedniego. Szybkos§¢ rekombinacji Augera przyblizono wykorzystujac liniowa
aproksymacj¢ funkcji n®(x, t) postaci:

Warto$ci poczqtkowe koncentracji nosnikéw
z poprzedniego kroku czasowego

Wyznaczenie rozktadu puchliwosci
Rownania 1-5

Wyznaczenie rozktadu koncentracji nosnikéw
Réwnania 13-15, Algorytm Gaussa-Crouta

NIE

l4n|< &,
| Tak

Rys. 3. Algorytm wyznaczania koncentracji nosnikéw nadmiarowych metoda kolejnych przyblizen.
An zmiana koncentragji, &, zalozona doktadnosé¢ wyznaczania koncentracji
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n?+ 1(x9t) x~ 3n,2(x,t) [nl+1(x5t)_nl(x:t)] +n?(x9t)s (15)

przy czym ,I” jest symbolem okre§lajacym numer iteracji dla metody kolejnych
przyblizen przyjetej do rozwiazania uktadu (1—S5, 12—15).

Procedure wyznaczania koncentracji nosnikow nadmiarowych, ktéra uwzglednia
wplyw temperatury i ggstosci no$nikow na ruchliwos$¢ przedstawia rys. 3. Zastosowano
algorytm Gaussa-Crouta z czgéciowym wyborem elementu podstawowego do ro-
zwiazania ukladu rownan liniowych z macierza rzadka.

Ze wzgledu na duze gradienty temperatury istnieje potrzeba uwzglednienia efektu
wypierania pradu z obszaréw o wyzszej temperaturze w quasiduwymiarowej, elektro-
termicznej analizie procesu zataczania elementu. Efekt ten wynika z termicznej zmiany
ruchliwoéci, a przez to i zmiany konduktywnosci obszarow s, struktur elementarnych
(Rys. 2). Obszary o wyzszej temperaturze cechuje mniejsza konduktywnos¢, co przy
stalym napieciu na wszystkich strukturach elementarnych pociaga za soba zmnie-
jszenie gestosci pradu.

T—, 4y 1) =0 = ppy+np, >, 1 - J —. (16)

W celu wyznaczenia rozkladu gestosci pradu w poszczegélnych strukturach
elementarnych zastosowano optymalizacj¢ gradientowa definiujac funkcj¢ celu przez
rozrzut napig¢ AU= AU,,,.—U,,, na strukturach elementarnych.

AU =f(11’12’m)|il'=l< g, (17)

przy czym: I, — prad w k-tej strukturze, I — prad catkowity, U,,;,, U,,,, — minimalny
i maksymalny spadek napiecia w zbiorze struktur elementarnych, ¢ — zatozony prad
wyznaczenia napigcia.

Do rozwiazania zagadnienia optymalizujacego zastosowano algorytm wykorzy-

stujacy przyblizenie gradientu wielowymiarowej funkcji celu AU = f(1,,1,, ...) postaci:

Bt = —acf(UE—-U") (18)
przy czym:
12, U} —prad i napiecie k-tej struktury elementarnej w p-tym kroku
optymalizacji,

U? = () Up)/M —napigcie srednie, M-liczba zataczonych struktur elementarnych,

k
of = I}/UZ — konduktywno$¢ zastepcza k-tej struktury,
o — wspoOlczynnik okreslajacy zbiezno$¢.

By spetni¢ warunek rownosci pradu zaciskowego z suma pradow struktur
elementarnych, po osiagnieciu przez funkcje celu wartosci minimalnej (z odpowiednia
dokladnoscia) nastepuje proporcjonalna korekcja wartosci pradow. Napigcie na
kazdej strukturze elementarnej wyznaczono poprzez catkowanie pola elektrycznego
[3,7]. Dodatkowo uwzgledniono spadki napig¢ na skrajnych ztaczach diody p-s-n [7].

T J Hy—H 1 6n> <”os Pys >
U= -2y —— )dx+Upln| —5722 ), 19
J (qn(up+un) Pptit, | nOx T n? 19)

xUSn
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gdzie:
Nosn»> Pns.— brzegowe koncentracje elektronéw i dziur w obszarze s,
n; — koncentracja elektronow w polprzewodniku samoistnym.

Przedstawiona procedura iteracyjna wykazuje dobra zbieznos¢. W praktyce po
kilku krokach osiagano zadowalajaca dokladnos¢ (AU/U < 1%).

‘Wyznaczenie koncentracji no$nikow nadmiarowych w stabo domleszkowanym
obszarze diody p-s-n umozliwia okreSlanie gestosci mocy traconej w strukturze
tyrystora podczas rozprzestrzeniania si¢ kanalu przewodzacego. Wykorzystujac
powyzsze rozwazania oraz uwzgledniajac moc strat rekombinacyjnych, catkowita
gestos¢ wydzielanej mocy w przyrzadzie mozna przedstawi¢ w postaci:

g(x,t) = J(O) E(x, )+ R(x,0)E,, . (20)

przy czym E, oznacza szeroko$¢ pasa zabronionego w krzemie.

5. ROZPRZESTRZENIANIE SIE PRZEWODZACEGO KANALU
W TYRYSTORZE

Jednym z parametréw dynamicznych tyrystoréw jest predkosé rozprzestrzeniania
si¢ przewodzacego kanatu (plazmy) podczas zalaczania. Efekt rozprzestrzeniania sie
przewodzacego kanatu wynika glownie z gradientu koncentracji nosnikéw na-
dmiarowych we wszystkich obszarach tyrystora, a w szczeglnoséci w p-bazie i n-bazie
oraz z faktu istnienia poprzecznego pola elektrycznego, ktore jest szczegdlnie silne
W obszarze przejéciowym (na granicy obszaru przewodzacego i nieprzewodzacego).

Do podstawowych czynnikéw, ktore istotnie wplywaja na predkoéé rozprze-
strzeniania si¢ kanatu przewodzacego mozna zaliczy¢ [2, 15, 18—23, 26]:

— gestos¢ pradu,

— poprzeczne pole elektryczne,

— poziom domieszkowania i szeroko$¢ p-bazy i n-bazy,

— czas zycia no$nikdw mniejszosciowych w n-bazie,

— efekt zwarcia emiterowego.

Dyfuzja nos$nikéw nadmiarowych i unoszenie przez silne pole elektryczne sa
glownymi elementami mechanizmu rozprzestrzeniania si¢ przewodzacego kanalu.
Dyfuzja no$nikéw zalezy od gradientu ich koncentracji, a ta od gestoéci pradu
w obszarze przewodzacym. Wzrost gestosci pradu powoduje wzrost predkosci
rozchodzenia si¢ kanatu przewodzacego. Badania eksperymentalne doprowadzily do
sformulowania wielu zaleznosci, wérod ktdrych czesto cytowana ma postaé [15, 227]:

1

V=CJ" @1)

gdzie: Cin = 2—6 sa stalymi.
Poprzeczne pole elektryczne wystepuje zaréwno w p-bazie [18] jak i w n-bazie
[19]. Jest ono zlokalizowane glownie w obszarze przejsciowym na granicy obszaru
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przewodzacego i nieprzewodzacego. Obszar przejsciowy jest waski. Przyjmuje sig, ze
jego szerokos¢ jest w przyblizeniu réwna drodze dyfuzji w krzemie, co oznacza, ze przy
czeSciowym przewodzeniu struktury, przy napigciach zaciskowych rzedu kilku woltéw
poprzeczne pole elektryczne w okolicy ziacza kolektorowego moze dochodzi¢ do
poziomu 103 V/cm. Uproszczona analiza poprzecznego rozkladu potencjatu w p-bazie
prowadzi do sformutowania znanej w literaturze relacji pr@dkosm rozprzestrzeniania
sie kanalu przewodzacego i gestosci pradu:’

V= Aln(J)+B, ' 22)

gdzie: A i B sg statymi.

Poziom domieszkowania i szeroko$é p-bazy wplywa na wspolczynmk wzmo-
cnienia pradowego tranzystora n-p-n struktury czterowarstwowej [26]. Ze wzrostem
domieszkowania maleje wzmocnienie, maleje gigboko$¢ dodatniego sprzezenia zwro-
tnego (o, +a, — 1) oraz zmniejsza si¢ predkosé rozprzestrzenlama si¢ przewodzqcego
kanatu. Przeprowadzone badania emplryczne wskazuja, ze wzrost domieszkowania
w granicach N, = 10'7—10'® cm™3 powoduje zmniejszenie predkosci rozprzes-
trzeniania si¢ plazmy z 500 m/s do 50 m/s przy gestosci pradu okoto 400 A/cm?.

Vo~ N7O° (23)

Wplyw szerokosci bazy obowiazuje zaréwno dla p-bazy jak i n-bazy. W obu
przypadkach wraz ze zmniejszeniem szeroko$ci obszaru bazy ro$nie wspolczynnik
wzmocnienia pradowego (o, ®,). Zalezno$¢ uzyskana z doswiadczen dla struktury
domieszkowanej zlotem w temperaturze 860°C, ze zwartym emiterem o $rednicy zwar¢
d = 0.3 mm i odlegloéci miedzy nimi D = 1.1 mm, przy gestosci pradu J = 100 A/cm?
ma posta¢ [15]:

Ve~ Wgt, gdziel~1. ' 24)

Uwzgledniajac zalezno$¢ predkosci od czasu zycia nosnikow mniejszosciowych
w n-bazie postaci V~ 13/ [15, 19] mozna otrzyma¢ kolejna relacje wplywu
parametrow struktury tyrystora na pr@dkosc rozprzestrzeniania si¢ przewodzacego
kanatu:

2 L

(25)

gdzie: L oznacza drogf; dyfuzji w n-bazie.

Analogiczne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla czasu zycia noénikéw mnie-
jszosciowych i szerokosci p- -bazy. :

Wplyw zwarcia emiterowego na szybko§¢ rozprzestrzeniania si¢ przewodzacego
kanalu wynika gtéwnie ze zmiany wzmocnienia pradowego tranzystora n-p-n,
struktury. Definiuje si¢ [15] wspolczynnik ,,gestoéci zwarcia emiterowego” okreélony
przez $rednice zwaré (d) i ich wzajemne odleglosci (D). Wzrost ,gestosci zwarcia”
(zmniejszenie $rednic i ich wzajemnych odleglosci) wywoluje zmniejszenie szybkosci
rozprzestrzeniania si¢ plazmy.
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In(V) ~ —(d2 +D2[2In(D/d)—1]). (26)

Znane sa takze bezposrednie badania wplywu wzmocnied pradowych obu
tranzystorOw jako elementow tyrystora [26] na szybko$é rozprzestrzeniania sie
przewodzacego kanatu. Prowadza one do wniosku o liniowej zaleznoéci tej predkosci
od logarytmu iloczynu «,, «,, przy czym gestos¢ pradu jest tu parametrem.

V~In(x, ay). 27

Do dzi$ nie opracowano spdjnej teorii rozprzestrzeniania si¢ plazmy w strukturach
czterowarstwowych. Kazdy z przedstawionych wyzej modeli wymaga empirycznej
identyfikacji parametréw. Wiaze si¢ to z pomiarami elektrycznymi lub optycznymi
specjalnie przygotowanych struktur. W pracy dla celé6w modelowania elektrotermi-
cznego wykonano badania mierzac sygnat wyjsciowy detektora promieniowania -
rekombinacyjnego w pigciu punktach struktury lezacych na promieniu pastylki
(tyrystor T00-40) w nastgpujqcych odleglodciach od jej $rodka:

1-0.30 cm,

2—0.35 cm,
3—040 cm,
4—-045 cm,
5—0.50 cm.

Rys. 4. Intensywno$¢ promieniowania rekombinacyjnego w roznych punktach promienia pastylki,
w jednostkach wzglednych I, = 200 A, t,;. = 275 ps, 10 us/dziatke
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Rys. 5. Intensywnos$¢ promieniowania rekombinacyjnego w roznych punktach promienia pastylki,
w jednostkach wzglednych I;,, = 500 A, t;; = 118 ps, 10 us/dziatke

Promien pastylki tyrystora wynosit r,,,, = 0.78 cm. Pomiary przeprowadzono dla
impulséw pradowych (p6fifale sinusoid) o amplitudach w zakresie I, = 100 A+ 500 A
przy czasach trwania t;; = 50+275 ps, a przykladowe wyniki przedstawiono na
rys. 4+ 5. Poczatek wykresow oznacza chwile zalaczenia tyrystora. Numeracja na
wykresach odpowiada polozeniu badanego punktu na promieniu i jest zgodna
z powyzszym wykazem. Uzyskane charakterystyki postuzyly do wyznaczenia promie-
nia przewodzacej czesci struktury jako funkcji czasu. Uwzglgdniono opdzmienie
wnoszone przez detektor. Dane empiryczne o szybkosci rozprzestrzeniania si¢ kanatu
wraz z elektrycznym pomiarem pola powierzchni obszaru, poczatkowo zalaczonego
(ROwn. 7) zostaly wykorzystane do elektrotermicznego modelowania procesu zalgcza-
nia tyrystora.

6. MODEL CIEPLNY

W modelu termicznym zalozono wielowarstwowe rozchodzenie si¢ ciepla. Zrédlem
ciepta sa fragmenty pastylki tyrystora, n-baza dla fazy zaniku fadunku przestrzennego
oraz obszar x,s;—Xys; dla fazy rozprzestrzeniania si¢ kanalu przewodzacego —
(Rys. 2). Pominieto ciepto wydzielane w obszarach silnie domieszkowanych. Spadki
napieé na tych obszarach przy gestosciach pradu rzedu 1000 A/cm? wynosza zaledwie
okoto 50 mV [4], co przy napieciach przewodzenia w stanach dynamicznych ok.
28 V oznacza niewielki, co najwyzej kilku procentowy, udzial strat mocy w tych
obszarach w ogdlnym bilansie energetycznym.

10 Kwartalnik Eiektr. i Telekom. 3—4/90
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Dwuwymiarowy model rozptywu ciepta dla warstwy, w ktorej generowane jest
ciepto ma postaé:
0*T + *T 8T oT g(x,r,b)
sttt ——=——+
ox*  or ror  x0t AMT)

(28)

gdzie: T= T(x,r,t)—temperatura,

t —czas,

A - —przewodno$¢ cieplna,

4 — Afcg, c-cieplo whasciwe, g-gesto§¢ materiaty,
g(x,r,t) 7 — gesto$¢ mocy wydzielanej w strukturze.

Podobne wyrazenie obowiazuje dla warstw ktore ciepto przejmuja. W tych przypa-
dkach w powyzszym roéwnaniu g(x,7,t) =

Na gornej powierzchni pastylki tyrystora zalozono wymiane ciepla poprzez
konwekcje¢ naturalng oraz adiabatyczne warunki termiczne dla krawedzi bocznych.
Pomini¢to wplyw promieniowania na straty ciepla [16]. Przyjeto izotermiczne
warunki brzegowe na dolnej krawedzi molibdenu, co wynika z grubosci podstawy
molibdenowej (okoto 800 um) i czasu trwania analizowanych elektrotermicznych
stanow przejsciowych (max. 300 us).

T| =T,
X = Xpaes Fs b (29)
oT =0
ar Xo ¥ =V pns t

przy czym T, jest temperatura otoczenia.

Wymiang ciepla poprzez konwekcje opisuje prawo Newtona, ktore zaklada, ze
strumienn wymienianego ciepla jest wprost proporcjonalny do réznicy temperatur:
temperatury na krawedzi pastylki i temperatury otoczenia.

2200 = —al T~ T (30)
or Xos Tyt
gdzie: o — wspdlczynnik przejmowania ciepla,
T, — temperatura otoczenia,
T(x,r,t) — temperatura punktu na powierzchni pastylki w chwili t.

Uwzgledniono wplyw temperatury na przewodno$é cieplna A [5, 16].

311000

[W/mK] 31

Zastapienie pochodnych w réwnaniu (28) réznicami skonczonymi okreslonymi
dla dwuwymiarowej siatki (rOwnomiernej) i uzaleznienie temperatury danego wezta od
temperatur weziow sasiadujacych dla chwili poprzedzajacej prowadzi do sformutowa-
nia tzw. jawnego algorytmu rozwiazania zagadnienia brzegowego.
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. . At Ti_ 2T +Ti T 1 —2Ti+ T
1 Ti Rl RO i—1,k L,k i+1,k Lk—1 i,k Lk+1
Tl,k 12 k+ <gl,k+i[ (Ax)z (Ar)z
+ T{’k+21r_A {,k—l ]) (32)
k r
przy czym:

T‘li,k = T(xi, rk, tj)’
Ax, Ar, At—kroki zmiennych x,r,t.

7. PRZEBiEG I WYNIKI SYMULACII

Procedure obliczeniowa modelowania elektrotermicznego mozna podzieli¢ na dwa
etapy. Oba fragmenty wykonywane sa w petli kolejno, jeden po drugim, az do
zakonczenia czasu trwania impulsu grzejnego.

1. Wyznaczenie gestoéci mocy w strukturze z modelu elektrycznego (Rys. 3,
Roéwn. 8.20) przy uwzglednieniu:

— pola powierzchni przewodzaccego kanatu (detekcja promlemowanla rekom-
binacyjnego),

— zjawiska wypierania pradu obszar6w o wyZszej temperaturze (procedura
optymalizacyjna, Rown. 17—18),

2. Wyznaczenie rozktadu temperatury przy uzycm modelu cieplnego.

Dla celow symulaciji tyrystor podzielono na M = 100 struktur elementarnych. Dla
kazdej z nich przeprowadzono analizg elektryczna w N = 30 punktach. Wynika stad,
ze dwuwymiarowa symulacja termiczna struktury krzemowej (procz warstwy Mo)
dotyczy 3000 weztow. Przedstawiono wyniki rozktadu temperatury w plaszczyznie
Oxr tyrystora w czasie trwania pierwszego impulsu grzejnego. Dodatkowo wykreslono
wybrane rozklady gestoéci pradu wzdiuz osi Or ilustrujac efekt wypierania pradu
z obszaréw o wyzszej temperaturze. Wykonano obliczenia dla impulséw o ksztaltach
polfal sinusoid, o amplitudach I;,, = 500 A i czasach trwania t;; = 50 us i 118 us.
Do obliczen przyjeto dane konstrukcyjne tyrystora T00-40:

Xm0 = 406 um,

o = 1230 pm,
Xosn = 20 pm,
Xysp = 386 um,

Tmax = 780 pm,

Wg, = 246 pm,
N, =10"*cm™3;
v =10 ps,

C, =2%10% cm%™1,

v, =107 cms™!,

10*
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E,, =112eV,

T, =296K,

¢ =2.328 gem ™3, gestodé krzemu,

¢ =071Jg K™}, ciepto wlasciwe krzemu,

o =004 Wem™2K ™, wspolczynnik przejmowania ciepta.

Wykresy temperatur przedstawiono w tréjwymiarowym ukladzie wspotrzednych
liniowych, przy czym stosunek skal na osiach Or i Ox wynosi 7800 ym/406 um.
Uzyskane wyniki rozktadu temperatury wewnatrz i na powierzchni struktury potwie-
rdzajag wplyw stromoéci pradowej w tyrystorze na poziom lokalnego przegrzania
w okolicach bramki. Przyrost temperatury na powierzchni przy duzej stromosci pradu
moze by¢ wielokrotnie mniejszy niz w warstwach wewngetrznych. Nierownomierny
rozklad gestosci pradu w strukturze wywolany termiczna modulacja przewodnosci
polprzewodnika zmniejsza lokalny wzrost temperatury. Straty rekombinacyjne uwy-
datniaja si¢ przy duzej gestosci pradu w tyrystorze w okolicach skrajnych zlaczy
struktury. Duzy wptyw na poziom wydzielanej mocy ma dokladno$é wyznaczenia
obszaru poczatkowo zataczonego S,,.

W celu weryfikacji przyjetych zalozen poréwnano napiecie pomierzone na
strukturze w stanie dynamicznym podczas rozprzestrzeniania si¢ kanatu przewodzace-
8o z wartosciami obliczonymi (Rys. 11). Pomiar przeprowadzono metoda oscylo-
graficzna przy nastgpujacych parametrach: I, = 500 A, t,; = 118 us, I;,, = 0.6 A.
Male réznice migdzy wartoSciami pomierzonymi i obliczonymi uzyskano po uwzgle-
dnieniu, procz wpltywu temperatury, takze wplywu gestosci nosnikéw nadmiarowych
na ruchliwos¢ oraz zjawisko wypierania pradu z obszaréw o wyzszej temperaturze.

¢
38

/
32 —

- e
26 ﬂl P
n

P

n+
20 5

Rys. 6. Rozklad temperatury w przyrzadzie Iy, = 500 A, t;7 =50 ps, t = 5 us
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oC
38
32 .
s :I,J’ /U'/m}pdr

r
Rys. 7. Rozklad temperatury w przyrzadzie Iy = 500 A, t;; =50 ps, t = 15 ps

Przy braku oddzialywan elektrotermicznych (warunki izotermiczne w temperaturze
pokojowej) ruchliwo$é zalezy wylacznie od koncentracji nosnikow inie wystgpuje efekt
nieréwnomiernego rozkladu gestosci pradu. Przy symulacji warunkow izotermicznych
zalozono stala temperature T = 296 K we wzorach 2.1 =-2.5 oraz pominigto procedurge

A

' P
Rys. 8. Rozklad temperatury w przyrzadzie Iy = 500 A, tip =118 ps, t = 10.16 us
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J[AJecm?]
2100

1400

T

0 50
Liczba zatqczonych struktur elementarnych

i
100

Rys. 9. Rozklad gestoéci pradu w strukturze I, = 500 A, tr =50 us, t=5pus

optymalizacyjna (Rown. 19). Przeprowadzono obliczenia przy uwzglednieniu opoz-
nienia ukladu detekcji promieniowania rekombinacyjnego — linia przerywana.
Rozbieznosci wynikajace ze skoriczonego czasu reakcji detektora sg istotne jedynie
W poczatkowym zakresie otrzymanych wykreséw i nie przekraczaja kilku procent
warto$ci dokladne;j. : g

J[A/em?]
1200

800

400

_J | S ' 1 1 1
0 : ' 50 100
Liczba zatgczonych struktur elementarnych

Rys. 10. Rozktad gestosci pradu w strukturze I i =500 A, £;, =50 ps, t = 15 ps
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UT[vﬂk
8r s .
mulacja (model
N ]ele(kfrorerm/czﬂy/
gk
4 Symulacja
(model izotermiczny)
=
i 1 L 1 L
0 20 40 60 80 100 t [us]

Rys. 11. Napigcie przewodzenia tyrystora w czasie rozprzestrzeniania si¢ przewodzacego kanalu
Iy =500 A, t;p = 118 ps

W tablicy 1 przedstawiono wyniki przykladowej iteracji (ROwn. 19), ktora jest
elementem procedury optymalizacyjnej medelujacej zjawisko wypierania pradu.
Sredni rozrzut napie¢ wyrazony jako X|U,—Ul|/M, gdzie: M — liczba zataczonych
struktur elementarnych, jest kryterium okreslajacym dokladnos¢ analizy. Zgodno$¢
pradow: obliczonego X I, oraz plynacego przez przyrzad jest warunkiem pomo-
cniczym, przy czym spelnienie obu warunkow koniczy obliczenia w danym kroku.

Tablica 1

Przyklad przebiegu procedury optymalizacyjnej
wg réwnania 2.19.

Krok Sredni rozrzut I, I
napiec [V] [A] Al

1 0.83 315.313 293.892
2 0.48 296.558 »
3 0.29 295.418 »
4 0.18 295.002 »
5 012 294.335 -
6 0.08 294.396 »
7 0.06 293.960 »
8 0.04 294.241 "
9 0.02 294.003 e

Dla postawionego problemu (dwuwymiarowego, elektrotermicznego modelowa-
nia stanéw dynamicznych w tyrystorze) czas obliczen jest stosunkowo krotki. Program
analizy elektrotermicznej tyrystora dla stanu zalgczenia ,, THERM” napisano w jezyku
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Tablica 2
Poréwnanie czaséw obliczen programu ,, THERM?
IBM-386 Turbo IBM-XT, 8087 IBM-XT
35h 9h 1r
peiny proces zalgczania jedna iteracja
. l

»C” przy uzyciu kompilatora firmy Microsoft Co. wersja 4.0, stosujac optymalizacje
czasowa. Poréwnanie przedstawia ponizsza tablica (caly proces zalaczania odpowiada
100 iteracjom).

PODSUMOWANIE

Przedstawiono elektrotermiczny model struktury czterowarswowej dla stanu
zalaczania. Czg$¢ modelu dotyczaca zjawisk elektrycznych w przyrzadzie ma charakter
quasidwuwymiarowy, co z jednej strony zapewnia duza wierno$¢ odwzorowania
rzeczywistosci, a z drugiej stosunkowo krotki czas obliczen [16]. Model cieplny jest
modelem dwuwymiarowym. Uwzgledniono zmiennosé ruchliwodci Uy, 1y, jako efekt
wplywu temperatury i gestosci noénikow namiarowych, co ma duze znaczenie przy
duzym poziomie wstrzykiwania. Stosujac metode optymalizacji gradientowej uwzgle-
dniono zjawisko wypierania pradu z obszaréw o wyzszej temperaturze.

WNIOSKI

1. Duza szybko$¢ rozprzestrzeniania sie przewodzacego kanatu (V> 100 m/s)
w poczatkowej fazie zataczania (¢ < 15 ps) wyraznie tagodzi efekt lokalnego prze-
grzania struktury,

2. Termiczna modulacja konduktywnosci polprzewodnika powodujaca nieréw-
nomierny rozklad gestosci pradu zwicksza odporno$¢ tyrystora na wymuszenia
pradowe o $rednich i duzych stromosciach [(di/df) > 50 A/us],

3. Duzy wplyw na doktadno$é wyznaczenia maksymalnej temperatury struktury
podczas zataczania ma precyzja okreslenia powierzchni obszaru poczatkowo zalaczo-
nego,

4. Straty rekombinacyjne maja istotne znaczenie przy duzych gestosciach nos-
nikéw nadmiarowych, co ma miejsce w poczatkowej fazie zalgczania (t < 15 ps),
w okolicy skrajnych zlaczy tyrystora.
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B. WIECEK

TWO-DIMENSIONAL ELECTROTHERMAL ANALYSIS OF TURN-ON PROCESS
IN P-N-P-N POWER ‘DEVICES

Summary

Two-dimensional, electrothermal model of p-n-p-n power devices with taking into the special
considerations turn-on process phenomenons is presented. Carriers concentration influence on their
mobility is mentioned. Effect of nonuniform current density distribution is modelled. Measurements of
conductive area with the help of recombination radiance are used to the computer calculations. The model is
verified with the use of thyristor forward voltage.
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W pracy przedstawiono metode formutowania réwnani hybrydowych DC obwodow
nieliniowych. Wykazano, ze w procesie tworzenia réwnan wystepuje konieczno$¢ wy-
znaczania inwersji pewnych macierzy. Struktura tych macierzy umozliwia opracowanie
szybkiej i latwej do zalgorytmizowania procedury. Zaproponowana metoda polega na
dekompozycji odpowiednich obwodéw i wykonywaniu operacji macierzowych przy wyko-
rzystaniu formuly Woodbury’ego na podobwodach systematycznie powigkszanych i taczo-
nych. Opracowano kilka wariantéw algorytmu. Wykazano, ze metoda moze by¢ rowniez
bezposrednio zastosowana do formulowania réwnan Sandberga-Willsona opisujacych DC
obwody diodowo-tranzystorowe. Przytoczono przyklady liczbowe potwierdzajace efekty-
wnos$é algorytmu.

1. WPROWADZENIE

Metoda hybrydowa nalezy do ogélnych metod formutowania rOwnan obwodow
nieliniowych. Jej cecha charakterystyczna jest to, ze liczba rownan jest taka sama jak
liczba elementéw nieliniowych. Ponadto w kazdym rownaniu wystepuje tylko jedna
funkcja nieliniowa jednej zmiennej. Metoda prowadzi wiec do malej liczby rownan
w obwodach zawierajacych niewiele elementow nieliniowych. Struktura tych rownan
jest bardzo dogodna zaréwno do analizy iloSciowej jak i jakosciowej. Wystarczy tu
nadmienié, ze jedyny aktualnie skuteczny algorytm obliczania wszystkich rozwiazan
DC obwodéw nieliniowych - (Chua-Ying [2]) odnosi si¢ do opisu hybrydowego.
Réwniez wiele rezultatéw dotyczacych problemu istnienia i jednoznacznosci roz-
wigzan formuluje si¢ w kategoriach macierzy hybrydowej lub jej szczegblnych
przypadkach. Dotyczy to w szczegolnosci ukladow diodowo-tranzystorowych opisa-
nych réwnaniem Sandberga-Willsona [4—S5]. Powyzsze fakty czynia z metody
hydrydowej bardzo atrakcyjna reprezentacje ukladéw nieliniowych ale pewna prze-
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szkoda w jej powszechnym stosowaniu jest stosunkowo skomplikowany sposéb
formutowania rownan. Nalezy ponadto podkreslié, ze opis hybrydowy moze w pew-
nych przypadkach prowadzi¢ do wigkszej liczby réwnar niz np. metoda wezlowa, ale
W omawianym obszarze zastosowar jest on niezbedny. Dla zlozonych obwoddéw
bardzo czasochionnym ogniwem procesu formutowania réwnan hybrydowych jest
odwracanie pewnych macierzy oznaczonych w dalszej czesci przez R i G. Macierze te
maja struktury umozliwiajace opracowanie szybkiej i fatwej do zalgorytmizowania
procedury. W pracy zaproponowano efektywna metode generacji macierzy R-1i G~ 1.
Wykorzystano pewne koncepcje diakoptyki dziki czemu odpowiednie operacje
wykonuje si¢ na macierzach o mniejszych rozmiarach systematycznie powigkszanych.
Procesowi obliczeniowemu nadano interpretacie fizyczna. Oméwiono rozne warianty
oraz przytoczono przyklady liczbowe potwierdzajace skutecznosé¢ algorytmu.

2. ZALEZNOSCI PODSTAWOWE

Rozpatrzymy obwod zawierajacy rezystory nieliniowe zaréwno uzaleznione
napigciowo jak i pradowo, rezystory liniowe o dodatnich rezystancjach oraz niezalez-
nie zrodla napigcia i pradu. Wyodrebnimy z obwodu wszystkie rezystory nieliniowe
W sposob pokazany na rys. 1, gdzie rezystory o numerach od 1—m, sa uzaleznione
napigciowo zas rezystory o numerach od (m, +1)do (m, —m,) sa uzaleznione pradowo.

i im1*>1
%I | M

g (myet)
. (m:+m2)
" 'y My —I:}‘ I(m1’ mz)
™ “'(mfmz)
mi ( mf‘ mz)‘

Rys. 1. Obwoéd z wyodrebnionymi rezystorami nieliniowymi

Nastepnie zastapimy rezystory uzaleznione napigciowo (pradowo) zrodtami napiecia
(pradu) (rys. 2). Otrzymujemy w ten sposéb (my +m,) — wrotnik zbudowany
z rezystorow liniowych o dodatnich rezystancjach i zrodet niezaleznych obciazony
niezaleznymi zrédtami napiecia i pradu. Przyjmiemy, ze w rozpatrywanym obwodzie,
ktory oznaczymy przez ; spelnione sa nastepujace zatozenia:

1) zrodlo napigcia nie tworza zadnej petli,

2) zrédlo pradu nie tworza zadnego rozcigcia.
W takim przypadku istnieje [1] nastepujacy opis hybrydowy:
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1 (m1’1)
iy
Y C i(m1°1) Ymysy
T (M)’

. ™
: IT% *mz

Ml oom |

4m ®i(m1' m,) | Yfmy+ my)

m1' (m1“m2)I

Rys. 2. Obwdd z rys. 1 po wprowadzeniu zrodet napigcia i pradu

M »
Ug g

gdzie

m, m, lm,+m2 um,+m2

za§ indeksy A4 i B oznaczaja odpowiednio wrota napigciowe i pradowe,
s=[5;. Sm,+m2]T jest wektorem zaleznym od wymuszen wystepujacych wewnatrz
(m,+m,) — wrotnika, H = [h;1n, +m,)x(m,+m, Jest macierza hybrydowa (m, +m,)
— wrotnika. Uwzgledniajac, ze dla rezystoréw nieliniowych zachodzi:

. fl(ul) ] ' fm,+.1(im,+1)
iy =fqu)=| : , up = flig) = : >
fm‘(um,) fm‘ +m,(im‘ +m2)
otrzymujemy na podstawie (1) nastgpujacy opis hybrydowy obwodu:
L. A(uA)] ["A:I
I+ H) | =s. 2
[f ‘5ip) lg @

W celu sformutowania reprezentacji hybrydowej dzielimy obwod z rys. 2 na drzewo
idopelnienie zaliczajac do drzewa wszystkie zrodta napigcia a do dopelnienia wszystkie
zrodla pradu. Tworzymy nastgpujace zbiory:

R — zbiér rezystoréw liniowych

E — zbior zrodet napiecia wystepujacych wewnatrz (m; +m,) — wrotnika

J — zbidr zrodet pradu wystepujacych wewnatrz (m, +m,) — wrotnika

A — zbiér wrotowych zrodel napigcia

B — zbiér wrotowych zrodet pradu.

Ponadto przez T i L oznaczymy odpowiednio zbior elementow nalezacych do drzewa
i dopelnienia. Formulujemy réwnania fundamentalnych petli i rozcig¢, gdzie
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Di=0 Bu=0
gdzie
F F,Fy; i 100 100 E —F{, —F], —F},
D=\|F, F,,F,, I|010 , B=]010 ! —F7, —F%, —F},
F,,F;,F,, :001 001 ! —F{; —F%, —F%,
oraz

i 3T ;T 2T 2T T =T T — Iyl yT. T )T T T 9T
1= [lJTleTleRL}lETlATlRT] » w=lujug Ugr | UpT UqT URT],
a nastgpnie rOwnania elementowe
ug, = Rpip;,  ugr = Ryigy,
gdzie R, = diag(RLl s Ry ), Ry = diag(RTl ,»Rq ) przy czym przez m oznaczono
liczbg rezystorow liniowych zaliczanych do dopelnienia a przez r do drzewa.

Na podstawie powyzszych zaleznosci otrzymujemy po elementarnych przekszta-
lceniach réwnanie (1), gdzie

H= [ o BeRTE,  Fos —Fs R'F _51’_‘2‘_”3_2_] )
~F3,+F5, G F3, R ' FL, | F3,G™'F,y,
oraz
S =Y ol ST, 1100 LR I
F{,—F5, G 'Fy, R FT, ! —F3G™'F,, 477

przy czym
R=R +F R Fyy ‘ )]
G=R;'+F3, R 'Fl3 =G +F3,G, F, (6)

gdzie G, = R;', G, = R; .

Wzory (3) i (4) umozliwiaja sformulowanie réwnania (1). Dla ztozonych obwodéw
najbardziej czasochlonnym ogniwem tego procesu jest wyznaczenie macierzy R !
i G~ wystepujacych zar6wno we wzorze (3) jak i (4).

W celu nadania interpretacji macierzy R i G utworzymy obwod A zwierajac
w obwodzie 4" wszystkie zrédla napiecia i usuwajac z tego obwodu wszystkie zrodla
pradu. Latwo zauwazy¢, ze macierz R jest macierza impedancyjna fundamentalnych
petli obwodu A%. Inwersje tej macierzy R™! nazwiemy macierza admitancyjng
fundamentalnych petli (w skrocie MAFP). Podobnie G oznacza macierz admitancyjng
fundamentalnych rozcie¢ obwodu A, & Jej inwersje G~ ! nazwiemy macierza impedan-
cyjna fundamentalnych rozcigé (w skrocie MIFR).

W niniejszej pracy przedstawiono szybki i efektywny algorytm generacji macierzy
R 'iG™ . Ze wzgledu na przejizysto$¢ tego algorytmu przyjeto, ze galezie zbioru RT
zostaly ponumerowane rozpoczynajac od tych, ktdre nie tworza  w obwodzie
A" fundamentalnych rozcie¢ wylacznie ze zrédiami pradu. Elementy tego zbioru
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. wyznaczaja fundamentalne rozcigcia, ktérym nadajemy t¢ sama numeracj¢. Pozostale

elementy zbioru RT utworza zbiér ¥. Dla galezi zbioru RL stosujemy biezgca
numeracje rozpatrujac kolejne fundamentalne rozcigcia. Galezie ze zbioru RL
tworzace w obwodzie 4" fundamentalne petle tylko ze zrodlami napiecia sa
numerowane jako ostatnie i zaliczone do zbioru e.

Wykazemy, ze macierz R jest nieosobliwa. W tym celu rozpatrzymy macierz
FI; R, F,,, ktora jest dodatnio polokreslona co mozna uzasadnic nastgpujaco.
Z definicji iloczynu skalarnego wynika, ze dla dowolnych macierzy A owymiarachr X r
oraz N o wymiarach r x m zachodzi

(NTANx, x)>=(ANx, Nx)

Stad otrzymujemy <{F3;R;F3;x, x) = (ReF33x, F33x) = (Ryw, w), gdzie w = F;;x
Poniewaz Ry jest macierza diagonalna o dodatnich elementach znajdujacych si¢ na glownej
przekatnej, wiec dla kazdego weR” zachodzi (Ryw, w) >0 co dowodzi dodatniej potokres-
lonoéci macierzy F1; Ry Fa,. A zatem macierz {F33 Ry Fa3 %, X) = (Rp F33x,F33x) > 0dla
kazdego wektora x o odpowiednim wymiarze. A zatem macierz R = R, +F I3 Ry Fyy jest
dodatnio okre§lona, czyli det R # 0. Analogicznie dowodzi si¢ nieosobliwosci macierzy G.

3. METODA GENERACIJI MACIERZY R™' ORAZ G !

Wykazemy, ze struktury macierzy R oraz G umozliwiaja opracowanie efektywne;j
i latwej do zalgorytmizowania metody generacji macierzy R 'iG™ ! co stanowi
zasadnicze ogniwo procedury tworzenia opisu hybrydowego. Na wstgpie ustalimy
pewne zwiazki pomiedzy R™' oraz G~! co umozliwi zastosowanie w procesie
obliczeniowym roéznych wariantow metody.

Skorzystamy ze wzoru macierzowego Woodbury’ego [2], [7—S8]:

(A+PS™ V) 1= A" 1= A 1P(S+VA P VA", )

Stosujac powyzsza formule do macierzy R (wzor (5)) otrzymujemy
R '=G,—G,F};G ' F;,G. 8)
Podobnie, w przypadku macierzy G znajdujemy

G_1=RT_RTF33R_1F§3RT' ©)

Zaleznoéci (8) i (9) pozwalaja obliczaé inwersj¢ macierzy R(G) gdy znana jest inwersja
macierzy G(R).

Oznaczamy kolejne wiersze macierzy F;; przez & = [y, &5 . Eimlsems
& =&, & ] WOWcezas macierz R mozna przedstawi¢ w postact:

R =R, +&Rp & + .. +ERE, (10)

i do wyznaczenia macierzy R~ ! zastosowaé r-krotnie wzor (7). W ten sposob znajac
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k -1
z k-tego kroku obliczeniowego macierz Ry ! = (RL+ Y &r RT,6i> obliczamy
i=1

R} = (Rk+€z+1RTk+l‘§k+ )71 podstawiajac w (7): 4 = R, P=¢l,,, S= R;kil
V=& 1. Otrzymujemy ’

Riiy = RO =R (R +& (ROVEL )7 RO, (11)
gdzie macierz (R7! +¢&,. Ry *&7. ;) ma wymiar 1x1 i jej odwrocenie wymaga
wykonania jednej operacji. Nalezy ponadto zauwazyé, ze macierz &, ., ma elementy
réwne 0, + 1 co sprawia, ze we wzorze (11) niektére operacje mnozenia zastepuje sie
krotkimi operacjami dodawania. W ten sposéb w kolejnych krokach obliczeniowych
modyfikuje si¢ macierze, ktorych wymiar jest staly i wynosi m x m.

Efektywnos¢ metody generacji macierzy R™! mozna znacznie zwigkszy¢, jezeli
omawiang procedur¢ zastosuje si¢ do pewnych zdekomponowanych obwodéw
sukcesywnie laczonych i powigkszanych. Oznacza to wykonywanie wielu etapow na
macierzach o mniejszych wymiarach, co ma istotny wplyw na skutecznosé algorytmu.

W celu wyjasnienia idei algorytmu rozpatrzymy obwod A7 & 1 usuniemy z niego
elementy zbioru ¥. Podzielimy galezie dopelnienia obwodu A" na dwa rozlaczne
zbiory &, oraz &% ,. Drzewo tego obwodu podzielimy na trzy rozlaczne zbiory 7 ,, 7,
19 1, (T =T 0T ,UT {,) W ten sposdb, aby galezie zbioru I 1 tworzyly fundamen-
talne rozcigcia tylko z elementami zbioru %, , galezie zbioru 7 , tylko z elementami
zbioru &£, za$ galezie zbioru J,, zaréwno z elementami zbioru % 1 jak i Z,.
Zwierajac chwilowo galezie zbioru 7 |, otrzymujemy obwod .4 12 Zlozony z dwdch
podobowodow ., oraz .4 ,,. Przy odpowiednim ponumerowaniu galezi macierzR |,
obwodu ,, mozna na podstawie wzoru (10) przedstawi¢ w postaci

R, + ) BI Ry B; 0
i=1
R12 = rytr, ’
0 R, + X ¥Ry

| i=r;+1
przy czym ‘

[R, 0

RL = > §i= [ﬁz 0] Iub gi =[0 )’,-]
| 0 RL2 ’

za$ r, (r2) oznacza liczbg elementdéw zbioru 7, (7,).

W celu sformutowania macierzy R obwodu 4", nalezy uwzglednié nastgpnie
skladniki wzoru (10) zawierajace elementy zbioru 7, ,. Przypisujac tym elementom
numery od r, +r,+1 do r otrzymujemy

R= R12 + Z fiTRTiéi

i=r, +r2+1
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Proces odwracania macierzy R mozna podzieli¢ na trzy etapy. W pierwszym etapie
wyznaczymy macierz

(RL1 + Z B:TRTI Bi)_l;
i=1

stosujac r, razy iteracje wynikajace ze wzoru Woodbury‘ego (patrz wzor (11) zzamiana
€ na P). W drugim etapie oblicza si¢ analogicznie macierz

r +r
(RL1+ ) YiTRTiYi)_l'
i=r11
W ten sposob znajdujemy macierz
e T -1 |
(Ry,+ Y. BTR7B) 0
R1_21 = =t r1+r2
0 (RL2+ Z 'YiTRT,.'Yi)_1
i=rl+1

co umozliwia obliczenie inwersji macierzy R w wyniku wykonania iteracji (11) dla
k=r,+7,.,rorazR, ., =R,,.

Zgodnie z powstzym1 niektore operacje wykonuje si¢ na macierzach o mniejszych
wymiarach r, X r; oraz r X r,.

Powyzsza koncepcje podziatu elementdéw dopelnienia na dwa podzbiory ¥, 1 %,
mozna uogo6lni¢ na wigksza liczbe podzbiorow i usystematyzowaé. W rezultacie
zamiast podzialu na dwa podzbiory dokonuje si¢ podziatu na wiele podzbioréw
systematycznie powigkszanych co wydatnie poprawia efektywnos¢ algotrytmu.

Kluczowa sprawa jest tu sposob podzialu obwodu na podobowody i sterowanie
procedura. Szczegdtowy opis procesu obliczeniowego zawiera podany nizej algorytm.

ALGORYTM GENERACIJ MACIERZY R™!

1. Z obwodu A"x usuwamy galezie zawierajace elementy zbioru ¥ i zwieramy
wezly, do ktorych byly dotaczone oraz usuwamy galezie zawierajace elementy zbioru e.

Tak przeksztalcony obwdd oznaczamy przez A7k Definiujemy zbiory: RT = RT\Y,
RL = RL\¢ majace odpowiednio 7 oraz #i elementow. Wyodregbniamy macierz F .

2. Rozpatrujemy obwod A% i tworzymy w nim zbi6r A wszystkich fundamental-
nych rozcie¢. Wyznaczamy zbior ¢ < A rozlacznych fundamentalnych rozcig¢ oraz
tworzymy zbior I' = A\ ®. Zwierajac wszystkie galezie drzewa wystgpujace w I' two-
rzymy podobwody .#,, dla ktérych formulujemy odpowiednie podmacierze R!.
W tym celu najpierw znajdujemy macierze diagonalne odpowiadajace galeziom

11 Kwartalnik Elektr. i Telekom. 3—4/90
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dopelnienia a nastepnie stosujac wzor Woodbury’ego uwzgledniamy galezie drzewa
wystepujace w podobwodach nie tworzacych petli jednogaleziowe;.

3. Sprawdzamy, czy w zbiorze I istnieje taki element, ktorego galezie dopelnienia
zawieraja si¢ wSrod galezi dopelnienia ktérego$ z elementow zbioru @. Jezeli
odpowiedz jest pozytywna to powigkszamy odpowiedni podobwdd o galaz drzewa
stosujac wzor Woodbury’ego usuwajac jednoczesnie ten element ze zbioru I.
Czynnos¢ powtarzamy az do uzyskania odpowiedzi negatywne;.

4. Sprawdzamy, czy w kazdym podobwodzie elementy dopelienia maja kolejne
rosnace indeksy. Jezeli warunek ten nie jest spelniony, to podobwod uzupetlniamy
o odpowiednie elementy (podobwody) zbioru RL i rozszerzamy jego MAFP powig-
kszajac jej glowna przekatna o elementy typu Rp;'tak, aby indeksy elementow tej
przekatnej tworzyly ciag rosnacy. Przyjmujemy takie uporzadkowanie podobwodow,
aby ich galezie dopelnienia rozpatrywane w kazdym podobwodzie wg rosnacej
numeragcji utworzyly lacznie zbior galezi o numerach 1,2,3,...,#.

5. Tworzymy nowe podobwody zltozone z dwdch kolejnych i wyznaczamy ich
MAFP o postaci blokowo-diagonalnej. Nastepnie otrzymane podobwody powie-
kszamy o takie galezie zbioru RT, ktore wyznaczaja fundamentalne rozcigcia
o dopelieniu mieszczacym si¢ w dopelnieniu rozpatrywanego podobwodu. MAFP
powickszonego podobwodu znajduje si¢ stosujac wzér Woodbury’ego.

6. Krok 5 powtarzamy az do wyznaczenia MAFP (R’)™! obwodu A%.

7. Formutujemy macierz R™* (blokowo-diagonalna) obwodu A" ztozona z blo-
kow (R')~! oraz A~ %, gdzie A jest macierza diagonalng utworzona z elementow zbioru
e

W przypadku macierzy G (wzér (6)) postepujemy podobnie. Oznaczamy kolejne
kolumny macierzy Fyy przez ), = [€1;Epy o byy] ey = [ErmEamen Em]” i PLZE-
dstawiamy macierz G w postaci

G =G +n, G i + .. +0,Gp N5, (12)

Zaleznoéé (12) umozliwia obliczenie macierzy G~ ! w wyniku r-krotnego zastosowania

wzoru Woodbury’ego (7). W ten sposob znajac z k-tego kroku obliczeniowego macierz
k

Gy ' =(Gr+ ) ;G n{) ™' otrzymujemy
i=1

G = Gk_l_Gk_lnk+1(GI::,+nI{+1Gk_1"k+1)—17|IT+1Gk_1- (13)

W celu zwigkszenia efektywnosci algorytmu stosujemy opisana procedure numery-
czna, do pewnych obwodow zdekomponowanych w sposob opisany nizej.

'ALGORYTM GENERACIJI MACIERZY G~!

1. Wykonujemy punkt 1) algorytmu generacji macierzy R~ 1.

2. W obwodzie A3 tworzymy zbidor @& wszystkich fundamentalnych petli.
Wyznaczamy zbiér © = @ rozlacznych fundamentalnych petli oraz tworzymy zbidr
Q = @\n. Usuwajac wszystkie galezie dopelnienia wystgpujace w Q tworzymy
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podobwody x;, dla ktorych formulujemy odpowiednie MIFR G, . W tym celu
najpierw znajdujemy macierze diagonalne odpowiadajace galeziom drzewa a naste-
pnie stosujac wzor Woodbury’ego uwzgledniamy galezie dopelnienia.

3. Sprawdzamy czy w zbiorze Q istnieje taki element, ktorego galezie drzewa
znajduja si¢ wsrod galezi drzewa ktoregos z elementow zbioru @. Jezeli odpowiedz jest
pozytywna, to powigkszamy odpowiedni podobwod o gataz dopelnienia stosujac wzor
Woodbury’ego jednocze$nie usuwajac ten element ze zbioru Q. Czynnos¢ t¢ po-
wtarzamy az do uzyskania odpowiedzi negatywnej.

4. Sprawdzamy czy w kazdym podobwodzie elementy drzewa maja kolejne
rosnace indeksy. Jezeli warunek ten nie jest spetniony, to podobwod uzupelniamy
o odpowiednie elementy zbioru RT i rozszerzamy jego MIFR powigkszajac jej gtdwna
przekatna o elementy typu G;}l. Przyjmujemy takie uporzadkowanie podobwodow,
aby ich galezie drzewa rozpatrywane w kazdym podobwodzie wg rosnacej numeracji
utworzyly lacznie zbior galgzi o numerach 1,2,...,7

5. Tworzymy nowe podobwody zlozone z dwoch kolejnych i wyznaczamy ich
MIFR o postaci blokowo-diagonalnej. Nastgpnie otrzymane podobwody powig-
kszamy o takie galezie zbioru RL, ktore wyznaczaja fundamentalne petle o drzewie
mieszczacym si¢ w drzewie rozpatrywanego podobwodu. Macierz powigkszonego
podobwodu znajduje si¢ stosujac wzor Woodbury’ego.

6. Krok 5 powtarzamy az do wyznaczenia MIFR (G')~! obwodu A%

7. Formulujemy macierz G~ obwodu 4" ztozona z blokéw (G')™! oraz 871,
gdzie & jest macierza diagonalna utworzona z konduktancji elementéw zbioru ¥. W
celu zrealizowania powyzszych algorytméw nalezy wygenerowac macierz F,, bedaca
podmacierza macierzy fundamentalnych rozcig¢. Analizujac macierz F,, wyznacza si¢
odpowiednie struktury topologiczne. Dalej wykonuje si¢ obliczenia macierzowe. Fakt,
ze wiele dzialan jest realizowanych na macierzach zero-jedynkowych pozwala zastapi¢
dhugie operacje mnozenia krotkimi operacjami dodawania.

4. DYSKUSJA I PRZYKLADY LICZBOWE

Rozpatrzymy obwod przedstawiony na rys. 3 zawierajacy dwa rezystory nieliniowe
uzaleznione napigciowo:

ia = fi(t)
igy =frluys)
oraz dwa rezystory nieliniowe uzaleznione pradowo:
ugy = f3lipy)
up, = falipa)-
W celu sformutowania rownania hybrydowego (2) nalezy wyznaczy¢ macierz H oraz

wektor s korzystajac ze wzoréw (3) i (4). Wystepujace w tych wzorach macierze R™!
i G~! obliczymy stosujac oméwiony wyzej algorytm.

1i*
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iA1 1k ‘ ia

UA1 uAZ
\ ke 1k kA NOL
uB1 B /L{BZ e |
| .j% |

Rys. 3. Uklad zawierajacy rezystory nieliniowe

Na rys. 4 pokazano graf obwodu A"k = A} utworzonego z galezi drzewa
RT ={T,,T,,T;,T,, T} oraz dopelnienia RL = {L,,L,,L,,L,,Ls,L,}. Macierze
F,, i F%; sa nastgpujace:

L, L, Ly L, Ls L

T,[1 -1 0 0 0 0 10 00 0
/o 1 1 0 0 0 -11 00 0
Fyu=T,|0 0 -1 -1 0 0| Fly=| 01 -100
T,L/Oo 0 0 1 1 0 00 -11 0
./]0 0o 0 0 -1 —1 00 01 -1

L 00 00 —1 |

" Rys. 4. Graf obwodu z rys. 3

ZASTOSOWANIE ALGORYTMU GENERACIJI MACIERZY R™*

Tworzymy zbiér A fundamentalnych rozcig¢ A = {T,L,L,, T,L,L,, T,L;L,,
T,L,Ls,T;LsLs} po czym wyodrgbniamy zbiory @ = {T,L,L,, TyLyL,, TsLsLs}
oraz I' = A/® = {T,L,L,,T,L,Ls}. Budujemy podobwody .#,, #,, M, (rys. 5)
i wyznaczamy ich macierze R, (i = 1,2,3). Otrzymujemy

. (TR, 1 N 23
M"Q‘%PLJ““”)“@MA
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Rys. 5. Podobwody #y, M ,, M5

. o [ 23 -3 [ 2313
1podobn1eRv,,2—|:_1/3 2/3], R, —[_1/3 2/3]

Tworzymy nowy podobwédd 4, (rys. 6) utworzony z podobwodow i, oraz

powickszony o galaz T, po czym wyznaczamy macierz

. 0
- R 1
e n.)

1321 521 —2/21
-1 521 10/21 —4/21
 |Re[01 1@) =1 _2n1 —421 1021
0 121 221 —5/21

1/21
2/21
—sptl
13/21

Nastepnie rozpatrujemy podobwod ztozony z M, 1 M4 i powic;ksiamy go o galaz T,.
Dochodzimy w ten sposob do obwodu A = g, ktérego macierz R™' wynosi:

-1
R‘1=<[R"”4 R :|+[000110]TRT4[000110]> _
'l{3

0,6181 02361 —0,0905 0,0353 —0,0138  0,0069 |
02361 04723 —0,1807 0,0686 —0,0277  0,0138
—0,0905 —0,1807 04516 —0,1743  0,0694 —0,0346
0,0353 0,0686 —0,1743" 04526 —0,1791  0,0899
—0,0138 —0,0277 00694 —0,1791 0,4722 —0,2361
L 0,069 00138 —0,0346 0,0899 —0,2361  0,6180

Stosujac opisana wyzej procedure nalezy wykonac 90 operacji mnozenia (bez
uwzglednienia symetrii). Gdyby oblicza¢ macierz R~ ! metoda eliminacji Gaussa
nalezaloby wykonaé okolo 216 operacji. W przypadku uzwglednienia symetrii

uzyskuje si¢ 2,7-krotne zmniejszenie liczby operacji mnozenia.

ZASTOSOWANIE ALGORYTMU GENERACJI MACIERZY G!

Tworzymy zbiér @ fundamentalnychpetli® = {L, T,, L, T, T, L; T, T;, L, T3 I,
LT, Ty, Ly Ts} po czym wyodrgbniamy zbiory IT = {L; T, Ly T, T3, Ls T, T} oraz
Q=6\={L,T,T,, L,T;T,, LgT;}. Budujemy podobwody ux,, x,, %; (rys. 7)

i wyznaczamy ich macierze G ! (i = 1,2, 3). Otrzymujemy:
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Rys. 6. Podobwody #,, #,

G.'=(G+1G, 1) =12,

(TG, 17 Y [23 13
& =([% o, iJontr-n) -1 2]
.. (G 1 Y [23 13
= _<[ - GTJJF[—I]G’“SD ”) —[1/3 2/3]'

W zbiorze Q znajdujemy element Ly Ty, ktdrego galaz drzewa T, znajduje si¢ wérod
galezi drzewa elementu LT, T, zbioru @. Zgodnie z punktem 3 algorytmu powie-
kszamy podobwod %, o galaz L, otrzymujac podobwod x4, ktorego macierz

G, ! wynosi
Y 0 U 13515
Gxgl - <Gxa+[_1:|GLs[0 —1]> = [1/5 2/5]

Tworzymy nowy podobwad x ztozony z x, i x, i powigkszamy go o galaz L, (rys. 8).
Wyznaczamy macierz G, tego podobwodu:

Rys. 7. Podobwody %, %,, %5
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X5

Rys. 8. Podobwody %,, s

G -1 -1 [5/13 2/13 113
G.'= ([ "* G ]+ 116G, [—1 10]) =12/13 6/13 3/13
2 0 1/13 3/13 /13
Nastepnie rozpatrujemy podobwod zlozony z i %, i powigckszamy go o galaz L,.
Dochodzimy w ten sposéb do obwodu A = A g, ktoérego macierz G~ ! wynosi:

-1
G-1=<[st c ]+[00—110]TGL‘[00——110]) =

0,3820 0,1458 0,0556 0,0208 0,0069
0,1458 0,4375 0,1666 0,0625 0,0208
=10,0556 0,1666 04444 0,1666 0,0555 |.
0,0208 0,0625 0,1666 04375 0,1459
0,0069 0,0208 0,0555 0,1459 0,3830

Stosujac opisana procedure nalezy wykonac 71 operacji mnozenia bez uwzgled-
nienia symetrii, podczas gdy uzycie metody eliminacji Gaussa wymagaloby wykonania
okolo 125 operacji mnozenia. Przyjeto tu, ze dane s konduktancje wszystkich
rezystordw liniowych. Przy uwzglednieniu symetrii zmniejszenie liczby operacji
mnozenia jest okoto 2-krotne. '

Podsumowujac stwierdzamy, ze obliczanie macierzy R™* oraz G~ ! przy wykorzy-
staniu zaproponowanych w pracy algorytméw wymaga wykonania lacznie 161
operacji mnozenia, bez uwzglednienia symetrii, podczas gdy zastosowanie metody
eliminacji Gaussa prowadzi do okolo 341 operacji mnozenia. Uzyskano wigc ponad
dwukrotne zmniejszenie liczby dlugich operacji. Jeszcze bardziej korzystny efekt
uzyskuje si¢ uwzgledniajac symetrie.

Na podstawie wzordw (8) i (9) stwierdzamy, ze istnieja dwie inne mozliwosci
obliczenia obu macierzy R~ i G~ !, a mianowicie:

a) obliczenia R~ ! za pomoca podanego w pracy algorytmu oraz wyznaczenie G~ !

ze wzoru (9);
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b) obliczenie G~ za pomoca podanego w pracy algorytmu oraz wyznaczenie R~ 1

ze wzoru (8). ‘

W rozpatrywanym przypadku wersja a) prowadzi do tacznej liczby operacji
mnozenia wynoszacej 140 (bez uwzglednienia symetrii), podczas gdy wersja b) wymaga
wykonania 143 operacji mnozenia. Tak wigc obie wersje a) i b) sa w przyblizeniu
jednakowo efektywne i wykazuja przewage nad zastosowaniem odpowiednich algory-
tméw do oddzielnego obliczenia R™! i G~1. Mozliwoéé okreslenia a priori liczby
operacji mnozenia dla kazdego sposréd trzech dyskutowanych wyzej wariantow
pozwala kazdorazowo dobiera¢ optymalny schemat obliczeniowy.

Na podstawie wyznaczonych macierzy R~1i G~! oraz korzystajac ze wzorow (3)
1 (4) sformutowano dla badanego obwodu nastepujace réwnanie hybrydowe:

filug)] [—04514 —0,0694 —0,7222 00,1041 u,,
foluy) 4 [00694 04722 —0,1111  0,7083 || uny | _
filiny) 0,7222  0,1111 —0,4444 —0,1666 || ig,
fulins) —0,1041 —0,7083 —0,1666 —0,4375 || ip,

[0,0902 —0,0347 08264 —0,0346 e,
00139 —0,2361 0,8166 —0,2361 ||e,
0,0554  0,0555 02778 . 0,0555 | i,
0,0209  0,1457 —02709  0,1457 | |i,

Nizej wykazemy, ze wyniki prezentowane w niniejszej pracy moga byé bezposre-
dnio wykorzystane do formulowania rdéwnania Sandberga-Willsona opisujacego
uklady diodowo-tranzystorowe. W tym celu rozpatrzymy uklad DC utworzony
z tranzystorow, diod, rezystoréw liniowych o dodatnich rezystancjach oraz niezalez-
nych zrodet napigcia i pradu. Tranzystory i diody wyodrebnimy na zewnatrz obwodu
oraz zastapimy modelami Ebersa-Molla. Otrzymamy w ten sposob liniowy n-wrotnik
zawierajacy rezystory i zrodla niezalezne obciazony diodami lub kombinacjami
dioda-zrédio sterowane. Elementy obciazajace n-wrotnik mozna opisa¢ rownaniem

i=Tf(), (14)
gdzie T jest macierza blokowb-diagonalnq zwigzang z opisem Ebersa-Molla tranzy-
storow i diod [5-—6], za$ f(u)=[ filuy) . f(u,)T:R" —R" przy czym
fiw) = K(e**—1) oznacza charakterystyke i-tej diody wystepujacej samodzielnie lub
modelu tranzystora. Wynika stad wniosek, ze w celu sformutowania réwnania ukladu
diodowo-tranzystorowego nalezy opisaé n-wrotnik réwnaniem

i=—Cu+b, (15)
gdzie C jest szczegolnym przypadkiem macierzy hybrydowe;j i nosi nazwg zwarciowej
macierzy admitancyjnej. Na podstawie (3) i (4) znajdujemy

_ C=Fy;R™'F, ‘ (16)

b= —F23R'_1F{3uET+(—F21 +F23R_1F2TSRTF31)iJL, (17)

gdzie R jest macierza okreslona wzorem (5). Uwzgledniajac (14) i (15) dochodzimy do
znanego réwnania Sandberga-Willsona
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Rys. 9. Uklad diodowo-tranzystorowy

Tfw+Ce=b (18)

odgrywajacego bardzo wazna rolg zarowno w analizie jakosciowej jak i ilosciowej
[4 —6]. Sformutowanie tego rébwnania wymaga wyznaczenia macierzy C oraz wektora
b zawierajacych inwersje macierzy R. W zlozonych ukladach ' diodowo-tranzy-
storowych obliczenie macierzy R™' jest bardzo czasochlonnym ogniwem procesu
formutowania réwnania (18). Oméwiony w rozdziale 3 niniejszej pracy algorytm
generacji macierzy R™! pozwala znacznie usprawnic procedure tworzenia réwnania
(18).

Zastosowanie tego algorytmu do wyznaczenia macierzy R™' ukladu przed-
stawionego na rys. 9 wymagalo wykonania, bez uzwglednienia symetrii, okoto
6-krotnie mniej operacji mnozenia niz w przypadku metody eliminacji Gaussa. Przy
uwzglednieniu symetrii zmniejszenie jest okoto 7-krotne.

WNIOSKI

Przedstawiony w pracy algorytm generacji macierzy R~ G~ ! stanowiacy gtéwne
ogniwo formutowania rownan hybrydowych obwodow nieliniowych jest efektywny,
przejrzysty i wymaga wykonania stosunkowo malej liczby dhugich operacji. Fakt, ze
wiele dziatan jest realizowanych na macierzach strukturalnych pozwala zastapi¢ diugie
operacje mnozenia krotkimi operacjami dodawania. Algorytm wyznaczenia macierzy
R~! oraz G~* wykorzystuje w nieco odmienny sposob rzadkosci macierzy. Proces
obliczania R~! oraz G~ ! odbywa si¢ bez potrzeby jawnego formulowania macierzy
R i G. Liczba wykonanych operacji mnozenia jest znacznie mniejsza niz w metodzie
eliminacji Gaussa. Opracowanie kilku wariantéw metody umozliwia dobor procedury
optymalnej. Naturalng cecha algorytmu jest fatwos¢ modyfikowania wynikow w przy-
padku zmian pewnych parametréw. Metoda moze byé bezposrednio uzyta do
formulowania réwnan Sandberga-Willsona opisujacych DC obwody diodowo-tran-
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zystorowe. W rezultacie uzyskuje si¢ znaczne usprawnienie procesu tworzenia opisu
matematycznego szerokiej klasy obwodoéw nieliniowych. Potencjalna wada metody
jest mozliwos$¢ kumulacji bledow zaokraglen ale eksperymenty numeryczne wskazuja,
ze dokladno$¢ otrzymanych wynikéw nie budzi zastrzezen.

Prace wykonano w ramach CPBP 02.14
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M. TADEUSIEWICZ, J. BEK

A METHOD FOR FORMULATION OF HYBRID EQUATIONS FOR NONLINEAR RESISTIVE
CIRCUITS

Summary

A method for formulation of hybrid equations describing DC nonlinear circuits is developed in the
paper. It has been shown that finding some matrices inversions is the main part of the procedure. The
matrices have stuctures which enable us work out an effective method expressed in terms of diacoptic and
Woodbury’s formula. In this way many steps are performed on matrices having small sizes associated with
some subnetworks succesively enlarged. It is shown that the algogithm can be strightforwardly by used for
formulation of the Sandberg-Willson equation describing DC diode-transistor circuits. Numerical examples
are demonstrated confirming effectiveness of the algorithm.
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Przedstawiono zasade pomiaru skladowej rzeczywistej i urojonej immitancji dwojnikow
biernych, bedacych w szczegblnosci parametrycznymi przetwornikami pomiarowymi, za
pomoca trzech metod detekcji fazoczulej. Pomiar polega na catkowaniu odpowiedzi dwojnika
w stanie ustalonym na pobudzenie harmoniczne w $cifle okreslonym przedziale kata
fazowego. Przeprowadzono analiz¢ dokladnosci pomiaru skladowej rzeczywistej i urojonej
dwojnikéow biernych. Wyznaczono bledy pomiarowe spowodowane przez niedokladne
okreslenie katéw fazowych przedzialéw calkowania oraz przez sktadowe harmoniczne
zawarte w sygnale mierzonym.

1. WSTEP

Detektor fazoczuly jest ukladem, na ktérego wyjsciu otrzymuje si¢ sygnal
statonapigciowy proporcjonalny do amplitudy detekowanego sygnalu zmiennonapig-
ciowego i jego przesunigcia fazowego wzgledem sygnalu odniesienia. W pracy
przedstawiono metod¢ pomiaru skladowych rzeczywistej i urojonej impedancji lub
admitancji dwuelementowych, liniowych dwojnikow biernych za pomoca detektorow
fazoczulych. Potrzeba rozréznienia sktadowych immitancji wystgpuje w przypadku
diagnostyki dwojnikow biernych lub w pomiarach sygnaléw generowanych przez
parametryczne przetworniki pomiarowe. Rzeczywisty przetwornik pomiarowy posia-
da sktadowa rzeczywista i urojona immitancji, przy czym czgsto tylko jedna z nich
w sposob jednoznaczny zalezna jest od mierzonej wielkosci fizycznej i niesie uzyteczna
informacje o wartosci wielkosci mierzonej. Wystgpuje wowczas potrzeba wyelimino-
wania skladowej pasozytniczej. Ma to miejsce np. w przetwornikach indukcyjnych,
w ktorych mierzonym zmianom indukcyjnosci towarzyszy¢ moga zmiany rezystancji
spowodowane stratami w rdzeniu i uzwojeniu albo w przetwornikach pojemnos-
ciowych o duzej uptywnosci [1] lub rezystancyjnych o niepomijalnej susceptancji [2],
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gdy z powodu polaryzacji elektrod zanurzonych w cieczy konieczne jest zasilanie
elektrod pradem przemiennym.

Metody mostkowe, polegajace na kompensowaniu poszczegdlnych sktadowych
immitancji, ze wzgledu na dlugotrwaly proces rownowazenia, lub metody techniczne
polegajace na wyznaczeniu modutu i kata przesuniecia fazowego, z powodu koniecz-
nosci przeliczania wynikow pomiaréw, nie umozliwiaja pomiardw dynamicznych
zadanej wielkosci fizycznej w czasie rzeczywistym [3—S5]. Detektory fazoczule
umozliwiaja pomiar zmian warto$ci wielkoci mierzonej w czasie nie przekraczajacym
kilku okreséw sygnatu zasilajacego przetwornik pomiarowy, co pozwala na dostatecz-
nie wierne odtworzenie przebiegu czasowego. W niektorych specjalnych rozwiaza-
niach czas pomiaru moze by¢ skrécony do jednego lub nawet do p6t okresu sygnatu
pobudzajacego. ‘

Diagnostyka poszczegélnych elementéw zamontowanych w gotowych uktadach
elektronicznych i zbocznikowanych przez inne elementy wystepujace w ukladzie nie
bylaby mozliwa bez zastosowania detekcji fazoczutej [6].

Wyrézni¢ mozna trzy typy integracyjnych detektorow fazoczulych do bezposre-
dniego pomiaru skladowych immitancji, w ktérych pomiar polega na catkowaniu
sygnalu odpowiedzi dwojnika na pobudzenie harmoniczne w $cisle okreslonym dla
danej skladowej przedziale kata fazowego: .

1. Detektor fazoczuly z catkowaniem sygnali odpowiedzi w statym przedziale,
wyznaczonym przez fazg¢ sygnatu odniesienia i wynoszacym potowe okresu sygnatu
odniesienia [7—9]. ‘

2. Detektor fazoczuly z calkowaniem sygnatu odpowiedzi w zmiennym przedziale,
zaleznym od fazy sygnahu odniesienia (pobudzenia dwojnika) i fazy odpowiadajace;j
wartosci maksymalnej sygnatu odpowiedzi badanego dwéjnika [10—12].

3. Detektor fazoczuly z probkowaniem sygnatu odpowiedzi (sample-and-hold),
w ktorym momenty probkowania wyznaczane sa przez sygnal odniesienia [13—15].

Pierwotnie detekcja fazoczula zostala zastosowana przez Sigdella [7] do wy-
znaczania pojemnosci przetwornikéw pomiarowych. Detektor fazoczuly calkowat
mierzony sygnat jednopotéwkowo w przedziale-od 0 do . Orsini [13] rozwinat te
metod¢ na przypadek pomiaru obu sktadowych immitancji dwojnika rownoleglego
ZIOionego z pojemnosci i konduktancji lub dwojnika szeregowego ztozonego z indu-
keyjnosci i rezystanci, stosujac detektor fazoczuly z prébkowaniem. Stosowane, 53
rowniez bardziej zlozone rozwiazania. Hoja [19] zastosowal calkowanie dwukrotne
do wyznaczania parametréw dwdjnikéw trzyelementowych. Maeda [20] przez
zastosowanie calkowania wielokrotnego wyeliminowat wplyw parametréw linii
taczacej badany dwojnik z ukladem pomiarowym.

Pomimo licznych zastosowan detekcji fazoczulej w aparaturze naukowej i przy-
rzadach pomiarowych [16—22], brak jest opracowan systematyzujacych zagadnienie
pomiaru immitancji za pomoca detektoréw fazoczutych, a tylko nieliczne prace
poswigcone sa zagadnieniu dokladnosci przetwarzania sygnaléw za ich pomoca [13,
16]. W szczegblnosci nie sa znane z literatury rozwazania na temat wplywu zmian
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przedziatow catkowania lub znieksztalcen mierzonego sygnatu na wynik pomiaru
sktadowych immitancji dla poszczegolnych typow detektorow fazoczutych.

W pracy podjeto trzy grupy zagadnien:

1. Przedstawiono zasade detekcji fazoczulej dla trzech typow detektorow fazoczu-
lych z catkowaniem, stosowanych do pomiaréw skladowych immitancji dwojnikoéw
biernych, zwlaszcza bedacych przetwornikami pomiarowymi.

2. Przeprowadzono teoretyczne oszacowania bledow pomiaru sktadowych im-
mitancji spowodowanych niedokladnym okresleniem katow fazowych przedzialow
calkowania.

3. Obliczono bledy pomiarowe spowodowane przez skladowe harmoniczne
zawarte w sygnale mierzonym.

2. UKLADY POMIAROWE DWOJNIKOW BIERNYCH

Niezaleznie od wielu mozliwych praktycznych realizacji detekcji fazoczulej z prze-
znaczeniem do pomiaru skladowych immitancji dwuelementowych dwojnikow bier-
nych, podstawowe operacje wykonywane na sygnale odniesienia i odpowiedzi
pozostaja niezmienione. Schemat blokowy ukiadu zawierajacego detektor fazoczuly
i mierzacy skladowe immitancji dwojnikéw biernych przedstawiono na rys. 1.

W pracy rozwazono podstawowe uklady detektorow fazoczutych do pomiaru
sktadowych immitancji dwdjnikéw biernych. Badany dwojnik zalaczony jest w ob-
wodzie wzmacniacza operacyjnego w sposob przedstawiony w tabeli 1. Dwojnik
réwnolegly G| C lub G| L zatacza si¢ na wejsciu wzmacniacza operacyjnego a w petli
sprzezenia zwrotnego znajduje si¢ rezystancja wzorcowa R . Dwojnik szeregowy R + L
lub R +C zalacza si¢ w petli sprzezenia zwrotnego wzmacniacza operacyjnego a na
wej§ciu wzmacniacza umieszcza si¢ rezystancj¢ wzorcowa R;.

miérzona
immitanga
generafor uktad klucze infegrator Jo—y
' ™ pomicirow nalooowe czesci
i s e 2eCzywiste] onalogony
przesuwn/k vklod /'nfeqm{far pam#}c'
fozy T/2 sterowania czedel _
v kluczami urojoney analogowa

Rys. 1. Schemat blokowy uktadu do pomiaru skladowych immitancji dwojnikéw za pomoca detekeji
fazoczutej
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Tabela 1
Podstawowe obwody pomiarowe dwojnikow: biernych
Nr Uklad pomiarowy " Odpowiedz czasowa Modut immitancji
Ozn. Transformata Przesun. fazowe
1 u(t) = —ER|Y|sin(wt+ )| Y| = /G2 + w2 C?
] C
Glc < =Ri(G+jwC) (p=atnw—
é G
—E . : :
2 u(t) = msm(wt—-(p) [Y|= /G? + w2 C?
- #_16-joC | ,_n®C
¢ R Y ¢
_ —ER, .
3 u(t) = iz sin(wt + ¢) 1Z| = /R2+1/((0C)2
- 2, R+j/@C) o=t
é f IZIZ RoC
_ B _ '
4 u(t) = T,, |s1n(wt—(p) 1Z| = /R2+1/(wc)2
R+C 2 1 . _ -1
3 =,E(R—J/(wc)) ¢ =atno=
o) R : .
5 u(t) = —ER,[Y|sin(wt—)|Y| = \/G*+1/(wL)?
G|L ® a . 1 1
et) - ‘ 5 = RG-jf@) ¢=anCoL
— _E 1
6 u(t) = RIY] sin(wt+ @) Y| = /Gz+1/—(coL_2
a 2 _ 1 GH/lel) @'=atn !
& Ri |Y|2 Gol
R¢ ——ERf .
7 R L @)= Z sin{w? — @) 1Z) = /R®+ w2 L2
— ) R~joL oL
u(t) Lop 2o ¢ =atn—
E(‘t) é [ |Z|2 R
L R —-E .
8 Ri u(t) = le, sin(wt+ @) 1Z| = /RE 1?2
R+L 2 1 — an 2L
et 0 5 =g R+ioL) ¢-ang

Zrédto pobudzajace uktad pomiarowy moze byé zalaczone do wejécia nieinwersy-
jnego wzmacniacza operacyjnego, wowczas mierzona immitancja jest zalaczona
migdzy wejsciem inwersyjnym a ziemia lub w petli sprzezenia zwrotnego wzmacniacza
(rys. 2). Zrodlo pobudzajace moze by¢ rowniez zalaczone do wejscia inwersyjnego
poprzez mierzona immitancje¢ lub rezystancje wzorcowa, tak jak podano w tabeli 1.
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Istnieje wigc szesnascie mozliwych konfiguracji pomiarowych, ale tylko cztery z nich
(1, 4, 5, 8 z tabeli 1), zapewniaja proporcjonalno$¢ sygnatu wyjsciowego ze wzma-
cniacza do mierzonej sktadowej immitancji. Konfiguracje ze zrodlem podiaczonym do
wejécia nieinwersyjnego stosuje si¢ wowczas, gdy modul mierzonej immitancji ma
bardzo mala warto$¢ (mniejsza od ok. 10 @), lub gdy jeden z zaciskow dwojnika
(przetwornika) powinien by¢ uziemiony.

a) R;lubZ b) Re b Z
Ylu_b Ri e(t) YlbR;
o— - :
u(t) u(t)

et

Rys. 2. Sposob podlaczenia Zrodia pobudzajacego do ukladu pomiarowego skiadowych dwojnikéw

Oproécz metod opisanych w pracy istnieje réwniez sposdb polegajacy na mierzeniu
napiecia i pradu na elemencie badanym [6], co umozliwia pomiar parametrow
dwojnikow znajdujacych si¢ w dowolnym miejscu sieci, oddzielonym od zrodet sygnatu
wieloma innymi elementami czynnymi i biernymi. Sygnal napieciowy jest wowczas
sygnalem odniesienia.

Mozliwe jest rowniez zastapienie rezystancji wzorcowych R, lub R; przez
pojemno$é wzorcowa [23]. Przedzialy catkowania ulegaja wowczas zamianie w sto-
sunku do podanych w tabeli 1, tzn. skladowa rzeczywista mierzy si¢ caltkujac
odpowiedz w przedzialach podanych dla skladowej urojonej i odwrotnie. Chociaz
prezentowane w tym artykule zaleznoéci odnosza sie do ukladéw pomiarowych
i bledéw przetwarzania detektora jednopotowkowego to jednak moga byC one
rozszerzone z niewielkimi modyfikacjami na przypadek detektorow dwupolow-
kowych.

3. SYGNALY WYJSCIOWE UKLADOW POMIAROWYCH

3.1, SYGNALY WYJSCIOWE ZE WZMACNIACZA POMIAROWEGO

Ze wzgledu na proporcjonalno$é napigcia wyjsciowego do warto$ci wielkosci
mierzonej, rozwazone zostana tylko uklady 1,4, 518z tabeli 1, przy czym najwicksze
znaczenie praktyczne w zastosowaniu do parametrycznych przetwornikéw pomiaro-
wych wielkoséci nieelektrycznych maja uktady 11 8. ' _

Zaklada sie, ze operacyjny wzmacniacz pomiarowy jest idealny tzn. posiada
nieskoficzone wzmocnienie napigciowe i nieograniczone pasmo przenoszonych czg-
stotliwosci, oraz, ze pozostale bloki toru pomiarowego nie wnosza bledow.

Przy pobudzeniu kazdego z rozwazanych ukladow sygnalem harmonicznym
0 postaci:
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e(t) = Esin(wt), (1)

przy czym: E — amplituda, o — pulsacja generatora zasilajacego, na wyjsciu
poszczegdlnych ukladow pomiarowych otrzymuje si¢ napiecia zestawione w tabeli 1.
[¥], 1Z| sa modutami admitancji i impedancji dwdjnika, @ — katem przesunigcia
fazowego sygnatu odpowiedzi wzgledem sygnatu odniesienia. Sygnaty te sa catkowane
w odpowiednich przedzialach whasciwych danej metodzie detekcji fazowej i podane
zostaly w tabeli 2.

Modut wzmocnienia obwodéw pomiarowych z tabeli 1 dla pradu zmiennego
w ukladzie z zamknieta petla sprzezenia zwrotnego dla dwojnikow réwnoleglych GJ|IC
1 G||L zdefiniowany jest wyrazeniem:

K =R,[Y| @)
a dla dwojnikéw szeregowych R+C i R+1L:
- 1Z]
K=— 3
R ©
Tabela 2

Przedzialy calkowania w kazdym okresie sygnalu odniesienia dla trzech
metod detekcji fazoczulej

Metoda Dwéjnik | Skiad?wa 1mm1ta‘n011
rzeczywista | urojona
staly
. . n T
przedzial wszystkie 0;n —_
catkowania 22
n n 7
zmienny GIC R+L (00, =——0lp,=——p—
: . 2 2 2
przedziat
catkowania R+C, GIL [pp =2+ 037150, = —+f
~ 2 2 2
proébkowanie -
(sample- wszystkie 5(—) o(0)
and-hold) 2

W dalszych rozwazaniach zalozono réwniez, ze modul funkcji przejscia ukladu
catkujacego rowny jest jednosci.

3.2. DETEKTOR FAZOCZULY Z CALKOWANIEM W STALYM PRZEDZIALE

Przedziat catkowania w tej mietodzie detekcji fazoczulej zalezy tylko od mierzonej
sktadowej immitancji i jest staly dla danej skladowe;j tzn. nie zalezy od konfiguracji
dwojnika ani od przesunigcia fazowego wnoszonego przez dwojnik.

Przy pomiarze sktadowej rzeczywistej przedziat catkowania zawiera si¢ w grani-
cach (0+n)+2nn, n=0,1,2,... Wartosci napie¢ bedacych wynikiem catkowania
wynosza dla poszczegdlnychj dwojnikow: :
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dla dwojnika G||C lub R+ L:
Ug.= —KE 7; sin(wt+ @)dwt = —2KEcos(¢p) 4)
dla dwojnika R+ C lub G| L: i
Uge = —KE}sin(wt—go)dcut = —2KEcos(p). 5
Przy pomiarze skladowe;j u:ojonej calkowanie sygnalu odpowiedzi odbywa si¢

w granicach (—n/2+ +n/2)4+2nzm, n=0,1,2,.., a wyniki calkowania wynosza:
dla dwdjnika G||C lub R+ L: '

+m/2
U,,= —KE | sin(ot+¢)dot = —2KEsin(¢p) (6)
-n/2
dla dwojnika R+ C lub G|L:
+7n/2
U,,= —KE | sin(wt—¢)dwt =2KEsin(¢p). @)
-nf2

Zaletg stalego przedziatu calkowania jest dwukrotnie wigksze napiecie wyjsciowe
na wyjsciu integratora w pordéwnaniu z ukladem ze zmiennym przedzialem cal-
kowania. Tlumione sa rdwniez parzyste harmoniczne sygnalu pochodzacego ze
wzmacniacza pomiarowego, co jest korzystne w przypadku nieliniowos$ci badanego

e(t)

Zrodto
I z w/-\ Wt sygnatu
{ przesuwnik
/‘I\ [  tfozy )2
{

N

4 N
| | l
[ | (BT I[ G”C lub R+L
-y |

M Im | \/ | Re \/
| | | | ,
l Tutt) l ; T I R+C lub G|IL
! /l/\ |

\W/ \)Y Re \

Im

Rys. 3. Zasada pomiaru skiadowych immitancji dwojnikow biernych za pomoca detektora fazoczulego
z catkowaniem w stalym przedziale

12 Kwartalnik Elektr. i Telekom. 3—4/90
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dwojnika. Korzystne jest rowniez to, ze przedziat catkowania nie jest wyznaczany przez
sygnal odpowiedzi, co w przypadku znieksztalcen i zakléceri (szumoéw) wprowadza-
nych przez dwojnik moze prowadzi¢ do blednego wyznaczenia przedziatu calkowania
a w nastepstwie do bledéw pomiarowych.

Przebieg sygnatu odpowiedzi uktadu pomiarowego przedstawiono na rys. 3,
z zaznaczonymi przedzialami catkowania. Podwojnie zakreskowane sa te pola pod
krzywa, ktore nie redukuja sie¢ w wyniku catkowania.

3.3. DETEKTOR FAZOCZULY Z CALKOWANIEM W ZMIENNYM PRZEDZIALE

W detektorach fazoczulych z catkowaniem w zmiennym przedziale, wartoéci katow
fazowych okreslajacych przedzialy calkowania wyznaczane sa przez punkty chara-
kterystyczne (maksima, minima, przejscia przez zero) zaréwno sygnatu pobudzajacego
(zasilajacego) jak i sygnalu odpowiedzi dwdjnika. Dlatego przedzial catkowania
zmienia si¢ ze zmiana parametréw badanego dwojnika. Zasad¢ detekcji fazoczulej
z zaznaczonymi przedziatami catkowania przedstawiono na rys. 4.

Przy pomiarze konduktancji dwojnika réwnolegtego G| C lub rezystancji dwéj-
nika szeregowego R+L przedzial calkowania zawiera si¢ W granicach
O+7m2—@)+2nn, n=0,1,2,... Warto$é bezwzgledna napiecia uzyskanego na
wyjsciu uktadu catkujacego wynosi:

Zrodto
4 2 '”/\ Wt sygnatu

|
|
/‘\ : przesuwnik
; [ fazy )2
[
ol } _ Gl[C b R¥L
gl /{@\ ' .
s

R+Club G||L

_\K_\__
/

N
~ _Q_ I
\
R
~
v

A
N/

X__

Q.
[

|

Q
o+

————

(

/]

Rys. 4. Zasada pomiaru skfadowych immitancji dwdjnikow biernych za pomoca detektora fazoczulego
z catkowaniem w zmiennym przedziale
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/2 —¢

Ug.= —KE | sin(wt+¢)dot = —KEcos(e). (8)
(4]

Jest wiec proporcjonalna do skladowej rzeczywistej admitancji G = [Y|cos(¢) lub
impedancji R = |Z|cos(¢).

Pomiar susceptancji dwojnika rownoleglego GJC oraz reaktancji dwojnika
szeregowego R+L polega na scalkowaniu odpowiedzi dwojnika w przedziale
(n/2— @p-+7/2)+2nm, n=0,1,2,... W wyniku scatkowania otrzymuje si¢ napiecie,
ktorego warto$¢ wynosi:

72
Uyn,=—KE [ sin(wt+¢)dot= —KEsin(p), )
T2 —¢
czyli jest proporcjonalna do skladowej urojonej admitancji wC = [Y|sin(p) lub
impedancji wL = |Z|sin(¢p).

W przypadku pary dwojnikow G||C i R + L kat przesuniecia fazowego przyjmuje
warto$ci ujemne, natomiast dla pozostatych dwoch rozwazanych dwojnikow wartosci
dodatnie i dlatego wybiera si¢ inne przedziaty catkowania.

Pomiaru rezystancji dwdjnika szeregowego R+C lub konduktanql dwojnika
réownoleglego G| L dokonuje si¢ przez scatkowanie napigcia odpowiedzi w prze-
dzialach kata fazowego (n/2+¢—+ n)+2n1t n=0,1,2,.., otrzymujac w wyniku
napiecie:

Ug.= —KE | sin(wt—¢)dwt= —KEcos(9), (10)
w2+
ktére jest proporcjonalne do skladowej rzeczywistej impedancji R = |Z| cos(p), lub
admitancji G = |Y|cos(@).

Przy pomiarach reaktancji dwojnika szeregowego R+C, lub susceptancji
dwojnika rownoleglego G|L wybiera sie przedzial catkowania w granicach
(m/2+7/2+ @)+ 2nm: ~

w2+
U,,= —KE [ sin(wt—¢)dwt= —KEsin(e). (11)
2.
Otrzymana w wyniku catkowania warto$¢ napigcia jest proporcjonalna do skladowej
urojonej badanej impedancji 1/wC = —|Z|sin(¢), lub admitancji 1/wL = —|Y|sin(¢).

34. DETEKTOR FAZOCZULY Z PROBKOWANIEM SYGNALU ODPOWIEDZI

Detekcja fazoczuta z probkowaniem sygnalu odpowiedzi (sample-and- hold) polega
na pobraniu prébki wartosci chwilowej sygnatu odpowiedzi w momentach czasu
odpow1adajqcych katom fazowym sygnatu odniesienia 0+ 2nn przy pomiarze sklado-
wej urojonej lub m/2+2nn podczas pomiaru skladowej rzeczywistej. Katy fazowe
probkowania nie zaleza od konfiguracji dwojnika badanego.

Detekcja fazoczuta z probkowaniem nalezy réowniez do metod catkowych.
Prébkowanie sygnatu odpowiedzi mozna bowiem uzna¢ za calkowanie sygnatu

12*
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w nieskoriczenie krotkim odcinku czasu. Réwnowazne jest to pomnozeniu sygnatu
catkowanego (funkcji podcatkowej) przez funkcje Diraca d(w?).

Dla skladowej rzeczywistej immitancji poszczegélnych dwéjnikow otrzymuje s1¢
nastepujace wartosci sygnatow wyjsSciowych:
dla dwojnika G| C lub R+L:

Ug. = —KEszsin(wt+qo)5l:%:|dwt = —KEcos(p) (12)

dla dwojnika R +C lub G[[L:0
Ug, = —KEfsin(wt—go)(sB] dot = —KEcos(q). (13)
Dla sktadowej urojonej (i)mmitancji poszczegdlnych dwojnikéw otrzymuje sie

nastepujace wartosci sygnalow wyjsciowych:
dla dwdjnika G||C lub R+L:

+n/2
U,,= —KE | sin(wt+¢)5(0)dot = —KEsin(¢p) (14)
. —-n/2
dla dwoéjnika R+C lub G| L:
+x/2
U,.=—KE | sin(wt—¢)é(0)dwt = KEsin(¢p). (15)
—z/2

\e(t)

| /:\ 2rédto
;W } sygnatu
} I | przesunwnik

/ fazy /2

i
S \/h\/
I

1
|
|
—u('t) , } R+C lub GIIL
| l
\/#/Im \

Rys. 5. Zasada pomiaru sktadowych immitancji dwojnikéw biernych za pomoca detektora fazoczulego
z probkowaniem
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Momenty probkowania i odpowiadajace im wartosci mierzonych wielkosci
zaznaczono strzatkami na krzywych odpowiedzi dwojnikow na rys. 5.

4. BLAD POMIARU SPOWODOWANY PRZEZ NIEDOKLADNE
WYZNACZENIE PRZEDZIALU CALKOWANIA

Niedokladno$é okreslenia katow fazowych wyznaczajacych przedzialy calkowania
lub kata fazowego probkowania sygnatu odpowiedzi moze wynikac z zakloceni sygnatu
odniesienia lub odpowiedzi, zawartosci wyzszych harmonicznych lub napigc¢ i pradow
niezrownowazenia wzmacniaczy operacyjnych w torze pomiarowym, a takze dryfu
poziomu napigcia odniesienia w ukiadach komparatorow.

Przesuniecie granic przedzialdow catkowania od wartoci nominalnej ¢, do
wartosci ¢, + A @, (dolna granica przedziatu catkowania) i od wartosci ¢, doo,+Ag,
(gérna granica przedziatu calkowania) powoduje przyrost napiecia na wyjsciach
integratoréw. Btad wzgledny catkowania, odniesiony do wartosci wielkosci mierzone;j
w przypadku bezblednego wyznaczenia przedzialow catkowania wyraza si¢ stosu-
nkiem:

Pg egtdeg .
[ sin(@tto)dwt— | sin(otto)dot
5¢ — 94 > @atA¢a . (16)
| sin(wt+p)dat

@d
W kolejnych podrozdziatach podano wyrazenia na blad wzgledny pomiaru
powstaly na skutek niedokladnos$ci wyznaczenia katéw fazowych poczatku i konca
przedzialu calkowania. Podano réwniez zaleznosci przyblizone, w ktorych zalozono
jednakowa warto$¢ bezwzgledna i znak bledu z jakim wyznaczono katy fazowe gornej
i dolnej granicy catkowania Ag, = A@, = Ag. Przyjeto rowniez, ze dla matych katow
fazowych A¢ < m/180° zachodza réwnosci sin(Ag) = Ag i cos(Ag) = 1.

4.1. DETEKTOR FAZOCZULY Z CALKOWANIEM W STALYM PRZEDZIALE

Wiyrazenia na blad pomiaru obu skladowych immitancji przy pomiarach ta
metoda sa nastepujace:
dla skladowej rzeczywistej dwojnikow G||C i R+ L:

n+Apg

1

Oppe=1——— i
oRe 3005(0) j sin(wt+ @)dowt

0+ 4¢a
1
=1—- [cos(Ap,)+cos(Ag,)— tg(e) [sin(Ag,) +sin(Ap )]
= Aptg(o), a7
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Rys. 6. Warto$¢ bezwzgledna wzglednego bledu pomiaru spowodowanego przez niedokladne okreslenie
przedzialow calkowania w pomiarach za pomoca detektora fazoczulego z catkowaniem w stalym
przedziale i z probkowaniem

dla sktadowej urojonej dwojnikéw G| C i R+L:

g+A(p, ‘
1 .
Optm = 1— 35in(9) sin(wt+ @)dowt

n
“Zia
2+ Py

o
= 1——>[cos(Ap)+cos(Ag,) — ctg(e) [sin(Ap,)+sin(Ap,)T]

= —Agctg(e). | - (18)

Pomiar skladowe;j rzeczywistej dwojnikow szeregowego R + Ci réwnoleglego G||L
obarczony jest blgdem wynoszacym:
n+Apg

1

0 1= 2cos(p)

oRe = sin(wt—@)dwt

O0+Adea
=1— % [cos(A@,)+cos(A (pg) + tg(p) [sin(Agp,) +sin(A gog)]]

= —Aotg(e), (19)
a pomiar skladowej urojonej bledem:

;+A¢g
1 .
Optm = 1— 35(0) sin(wt—@)dwt

n
—'2'+A(P.x
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=1 —%[cos(A.qo ) +cos(Ap,)— ctg(e) [sin(Ag,) +sin(A o]

= Apctg(o). (20)
Moduly wartoéci bledow pomiaru skladowej rzeczywistej |0, okreslonych
wyrazeniami przyblizonymi sa jednakowe dla wszystkich czterech rodzajow dwoj-
nikow. Podobnie jest w przypadku bledow pomiaru sktadowej urojonej [0,,,l- Wada
detektora fazoczulego z catkowaniem w statym przedziale jest silna wrazliwos¢ wyniku
pomiaru na blad wyznaczenia przedziatu catkowania przy matym udziale mierzone;
sktadowej w badanej immitancji tzn. przy wartosciach kata fazowego ¢ dazacych do
n/2 w przypadku pomiaru sktadowej rzeczywistej oraz dazacych do 0 w przypadku
pomiaru sktadow=j urojonej. Wykresy modutow bledow (17)—(20) przedstawiono na
rys. 6. dla wartosci Ag = n/180.

4.2. DETEKTOR FAZOCZULY Z CALKOWANIEM W ZMIENNYM PRZEDZIALE

Dla dwojnika réwnoleglego G| |C i dwojnika szeregowego R+ L wyrazenia na btad
pomiaru spowodowany przez niedokladne wyznaczenie katow fazowych przedzialow
catkowania sg jednakowe i wynosza dla sktadowej rzeczywistej:

g—<o+A<o,,
1 . : sin(Ag,)
Opre = 1— c0s(0) J sin(wt+@)dwt = 1—cos(Ap,)+tg(p)sin(Ae,) _W
0+Ag,
1—sin(¢)
=Ap———— 21
cos(¢) @)
i dla skladowej urojone;j:
§+Atpg
1 . . sin(Ag,)
Oprm = 1— o) J sin(wt+ @)dwt = 1 —cos(Ag,)+ctg(p)sin(Ag,) ——Saj
g—¢+A¢g
1—cos(¢)
T 2
sin () 22

Podobne zaleinosci otrzymuje si¢ dla dwéjnikéw R+C i G|L, przy pomiarze
sktadowej rzeczywistej immitancji:

n+Ag,
. ‘ ) sin(Ag,)
Some=1— p sl sin(wt—@)dwt = 1—cos(Ag,)—tg(e)sin(Ae,) + —co—s(#

n
E+‘P+A‘Pd

- 1 —sin(¢p)
~ A@————COS @) (23)
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1 przy pomiarze skladowej urojonej:

§+¢+Agog
1 i . sin(Ag,)
- - = 1 —cos(A t — T
Ootm S0 (o) f sin(wt—g)dwt = 1—cos(Ag,)+ctg(p)sin(Ag,) (@)
g+A¢d
1 —cos(
= *A"’Wq,)q))' 24)

Blad wzgledny pomiaru skladowych immitancji spowodowany przez niedokladne
okreslenie przedzialéw catkowania w detektorze fazoczutym z calkowaniem w zmien-
nym przedziale przedstawiono na rys. 7. Wynik pomiaru ta metoda jest najmniej
wrazliwy ze wszystkich trzech rozwazanych metod detekcji fazoczulej, na bledne
okreslenie przedzialow catkowania, ponadto w calym zakresie zmian kata przesuniecia
fazowego ¢ btad pomiaru ma wartos¢ ograniczona.

2 |
)
. NJ%l
sktadona Sktadowa
rzeczywista urgfona
1 b -
=T
4% 180
0 | |
xr ar I8
5 3 7 2

Rys. 7. Warto$¢ bezwzgledna wzglednego bledu pomiaru spowodowanego przez niedokladne okreslenie
przedzialéw catkowania w pomiarach za pomoca detektora fazoczulego z calkowaniem w zmien-
nym przedziale

4.3. DETEKTOR FAZOCZULY Z PROBKOWANIEM

W przypadku metody detekgji fazoczutej polegajacej na probkowaniu sygnatu
odpowiedzi, niedokfadne okreslenie kata fazowego probkowania powoduje pobranie
probki sygnatu w niewlaciwym momencie czasu tzn. dla katow fazowych ¢ +Ag.

Blad pomiaru skiadowej rzeczywiste; immitancji dla wszystkich dwojnikow
WYynosi: :

Opre = 1 —cos(A @) +tg()sin(A ) = Aptg(e). (25)
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Btad pomiaru skladowej urojonej immitancji dwojnikow G|C i R+L dany jest
wyrazeniem:

S prm = 1 —cos(A@)—ctg(p)sin(Ap) = —Apctg(p) (26)
a dwojnikow R+C i G|L:
Oprm = 1—cos(A @) +ctg(p)sin(Ap) = Apctg(p). 27

Zaleznoéci przyblizone opisujace blad pomiaru spowodowany niedokladnym
okreéleniem kata fazowego probkowania sg identyczne jak w przypadku detekcji
fazoczulej z catkowaniem w stalym przedziale, a wykresy bledow przedstawione
zostaly na rys. 6. Rowniez w przypadku tej metody, btad pomiaru rosnie nieo-
graniczenie jesli udzial mierzonej skladowej immitancji jest duzo mniejszy od
sktadowej ortogonalne;j.

5. BLAD POMIARU SPOWODOWANY SKEADOWYMI HARMONICZNYMI

W rozdziale okreslono udziat sktadowych harmonicznych zawartych w sygnale
wyjéciowym ze wzmacniacza pomiarowego w wyniku pomiaru sktadowych immitan-
cji.

Blad wzgledny pomiaru spowodowany obecnocia w mierzonym sygnale i-tej
harmonicznej definiowany jest jako stosunek wartosci calki z danej harmonicznej
obliczonej w odpowiednim dla mierzonej sktadowej immitancji przedziale calkowania
{p4»p,> do wartosci calki ze skladowej podstawowej obliczonej w tym samym
przedziale:

Pg
A; | sin(fot+o)dot
0, =—2 . (28)
A, | sin(wt+e)dot
Pg
Rozwazania zostana ograniczone do drugiej i trzeciej harmonicznej, ktore maja
najwickszy wplyw na wynik pomiaru ze wzgledu na ich amplitude na og6t wicksza od
pozostalych harmonicznch. A zatem w wyrazeniu (28) i = 2; 3. Wyrazenie w miano-
wniku jest napieciem na wyjsciu uktadu catkujacego jednego z uktadéw detektorow,
odpowiadajacym mierzonej skladowej immitancji badanego dwojnika przy braku
harmonicznych.
Zalozono nastgpujace postacie drugiej i trzeciej harmonicznej sygnatu w torze
pomiarowym:

uy(@8) = A,5inQ0t+0,)  uy(@f) = Aysin(Bwt+;) (29), (30)

gdzie A4,, A, — amplitudy, ¢,, ¢ — fazy odpowiednio drugiej i trzeciej harmonicznej.

Uwzgledniajac, ze probkowanie sygnalu odpowiada § — catkowaniu, dla metody
detekcji fazoczulej. z probkowaniem blad pomiaru mozna zapisa¢ jako stosunek
warto$ci i-tej harmonicznej w momencie probkowania do wartosci chwilowej pier-
wszej harmonicznej:
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_ A;sin(e,+¢))

= - , 30
4, sin(0, % ¢) (

przy czym ¢, jest katem fazowym, dla ktorego nastepuje pobranie probki sygnatu
odpowiedzi (0 lub #/2).

W przypadku detekcji dwupotowkowej, o ile w uktadzie nie przewidziano
usredniania napigcia wyjsciowego w czasie dtuzszym od okresu sygnatu odniesienia,
wyrazenia na tlumienie sktadowych harmonicznych sa identyczne jak w przypadku
detekcji jednopotéwkowej, z ta roznica, ze w kazdym polokresie nastepuje zmiana
znaku wyniku calkowania kazdej harmonicznej. Jesli scatkowany sygnat jest usre-
dniany w okresie rownym wielokrotnosci skladowej podstawowe;j, nastepuje redukcja
wynikow catkowania o przeciwnych znakach.

51. DETEKTOR FAZOCZULY Z CALKOWANIEM W STALYM PRZEDZIALE

W detektorze fazoczutym z catkowaniem w statym przedziale, wynik catkowania
drugiej harmonicznej wynosi zero zar6wno przy pomiarze sktadowej rzeczywistej jak
1 urojonej immitancji. Jest to podstawowa zaleta tej metody detekcji fazoczulej,
stanowiaca o jej przewadze nad pozostalymi dwiema metodami w sytuacji, gdy
detekowany sygnal jest znieksztalcony lub zaklocony. To samo odnosi sie do
wszystkich parzystych harmonicznych.

Dla trzeciej harmonicznej blgdy pomiarowe sktadowych immitancji wyrazaja sie
nastepujacymi zaleznos$ciami:
przy pomiarze skladowej rzeczywiste;j:

Ay cos(e,)
O3ge = = 3 32
3Re " 3EK  cos(g) (32)
przy pomiarze sktadowej urojone;:
— A, sin{@,)
Ony, = ——3 2\ 33
3 3EK sin(e) (33)
Wykresy bledu pomiarowego w formie znormalizowanej zgodnie z definicja:
= 3EK cos{Q,)
O3pe = |0 = , 34
3Re 3Re A3 cos ((p) ' ( )
= 3EK sin(g,)
Ospm = |0 = 35
3Im 3Im A3 sm((p) > ( )

przedstawiono na rys. 8. Blad pomiaru jest rowniez zalezny od fazy trzeciej
harmonicznej. Warto$¢ liczbowa bledu wzglednego mozna oszacowaé z zaleznosci (34)
1(35) lub rys. 8 po podstawieniu konkretnych wartosci napie¢ i wzmocnienia.

W detektorze fazoczutym z catkowaniem w stalym przedziale, wynik calkowania
parzystych harmonicznych wynosi zero zaréwno dla pomiaru sktadowej rzeczywiste;
jak i urojonej immitancji. W pewnym zakresie zmiennoSci kata fazowego o,
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Rys. 8. Bltad wzgledny pomiaru skladowych immitancji spowodowany skladowymi harmonicznymi
w pomiarach za pomoca detektora fazoczulego z catkowaniem w statym przedziale i z préb-
kowaniem

skuteczniejsze jest rowniez ttumienie trzecie; harmonicznej, w poréwnaniu z pozo-
stalymi metodami detekcji.

5.2 DETEKTOR FAZOCZULY Z CALKOWANIEM W ZMIENNYM PRZEDZIALE

Wyznaczone z rOwnania (28) bledy pomiaru sktadowych immitancji za pomoca
detektora fazoczulego z catkowaniem w zmiennym przedziale, przy detekgcji jedno-
potéwkowej wynosza dla skladowej rzeczywistej dwojnikow GJ|C i R+L:

A, cos(2e—@,)+cos(p,)

Oare = 2EK cos(¢p) ’ (36)
e

i sktadowej urojone;j:
5y = ZZZK _COSQ@:;HQZ;); cos(@,) ’ (38)
| 5y = 3,;4;1( sin(3go+Siq:13()(p—) sin{¢p,) : (39)
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Bledy pomiaru sktadowej rzeczywistej dwojnikéw R+C i G||L WYynosza:
A4, —c0s(2¢+¢,)—cos(p,)

O2re = TEK cos(p) ’ (40)
Sip, = 31;1;}( sin(3go-|;§;()§:;cos(qo3) @1

i skladowej urojone;:
Sup = 32} —sin(3 (p:i—nfp(zo))+ sin(¢,) . 43)

Wyrazenia (36)—(4?;) przy zalozeniu ¢, = ¢; =0, znormalizowane zgodnie
z definicjami (34) i (35) oraz

= 2EK
Osre = |O2re—— 44)
2R 2R Az
- 2EK
5 m = 5 m- 4 |» (45)
2r 21 A2
dla drugiej harmonicznej wynosza:
82r0 = 2c05(9), (46)
- sin(3¢)+1
O3ge = ————
3Re coSs ((p) (47)
821 = 2sin(9), “3)
5 _ (sin(3¢)
3Im T Sin((p) b4 (49)

Przykladowe wykresy bledow (46)—(49) dla ¢, = @3 = 0, w zaleznosci od kata
przesunigcia fazowego ¢ przedstawiono na rys. 9. Wykresy te ilustruja charakter
zmienno$ci wartosci bledu w postaci znormalizowanej. Wartosci liczbowe bledow
otrzymuje si¢ po podstawieniu konkretnych wartosci napig¢ i immitancji. Dla innych
wartosci katow fazowych ¢,, ¢, charakter zmiennoéci jest taki sam, z tym, ze wykres
bledu jest przesunigty wzdhuz osi odcietych.

Tlumienie i-tej skladowej harmonicznej po przejéciu przez detektor fazoczuly
uzaleznione jest od fazy danej harmonicznej oraz od kata przesunigcia fazowego
sktadowej podstawowej sygnatu odpowiedzi. Warto$é érednia drugiej harmonicznej
jest przez detektor fazoczuly z calkowaniem w zmiennym przedziale thumiona co
najmniej dwukrotnie, a wartos§¢ srednia trzeciej harmonicznej co najmniej trzykrotnie
w stosunku do wartosci $redniej z modutu.
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Thumienie sktadowych harmonicznych w tej metodzie detekcji fazoczulej jest mniej
skuteczne niz w przypadku detekcji fazoczutej z catkowaniem w stalym przedziale, lecz
lepsze niz przez detektor fazoczuly z probkowaniem. W przypadku detekcji dwu-
polowkowej, nie nastgpuje calkowite wytlumienie drugiej harmonicznej, jak w przypad-
ku pozostatych metod detekcji po usrednieniu wyniku catkowania w czasie dluzszym
od okresu sygnatu podstawowego. Zaleta tego detektora jest jednak to, ze wartosc¢
bledu jest zawsze ograniczona dla kazdej wartosci kata fazowego ¢ z przedziatu od 0
do w/2, i dla obu skladowych harmonicznych. Moze on wigc by¢ stosowany
w przypadkach, gdy udzial mierzonej sktadowej immitancji jest maty w poréwnaniu ze
sktadowa ortogonalna.

3 = 1 |
2 I6_2Rel oke |52Im|
1
0 ' "
ar . m
0 3 ER

Rys. 9. Blad wzgledny pomiaru skladowych immitancii spowodowany skladowymi harmonicznymi
w pomiarach za pomoca detektora fazoczutego z calkowaniem w zmiennym przedziale

5.3.DETEKTOR FAZOCZULY Z PRC)BKOWANIEM .

Bledy wnoszone przez wyzsze harmoniczne w przypadku detekcji fazoczulej
z probkowaniem okreslone sa ogolnym wyrazeniem (31).
Dla sktadowej rzeczywistej wszystkich typow rozwazanych dwojnikow bledy wynosza:

— 4, sin(p,) .
5 — 2 2
2Re EK cos(p)’ | (50)
— A, cos(p;)
5 — 3 3
3Re = TEK cos(q) ’ (51)
a dla skladowej urojonej immitancji:
_ A, sin(gy)
2tm = EK sin(g) (52)
4, sin(gy) (53)

3m = FK sin(e) |
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Charakter zaleznosci bledu od kata przesuniecia fazowego ¢ dla obu harmoni-
cznych jest podobny jak w przypadku detekcji fazoczulej z catkowaniem w statym
przedziale (por. rys. 8).

Wplyw danej harmonicznej na wynik probkowania zalezy od wartoéci chwilowej
danej harmonicznej w momencie pobrania probki sygnatu, a wigc takze od amplitudy
ikata przesunigcia fazowego i-tej harmonicznej. Warto$¢ chwilowa i-tej harmonicznej
znormalizowana wzglgdem wartosci $redniej z modutu, w zaleznosci od kata fazowego
@; jest jednakowa dla wszystkich dwojnikow. Wzgledny blad pomiaru dazy do
nieskoficzonosci przy matym udziale mierzonej skladowej wzgledem skladowej
ortogonalne;.

Thumienie skladowych harmonicznych w przypadku detekcji fazoczulej dwu-
polowkowej jest takie samo, z zastrzezeniem, ze w kazdym polokresie sygnalu
podstawowego nastepuje zmiana znaku wyniku probkowania drugiej harmoniczne;.
W przypadku dodatkowego usredniania w czasie diuzszym od jednego okresu
nastepuje redukcja drugiej harmonicznej, czyli wyeliminowanie jej wptywu na wynik
pomiaru.

ZAKONCZENIE

Przedstawiono zasad¢ pomiaru skladowych rzeczywistej i urojonej immitancji
dwuelementowych, liniowych dwojnikéw biernych za pomoca trzech typéow dete-
ktorow fazoczutych. Metody te sa szczegolnie przydatne w pomiarach dynamicznych
za pomocg parametrycznych przetwornikow pomiarowych typu RLC, przy porow-
nywalnym udziale skladowych ortogonalnych w mierzonej immitancji. Podano
podstawowe zaleznosci okreslajace napigcie wyjSciowe z detektora fazoczulego dla
czterech typéw dwojnikoéw, reprezentujacych przetwornik pomiarowy. Okreslone
zostaly wartosci blgdow spowodowane przez niedokladne okreslenie przedziatow
catkowania w poszczegdlnych metodach detekcji fazoczulej. Z przeprowadzonych
rozwazan wynika, ze najmniej wrazliwy na btad okre$lenia przedziatu catkowania jest
pomiar za pomoca detektora fazoczulego z calkowaniem w zmiennym przedziale.

Okreslone zostaly rowniez warto$ci bledéw spowodowane przez sktadowe har-
moniczne zawarte w mierzonym sygnale. Z przytoczonych obliczen wynika, ze
najmniej wrazliwy na skladowe harmoniczne jest pomiar za pomoca detektora
fazoczulego z calkowaniem w zmiennym przedziale, a- blad ma zawsze warto$é
ograniczona. Najskuteczniejsze tlumienie drugiej harmonicznej jest w detektorze
fazoczulym z calkowaniem w stalym przedziale.
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A. JAWOREK

PHASE-SENSITIVE DETECTORS IN MEASUREMENTS OF IMMITANCE COMPONENTS

tw

OF A TWO-TERMINAL

Summary

The principles of measurement of real and imaginary parts of a complex immittance of a passive
o-terminal by means of three types of phase-sensitive detectors have been presented. The two-terminal
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may in particular be a measuring transducer. The measurement is carried out by integration in an
appropriate time intervals of steady-state time-response of a two-terminal to a harmonic excitation voltage.
The accuracy of measurement by these methods has been considered. The measurement errors due to
inaccuracy in phase-angles of integration as well as the harmonic distortions have been theoretically
detemined.
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W pracy przedstawiono glowne nurty problematyki zlozonosciowej w odniesieniu do
projektowania ukladéw cyfrowych VLSL Wprowadzono pojecia elementarne dotyczace
zlozonosci obliczeniowej. Omoéwiono modele obliczen, w szczegOlnosci rownolegtych.
Przedstawiono ‘mozliwosci paralelizowalnosci algorytmow: i etapy projektowania algory-
tmoéw rownolegtych. Przedyskutowano ztozono$é komunikacyjna i S-komunikacyjna oraz jej
zwiazki ze ztozonoécia uktadu VLSI rozumiana jako AT?, przy czym A jest powierzchnia
uktadu scalonego, a Tczasem przetwarzania w tym ukladzie danych wejsciowych. Zwrécono
uwage na wybrane zagadnienia uktadow kombinacyjnych, w szczeg6lnosci na mozliwosci
realizacji uktadu VLSI za pomoca ukladow kombinacyjnych i ich zlozono$¢, takze
w kontekécie badania hierarchii boolowskiej.

1. WSTEP

Na roznych etapach powstawania ukladu cyfrowego bardzo wielkiej skali scalenia
(VLSI) projektant ukladu ma do czynienia z problematyka ztozonoéciowa. Obejmuje
ona ztozonoéé algorytmu realizowanego sprzetowo, ztozonos¢ samego uktadu wylozo-
nego na plytce krzemowej oraz ztozono$¢ algorytmow wykorzystywanych w trakcie
projektowania. Co do realizowanych algorytmow i algorytméw utatwiajacych proje-
ktowanie, to istotna jest tu przede wszystkim ich zlozono§¢ czasowa. Za miarg
zZlozonoéci uktadu scalonego wykonanego na ptyce krzemowej przyjmuje si¢ iloczyn
AT?, gdzie A jest powierzchnia ukladu, natomiast T'czasem przetwarzania przez ten
uklad danych wejsciowych — przy zatoZeniu stalego wymiaru charakterystycznego 4.

Praca sklada sie z szesciu rozdzialéw. W rozdziale 2 dokonano wprowadzenia
w problematyke zlozonosciowa. Zdefiniowano pojecie problemu, algorytmu, ziozono-
éci obliczeniowej algorytmu, przedstawiono uproszczona klasyfikacje problemow.
Trzeci rozdzial poéwiecono modelom obliczefi. Omoéwiono maszyng o dostepie

Prace wykonano w ramach CPBP 02.17 w czasie pobytu autora w Laboratoire de Génie Informatique,
Institut IMAG, Université Joseph Fourier w Grenoble.
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swobodnym i jej wersj¢ rownolegla, maszyne PRAM. Zwrdcono uwage na inne
modele, blizsze rzeczywistym architekturom komputeréw. Obliczenia rownolegle sa
przedmiotem rozdziatu 4, w ktorym szczegdlnie skoncentrowano si¢ na omowieniu
mozliwosci dekompozycji rownoleglej algorytméw oraz wskazaniu etapdw proje-
ktowania algorytméw réownolegtych. Rozdziat 5 dotyczy zlozonosci uktadéw VLSI i jej
zwigzkow ze zlozonoscia komunikacyjna i S-komunikacyjna. W rozdziale 6 przed-
stawiono wybrane zagadnienia dotyczace ukladéw kombinacyjnych i hierarchii
boolowskiej probleméw, co ma istotne znaczenie z punktu widzenia mozliwosci
realizacji algorytmow za pomoca ukladéw kombinacyjnych. Uwagi podsumowujace
konczg artykul.

Problematyke t¢ zaprezentowano biorac pod uwage aktualny (wiosna 1989) stan
wiedzy w tej dziedzinie. Ma ona jeszcze w znacznym stopniu charakter teoretyczny,
niemniej niektore wyniki juz dzisiaj maja istotne znaczenie w praktyce projektowania
ukladow cyfrowych VLSI [8, 12, 13, 15, 21, 30, 32, 43, 45].

2. WPROWADZENIE W PROBLEMATYKE ZLOZONOSCIOWA

Rozdzial ten jest poswigcony wprowadzeniu elementarnych poj¢¢ dotyczacych
problemoéw, algorytméw i zlozonosci [15, 31, 39, 40].

Pod pojeciem problemu rozumie si¢ pytanie ogélne, zwykle zalezne od pewnej
liczby parametrow, na ktore nalezy daé¢ odpowiedz. Problem jest zadany wowczas, jeshi
przedstawimy (i) ogolny opis jego parametréow oraz (i) zdanie stwierdzajace czym
powinna charakteryzowaé si¢ odpowiedz, czyli rozwigzanie problemu. Przypadek
szczegdlny problemu uzyskuje si¢ wowczas, gdy ustali sie wartosci wszystkich jego
parametrow. :

Jako przyklad wezmy problem Eulera, w ktérym pytamy czy w grafie nie-
skierowanym o n wierzchotkach istnieje $ciezka przechodzaca przez wszystkie
krawedzie dokladnie jeden raz. Przypadkiem szczegblnym tego problemu jest znane
powszechnie zagadnienie mostow na Pregole w Krélewcu: czy mozna wyznaczy¢ droge
spaceru po miescie tak, aby odwiedzi¢ kazda z czterech czesci 1, 2, 3, 4 miasta i przejsc
przez kazdy z mostow a, b, c, d, e, f, g dokladnie jeden raz? (rys. 1). W przypadku

AN
B

Rys. 1. Problem mostéw krélewieckich
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problemu mostow krolewieckich odpowiedz jest negatywna, gdyz z twierdzenia Eulera
[10] wynika, ze przez wszystkie krawedzie grafu mozna przejs¢ w sposob ciagly,
przechodzac przy tym kazda krawedz dokladnie jeden raz, wtedy i tylko wtedy, gdy
graf jest spojny i albo nie ma wierzchotkéw o nieparzystym stopniu, albo ma dokladnie
dwa takie wierzcholki.

Problem Eulera nalezy do klasy probleméw decyzyjnych charakteryzujacych si¢
tym, ze ich rozwigzaniem moze by¢ albo odpowiedz tak, albo odpowiedz nie. Wiele
probleméw, w tym optymalizacyjne, mozna sformulowa¢ w postaci probleméw
decyzyjnych. ‘

Zadany problem mozna opisa¢ na wiele sposobow. Bedziemy zaktada¢ w dalszym
ciagu, ze z kazdym problemem decyzyjnym jest zwiazane ustalone kodowanie,
oznaczajace tutaj odwzorowanie poszczegélnych przypadkoéw -problemu w slowa
w pewnym alfabecie skoficzonym A. Rozmiarem (wejscia) danego przypadku problemu
nazywamy dhugo$é stowa kodujacego ten przypadek, czyli liczbe liter tego stowa.
Méwimy, ze rozpatrujemy problem o rozmiarze n, jesli wszystkie jego przypadki
szczegbdlne majg rozmiar co najwyzej n. »

Powracajac do problemu Eulera, przedstawiony na rys. 1 przypadek szczegOlny
tego problemu mozna zakodowaé w.alfabecie 4 = {0,1,..,9, a;b,...,2,5,./, -} np.
w postaci stowa: 1:2:3:4;a:b/-/e/c:d/f/g, w ktorym przed $rednikiem wylistowano
wierzcholki grafu, a za nim przedstawiono krawedzie grafu przyjmujac porzadek
leksykograficzny. Jesli przyjac taka zasad¢ kodowania, to rozmiar rozpatrywanego
przypadku wynosi 24. R ) ,

Mozna takze stosowaé, i stosuje si¢, inne miary probleméw. W przypadkach
dotyczacych graféw bardziej naturalng jest miara w postaci liczby wierzchotkow lub
krawedzi, w problemie mnozenia macierzy kwadratowych — stopiefi macierzy,
w problemie warto$ciowania wyrazen boolowskich — liczba zmiennych itd.

Algorytm jest procedura stuzaca do rozwigzywania problemoéw. Mowimy, ze
algorytm rozwiazuje problem, jesli moze by¢ zastosowany do kazdego przypadku
szczegblnego tego problemu i zawsze jest zagwarantowane uzyskanie wyniku.
Wszystkie problemy z jakimi mamy do czynienia mozna podzieli¢ na dwie roztaczne
klasy: -

— problemy nierozstrzygalne, czyli takie, do rozwiazania ktérych nie istnieja
algorytmy, choé pewne przypadki szczegblne moga by¢ rozwiazane, np. przez
zgadnigcie, ‘ :

— problemy algorytmiczne, tzn. takie, ktére mozna rozwigza¢ za pomoca
algorytmow. '

W dalszym ciagu artykulu skoncentrujemy si¢ wytacznie na problemach algoryt- -
micznych. Mozliwoéé rozwiazania problemu za pomoca algorytmu, to jeszcze zbyt
malo. Nalezy zapytaé o koszty z tym zwigzane. Najczesciej stosowanymi miarami
zlozonosci algorytmow sa: zlozonoéé czasowa i zlozono$¢ pamigciowa, przy czym ta
ostatnia nie bedzie istotna dla naszych specyficznych rozwazan.

Zlozono$é czasowa algorytmu jest to czas potrzebny do wykonania algorytmu
wyrazony w funkcji rozmiaru problemu. W praktyce zlozonosciowej istotne sa duze

13*
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rozmiary problemoéw, zatem w celu ich scharakteryzowania poslugujemy si¢ 0szaco-
waniami asymptotycznymi.

Niech f, g: &'y —> Ay beda funkcjami, przy czym A4, oznacza ZblOI‘ liczb
naturalnych z zerem. Mowimy, ze f= O(g), jesli istnieje stala rzeczywista ¢ > 0
ime A, takie, e f(n) < c-g(n) dla wszystkich n > m. Oszacowanie f = O(g) oznacza
okreslenie: ograniczenia dolnego g na wartosc funkcji f. Przykladowo, jeSli
f(n) = 5n2+6n—4, to f(n) = O(n?).

Piszemy f = Q(g), jesli g = O(f)— w ten sposob okreslamy ograniczenie gérne na
warto$ci funkcji g. Jedli f= O(g) i f= Q(g), to moéwimy, Zze f Jest dokladnie rzedu
g i piszemy f = 6(g).

Odwolujac si¢ jeszcze raz do praktyki obhczemowe], b@dzwmy rozpatrywac
— chyba, ze wyraznie zaznaczono inaczej — ztozono$¢ pesymistyczna, tj. ztozonoéé dla
najgorszego przypadku, cho¢ niekiedy bardziej istotna moze okazaé si¢ warto$é
$rednia (oczekiwana) ztozonosci.

Algorytm o zlozonosci czasowej w1elom1anowe_], lub w skrocie algorytm wielo-
mianowy, to taki algorytm, ktorego ztozono$¢ czasowa jest O(p(n)), przy czym p(n) jest
wielomianem, a n oznacza rozmiar problemu. Je$li powyzszy warunek nie jest
spelniony, to méwimy o algorytmie wykladniczym.

Powracajac do problemu Eulera, to z przytoczonego twierdzenia wynika, Ze ‘aby
okresli¢ rzad zlozonosci obliczeniowej nalezy zbadaé stopien kazdego wierzchotka
sprawdzajac przy tym, czy kazdy z n wierzchotkéw ma potaczenie czy nie z pozostatymi
n-1 wierzchotkami, przy czym wystarczy wykonaé tylko n(n-1)/2 takich sprawdzen.
Jesli przyja¢, ze na jedno sprawdzenie zuzywa si¢ jedna jednostke czasu, to ztozono$é
czasowa problemu Eulera T'(n) = O(n?). Jest to zatem problem wielomianowy. Do
klasy probleméw wielomianowych naleza tez np. problemy o zlozonosci O(nlogn),
O(n?) itd., a do klasy probleméw wyktadniczych np. problemy o zlozonosci 02" czy
On!), chomaz z matematycznego punktu widzenia f(n) = n! nie jest funkCJq wykla-
dn1czq

Problemy
decyzyjne

Rys. 2. Uproszczona hierarchia probleméw decyzyjnych stosowana w zagadnieniach zlozono$ciowych

Nalezy rozrézni¢ pomigdzy zlozonoécia algorytmu a zlozonoscia problemu, gdyz
bardzo czgsto dany problem mozna rozwigzaé za pomoca wiccej niz jednego
algorytmu. Uproszczona hierarchi¢ probleméw decyzyjnych stosowana w zaga-
dnieniach zlozonosciowych (bedaca fragmentem tzw. hierarchii wielomianowej pro-
bleméw [41] (por. takze [3, 15, 19, 38, 49]) przedstawiono na rys. 2. Klasa P, to
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problemy o ztozonosci wielomianowej. Klasa NP zawiera wszystkie problemy z klasy
P, czyli P = NP, a takze problemy, ktorych status jest mniej pewny: takie problemy, ze
znane sa tylko algorytmy wykladnicze stuzace do ich rozwiazania. W teorii ztoZonosci
obliczeniowej przyjmuie si¢ powszechnie hipotezg, ze P #NP. Klasa NPC probleméw
NP — zupelnych jest podklasa probleméow w pewnym sensie najtrudniejszych
obliczeniowo w klasie NP. Znajduja si¢ w niej takie problemy, jak, przyktadowo,
problem spetnialnodci wyrazefi boolowskich, problem komiwojazera, upakowania,
dopasowania trojwymiarowego, kliki itd. [15, 29, 31]. Gdyby udato si¢ udowodnic, ze
cho¢ jeden problem z klasy NPC mozna rozwiaza¢ za pomoca algorytmu wielo-
mianowego, to P = NP, co wydaje si¢ mato prawdopodobne.

3. MODELOWANIE OBLICZEN

Teoria Zlozonosci obliczeniowej za punkt wyjécia bierze modele formalne obliczen
[29, 31]. Innymi stowy, rzeczywiste procesy obliczeniowe sa modelowane za pomoca
takich narzedzi jak maszyna Turinga, maszyna o dostgpie swobodnym, maszyna
RASP i wiele innych. Okazuje sig, ze modele te sa zasadne w tym sensie, ze uzyskane za
ich pomoca wyniki s3 potwierdzane w praktyce obliczeniowej. Ponadto kazdy z nich
mozna zasymulowaé za pomoca innego kosztem wielomianowej ilosci czasu co
oznacza, ze definicje formalne klasy P i klasy NP sa niezalezne od przyjetego modelu
obliczef. W celu pelniejszego okreslenia klas P i NP postuzymy si¢ modelem w postaci
maszyny o dostepie swobodnym (w skrocie: maszyna RAM).

Maszyna RAM jest idealizowanym komputerem skladajacym si¢ z (i) pamigci
o dostepie swobodnym (RAM), (ii) pamieci, w ktorej jest przechowywany program
pracy maszyny, (iii) tasmy wejsciowej, (iv) tasmy wyjsciowej (rys. 2). Pamig¢ RAM
sklada si¢ z ciagu rejestrow r 0, r1, r2,.... Kazdy z nich moze przechowywac dowolna
liczbe naturalna lub dowolna litere stowa wejsciowego. Nie naklada si¢ zadnego
ograniczenia na liczbg rejestrow. Wszystkie obliczenia odbywaja si¢ w rejestrze r0
zwanym akumulatorem (rys. 3). o .

Dane do maszyny sa wprowadzane z potencjalnie nieskoriczonej tasmy wejsciowej.
Jest ona podzielona na komérki, w ktérych umieszcza sig litery stowa wejsciowego po
jednym w kazdej komorce (w szczeg6lnosci moga to by¢ dowolne liczby naturalne).
Z ta$my wejsciowej mozna wylacznie odczytywac dane. Jesli litera stowa wejsciowego
zostala przeczytana, to glowica przesuwa si¢ o jedna komorke w prawo. ”

Tasma wyjsciowa jest tego samego ksztattu i jest obstugiwana na podobnej
zasadzie jak taséma wejéciowa z tym, ze stuzy wylacznie do zapisywania wynikow.
Program jest sekwencja arbitralnie zaetykietowanych instrukcji, wsrod ktorych
wyrdznia si¢ zwykle instrukcje wejscia/wyjscia, wspolpracy akumulatora z pamigcia
RAM, arytmetyczne i logiczne, skokoéw oraz instrukcje zatrzymania. Taki model stuzy
do realizacji obliczerr wartosci funkgji i do rozpoznawania (akceptowania) jezykow
formalnych. Jezyk formainy L w pewnym alfabecie skonczonym A jest to podzbidr
zbioru A* wszystkich stéw skoficzonych w tym alfabecie Iacznie ze slowem pustym,
Lc A*
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Tasma wejsciowa
tle|- - -Jn]-——

AR e}

=

Pamigé RAM

flel==lm]- -
Tadma wyjSciowa

Rys. 3. Schemat maszyny RAM

Z tego co zostalo powiedziane wyzej, wynika, ze kazdemu problemowi decyzyj-
nemu mozna przyporzadkowac pewien jezyk formalny. Jesli stowo wejsciowe xe L
reprezentuje przypadek szczegolny problemu, to fakt akceptacji tego stowa oznacza
rozwiazanie reprezentowanego przez x przypadku szczegdlnego badanego problemu.

Bedziemy przyjmowac, ze na wykonanie kazdej instrukcji maszyna zuzywa jedna
jednostke czasu oraz, ze ztozono$¢ czasowa T(n) problemu rozwiazywanego za
pomoca maszyny RAM jest to maksymalna wartos§¢, brana po wszystkich przypad-
kach szczegélnych o rozmiarze n, z sumy czaséw potrzebnych do wykonania
wszystkich instrukcji programu. Nalezy podkreslié, ze maszyna RAM jest modelem
obliczeni szeregowych. Do modelowania réwnoleglych proceséw obliczeniowych
mozna wykorzysta¢ maszyne PRAM sktadajaca si¢ z pewnej liczby, powiedzmy H,
réownolegle pracujacych maszyn RAM (procesoréw) dzielacych wspélna pamieé.
Zlozono$¢ czasowa maszyny PRAM jest to maksimum ze zlozonosci czasowych
branych po wszystkich maszynach RAM.

Maszyna PRAM jest wigc modelem systemu wieloprocesorowego dzielacego
wspélna pamieé. Przypadki szczegélne takich system6w sa modelowane za pomoca
réznych odmian tej maszyny [11, 14, 23, 47]. Jednakze system wieloprocesorowy
dzielacy wspolna pamie¢ nie wyczerpuje wszystkich, w szczegdlnosci rzeczywistych,
sytuacji obliczeniowych. W [22] wyroznia si¢ synchroniczne systemy réwnolegle
w postaci ukladoéw rozproszonych (distributed), komputerow taficuchowych (pipeline)
i matrycowych (array). Do systemow asynchronicznych zalicza si¢ tam komputery
sterowane przeplywem danych (dataflow). Jako szczegélnie przydatne do realizacji
w strukturach VLSI wymienia si¢ uklady systoliczne [27, 30, 45]. W zakresie badania
zwiazkow istniejacych pomigdzy réznymi rownolegtymi systemami obliczeniowymi
z punktu widzenia zlozonoéci obliczeniowej uzyskano pewne znaczace rezultaty (por.
np. [24, 28, 32, 44, 46]), tym niemniej w celu otrzymania petnej charakterystyki
konieczne sa dalsze badania.
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4. OBLICZENIA ROWNOLEGLE

Niech para uporzadkowana (T, H) bedzie miarg Ztozonosci algorytmu rownole-
glego, gdzie T jest czasem obliczefi (zfozonoscia czasowa), a H liczba procesorow.
Zaréwno T jak i H zaleza od rozmiaru problemu.

Algorytm réwnolegly o zlozonosci (T,, H,) mozna przeksztalcié w rodzing
algorytméw o ztozonosci (T, H), przy czym TH = TyH, dla H < H, [14]. Wynika to
stad, ze jesli dysponujemy tylko H procesorami, to kazdy z nich musi symulowac¢ Hy/H
procesor6w, zatem spowolnienie wynosi Ho/H, czyli T= T,H,/H. Bezposrednio
z powyzszego wynika wniosek, ze algorytm réwnolegly o zlozonosci (T, H) mozna
przeksztalcié w algorytm szeregowy o ztozonosci czasowej TH. (Wystarczy przyjac
H=1). ‘

Dla k > 1 klase NC* definiujemy jako klas¢ jezykow (odp. probleméw) akce-
ptowanych (odp. rozwigzywanych) przez maszyng PRAM w czasie T(n) = O(log" przy
wykorzystaniu H(n) = n* procesorow [36]. Przyjmujemy ponadto, ze

NC = | JNC~.
k=1

Z powyzej zapisanego wniosku o algorytmach réwnolegtych wynika, ze NC < P.
Nie wiadomo dotad, czy inkluzja ta jest wlasciwa. Pewne fakty zdaja si¢ wskazywac, ze
NC#P [1, 36, 47]. Oznaczaloby to, ze nie wszystkie problemy z klasy P sa
paralelizowalne w powyzszym sensie. Udowodniono, Ze spora liczba probleméw
nalezy do NC. Wér6d nich [9, 26]: cztery operacje arytmetyczne (+, — * /)
wykonywane na liczbach binarnych, operacje macierzowe (mnozenie, odwracanie,
obliczanie rzedu, obliczanie wartosci wyznacznika), wyznaczanie najwigkszych wspol-
nych dzielnikéw, wielomiandw, sortowanie, badanie spojnosci grafu, wyznaczanie
minimalnego drzewa rozpinajacego w grafie.

Dodajmy, ze klasa NC jest niezalezna od przyjetego w definicji modelu obliczen.
W szczegblnoéci jest to ta sama klasa, gdy w charakterze modelu obliczenr réwnol-
eghych wzia¢ uklad kombinacyjny (w tym przypadku procesorami sa bramki logiczne). -

Pojecie rownoleglosci wprowadzone w [47] rézni si¢ od rozpatrywanego w przypa-
dku klasy NC. Nie wymaga si¢ tutaj, aby czas obliczen by} ograniczony do O(log").
Konsekwencja tego moze by¢, iz pewne problemy spoza NC moga mie¢ rozwiazania
réownolegle. Inna korzyscia wynikajaca z braku wymagania tak duzego przyspieszenia
jest, ze liczba procesoréw koniecznych w implementaciji rownole glej algorytmu, zwykle
nierozsadnie duza (powiedzmy n, n?, n’ itp.) moze by¢ zredukowana.

W [47] zdefiniowano dwie klasy probleméw. Klasa PC zawiera te problemy
nalezace do P, dla ktorych mozna uzyskaé przyspieszenie o wigcej niz wspolczynnik
staly, jesli stosowaé rownoleglos¢ obliczen. Klasa PC* jest klasa problemow silniej-
szych, takich ze przyspieszenie jest proporcjonalne do liczby H Procesorow.

Jest oczywiste, z2 PC* < PC i NC < PC. Pytanie czy PC* =« PCc P jest
problemem otwartym. Ponadto latwo zauwazy¢, ze nieréwno$¢ NC # P implikuje
NC#PC.
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Klasy NC i PC nie wyczerpuja wszystkich znanych dotad klasyfikacji probleméw
z punktu widzenia réwnoleglosci obliczen. Istnieja takze inne oparte na modelach
obliczen w wigkszym stopniu oddalonych od rzeczywistych architektur komputerow.
Jednakze we wszystkich tych modelach z réznych powodéw nie uwzglednia sie
dhugosci przewodow laczgcych poszczegblne procesory, co ma takze wplyw na czas
przetwarzania. Srednia dlugo$é przewodéow w funkcji liczby n procesoréw dla
architektur w postaci grafu zupelnego i kostki wiclowymiarowej (h ypercube) w przypa-
dku, gdy schemat potaczen jest zanurzony w siatce planarnej (dla uktadu VLSI
wykonanego technologia planarna) wynosi, odpowiednio, @(n?) i ®(n/logn) [1].
Przewody te wnosza op6znienie istotnie wplywajace na jako$é algorytmu.

W procesie projektowania obliczeni rownolegtych, w szczegdlnosci' w ukladach
VLSI, mozna wyrézni¢ cztery etapy: (i) wybor algorytmu (w postaci acyklicznego grafu
skierowanego wskazujacego obliczenia elementarne i ich wspélzaleznosé (8], (i)
wybor architektury wieloprocesorowej, (iii) uszeregowanie zadan, dzigki ktoéremu
algorytm jest wykonywany poprawnie, (iv) okreslenie ztozonoéci algorytmu. W [33]
zaproponowano, aby za miare ztozonosci przyjaé glebokosé acyklicznego grafu
skierowanego (tzn. dlugo$¢ maksymalnej $ciezki wejsciowo-wyjsciowej grafu), co przy
zalozeniu, Ze uklad jest synchroniczny odpowiada zlozonosci czasowe] tego ukladu.
Zaproponowano takze, aby uwzgledniaé opdznienie komunikacyjne 7, tj. czas
pomigdzy momentem wytworzenia informacji, rozumianej w szerokim sensie, a mo-
mentem wykorzystania tej informacji. Opoznienie komunikacyjne, bedace funkcja
liczby n procesoréw zmienia si¢ w zaleznosci od architektury od n (pierscien), poprzez
\/; (siatka) do logn (kostka wielowymiarowa). W przypadku komputerow bedacych
aktualnie w eksploatacji © zawarte jest w granicach od jednostek do milionow
elementarnych krokow [33]. Opéznienie komunikacyjne jest zatem istotnie zalezne od
architektury komputera.

Zlozono$¢ obliczeniowa algorytmu zalezy wiec zaréwno od architektury systemu
(w-szczegoblnosci od opdznienia), jak i od uszeregowania elementarnych zadan jakie
muszg by¢ wykonane, aby osiagna¢ poprawny wynik koncowy.

5. ZEOZONOSC KOMUNIKACYJNA PROBLEMOW
-~ A ZLOZONOSC UKELADOW VLSI

Zagadnienia komunikacji odgrywaja istotna role w bezposrednim okreslaniu
ztozonodci uktadéw VLSL. =~

Przyjmijmy, ze jezyk L = {0,1}* ma by¢ rozpoznany przez dwa odlegle komputery,
lub inaczej, Ze problem ma by¢ rozwiazany za pomoca dwu komputerow. Kazdy
komputer otrzymuje polowe bitéw wejsciowych i obliczenie przebiega z zastosowa-
niem tego samego protokétu komunikacyjnego pomiedzy dwoma komputerami (wiele
interesujacych jezykow nie moze byé rozpoznanych z pominieciem komunikacji).
Minimalna liczba bitow jaka nalezy wymieni¢ w celu rozpoznania zbioru stéw
zerojedynkowych o parzystej dlugosci, czyli jezyka L N {0,1}*"(n = 1,2,3,...), mini-
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malizowana ze wzgledu na wszystkie podzialy bitow wejsciowych na dwie réwne czesci
i rozwazana jako funkcja n, jest nazywana zlozonosciq komunikacyjnq jezyka L (dla
prostoty rozwazamy tylko te stowa, ktore maja dhugo$¢ parzysta). Analogicznie
definiuje si¢ ztozono$¢ komunikacyjna problemu decyzyjnego.

Taka miare zlozonosci jezykow (a tym samym problemow) Zaproponowano
w [36]. Motywacja do badania miary ztozonosci komunikacyjnej jest to, Ze jest ona
$ci§le zwiazana z ograniczeniem dolnym na AT? uktadu scalonego rozpoznajacego
jezyk L (czyli rozwiazujacego problem modelowany przez L). W celu okreslenia
zlozonosci komunikacyjnej przyjmijmy kilka dodatkowych definicji.

Protokélem o 2n wejéciach nazywamy par¢ D, = (n, &), gdzie

(1) 7 jest podziatem zbioru {1,2,..2n} na dwa rozne zbiory S,;1S,,. Odpowiada to
podziatowi stowa wejsciowego na dwie rowne czesci, kazda przeznaczona dla innego
komputera.

(2) ®:{0,1}"x{0,1,8}* - {0,1}* { ) {accept, reject} jest funkcja.

Intuicyjnie pierwszy argument funkcji & jest czescia lokalna wejécia, a drugi
reprezentuje histori¢ (wprowadzanie poprzednich wiadomosci), przy czym §$ jest
separatorem wiadomosci. ’

Wartoéé funkcji @ okresla nastepna wiadomos¢. Dla danego stowa ce {0,1,8}*
funkcja @ ma wiasno§¢ braku przedrostka, tzn., ze dla zadnych dwoch y, y’ €{0, 1}" nie
zachodzi warunek, ze ®(y,c) jest whasciwym przedrostkiem @(y, ¢). Ta wilasnosé
zapewnia, Ze przy wymianie wiadomosci nie jest potrzebny zaden dodatkowy symbol
konica transmisji. ' :

Obliczeniem protokétu D, ze wzgledu na wejscie xe€ {0,1}*" jest stowo
c=c,$¢,8..8¢,8¢,. 1, 8dziek > 0,c,e{0,1}*dlai=0,1,..,k ;4,1 € {accept, reject},
takie ze dla kazdej liczby calkowitej j, 0 < j < k, mamy:

(a) jesli j jest nieparzyste, to ¢, = P(xp,c 3¢, 8 ..$c)gdzie x; jest wejsciem
x ograniczonym do zbioru S, ¥

(b) jesli j jest parzyste, to c;yq = Plxppc18¢,8:.8¢); gdzie x;; jest wejsciem
x ograniczonym do zbioru S;;. ' i

Innymi stowy, wspolpraca komputerow przebiega w ten sposob, ze kolejna
wysylana wiadomo$¢ zalezy od lokalnego wejscia i wszystkich poprzednich wymian
wiadomoéci. Oczywiscie ten proces jest -catkowicie deterministyczny. Diugosciq
obliczenia c jest catkowita dlugo$¢ wiadomosci w ¢ z pominigciem symboli separuja-
cych $ i koficowych accept/reject. :

Niech L < {0, 1}* bedzie jezykiem, a A = { D, ciagiem protokotow. Mowimy, ze
A rozpoznaje L, jesli dla kazdego n i dla kazdego x € {0, 1}*" obliczenie D, ze wzgledu
na wejécie x jest zawsze skoficzone i koniczy si¢ symbolem accept wtedy i tylko wtedy,
gdy xeL.

Niech f bedzie funkcja ze zbioru liczb naturalnych w zbior liczb naturalnych.
Moéwimy, ze jezyk L jest rozpoznawalny z komunikacjq f, co zapisujemy w postaci
LeCOMMI[f], jesli istnieje ciag protokotow A = D,) taki, ze dla wszystkich
nixe{0,1}?" obliczenie D, ze wzgledu na x ma dtugos¢ co najwyzej f(n).

Dla kazdego jezyka L = {0,1}* mozna zdefiniowa¢ nieskoficzony ciag funkcji
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boolowskich <h,(L)) (gdzie dla kazdego n, h,(L):{0,1}" —» {0,1}) taki, ze
X = XXy X, €L 0 {0, 1} b (4, Xy, s %) = 1.

Zloé'onoéciq komunikacyjnq C(r, ®) protokétu D, = (n, ) nazywamy maksimum,
brane po dtugosciach, ze wszystkich obliczen D,. Przyjmijmy ponadto, ze

C(h) = min{C(r, @) |protokdt (r, ®) oblicza funkcje boolowska h}.

W charakterze przykladu wezmy wyniki uzyskane w [16]. Niech G bedzie grafem
o n wierzcholkach, a ponadto niech f, (1) oznacza funkcje boolowska odpowiadajaca
problemowi spdjnosci grafu, f,(n) funkcje boolowska odpowiadajaca problemowi
s-t-spdjnosci grafu (pytamy, czy pomiedzy wierzcholkami s i ¢ istnieje $ciezka), a f3(n)
funkcj¢ boolowska odpowiadajaca problemowi dwudzielnosci grafu. Wowczas

CU)=CH)=C(fy) = O(nlogn).
Thompson [43] wykazal, ze dla dowolnej funkcji boolowskiej
AT? = Q(C?(h)).

Wynik ten jest bezposrednim facznikiem pomigdzy zagadnieniami ztozonoéci komuni-
kacyjnej a zlozono$cia ukltadow VLSI wykonywanych na plytce krzemowe;.

Hromkovi€ [21] zauwazyt, Ze okreslanie zlozonosci zgodnie z [36] charakteryzuje
si¢ dwiema wadami: (i) w pewnych przypadkach uzyskuje si¢ ,,nierozsadne” ogranicze-
nie dolne na AT? (istnieja problemy bardzo trudne, ktére moga by¢ rozwiazane ze
zlozonofcia komunikacyjna zerowa), (i) dla pewnych specyficznych problemow
trudno jest udowodnié nietrywialne ograniczenie dolne na ztozono$é komunikacyjna.
Z1ozonos¢ S-komunikacyjna usuwa obydwie wymienione wady oryginalnej ztozonoéci
komunikacyjnej.

Niech 4 bgdzie problemem ze zbiorem zmiennych wejsciowych X i niech Y< X.
Zlozonos¢ komunikacyjna zgodna z Y okre$lamy jako minimum po wszystkich
podzialach zbioru X dzielacych Y na dwie réowne czesci. Oznacza to, ze podziat
zmiennych wejSciowych zbioru X\Y jest dowolny (np. wszystkie zmienne ze zbioru
X\Y moga by¢ przekazane do jednego komputera). Jesli poréownaé oryginalng
koncepcje teorii VLSI u Thompsona [43], to nie ma watpliwosci, ze dla kazdego
podzbioru Y zbioru X kwadrat zlozonosci komunikacyjne; zgodnej z Y daje
ograniczenie dolne na AT>.

- Niech &/ = A4\ {0}, a|Z| niech bedzie liczba elementdw zbioru Z. Ponadto niech
h:{0,1}" > {0,1} bedzie funkcja boolowska n zmiennych x,,x,,..,x, i niech
X ={x1,%X5,00, X} '

Protokdl o n wejsciach z X jest uporzadkowana tréjka D, = (Y, n, ), gdzie:

(1) w jest podziatem zbioru X = {x,,x,, ..., x,} na dwa rézne zbiory S, i S, takie, ze
187 =m, |S;;| = k dla pewnych m,ke 4" m+k = n; S, zawiera r zmiennych ze zbio-
ru ¥, a §;; zawiera s zmiennych z Y. (Intuicyjnie rzecz biorac S, i S;; zawieraja zmienne
wejsciowe, odpowiednio, pierwszego i drugiego komputera),

(22:{0,1}"x{0,1,8}* U {0,1}*x{0,1,8}* > {0,1}* U {accept, reject} jest funkcja
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z wlasnoécig braku przedrostka, przy czym {0,1}* jest zbiorem wszystkich skon-
czonych ciagow zerojedynkowych bez ciggu pustego.

Obliczenie protokotu D, i dtugosé obliczenia sa zdefiniowane analogicznie jak
w przypadku rozpatrywanym powyzej. W taki sam sposob okreSlamy tez protokot
obliczajacy funkcje¢ boolowska.

Zlozonos$é komunikacyjna protokétu D, = (Y, n, @), oznaczana jako SC(Y, w, D), jest
réwna maksimum z dlugosci wszystkich obliczen tego protokotu.

Niech

SC(h, Y) = min {SC(Y, z, ®) | protokdt (Y, n, P) oblicza h}.
Woéwczas ztozonosé S-komunikacyjna funkcji boolowskiej h okreslamy jako
SC(h) = max{SC(h,Y)| Y= X}.

Oczywiscie pomigdzy ztozonoscia komunikacyjna okreslona w [36] a zlozonoscia
S-komunikacyjna zachodzi zaleznos¢

C(h) = SC(h, X).

Dla funkcjif: A g = A o, SCOMMY ] jest klasa problemow (odp. jezykow), ktore
moga byé rozwigzane (odp. rozpoznane) za pomocg ciagu protokotow ze zlozonoscia
S-komunikacyjna f. Bezposrednio z przytoczonych powyzej okreslenr wynika, ze dla
kazdej funkcji boolowskiej h jest spetniony warunek

C(h) < SC(h),
co oznacza, ze dla kazdej funkcji fif'( — A
. SCOMM[ f] < COMM[f].

Szczegblowa charakterystyke zlozonosci S-komunikacyjnej zawiera praca [21].
Zatrzymajmy si¢ jeszcze przez chwile nad dwoma waznymi wynikami tam zawartymi.

Sformulujmy nastgpujacy problem decyzyjny: czy dane wyrazenie boolowskie
F ma niezerowa zlozonos¢ S-komunikacyjna? Okazuje sig, ze jest to problem
NP-zupelny.

Drugi wynik dotyczy zlozonosci ukladu VLSI obliczajacego wartosci funkcji
boolowskiej. Niech m < n, m,ne A4 a ponadto niech f bedzie funkcja boolowska
n zmiennych, ktorej wartosci zaleza dokladnie od wartoéci m zmiennych. Wowczas dla
kazdego uktadu VLSI obliczajacego f

AT? > (m/2) (log,m—2log, (log,m)).

Oméwione powyzej protokoly sa protokotami deterministycznymi. Oprocz nich
wazne sa tez protokoly deterministyczne o k nawrotach, protokoty niedeterministy-
czne i probabilistyczne [17, 21, 36]. Uogolnienia deterministycznych protokolow
komunikacyjnych na sieci rozproszone komputeréw dokonano w [44]. Hierarchi¢
zlozonosci komunikacyjnej badano w [20]. W [12] przedstawiono mozliwosci
zastosowania protokélow probabilistycznych w obliczeniach VLSI.

Wszystkie wyniki dotyczace miary ztozonoéci uktadu VLSI w postaci iloczynu 4 T?
uzyskano przy zatozeniu stalego wymiaru charakterystycznego A ukladu. W pracy A
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zaprezentowano inne podejscie. Za miar¢ zlozonosci przyjeto T/A? przy stalej
powierzchni uktadu A. : o : '
Uzasadnieniem takiego podejécia jest fakt, ze w ostatnich latach obserwuje sie
wyrazne zmniejszenie wymiaru charakterystycznego A, a ponadto ze wzgledu na
mozliwosci technologii waflowej (WSI) powierzchnia 4 wydaje si¢ byé mniej istotna.
Wykazano takze zasade, w mysl ktorej przejécie od modelu przy stalym A do-modelu
przy stalym A dokonuje si¢ poprzez zastapienie A przez 1/4% oraz T przez T2

6. UKLADY KOMBINACYJINE I HIERARCHIA BOOLOWSKA

W tym rozdziale bedziemy rozpatrywaé uklady kombinacyjne (bez sprzezen
zwrotnych) o n wejsciach i m wyjsciach. Uklad kombinacyjny dobrze nadaje sie do
modelowania proceséw obliczeniowych. Wspomniano juz o tym przy omawianiu
klasy NC problemow. (Zwiazki z innymi modelami badano m.in. w pracach [34, 37,
421). Mozliwosci realizacji technicznych sa oczywiste.

Rozmiarem s ukladu nazywamy liczbe jego bramek, a glebokosciq d 'ukladu
— maksymalna liczbg bramek brang po wszystkich ciezkach wej Sciowo-wyjsciowych.
Jesli przyjag, ze kazda bramka przetwarzajac sygnat wnosi jednostkowe opodznienie, to
(zauwazono to juz w rozdziale 4) glgboko$¢ uktadu okresla jego ztozono$é czasowa.

Dla danej funkcji boolowskiej h:{0,1}" — {0,1} rozmiar uktadu obliczajacego
wartosci tej funkcji definiujemy jako _

S(h) = min {s| istnieje uklad kombinacyjny o jednym wyjsciu obliczajacy wartos$ci

funkgji A}, '
a glebokos¢ takiego ukiadu jako :

D(h) = min {d| istnieje ukiad kombinacyjny o jednym wyjsciu obliczajacy warto$ci
funkcji h}.

Analogicznie okresla si¢ rozmiar ukladu (m wyjsciowego) dla rodziny funkcji
boolowskich.

W 1958 r. Lupanov wykazat (por. np. [18, 38]), ze dla kazdej n argumentowe;j
funkcji boolowskiej h

S(h) < 1+0(1//n))- 2"/n.
W [35] udowodniono, ze dla kazdej funkcji boolowskiej h
D(h) = 0,25-S(h)-log, S(h) — O(S(h)).

Oczywiscie w przypadku projektowania uktadu VLSI chodzi o to, aby uzyskac
ukiad kombinacyjny o minimalnej glebokosci, a tym samym charakteryzujacy sie
duzymi mozliwo$ciami obliczeri rownolegtych [8]. v '

Definicje rozmiaru rozszerzymy teraz na jezyki w alfabecie {0,1}. Niech
L < {0,1}* Dla n > 0 niech g, ;:{0,1}" — {0,1} bedzie funkcja taka, ze

(x) = 1, jesli xeL
It =30, jedli xé¢L.
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Wowczas rozmiar ukladu akceptujacego jezyk L = {0,1}* okreslamy nastepujaco:

Sp(n)= S(Xn,L)-

Méwimy, ze jezyk L ma rozmiar wielomianowy, jesli istnieje wielomian p taki, ze
S.(n) < p(v).

Kazdy jezyk w klasie P ma rozmiar wielomianowy [38], co oznacza, ze kazdy
problem z klasy P mozna rozwiaza¢ za pomoca ,hiewielkiego” uktadu kombinacy-
jnego, tj. uktadu o rozmiarze ograniczonym przez wielomian.

Niech (h,> bedzie rodzing funkcji boolowskich. Przez P/poly oznaczamy zbior
rodzin {h,> zawierajacych wszystkie uklady o rozmiarach wielomianowych. Badaniom
klasy P/poly poswigcono wiele uwagi (por. np. [4, 19, 25, 38]) probujac znalezg jej
powiazania z hierarchia wielomianowa problemoéw. Jednakze zwiazki np. z klasa NP
nie sa do konica wyjasnione.

Biorac za punkt wyjsécia klasg NP definiuje si¢ hierarchie boolowska [48]. Niech
L < T* bedzie jezykiem w alfabecie X. Przez L oznaczamy dopetnienie jezyka L, czyli

L = £*\L. Kazdy poziom hierarchii boolowskiej skiada sie ze zbioroéw reprezen-
towanych przez pewna ustalona strukturg operatorow boolowskich na zbiorach NP:

NP(0) = P,
NP(1) = NP,
NP(2) = {L; " L,|L,,L,eNP},
NP(3) = {('L1 AL,)ULy|Ly,Ly,LyeNP},

NP(4) = {(L; " L) ULy)nLy|Ly, Ly, Ly, L, eNP},

Hierarchie boolowska definiujemy jako
BH = Y 1NP(k).

Hierarchia BH ma nastepujaca interpretacje fizyczna: zbiory w tej hierarchii
reprezentuja problemy rozwiazywalne spizg¢towo, przy czym reprezentacja ta polega
na domknieciu klasy NP ze wzgledu na operatory boolowskie. ’

Dokonamy teraz krotkiej algebraicznej charakterystyki klas NP(n) za pomoca
trzech operatoréw. Niech L;, i = 1,2,..., k, beda jezykami. Woéweczas operatory C, D,
E okre§lamy nastgpujaco: o ' :

— operator C
C(Ly) =Ly,

Cadlak>1
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C(Ly,... L _y) U L, dla k parzystego
CLy,..,L)= { = ) ,
C(Ly,...Ly_y)n L, dla k nieparzystego
— operator D
D(L,) = Ly,
adlak>1
D(Ly,..L)=L\D(L,,.. L),
— operator E A
E(L,) = L,
E(L,,L,) = L\L,,
adlak>2
B(L,,..L)= {E(Ll,...,Lk_l)uLk dla k nieparzystego
12 Tk E(Ly,...Ly_ ) U(L,_\Ly dla k parzystego’

W [48] wykazano, ze

NP(n) = {C(L,,..,L)|L,eNP, i=1,2,..,n} = ,
={C(Ly,...L)|L;2..2 L, LeNP, i=1,2,..,n} =
={D(L,,..,L)|L;eNP, i=1,2,..,n} =
={D(L,,..,L)|L,2..2L,L,eNP, i= 1,2,..,n} =
={E(L;,..,L,)| L,eNP, i=1,2,..,n} =
={E(L,,..,L,)|L, 2..2L, L,eNP, i=1,2,...n}.

Powyzsze postaci normalne sa analogiczne do postaci normalnych Hausdorffa,
w szczegolnosci do znanych z teorii ukladéw kombinacyjnych postaci normalnych
wyrazen boolowskich.

Wyniki uzyskane dotad w zakresie badania hierarchii boolowskiej (obszerne ich
zestawienie zawieraja prace [5, 6]) przedstawiaja w nowym $wietle zagadnienia
zlozono$ciowe, w szczegolnosci ze wzgledu na mozliwosci rozwigzywania problemow
za pomoca uktadéw kombinacyjnych. '

PODSUMOWANIE

W odniesieniu do uktadéw cyfrowych VLSI problematyka ztozono$ciowa zaczela
si¢ rozwija¢ przed okolo dziesigciu laty. W niniejszej pracy naszkicowano glowne jej
nurty: klasyfikacj¢ probleméw ze szczeglnym uwzglednieniem algorytmow réwnoleg-
tych rozwiazujacych zadane problemy, ztozonosé komunikacyjna i jej zwiazki ze
zlozonoscia uktadéw VLSI, zagadnienia rozwiazywania probleméw za pomoca
uktadéw kombinacyjnych w powiazaniu z hierarchia boolowska. Maja one juz dzisiaj
bardzo istotne znaczenie w praktyce projektowania uktadéw VLSI, zar6wno wykorzy-
stujacej metody tradycyjne, wspomaganie komputerowe, jak i prowadzonej auto-
matycznie za pomoca kompilatoréw krzemowych. Mozna tu wymienic¢ projektowanie
algorytméw, projektowanie logiczne, rozmieszczanie elementdw i prowadzenie pota-
czen miedzy nimi, zagadnienia testowania [8, 13, 45].
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Wiele zagadnien zlozono$ciowych istotnych w projektowaniu ukladow VLSI

wymaga dalszych, poglebionych badan. Odnosi si¢ to szczegdlnie do projektowania
algorytméw rownoleglych, klasyfikacji problemow ze wzgledu na mozliwosci wykony-
wania obliczen réwnoleglych oraz hierarchii boolowskiej.

1.

10.
11.

12,

13.
14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.
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J. STOKLOSA.

COMPLEXITY OF VLSI DIGITAL SYSTEMS

Summary

In the paper the main trends in the design of VLSI digital systems from the complexity point of view are
presented. The basic notions dealing with computational complexity are introduced. Possibility of
parallelization of algorithms and stages in the design of parallel algorithms are presented. Communication
and S-communication complexities are discussed and relations with the AT? complexity of VLSI systems
are outlined. Some problems of boolean circuits in the context of the boolean hierarchy are examined.
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W artykule przedstawiono rozwiazanie nowego optoelektronicznego przetwornika
wzglednej roznicy czestotliwoscei, szczegdlnie przydatnego dla potrzeb synchronizacji genera-
tora z pracujaca siecia niesztywna, np. w warunkach okrgtowych. Przedstawiono podstawy
teoretyczne rozwazanego przetwornika, wyprowadzono jego charakterystyke przetwarzania,
to znaczy zaleznoéé sygnalu wyjsciowego od wzglednej roznicy czestotliwosei sieci i syn-
chronizowanego z nia generatora. Przeprowadzono analizg teoretyczna stalej przetwornika
# oraz bledu nieliniowosci J, w zaleznosci od czgstotliwosci sprowadzonej 7 i wzglednej
réznicy dwoch czestotliwosci 0. Oszacowano gléwne wilasciwosci metrologiczne. Sfor-
mulowano warunki konstrukcyjne dla osiagnigcia okreslonych parametréw techniczaych.

1. WSTEP

W ,Rozprawach Elektrotechnicznych” 4/1989 [6] przedstawiono zagadnienie
pomiaru odchylki czestotliwosci, rozumianej jako roznica migdzy wartoscia czgsto-
tliwosci mierzonej i jej warto$cia powinna. Podano koncepcje stosowanych przetwo-
rnik6w optoelektronicznych, prezentowanych na tle znanych rozwiazan. Podkreslono,
7e wazng informacja dla uzytkownika moze by¢ albo odchytka czgstotliwosci od
warto$ci znamionowej (czyli stanowiacej ceche konstrukcyjna danego urzadzenia),
albo wzgledna roéznica dwoch czestotliwosci. Pierwsze z zagadnien wiaze si¢ z oceng
stanu pracy urzadzen technicznych, natomisast drugie dotyczy synchronizacji genera-
tora z pracujaca siecia niesztywna. Rozwiazania omawiane w pracach [2, 6] dotycza
przypadku, gdy czestotliwos¢ znamionowa ma warto$¢ stala. Przedstawiony tam
transoptorowy przetwornik odchylki czgstotliwosci od wartosci znamionowej nie jest
optymalnym przyrzadem dla przeprowadzenia pradnicy z siecia okrgtowa. Siec ta
wykazuje bowiem istotne odchylenia czgstotliwosci od jej wartosci znamionowej,
a o przebiegu synchronizacji decyduje rzeczywista wartos$¢ wzglednej roznicy czestot-
liwosci sieci i generatora. Nasuwa to mysl opracowania nowego typu przetwornika [3,
4, 7] ktoérego sygnal wyjsciowy bylby wlasnie miarg tej roznicy.



594 : J! Mindykowski : . Kwart. Elektr. i Telekom.

Niniejsza praca prezentuje wstgpna koncepcje takiego przetwornika, jego wlas-
ciwosci metrologiczne i wymagania konstrukcyjne.

2. TEORETYCZNE PODSTAWY DZIALANIA TOROW POMIAROWYCH
NOWEGO PRZETWORNIKA WZGLEDNEJ ROZNICY CZESTOTLIWOSCI

Sygnat wyjsciowy przetwornika powinien by¢ miara wzglednej réznicy miedzy
czgstotliwodcia f, napiecia U, wytwarzanego przez synchronizowana pradnice
— a czgstotliwoscia f, napigcia U, sieci niesztywnej. Przetwornik ma mie¢ charaktery-
styke zblizona do proporcjonalnej. W dalszych rozwazaniach beda brane pod uwage
uklady analogowe, wykorzystujace znane transoptorowe elementy przetwarzajace
typu ,,I/AG” [5].

Koncepcja transoptorowego przetwornika wzgle;dnej roznicy czestotliwosci przed-
stawiona w publikacjach [4, 7] bazuje na wykorzystaniu elementéw tego typu
zasilanych poprzez uklady prostownicze i filtry dolnoprzepustowe. Transoptory sa
sterowane wyprostowanymi pradami, z ktorych I, oraz I, maja charakter pojemno-
Sciowy, za$ Iy, oraz Iy, — rezystancyjny; ilustruje to rys. 1.

e

a) 5 .
' I.i] Gpy=f (Uxcox) lj] Gry= F(Uyeoy)
QGT;HUx) [:]Gw:f{uy)

J

LPF §* x LPF

p7 £ 7 '
Ue () (%H- Rl Gy Grg (22 J_<'e_>_| Uy (w,)
el (3= %:9 LFF ‘

Rys. 1. Koncepcja transoptorowego przetwornika wzglednej réznicy czgstotliwosci, a) idea rozwiazania,

b)schemat uktady; Gr,, Gr,, Grs, Gr, —konduktancje odpowiednich transoptoréw, e — sygnat wyjsciowy

przetwornika, ¢ — wzgledna réznica czestotliwosci f, i f,, FDP — filtry dolnoprzepustowe. R, R,C,C,

— rezystancje i pojemnosci wejsciowe w galeziach pradu odpowiednio I, Iy, Icy, Icz, U (@,) — napiecie

synchronizowanego generatora, U (w,) — napigcie sieci okrgtowej, E — stabilizowane napiecie pomocnicze
zasilajace mostek
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Analiza teoretyczna przeprowadzona w pracach [4, 7] wskazuje, iz mozliwe jest
uzyskanie praktycznie liniowego przetwornika wzglednej roéznicy czestotliwosci.
Uzyskuje si¢ to pod warunkiem, ze przy opisanym sposobie zasilania charakterystyki
przetwarzania dla transoptorde sa praktycznie liniowe. Musza tu byé spetnione pewne
wymagania konstrukcyjne.

Wstepne badania [6] udowodnity, ze dla osiagnigcia stawianych celéw konieczne
jest zasilanie transoptoréw poprzez bardziej rozbudowane uklady, zawierajace
prostownik liniowy, aktywny filtr dolnoprzepustowy oraz przetwornik typu »napigcie
na prad”. Opis takich ukladdw, ich parametry i wyniki badan doswiadczalnych
przedstawiono we wspomnianej pracy. Przeprowadzone do$wiadczenia potwierdzity
zasadniczo liniowy charakter zaleznosci G; = f(I), gdzie G, jest konduktancja
wyjsciowa transoptora, a I, pradem wyj$ciowym wyzej opisanego ukladu zasilajacego.
Badania te wykazaly réwniez, iz konieczne jest zmniejszenie impedencii wejsciowej
ukladu przetwarzajacego w torze zasilania transoptoréw , przy zachowaniu mozliwie
malego poboru mocy z obwodu badanego. Doprowadzilo to do zastosowania czlonow
wejSciowych, ksztaltujacych charakter pradu danej galezi (jako pojemnosciowy lub
rezystancyjny), odpowiednio czwornikéw typu C-R, lub G-R,. Rys. 2 przedstawia
schemat zmodyfikowanej koncepcji transoptorowego przetwornika wzglednej roznicy
czestotliwosci, gdzie do zasilania transoptoréw wykorzystano uklady UZ zawierajace
prostowniki liniowe, aktywne filtry dolnoprzepustowe i przetworniki typu ,napiecie na
prad”, zamiast rozwazanych wstepnie mostkéw Greatza z filtrami pasywnymi.

Szczegblowe rpzwazania na temat ukladow zasilajacych o charakterze pojemno-
Sciowym wzglednie rezystancyjnym podane sa w pracy [6].

Zgodnie z przedstawionymi tam réwnaniami (27) i (30), prady sterujace transop-
tory T1, T2, T3 i T4 mozna opisaé zalezno$ciami:

_ Ky U,o0,R; C, W
- V@R, C)+1

_ Ky U,0,R;5C, [ ()
¢ Jo,R;C)

4
q,+1 7 -

I,

Im = Kuzz

I

I R2 = KUZ4
-1y

Znaczenie symboli we wzorach (1) jest nastepujace: _

Kuz1, Kuzz, Kuzs, Kyza — wspolczynniki wzmocnienia odpowiednich ukladéw zasi-
lajacych ‘

U, —napigcie synchronizowanego generatora o pulsacji w,

U, — napigcie sieci okretowej o pulsacji o,
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Cx,Rx,Rdl;Rdz — elementy wyznaczajace odpowiedni charakter i wartosci
pradow sterujacych transoptory T11 T2

C,,R,,Ry3,Rus —elementy wyznaczajace odpowiedni charakter i wartoSci
pradow sterujacych transoptory T3 1 T4

44, — liczby bezwymiarowe, odpowiednio roéwne:

4, = Raz G,
4, = Rua G,
przy czym G, = 1/R,i1G, = 1/R, sa admitancjami wejsciowymi toré6w o charakterze
rezystancy_]nym o
Przyjmuje si¢, ze spelnione sa warunki konstrukcy]ne
w, R4 C,« 1
w,R;5C,« 1

q, <« 1 @)
q,«1
Woéwezas uklad rownan (1) przyjmuje przyblizong postac:
Ic; = Kyz1U, Ry Coo)
Iy = Kuz2¢, U
> (1a)
Ica = Kyzz U, Rz C 00,
Iy = Kyzy gy U )
Uwzgledniajac ogdlna charakterystyke transoptora G = Al [5], dostaje si¢
Gy = (AT R CYU, o, )
2 = (434) U, | 3)
13 = (A3 Ry3 Cy) Uy W,
- (2q)U, |
gdzie symbole
Af =4, Kuz1
At =4, Kuza
A% = A, Kuzs
Ax = A4KUZ4

wyrazaja stale konstrukcyjne transoptoréw wraz z odnoényrhi ukladami zasilajacymi.

3. CHARAKTERYSTYKA PRZETWARZANIA
PRZETWORNIKA ZMODYFIKOWANEGO

Napiecie na wyjéciowej przekatnej mostka jest okreslone rownaniem:
€ _ Gty _ Gr3
E Gp1+Gry Gr3t+Gra

)
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gdzie:

E — stabilizowane napigcie pomocnicze zasilajace mostek.
Po uwzglednieniu zaleznoéci (3), napiecie wyjsciowe przetwornika wzglednej roznicy
czgstotliwosci opisuje wyrazenie:

€ AZATRdl Cxwqu—A§A§ Rd3 Cyqux

i ) 5
E " (AT Ruy C0,+ A% q) (A% Ry C, 0, + A% 1) ©)

W momencie zréwnania si¢ obu czgstotliwoéci mostek powinien byé w réwno-
wadze. Wobec tego dla w, = w, ma byé¢ e = 0. Postulat ten jest spetniony, Jezell
zachodzi zwigzek:

At A% Ry Cqu = A A5 Ry C,q,
co daje warunek konstrukcyjny:
AY AR, C qx

A%q = 6
4qu ATR;, C, (6)
Po podstawieniu (6) do réwnania (5) dostaje sie:
<= D . 0
E qx AY Ry Cxw A3 Ry3 C, + C,R;3 o
C,Ris  A3R;C, ATRy; C, dx ’
Wprowadza si¢ teraz oznaczenia skrotowe:
== ®)
A¥Ry C,
1
=B 9
oraz
qx
= W,. 10)
C,Riz; ° (
Pulsacj¢ pradnicy w, wiaze si¢ z pulsacja sieci w, za pomoca zaleznosci:
o, = o, (l+0) (11)

gdzie o oznacza wzgledna roznice obu czestotliwosci. W ten sposéb dochodzi sie do
wzoru:

1
e = " . (12)
Byw,
1+ ( 1+ ) +0o
W, Byw
Nazwa ,,czestotliwosci sprowadzonej” okreéla si¢ ulamek:
B
% —y (13)

Wgq
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co pozwala zapisa¢ rownanie (12) w postaci dogodnej do analizy:

1 o

1 1 '
t <1+-11—)+0'

Nalezy tu wyraznie podkre$li¢, iz zmiany czgstotliwosci sieci niesztywnej w,, wywoluja
zmiany wartoéci czestotliwosci sprowadzonej, czyli # = var. Laczac rownania (9), (10)
i (13) mozna wyznaczy¢ warto$é znamionowa czgstotliwosci sprowadzonej 7,

_ ATRdl Cx o
T AfR,G, "

Dla danej znamionowej czestotliwosci sieci okrgtowej w,, dobor odpowiedniej
wartosci M moze odbywaé si¢ poprzez regulacje rezystancji Ry, i/lub R,,, regulacje
pojemnosci Cx i/lub admitancji G, oraz zmiang stosunku A,/4, na drodze zmiany
odleglosci ,,a” transoptoréw T, i/lub T,. '

Nalezy tu jednak pamigtaé¢ o konsekwencjach wynikajacych z warunku rownowagi (6).
Techniczna realizowalno$é wielkosci 1, zwiazana jest z Zadang warto$cia em,, sygnatu
wyjéciowego, gdyz zasilajace napigcie pomocnicze E ograniczone jest obciazalnoscia
elementow mostka oraz uzyskaniem liniowosci chasrakterystyk transoptorow

= f(I,). Napi¢cie pomocnicze E moze by¢ uzyskane z dodatkowego wtornego
uzwo_]enla jednego z transformatoréw wejsciowych (obniZajacych napigcie prze-
twarzane do poziomu wymaganego dla zastosowanej konstrukcji torow pomiaro-
wych.)

(14)

(15)

4, LINIOWOSC 1 STALA UKEADU

Omawiany uktad mogiby by¢ w przyblizeniu liniowym przetwornikiem wzglednej
réznicy czestotliwosci, o ile przedzial spotykanych wartoéci n bedzie nalezycie
dobrany. Nalezy wiec wybraé n, = B," w,,/®, tak, by wplyw zmian w, na & byl
minimalny. Celem bliZszego na$wietlenia tego zagadnienia wykorzystuje si¢ rOwnanie
(14). Po przeksztalceniu otrzymuje si¢

e_1 (16)
o b4

x=(L+M[<L+%>+a] | (162)

oznacza stala rozwazanego ukladu.
Czgstotliwo$¢ w, podlega zmianom w pewnym przedziale wartosSci

gdzie wyrazenie

Dy € O, < Oyy- (17)
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Zgodnie z rownaniem (13), przy B, = const. i w, = const. wywohuje to odpowiednie
zmiany czestotliwosci sprowadzonej

M S 1< My (18)
gdzie 7, i 1,, sa odpowiednio minimalna i maksymalna wartoscia tej wielkosci.
Przyjmuje si¢, ze mozna je wyrazi¢ jako:

Hm = (1—d) (19)

Ny = (1+4d) (20)
przy czym 0 <d < 1.
Wartosciom #,, i 1,, zgodnie z réwnaniem (16a), odpowiadaja odpowiednio stale
przetwornika x,, 1 %,,.
Dla przedziatu 5 okreslonego nieréwnoscia (18) zachodzi wigc zmienno$é » taka, ze
pojawia si¢ warto$¢ srednia

Hg =

1
5 Gt 0. @y
W rozpatrywanym przedziale wystepuje wigc wptyw wielkosci # na wartoéé x, dajacy
si¢ scharakteryzowac za pomoca bledu wzglednego:
3, = “M”"m 10004 (2
Hpg+ %, -

Liniowo$¢ i stata rozwazanego uktadu wiaza si¢ bezposrednio z wielkosciami 8,1 x.
Zar6owno blad 6, jak i stata przetwornika x sa funkcjami dwoch zmiennych: d oraz o.
Zwiazkow 0, = f(d, 0) oraz » = f(d, o) poszukiwano w oparciu o analize numeryczna.
W wyniku obliczefi wartosci 4, jako funkgji o przy parametrze d wyznaczono warto$é
o tak, by dla danej pary (d,o) otrzymaé¢ zalozona wartos¢ bledu J,. Obliczenia
wykonano dla —1% < d, < +1% co 0,1% i 0,05 < d < 0,35 co 0,05. Wyniki takiej
procedury przedstawiono w tablicy 1.

Okazalo si¢, ze zalezno$¢ x5 = f(d, o) moze byé opisana rownaniem:

%, =A,+B, d+C,-c+D, o-d. @3

Roéwnanie (23) badano metoda analizy regresyjnej i otrzymano warto$ci wspot-
czynnikow: :

A, =39665 B,=04283;, C,=19913 i D,=0,1770

przy wspolczynniku korelacji R? = 0,9996 dla przedziatu 0,05 < d < 0,35. Nastepnie
wyznaczono bledy przyblizenia 8,[%] (tablica 2), rozumiane jako réznice migdzy
warto$ciami x%, wg tablicy 1 i 1ch przyblizeniami wg rownania (23). Z analizy
przeprowadzone_] dla wszystkich punktéw tablicy 1 wynika, ze 0pm = —0,53% (przy
d =035, ¢ = +0,0202) oraz O, = +0,39% (przy d = 0,20, ¢ = —O ,2708). Nadto
ustalono, ze 6, = 0% (przy d = 0,10; ¢ = 0,0941 oraz d = 0,30; ¢ = 0,0847). Dalej
przyjeto, ze wartoéé bledu J, [%] daje si¢ wyrazi¢ zaleznoécia: '

0, =A;+B; 6+ C; a2, (24)



