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(1+6) cos(@,+&) = cos @, + Y Zak—1 COS Pai_; (Ta)

kBL
(1+8) sin (@, +&) = sing, + ), —1"*" gy, sin @ze_;. (7b)
k=2

3. GRANICE BLEDU AMPLITUDY

Na podstawie wyzej wyprowadzonych wzoréw (7a) i (7b) mozna napisaé
nastepujaca zaleznosc:

(146) = 142, g54—; COS @iy COSP,+2), — 15! gy, sin gy, sing, +

k=2 kw2
+ [Zgzk_l cos @1 ]* + [Z — 1% gy sin Par-1)?- ®
k=2 k=2

W tym miejscu nalezy zauwazyc, iz

v

Zak—1 [COS @3y cOs @, + (—1)**! sin @y, sing, ]
= g1 C0s[@u_y + (=1 @,]. ©)]

Dalsze przeksztalcenia wymagaja rozpisania na skladniki obu tych wyrazen sumo-
wych, ktére podnoszone sa do kwadratu. Dostaje si¢ tutaj:

2 ' 2
l:ngk—l cos szk—x] '*'I:E(—'l)ﬂl 82k—1 sin(pz,,_,] =

k=2 k=2 .

=g +gi+g+et..

+ 2g,g,c0s, COsSQ, + 2 g.g,C080,CosQ, + + ...
— 2g.8;sing, sing; + 2 g,g,sing, singp, — + ...
+ 2g.8,C050, Cos@p, + 2 g.8,COSQP, COSPs + + ...
—2g.g,sing, sing; + 2g.g,sing, singp, — + ...

+o.. .. . + .o =
= ka%k-n + ZkZZgzk_l Sak+1 COS (Poi1+ Poiy) +

+ 2kzzg2k—l €2k+3 €08 Qa3 — Pax—y) +

+ 2kzzgzk—| Bak+s €OS (Pakss + Paer) +

+ Zkzzgzk—-l 8247 €OS (P2r47 — Pap—1) + . R _ (10

Wyrazenie (9) przyjmuje warto$¢ maksymalng wowczas, gdy jest
gar-1608[ @y + (=D* 0,] = + g2l (11a)
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za$§ swoje minimum osiaga dla

82k—1 COS[¢zk—1 + (— l)k ‘Pl] = — |gu-il- : - (11b)

Jezeli warunek (11a) jest zachowany dla wszystkich wartosci k, ktérym od-
powiada g#0, to wowczas wyrazenia (9) i (10) przyjmuja swoje wartosci najwigksze.
Przy spelnionym warunku (11b) wystgpuja natomiast wartosci najmmejsze Teza ta
wymaga blizszego uzasadnienia.

Poczatkowo zaklada si¢, ze warunek (1la) jest zachowany dla wszysthch
wyzszych harmonicznych, a wigc i dla (2n— 1)-tej. Tym samym zachodzi:

(=D™' 9,,
(=1)"*! @, + 180.

albo gy, > 0 ijednoczeSnie ¢,,_;
albo g,,_; < 0 1ijednoczesnie ¢,,_;

Wynika stad, zZe:

gdy g > 0 oraz gyyy > 0 to Porkr1 + Q1 = 0

gdy ga—1 < 0oraz gy, <0 to Prk+1 + Qa1 = 360

gdy gox—1 > 0 oraz gyey, < 0 to Pre+1 + Py = +180

gdy g1 < 0 oraz gy > 0 to Paest + Py = —180
Podobne rozwazania prowadza do wniosku, iz

gdy g1 Gak43 > 0 to Prk+3 — Po— = 0,

gdy g1 8u%+3 <0 to Pak+3 — P = 180,
Analogicznie dostaje si¢ tez:

gdy gau—1 gak+s > 0 to P45 + Q-1 = 0,

gdy 82k—1 S2k+s < 0 to Pak+s T Qa—1 = 180,

jak rowniez

gdy a1 Gk47 > 0 to Q7 — Pu—1 = 0, _

gdy gak—1 871 <0 to Oak+1 — Pau—1 = 180, itd.

Z powyzszego widac, ze tak spelniony warunek (11a) odpowiada pojawieniu si¢
gornej granicy bledu amplitudy. Wzor (8) przybiera wowczas nast¢pujaca postaé:

[1+6,P =1+ Z |g2k-1> + 22 |&2—1] + 22 | 821 1% &2641] +

k=2

+ 2 1821 1¥lgakesl + 2, 821 l*gakasl + - - (12a)
k=2 k=2 :

Ten sam sposob postgpowania moze byé zastosowany réwniez w przypadku, gdy
dla wszystkich wyzszych harmonicznych zachowany jest warunek (11b). Stwierdza
si¢ wowczas, ze

gdy a1 &1 > 0 to Qa1 + Py = 180,
gdy a1 &1 <0 to Qoy1 T Py = 0, oraz
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gdy - - g2k+3'> 0 to Pok+3 — Pak—1 = 180,_'

gdy g1 Sakss < Ov to Prers — Qu—y = 0, itd:

Powstajacy blad amplitude osiaga teraz swoja dolng granicg, przy czym wyrazenie
(8) moze by¢ obecnie zapisane jako:

M+6,p=1+), |gak1? =2 1821} =22 |82k—11#|€2kc1] —

k=2 . k=2 k=2

— 2 |Zak i |*|g2kas] + —22 |82—11*| 82645l — - - - (12b)

k=2 k=2

Z powyzszych rozwazaf wynikaja zatem zwiazki

46, = [1— Zlgzk—ll:lz

k=2
2 (12¢)
[1+6,1 = [l+ Zlgzk_ll]
k=2
prowadzace ostatecznie do zaleznosci
1661 = 2 | &1l (13)

k=2

okreflajacej graniczna warto§¢ blgdu amplitudy. Granica ta nie zostanie prze-
kroczona dla Zadnego momentu poczatkowego serii probkowan. Nalezy tu zauwa-
zyé, iz wiele typow przebiegbw odksztalconych nie pozwala na spelnienie warunku
(11a), (11b) dla wszystkich wystgpujacych harmonicznych. W takich przypadkach
rzeczywiscie powstajace ekstremalne bledy 6,,, 0, moga by¢ znacznie mniejsze od
wartosci granicznej. Rownosé 5, =8, wzglednie §,,= —; moze bowiem zachodzi¢
jedynie wowczas, jezeli istnieje taka warto$¢é momentu poczatkowego x, przy ktorej
dany warunek (11) jest spelniony dla wszystkich wyzszych harmoniczaych.

Z definicji (6) oznaczenia ¢ wynika, iz pojawienie si¢ takiego stanu jest zalezne
od katéw fazowych a harmonicznych niewyeliminowanych. Mozliwo$¢ spelnienia
— dla réznych x — obu warunkéw (11a), (11b) wystgpuje praktycznie woéwczas, gdy
istnieje tylko jedna harmoniczna niewyeliminowana. Spostrzezenia te najlepiej
objaénia stosowne przyklady liczbowe. Celem uzyskania mozliwie dobrej poglado-
wosci zalozono, iz zastosowana realizacja metody zapewnia eliminacj¢ tylko trzeciej
i piatej harmonicznej. Takiej realizacji odpowiadaja nastgpujace wartosci statych:

C(l) = 6,589113 oraz S = 138,000000 [deg].

Zalozono dalej, ze dla badanego przebiegu amplitudy wyzszych harmonicznych
odpowiadaja zaleznosci

Ay = A;/Qk—1) (14)
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Wynikajace stad wartosci wielko$ci pomocniczej gy, zostaly zestawione w poniz-
szej tablicy.

Tablical.
Przykladowe wartosci g, _,
k 2k—1 &yt
2 3 0
3 5 0
4 7 —0,012613
5 9 0
6 11 +0,008264
7 13 —0,003657
8 15 0
9 17 —0,002139
10 19 +0,002770

PRZYKLAD ,A”
Przebieg badany jest okreslony za pomoca rownania

_ v sin Qk—1)x

L e @

gdzie x=wt. Ksztalt tej krzywej jest podobny do przedstawionej na rysunku 3.
Wartosci katoéw fazowych wynosza tu a, =a, =, =0, =0. Blad amplitudy wynika
jedynie z wystgpowania siodmej harmonicznej, ktorej odpowiada ujemna wartosé g.
Na podstawie warunkow (11) i przy uwzglednieniu definicji (6) dochodzi si¢ do
ponizszych réwnan, z ktérych wyznacza si¢ momenty poczatkowe x, odpowiadajace
granicznemu bledowi amplitudy +0;. Warto§¢é dodatnia pojawia si¢, gdy
cos (¢, +@,)=—1. Wynika stad, ze ma zachodzi¢ (&, +a,)+8(x"+ ) =n"+ 360+ 180.
Przy uwzglednieniu przyjetych wartosci o, , a., f dostaje si¢ zaleznosc

x' = n'*45 — 115,500. (A1)

W  odniesieniu do minimum otrzymuje si¢ analogicznie, ze ma byé
(o, +,)+8(x"+ f)=nr" % 360. Prowadzi to do zwiazku

X" = n" % 45 — 138,000. | (A2)

Stosownie do wzoru (13), graniczna warto$¢ bledu wynosi tu d;=1,261%. Zgodnie
z rOwnaniami (A1, A2) ekstrema winny wystepowac¢ dla nizej zestawionych momen-
tow poczatkowych:

+9d¢ przy x = 19,500; 64,500; 109,500; 154,500;
—6s przy x = 42,000; 87,000; 132,000; 177,000,

Numeryczne badanie tego przykladu, przedstawione w [1], dato doldadme takie
same rezultaty.
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PRZYKLAD ,B”
Badana krzywa jest teraz opisana rownaniem
L (=D sin Qk—1)x
Y=L ek-1p ®)

Rys. 1 Przebieg odksztaicony do przykiadu ,B”

Ksztalt tego przebiegu pokazuje rys. 1. Katy fazowe maja tu nastgpujace wartosci:
o, = =a,=0,;=0, o, =0, =0, =180. Rol¢ harmonicznych niewyeliminowanych
graja 7, 11 oraz 13. Postepujac podobnie jak w przykladzie ,,A”, ustala si¢ rOwnania,
stuzace do wyznaczenia warto$ci momentu poczatkowego x. Liczba tych rownan jest
taka sama jak liczba harmonicznych mewyehmmowanych W ten sposdb otrzymuje
si¢ tu ponizsze uklady trzech rownan:

— dla maksimum

n' *45—-138,000
n” * 30—153,000 (B1)
n" % 30—123,000

« v

=
(I

przy k = 4 ma by¢
przy k = 6 ma by¢
przy k = 7ma by¢ x

— dla minimum

n % 45—115,500
n" % 30— 138,000 (B2)
n % 30— 138,000

przy k = 4 ma byé x
przy k = 6 ma by¢ x
przy k = Tma by¢ x

Z ukladu réwnan (Bl) otrzymuje sig, ze:
przy k=4 jest x =42; 87, 132; 177, 222, 267, 312

przy . k=6 jest x =27, 57, 87, 117, 147; 177; 207,
przy k=17 jest x =27, 57, 87, 117, 147, 177; 207,
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Wspoélne wartosci x, wystgpujace dla wszystkich harmonicznych niewyeliminowa-
nych, sa jak widaé nastepujace:

x = 87; 177, 267, 357 (B3)
Z uktadu réwnan (B2) dostaje si¢ natomiast: '
przy k=4 jest x = 19,5; 64,5, 109,5; 154,5; 199,5;
przy k=6 jest x=12,0; 42,0, 72,0, 102,0; 132,0;
przy k=17 jest x = 12,0; 42,0, 72,0; 102,0; 132,0.

Jak latwo zauwazyé, nie istnieja tutaj wspélne wartosci x.

(°/6]
2

AVARRVALVAE RN

Idegl|Ag
Sf o~ \w o~
o5k 7\ ~

-10}

6A

o

Rys. 2. Biad amplitudy (u géry) i blad fazy (u dotu) dla przykladu , B>

Z powyzszych rozwazan wynika, ze dla rozpatrywanego przykladu nalezy
spodziewaé si¢ 0y, =+0; oraz J,>—0d;. Stosownie do wzoru (13) jest tutaj
06=2,452%. Przyklad ten zbadano numerycznie. Rysunek 2 ilustruje zalezno$é
wartosci obu bledéw od momentu poczatkowego serii prébkowan x. Przy za-
stosowaniu mniejszego kroku zmian x wyznaczono ekstrema bledu amplitudy,
zestawione w tablicy 2.

Tablica2.
Ekstrema blgdu amplitudy dla przykladu ,,B”

Lp. x [deg] 0 [deg] Uwagi:

1. 14,34 —1,998 abs. min.
2. . 30,72 +0,847 lok. maks.
3. 42,00 +0,069 lok. min.
4. 53,28 +0,847 lok. maks.
5. 69,66 ~1,998 abs. min.
6. 87,00 +2,453 abs. maks.
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PRZYKLAD ,C”

Przebieg badany jest tutaj podobny do zastosowanego w przykladzie ,,A”, lecz
zawiera trzy harmoniczne niewyeliminowane 7, 11 oraz 13. OkreSla go rownanie

z sin Qk—1)x

y=2

L T k—1) ©

360

. ]
0 90 180\ 270

-1

Rys. 3. Przebieg odksztalcony do przykladu ,,C”

Ksztalt tej krzywej przedstawiony jest na rys. 3. Przez postgpowanie podobne do
zastosowanego w przykladzie ,,B”* dostaje si¢ nastgpujace zespoly wartosci:

— dla maksimum

przy k=4 jest x =195 64,5 1095 154,5 199,5;
przy k=6 jest x=12,0; 42,0, 72,0; 102,0; 132,0;
przy k=7 jest 27,0, 57,0; . 87,0; 117,0, 147,0;

i

=2
Il

— dla minimum

przy k=4 jest x =420; 87,0; 132,0; 177,0; 222,0;
przy k=6 jest x = 270; 570, 117,0; 147,0; 177,0;
przy k=7 jest x = 12,0; 42,0, 72,0; 102,0; 132,0;

Zaréwno jedna jak i druga seria nie wykazuje istnienia wartosci wspolnych. Wynika
stad, ze w rozpatrywanym przykladzie nalezy oczekiwaé J,,< + 4 oraz §,> —d;.
Blad graniczny jest taki sam jak w przykladzie ,,B” i wynosi 2,453%. I ten przykiad
zostal zbadany numerycznie. Zaleino§¢ obu blgdéw od momentu poczatkowego
x ilustruje rys. 4. Dodatkowo wyznaczone ekstrema bledu amplitudy zostaly ze-
stawione w nastepnej tablicy.
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Rys. 4. Blad amplitudy (u gory) i btad fazy (u dohu) dla przykladu ,,C”

Tablica3l.
Ekstrema blgdu amplitudy dla przykladu ,,C”

Lp. x [deg] d [deg] Uwagi:
1 16,35, | +1424 | abs. maks.
2. 42,00 —0,801 lok. min.
3 " 67,65 +1,424 abs. maks.
4, 87,00 -1,722 abs. min.

4. GRANICZNE WARTOSCI BLEDU FAZY
Na podstawie zaleznosci (7) znajduje si¢ latwo, ze

sing,+ Y (= D% gy sin gy,
tg (p,+8) = ———==2

cosp,+ Y. 8ak—1 COS Py_;
k=2

Dalsze przeksztalcenia opieraja si¢ na zastosowaniu wzordow:

sin ¢, g (H—1) = tgx—tgl

t = —_— e,
e cos @, 14tgax tgl

(15a)

(15b,c)

Celem uproszczenia zapisu wprowadza si¢ przejSciowo nastgpujace oznaczenie

pomocnicze

M= [cos @, + Y. 8y COS (p'z,,_,:l cos o, .

k=2

(15d)
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W pierwszej kolejnosci wyznacza si¢ roznicg

) 1 . )
tg(o, +e)—tgo, =—M[ Y (=1t gy  sin@y_ COSQP,— ) gu_; COSPy_, smer =
k=2 k=2

1 L : . .
= —1\_4[g3 sin @, CosQ, +g,€08 ,Sing, — g sing ,cosp, + g,cose sing, +

" +g,sing,cosg, +g,cos@,sing, —g,cosg,sing, + g sing cosp, +...=
1

' =J‘—l(Z(—I)ngzk—lsm[fl’u—l"'(*1)k¢1]>- (16a)
k=2 }

Inne przeksztalcenia zostaja wykonane w wyrazeniu, stanowiacym mianownik
wzoru (15¢):

1 . .
1+tgo,tg(p, +8) =A_l[1 + Zgzk_,cosq)u_,cosq)l + Z (-1 "“gzk_lsmgou_lsmq);I =
k=2 k=2

1 CL . .
= % [1 +£,C08(,COSQ, — g.sing,sing, +g,Cose ,CosQ, +g.sing sing, +

+2,C080,C08¢p, — g,Sine,sing, +g,C08Q,COsQ, + g,SinQ sing, +... =

=%<1 + Zg,k_,cos[gy,_, +(— 1)"(p1]> . (16b)
k=2

W ten spos6b otrzymuje si¢ zaleznosc

2 (=1 gy sin[gy_,+(—1o,]
tge = k=2 : - (17

1+ Y gu—ico8[@y_i+(— 1fe,]
k=2

Dosé zlozona postac powyzszego wzoru nastrecza pewne trudnosci przy po-
szukiwaniu granicznych wartosci bledu fazy &. Dokladne rozwiazanie teoretyczne
tego zagadnienia jest mozliwe jedynie w przypadkach najprostszych, gdzie wystgpuja
najwyzej dwie dowolne harmoniczne niewyeliminowane. Z uwagi na znaczng ob-
jetosc tych rozwazan, podaje si¢ tutaj jedynie otrzymane wnioski.

4.1. BLAD FAZOWY DLA PRZYPADKOW NAJPROSTSZYCH

A) Przy jednej harmonicznej niewyeliminowanej obowiazuje zaleznoéé

tg &g = (1|g2k—ll (18a)

—&au—1)*
a blad o wartosci &; pojawia si¢ przy spelnieniu warunku

cos[@u_1+(—=D*p,] = —gu ;. (18b)
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Dla przyktadu ,,A”, przy zachowaniu poprzedaio przyjetych zalozen, otrzymuje
si¢ warto§é £;=0,72269 [deg], ktora powinna wystgpowac dla nastgpujacych mo-
mentdéw poczatkowych:

— jako maksimum przy x = 8,160; 53,160; 98,160; . . . [deg]
— jako minimum przy x = 30,840; 75,840; 120,840; ... [deg]

B) Przypadek dwu harmonicznych niewyeliminowanych; Jedna z nich ma liczbg
porzadkowa (2k—1), a druga — (2n—1). Wobec potrzeby nadania zaleznoSciom
mozliwie prostej postaci, zostaja wprowadzone nastgpujace oznaczenia skrotowe:

t =2k-1 u=2n-—1. 19
Moga tutaj wystapi¢ rézne podprzypadki. '

B’) liczby k, n sa obie parzyste lub obie nieparzyste. Istnieja woéwczas dwa
rozwiazania, z ktorych podaje si¢ tu jedynie odpowiedz o wigkszej wartosci:

=g~ (=1)gl |

tgeg = 19a
S = -G~ 1" (%)
Warto$¢ g, pojawia si¢ przy jednoczesnym spelnieniu warunkéw
cos[p,+(—D*o,] = —(g.,—8&) (19b)
cos[p, +(—1)"p,] = —(g,—2)- (19¢)

Obydwa katy, okreslone lewa strona zaleznosci (19b, c), musza r6zni€ si¢ znakiem.
Tytulem_przykladu zbadano tutaj przebieg o rownaniu

_ & sin[(2k — 1)x+ ot_4]
=1 Qk—1) ‘ , @)

k=1

gdzie przyjeto katy fazowe o wartoSciach: o, =a,=a;=a,=0, o, =+88,804,
oy, =—91,196. Wspolne rozwiazania réwnan (19b,c), a mianowicie x=42,000;
132,000; 222,000; 312,000 odpowiadaja maksymalnemu blgdowi fazy. Dla minimum
wspolne rozwiazania nie istnieja. Graniczny blad fazy wynosi tu g;=1,1963 [deg].
Numeryczne badanie tego przykiadu dalo J,,= +1,1963 [deg] przy x=42,00 [deg].

B") Jedna z liczb k, n jest parzysta a druga nieparzysta. Tu réwniez wystepuja dwa
rozwiazania, z ktérych przytacza si¢ tylko to, ktore daje wigkszy rezultat:

_ (=D'e(d—gt+ed—(—Dg(l+87—gd)

t 20
8% 1= 27 + D)+ @ — £ @0
Warto$é ¢; pojawia si¢ przy jednoczesnym spelnieniu warunkow
2g .
cos[p,+(~1*p,] = ——1+g2t—g2 , (20b)
. t u
28,
coslg, +(~ 'p,] = T (20¢)

1+g?—g2"



TOM XXXIX — 1993 Biad podstawowy w metodzie... 211

Znaki odnosnych katéw takze tutaj musza by¢ przeciwne.
Jako przyklad zostal tu zbadany przebieg o rownaniu

_ &osinfRk—1)x+ayy] | sin[13x+a,,]
y=Yr— ozt 1® ®)

w ktorym zalozono: o, =a, =a;=0, =0, o, = + 88,555 oraz a, ; = —89,581. Wspoélne
wartoéci momentu poczatkowego, jakie odpowiadaja wystgpowaniu maksymalnego
bledu fazy, wyznaczone z warunkéw (20b,c), sa nastgpujace: x=42,000; 132,000;
222,000; 312,000. Na podstawie wzoru (20a) dostaje si¢ &g =0,9322 [deg]. Podobnie
jak w przykladzie D, tu takZe nie ma wspdlnych x, odpowiadajacych minimum
bledu fazowego. Numeryczne badanie tego przebiegu dalo w wyniku J,,= +0,9322
[deg] przy x=42,06 [deg]. Wystgpujaca tu niewielka roznica obu wartosci x wynika
przypuszczalnie z wplywu zaokraglen w trakcie obliczen.

4.2. BLAD FAZOWY DLA PRZYPADKU OGOLNEGO

Rozwazania nad przypadkami najprostszymi daja pewna podstawg do opraco-
wania zalezno$ci przyblizonych, waznych dla przypadkéw ogoélnych, charakteryzu-
jacych si¢ wigksza liczba harmonicznych niewyeliminowanych. Zaklada si¢ tutaj, ze
wszystkie niezerowe iloczyny

Gak—1€08[@2 1+ (— D¥o,]

maja warto$é bezwzgledna pomijalnie mata wobec 1. Zalozenie to jest uzasadnione
faktem, ze czynnik g jest malym ulamkiem i oprécz tego argument funkcji trygono-
metrycznej lezy w poblizu +90 [deg]. Z doktadnego wzoru (17) mozna wigc uzyskaé
zalezno$§¢ przyblizong

tgeg = X lgul - @n
k=2

Graniczny blad fazy pojawia si¢ wowczas, gdy dla wszystkich niewyeliminowanych
harmonicznych spetione sa jednoczesnie nizej przytoczone warunki:
— dla maksimum ma by¢

(=1)** gy sinf@u_;+(—1Fp,] = +lgau_il (222)
— dla minimum ma zachodzié
(= 1)** g sin[@pe; +(— 1)@ ,]= — g1 - (22b)

Zestaw rozwiazah ukladu réwnan (22a) musi zawiera¢ minimum jedna wspdlng
odpowiedz x. To samo dotyczy warunkow (22b).

Celem sprawdzenia praktycznej uzyteczno$ci przyblizonego wzoru (21) przep-
rowadzono przykladowe badania numeryczne. Przebieg odksztalcony zostal okres-
lony réwnaniem o postaci
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X sin[(2k—1)x+ay_,]

k=1 (2k-1)
Przy K=7 zalozono: a=0, ay=a =0, =a,;=—90, a,=0,=+90. Odpowiednia
krzywa jest przedstawiona na rys. 5. Realizacja metody pozostaje taka sama, jak
w przykladach poprzednich. Spelniony jest tutaj zespét warunkéw (22a), za$

+1

1
180

L
0
o

Rys. 5. Przebieg odksztatcony dla przykladu A O

oczekiwana warto$é graniczna bledu fazy, wyliczona ze wzoru (21), wynosi
86=14054 [deg]. Powinna ona wystapi¢ w poblizu x=42 [deg]. Numeryczne
badanie tego przebiegu dalo wyniki zestawione w nastgpnej tablicy.

Tablicad.
Ekstremaine biedy fazy dla przykladu ,F”

Lp. x [deg] € [deg] Uwagi:
1. 8,25 +0,4785 lok. maks.
2. 24,75 —1,1528 abs. min.
3. 41,91 +1,4056 abs. maks.
4, 59,39 ~1,1386 lok. min.
5. 75,72 40,4875 | lok. maks.
6. 87,00 +0,0396 lok. min.

Ten sam typ przebiegu byl nastepnie badany przy zalozeniu réznych wartosci
katéw fazowych harmonicznych niewyeliminowanych. Wyznaczano jedynie blad
* fazowy, wystepujacy przy x=42 [deg], gdyz jest to punkt, w ktérym nalezy
oczekiwac pojawienia si¢ ekstremum (rys. 6) '

Spodziewane wartosci | | =&, odpowiadaja odmianom 2 i 7, bowiem tylko tuito
przy x=42 [deg] warunki (22a,b) sa spelnione dla wszystkich niewyeliminowanych
harmonicznych.

Dodatkowo badano blad amplitudy i fazy dla 5. odmiany przebiegu ,,F”,
Odpowiednie krzywe pokazane sg na rys. 7, natomiast wyznaczone ekstrema bledu
fazy zestawiono w tablicy 6.
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(/o) 6A

\/\/\/

Rys. 6. Blad amplitudy (u goty) i blad fazy (u dotu) dla przykiadu ,F”

_ Tablicas.
Blad fazy przy x = 42 [deg] dla réinych odmian przebiegu ,.F”
Lp. o [deg] o, , [deg] a,, [deg] € [deg]
1. +90 +90 +90 40,0396
2. -9 +90 +90 —1,4054
3. +90 -90 +90 +0,9866
4. -9 —-90 +90 —0,4587
5. +90 +90 —-90 40,4587
6. -90 +90 -90 —0,9866
7. +90 -90 - =90 +1,4054
8. —90 -90 -—90 —0,0396

[°/o]‘ SA
2
I /\ /
0 /\ ]
r \/ \/
_2 -
{deglf Ay
+1

n _
135 \ X

. N\
T T T

Rys. 7. Blad amplitudy (u gory) i blad fay (u dotu) dla przykiadu ,,F5”
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Tablicaé.
Ekstremalne bledy fazy dla przykladu ,F5”
Lp. x [deg] € [deg] Uwagi:
1 16,44 -0,8190 abs. min.
2. 42,14 40,4587 lok. maks.
3. - 67,82 -0,8126 lok. min.
4 86,84 +0,9869 abs. maks.

' Rys. 8. Przebieg odksztalcony typu ,F” przy K=7 oraz «=0, a, ='ot7=ocu=+90 [deg], o = o
= o, = —90 [deg]

Na zakonczenie zbadano jeszcze, jak zmienia si¢ graniczny blad fazy w zaleznosci
od widma harmonicznych niewyeliminowanych. Do tego zadania wykorzystano
przebieg o réwnaniu ,,F”’ z nastgpujacymi warto§ciami katow fazowych: o, =a, =0,
Oy =00 =00y, =03 =0, =0 o=—90, &, =0, =+90. Zakladano tutaj, ze najwyzsza
harmoniczna niewyeliminowana ma liczbg porzadkowa (2K—1). Dla wszystkich
zastosowanych warto$ci K warunki (22a) sa spelnione w poblizu wartosci x=42
[deg]. Bledy fazy, wyznaczone przez numeryczne badanie odnoénego przebiegu, sa
zestawione w tablicy 9. Dodatkowa kolumna uwidacznia blad graniczny, obliczony
ze wzoru (21). Okazuje sig, iz wspommana zalezno$¢ daje zupelnie zadowalajaca
dokladnos¢ wyznaczenia .

Tablicald.

Maksymalny blad fazy w zalezno$ci od widma przebiegu odksztalconego
Lp. | K | x[deg] &y [deg] &g [deg] Wyst. harm.

1. 6 41,88 1,1963 1,1960  [1;11

2. 7 41,91 1,4056 1,4054 7;11;13

3. 8 41,91 1,4056 1,4054 7;11;13

4 9 41,94 1,5280 1,5279 7;11;13;17

s. 10 41,93 1,6867 1,6865 7;11;13;17;19
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5. GRANICZNE WARTOSCI BLEDU DLA ROZNYCH
REALIZACII METODY

Wyzej przedstawione rozwazania wskazuja, Ze graniczny blad zarOwno amp-
litudy jak i fazy zostaje okreSlony ze wzoru (13) wzglednie (21) na podstawie

wartosci sumy
Ayy | |CRE—1)
G =2 lgul = * . (23)
Z”‘ ZA | |

Suma powyzsza jest zalezna od dwu gléwnych czynnikéw, bowiem
— wybrana realizacja metody wyznacza wartoci stosunkéw C(2k—1)/C(1) w za-
leznosci od k, tj. numeru harmonicznej, '
— postaé przebiegu badanego okresla stosunkowe wartosci amplitud poszczegol-
nych harmonicznych 4,, /4,. : :
Okreslenie wartoéci sumy G, z jaka nalezy liczy¢ si¢ w praktyce, wymaga wigC
przyjecia stosownych zalozen. Wilasciwosci przebiegu badanego graja tu bardzo
istotna rolg.
Regularne przebiegi odksztalcone, ktorych opis w postaci szeregu Fouriera
latwo mozna znaleZé w literaturze [2], odpowiadaja najczgsciej ogdlniejszym zwia-
zkom typu

A, = A *h™" gdzie r =1,2 lub3 (24a)
o = o, +n, * 90 gdzien, = 0, 1, 2, lub 3. (24b)

Zaleznofci te zostaly przyjete do dalszych rozwazan, gdzie wprowadzono takze
ponizsze nazwy, okreSlajace typ badanego przebiegu odksztalconego:

— ,,wolno ubywajacy” przy r = 1,
— ,,Zzwyczajnie ubywajacy” przy r = 2,
— ,,szybko ubywajacy” przy r = 3.

Innym zagadnieniem jest okreSlenie najwyZszej harmonicznej, uwzglednianej
jeszcze przy obliczaniu sumy wg wzoru (23). Wyzsze harmoniczne sa wywolywane
lub tlumione przez rozmaite elementy, wchodzace w sklad ukladu sieciowego.
Wydaje sig¢, ze mozna tu przyjac Ame=37 (czyli kpmex=19). Liczne publikacje [3—7]
wskazuja bowiem, ze udziat 25. harmonicznej bywa zaledwie rzedu 5%.

Przyjmujac wyzej przedstawione zalozenia wyliczono wartosci sum G dla realiza-
cji metody, rézniacych sig liczba eliminowanych harmonicznych. Dodatkowo poda-
no wartosé wskaznika V, ktora stosownie do rozwazan [5] okreSla potrzebna
czestotliwo§é taktowania czlonu sterujacego procesem prébkowania. Musi by¢ ona
V razy wicksza od czgstotliwo$ci przebiegu badanego. Ze wzgledow praktycznych,
czestotliwosé taktowania nie powinna przekracza¢ paru MHz. Oznacza to, ze przy
badaniu przebiegéw o czestotliwosci technicznej, stosowane moga by¢ te realizacje
metody, dla ktérych V wynosi do 100 000.
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Tablica 8.
Suma G dla réinych realizacji metody

Eliminowane Gl{%]dlar = v

harmoniczne 1 2 3 .
3; 75,939 8,567 1,265 . 12
3;5; 42,604 3,329 0,324 60
3;5;7 25,277 1,598 0,115 420
3:5;7:11 9,953 0,500 0,027 4620
3;5;7;11;13 6,087 0,270 0,012 60060
3;5;7;11;13;17 3,140 0,116 0,004 1021020
3;5;7;11;13;17;19 1,961 0,068 0,002 19399380
3;5;7;11;13;17;19;23] 0,806 0,027 0,001 446185740

ZAKONCZENIE

Dobrg dokladno$¢ pomiaru rokuje zastosowanie takiej realizacji, ktora daje
warto§¢ sumy G okoto 0,3%. Widaé wigc, ze przebiegi szybko ubywajace mozna
bada¢ wedlug drugiej, za§ zwyczajnie ubywajace — wedlug piatej realizacji, ujetych
w tablicy 8. Okazuje si¢ takze, iz otrzymanie G=~2% dla przebiegéw wolno
ubywajacych (co odpowiada siédmej realizacji z tabl. 8) nie jest technicznie mozliwe
z uwagi na zbyt duza potrzebng czestotliwosé taktowania.

Stwierdzenie to wskazuje na potrzebg opracowania takiej modyfikacji metody,
ktéra pozwoli na techniczng realizacj¢ wystarczajaco dokladnego badania réwniez
przebiegébw wolno ubywajacych. Jest to jednak osobne zagadnienie, wymagajace
odrgbnego opracowania.
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J. SAWICKI

BASIC ERROR OF THE METHOD OF THE PARTICULAR SAMPLING

Summary

The method of the particular sampling is destined for measuring of the vector of the fundamental
harmonic component of distorted waves. The theoretical principle of the.method has been presentéd in
[5]. The error of the measurement consists of two parts. The fact, that not all higher harmonic
components are strictly eliminated is the cause of one of them, and another is the non-ideal features of
A/D convertors. The presen{ work gives the expressions for the limits of the first error. The numerical
values of the errors for the various technical realisations of the method and for various regular types of
the distorted waves are given.
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Zaprezentowano nowa metode detekcji sygnaléow z binarng modulacja amplitudy.
Metoda moze znalezé zastosowanie przy odbiorze koherentnych sygnalow swiatlowodo-
wych przy szerokosciach linii widmowych laseréw poréwnywalnych z szybkoscig trans-
misji. Za pomoca modelowania komputerowego stwierdzono, Ze pogorszenie jakosci
odbioru spowodowane skoficzong szerokoscia linii widmowych jest nieznaczne przy za-
stosowaniu opisanej metody.

1. WSTEP

Zasadniczym problemem przy realizacji homodynowej detekcji koherentnej
sygnaléw optycznych sa trudnosci z synchronizacja faz fal optycznych pochodza-
cych od dwoch niezaleznych laserow polprzewodnikowych. Jedno z rozwiazan tego
problemu wykorzystuje specjalne sprzggacze optyczne o wielu wejsciach i wyjsciach,
co daje mozliwosc detekcji amplitudy i fazy sygnalu optycznego bez uciekania si¢ do
synchronizacji fazy [1,2]. Sprzggacz taki (ang. multiport optical network) daje na
wyjsciu sygnaly optyczne pozostajace z soba w okre§lonych zaleznosciach fazowych
[1], co wykorzystywane jest w dalszej obrobce. Najwazniejszym zjawiskiem pogar-
szajacym jako$¢ odbioru z wykorzystaniem tych sprzegaczy jest niezerowa szeroko$é
linii widmowych laser6w polprzewodnikowych uzywanych jako nadajnik i generator
lokalny. Zwigksza to znacznie stop¢ bledow (BER) jezeli iloraz szerokosci linii
widmowych laserow B, i szybkosci transmisji 1/T przekracza okre§lona warto$é.
W przypadku binarnej modulacji amplitudy (ASK) konieczne jest stosowanie
filtracji podetekcyjnej [3] dla minimalizacji wptywu tego zjawiska. W biezacej pracy
zaprezentowana zostanie inna technika odbioru sygnaléw z binarng modulacja
amplitudy dla duzych wartosci B, T.
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2. OPIS METODY

Metoda zostanie przedstawiona na przykladzie odbiornika wielofazowego (ang.
phase diversity receiver) z ukladem specjalnego sprzggacza optycznego o dwodch
wejsciach i dwoch wyjsciach. Realizacja dla innych rodzajow sprzegaczy jest analogi-
czna. Nalezy tutaj zaznaczy¢, Ze uklad tego sprzggacza jest ukladem hybrydowym
(dajacym na wyjsciu sygnaly ortogenalne) a nie zwyklym sprz¢gaczem swiatlowodo-
wym. Schemat blokowy omawianego odbiornika przedstawiony jest na rys. 1.

A

sygnat . i —
od igemny U>o§ }fnltr demodulator}—m-
~n)
) hybryd:
Yortaad"
optyczny 5 uktod
progowy
Uy filtr demodulator |-
sygnat ' >§- :
z generotora
lokainego

Rys. 1. Schemat blokowy proponowanego odbiornika

Sklada si¢ on z (2 x2) hybrydowego ukladu optycznego, fotodetektorow, filtrow
predetekcyjnych, demodulatoréw, sumatora i ukladu progowego. Sygnaly na wyj-
sciu fotodetektorow dane sa przez [1,3]

4, = Ro/PP, beos[@(t) + knf2], k = O,L. T

W powyzszym wzorze R jest czuloscia fotodetektora, P — moca sygnalu od-
bieranego, P, — moca sygnalu z generatora lokalnego, b=0 lub 1 w zaleznosci od
wartosci sygnalu binarnego, ©O(t) jest szumem fazowym wywolanym skonfczonymi
szerokoSciami linii widmowych laseréw nadawczego i generatora lokalnego.

Szumy srutowe na wyjsciach fotodetektorow sa niezalezne i gaussowskie. Szumy
termiczne zostang pominigte gdyz przyjmujemy, ze Pp>»>Pg. Gestosé widmowa
szumow Srutowych wynosi .

' N =gRP /2, -0 <f<oo )

gdzie g jest ladunkiem elektronu. Z wzoréw (1), (2) nietrudno wyliczy¢, ze mak-
symalna warto$¢ stosunku mocy sygnalu do mocy szumu na wyjsciu filtru predetek-
~ Cyjnego wynosi

SNR. = %, 3)

gdzie B jest pasmem szumowym (0 <f< o0) filtru predetekcyjnego. Ze wzgledu na to,
ze sygnal uzyteczny zawiera nieliniowa funkcje szumu fazowego ©(t) trudno jest
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podaé uklad optymalnej (tj. zapewniajacej minimalna Stop@ bledow) demodulacji
tego sygnahi. W przypadku waskich linii widmowych obydwu laseréw spelniajacych
warunek

B, T«1 @

(gdzie B, jest sumaryczng szeroko$cia widmowa obydwu laserow, za$ 1/T szybko-
icig transmisji) w demodulatorze wystepuje jedynie uktad podnoszenia do kwadratu,
za$ filtr predetekcyjny jest filtrem dopasowanym do sygnatu binarnego. W przypad-
ku wzrostu wartoéci B, T zwigksza si¢ szerokos¢ pasma filtru predetekcyjnego za$ po
kwadratorze wystgpuje dodatkowo filtr podetekcyjny [4]. Zaprezentowany ponizej
uklad demodulacji jest uogélnieniem wspomnianych metod i polega na zastosowa-
niu filtracji nieliniowej.

Niech sygnat na wyjsciu filtru predetekcyjnego dany bedzie przez Swer(),
k=0,1. woéwczas sygnat wyjsciowy ukladu filtracji nieliniowej s,,x(f), k=0,1, mozna
wyrazi¢ przez ‘

+ o0
Swyk (t) = j.j Swek (X) Swek (y)g(t—x, t—y) dXdYs k =0,1, (5)
gdzie funkcja g(x,y) jest odpowiedzia impulsowa uktadu filtracji nieliniowe;. Analiza
ukladu odbiornika z filtrem (5) jest trudna ze wzgledu na jego nieliniowosé.
W zwiazku z tym dla znalezienia optymalnej odpowiedzi impulsowej g(x,y) oraz
okreélenia stosunku mocy sygnahu i szumu na wyjéciu zastosowano metod¢ modelo-
wania komputerowego opisana w nastgpnym rozdziale. :

3. SYMULACJA KOMPUTEROWA
Dla umozliwienia symulacji dziatania ukladu opisanego réwnaniem (5) koniecz-
ne bylo zastapienie go ukladem dyskretnym. W tym celu przyjeto, ze filtr predetek-
cyjny jest idealnym filtrem prostokatnym o transmitancji danej przez

_ 1 dla 2T < f< 2T
H() = {0 dla pozostatych f. )

Wskutek tego, ze filtr o powyzszej transmitancji przepuszcza zasadnicza czg§é
widma impulsu prostokatnego o czasie trwania T (czyli jednego bitu informacyj-
nego) mozna przyjaé, ze sygnal na jego wyjsciu jest praktycznie nieznieksztalcony.
Przyjeto nastgpnie, ze sygnal wyjsciowy z filtru predetekcyjnego podlega idealnemu
prébkowaniu, przy czym okres migdzy sasiednimi probkami wynosi T/4. Otrzymuje
sic w ten sposéb dwa ciagi probek dla dwoch galezi odbijornika z rys. 1

A, =sin@®; + n %)
B, = cos®; + m,,
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gdzie @;=0,_,+ A, jest szumem fazowym, przy czym A, jest przypadkowym dryftem
fazowym, za$ n;, m; sa szumami Srutowymi. Wielkosci A,;, n;, m; sa niezaleznymi
zmiennymi gaussowskimi o zerowych wartosciach oczekiwanych, ktérych wariancje
zaleza od parametréw SNR, B, T, przy czym zachodza nastepujace relacje

E{mn} =0, E{mm} =0, E{AA} =0 dlai#] ®)

Dwie pierwsze sa wynikiem przebiegu funkcji korelacji szumu $rutowego na wyjsciu
filtru predetekcyjnego, ktéra zeruje si¢ dla t=IT/4, 1 — calkowite, trzecia tym, ze
szum fazowy jest procesem o przyrostach niezaleznych.

Poniewaz zgodnie z zalozeniem pojedynczy bit zajmuje okres czasu o dhugoéci T,
zatem i funkcja g(x,y) musi byé ograniczona do takiego okresu czasowego:

g(x,y) = g(x,y)rect(x)rect (») : ¢))
gdzie

rect (x) = 1 da0d<x<T (10)
0 dla pozostalych x

Z powyzszych wzor6w oraz z symetrii zagadnienia wynika, Ze sygnal wyjSciowy
filtru nieliniowego powinien by¢ modelowany jako

Swyo (i) = Z;)Aiz—ﬂ' 2B, ZoAi—j A +28, ZoAi-j A2 +20.A A, 1)
J= j= =
gdzie B,, B,, B, sa wspolczynnikami podlegajacymi optymalizacji. Dla dolnej galezi
w ukladzie z rys. 1 sygnat wyjéciowy otrzymywany jest analogicznie.

W trakcie pracy ukladu sygnal wyjéciowy z demodulatora ma charakter pseudo-
przypadkowy i dla okreslenia jakosci pracy urzadzenia nalezy wprowadzié pewna
jej miarg. Najbardziej oczywista bylaby elementowa stopa bledéw (BER). Niestety
zbyt mala moc obliczeniowa komputera, ktérym dysponowano wykluczyla tego
rodzaju rozwigzanie. W zwiazku z tym jako miarg¢ jakosci demodulacji wybrano
parametr y2, gdzie

_ E{Sw ll} - E{Swylo}
- o‘y{l} + o{0} (12)

przy czym E{s,,|1} jest wartoScia oczekiwana sygnatu dla momentu podejmowania
decyzji przy nadanym bicie ,,1”, E{s,,|0} jest ta wartosciq dla nadanego sygnalu
»0”’, (1) jest odchyleniem standardowym sygnali wyjSciowego w momencie pode-
jmowania decyzji przy nadanej ,,1”, zas o{0} jest ta sama wielkoscig dla nadanego
»0”’. Moment podejmowania decyzji pokrywa si¢ w naszym przypadku z 4 probka
odpowiadajaca danemu-bitowi. Wielko§¢ y2 ma sens zblizony do stosunku sygnatu
do szumu na wyjsciu i bywa czgsto stosowana do analizy jakoS$ci nieliniowych
ukladéw detekcyjnych [4, 5].
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Rys. 2. Wyniki symulacji

Wyniki symulacji pokazane sa na rys. 2. Widac, ze wielko§¢ y*> zmniejsza si¢
jedynie nieznacznie nawet dla duzych wartosci B, T, co §wiadczy o zalecie propono-
wanej metody. Wspdlczynniki B,, f,, B, byly zmieniane tak, aby otrzymaé mak-
symalng warto§¢ wielkosci y2. Warto dodaé, ze dla B,T~0 optymalne wartosci
wspolezynnikow f, = B, ~ B, ~1, co $wiadczy o tym, ze demodulator mozna zreali-
zowaé jako polaczenie filtru dopasowanego i kwadratora, za§ dla duiych B;T
optymalne.wartoSci spelniaja zalezno$¢ §, ~ f, ~ f,~0.

PODSUMOWANIE

Zaprezentowano metod¢ odbioru sygnaléw z binarna modulacja amplitudy,
stanowiaca uogélnienie znanych metod. Jej zaleta jest to, ze daje dobre rezultaty
rowniez przy szerokosciach linii widmowych laseréw polprzewodnikowych poréwny-
walnych z szybkofcia transmisji. Zasadnicza jej wada jest wigksza komplikacja
ukladowa przy realizacji filtrw nieliniowych. W przypadku waskich linii widmowych
lasero6w polprzewodnikowych realizacja metody pokrywa si¢ ze znanymi metodami [1].
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1. SIUZDAK

A NOVEL METHOD OF RECEPTION OF COHERENT FIBER OPTIC SIGNALS
WITH BINARY ASK

Summary

_A novel method of detection of binary ASK modulated signals has been presented. The method may
be applied in the detection of coherent fiber optic signals when the laser linewidths are comparable to the
bit rate. It has been proved via computer simulation that the deterioration of the reception quality due to
non-negligible laser linewidths .is small when using the presented method.
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On the gaussian approximation of the instantaneous
frequency of the sources with non-zero spectral linewidth
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The hypothesis on gaussian probability density function of the instaritaneous frequency
of the oscillator with a non-zero spectral linewidth is examined by means of numerical
simulation. The results show that this is a good approximation only for a small linewidth,
whereas it leads to errors when the linewidth increases.

1. INTRODUCTION

The analysis of communication systems using oscillators with substantial spectral
linewidths, such as coherent optical communications systems which employ
semiconductor lasers is generally difficult. The effect of non-negligible linewidth
(phase noise) is often modelled [2,3,5] as producing a random measured intermediate
frequency. Then it is possible to treat the receiver as measuring a single realisation of
this frequency. This approximation is shown to be correct [4] if the linewidth is small
compared to the bandwidth of the filters of the receiver. Nevertheless, it is used
when this condition is violated [3,5]. The main objectiv of this paper is to examine
whether it may be applied in the latter case. '

2. MODEL DESCRIPTION

A.block scheme of the investigated model is depicted in Fig. 1. The incoming
signal is mixed with two reference signals being in quadrature. The frequency offset
between the signal and the reference is assumed to be zero. The low passes filters
reject double frequency terms so the inputs to the integrators are sin® and cos®,
where & is the phase noise of both the transmitter and réceiver oscillators (lasers).
The integrators take averages over time T. Their outputs are squared and added.
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signal r~=7 sing g
e ——d —
T @ Ll I Ls M

jreference

Fig. 1. Block diagram of the modelled scheme: M — multiplier, F — low pass filter, PS — 90° phase
shifter, I — integrator, S — squarer, A — adder

This is in fact a well known detection scheme, and it is fully equivalent to the
coherent optical ASK phase diversity receiver with a {2 x 2} optical hybrid [1]. Since
our primary concern is the phase noise we will neglect any additive interference.

3. GAUSSIAN APPROXIMATION

To find the probability function of the output u, we follow the procedure
developed in [3]. According to it, the phase noise is modelled as a random frequency
deflection f'which is approximetely constant over the time T. Given f'the value of u is

+T t+T

u={1/T [ sinQRrfx+B)dx}2+ {/T | cosQnfx+p)dx}?

= 2[1—cos(2na)]/@na)?. ¢))

Here a=/fT and B is an arbitrary phase angle. The variable « has the following
gaussian probability density function (pdf) [3]

p(@) = exp(—me?/b)/b. )
Here b is the normalised to the bit rate width of the (lasers) spectral lines given by
b = (B + Bro)T 3

where Brg and By o are the spectral widths of the trapsmitter and the local oscillator,
respectively. For the sake of simulation we are concerned with the probability
(P(u<u,) that u is less than a fixed value u,. Since the function u(Je]|) (1) decreases
. monotonically when |of increases (except for very small values of » which are not
considered here), this probability may be expressed as

P(u< u,) = P(ja|>a,) = 1 — erf(x, ﬁ/"b) ' @

where o, is the solutlon of eqn. (1) for u=u,. The function (4) is deplcted in Fig.2
for vanous b.
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4. SIMULATION

N

The operation of the scheme of Fig. 1 was simulated on a digital computer. The
integrator was inevitably replaced with an adder. The number of points N, on which
the integration time was divided, was large enough so that this number did not have
any influence on the results. The phase noise was modelled by the recurrence relation

¢, = &,_, + /216N g, ‘ ©)

where g, are independent gaussian variables with zero means and unit variances
(E{g,g;} =0 for i#j). The results of the simulation are marked as squares and circles in
Fig. 2. Satisfactory agreement with the theory occurs only for the smallest value of b.

Plu<up)

Q9
o]
T TV T

o
N
T

]
]
/

o
3 a
T T T rrIT]

0.01 1 ] 1 1 L 1 L L L 1 1 1 1
0 0.2 0.4 06 0.8 10 09 0.95 10 ug

Fig. 2. Comparison between the theoretical curves (solid lines) and the results of simulation marked by
circles and squares. Here P (u <u,) is the probability that the output is less than the fixed value u,. Note
a change of the horizontal scale at the right part of the figure

CONCLUSIONS

The results show that the method used in [3, 5] to analyse communication
receivers with oscillators of substantial linewidths give precise results only for small
normalised linewidths 5. When the value of b increases the errors of approximation
also increase. This is contrary to the results obtained in [6]. One reason of this
discrepancy may be the fact that the statistics of the actual DFB lasers used in the
experiment [6] does not follow the gaussian model used here.
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J. SIUZDAK

O GAUSSOWSKIES APROKSYMACII CZESTOTLIWOSCI CHWILOWEJ ZRODEL
O NIEZEROWEJ SZEROKOSCI LINII WIDMOWE]J

Streszczenie

Hipoteza o gaussowskiej funkcji gestoSci prawdopodobienstwa czegstotliwosci chwilowej oscylatora
Z niezerowa szerokoscia linii widmowej zostala zbadana za pomoca symulacji numerycznej. Rezultaty
wykazuja, ze jest ona dobrym przyblizeniem jedynie dla matych szerokoéci linii, podczas gdy prowadzi do
bledéw gdy szerokoéé linii zwigksza sig.
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The presence of time jitter between the trigger signal and the sampling pulse in
equivalent-time digital oscilloscopes can cause appreciable distortion of the recorded
waveform. If the probability distribution of the sampling time jitter is known it is possible
to assess and correct this distortion by appropriate algorithms. The paper deals with
methods for calculation of the probability distribution of the random variable describing
the sampling time jitter.

1. INTRODUCTION

In efectronic measurement systems with sampling (like digital oscilloscopes, fast
data acquisition systems or picosecond waveform recorders) user cannot neglect
random unstability of sampling, called sampling time jitter. This unstability is due to
inherent noise phenomena and to some extent also to the method of sampling. In
equivalent time digital oscilloscopes the jitter causes troublesome noisy scatering of
the measured signal image and appreciable distortions of the recorded waveform.
On the other hand the fast progress in sampling head design (see [9]) and
measurements of signals in picosecond region create need of exact analysis and
assessment of the sampling time jitter (abbereviated in the sequel to the STJ). The
paper deals with the STJ present in equivalent time waveform recorders (ETWR) or
digital oscilloscopes with repetive sampling. The STJ is caused by the time jitter (or
in other words phase noise) between the trigger signal and the sampling pulse during
the triggering process. The simplest mathematical model of the triggering process is
a real random variable 7 called the first upcrossing time of the linear barrier (see
Fig.1.). We would like to compute the probability distribution P, of the random
variable 7, but we will consider a little more general problem: how can be computed
the probality distribution P, of the random variable 7 being the first upcrossing time
of a moving continuous barrier Br € C(R*) by a'réal continuous stochastic process
(X(?))er+ Some simple analytical methods (both exact and approximate) are
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proposed in the paper to calculate the first upcrossing time distribution P,. These
methods, called in the paper fast moving barrier methods or shortly FMB methods
can be considered as a modification of the Rice series method.

A

Fig. 1. The first upcrossing time of the moving barrier Br by the stochastic process (X(£)),.. -

The essence of the FMB methods consists in replacing the P, computation
problem by easier one: the computation of the mean value of upcrossings (of
a moving continuous barrier Br € C(R*) by a continubus stochastic process
(X())er+ on the fixed interval I = R* and factorial moments. The mean
value of upcrossings is given in the case of Gaussian stationary process (X(£)),ep
and the barrier Br(f) = const. (the barrier is a level) by the well known
Rice formula. In the paper, this formula is generalized on the nonstationary,
nongaussian case with the barrier Br € C®W(R*). Sample paths of the process
{(X(8)er+ are not assumed to be differentiable. In the section 5 we prove that
for a sufficiently fast linear barrier Br and a Gaussian process (X(9)sey under
not specially strict assumptions the probability distribution P, can be considered
as Gaussian. : '

The moving barrier crossings problems are useful in noise and reliability
assessment of many electronic systems (for example in PCM systems, phase meters,
sampling oscilloscopes, trigger circuits or pulse generators).

All proofs of given in the paper theorems can be found in [21]. Basic facts and
definitions concerning discussed problems are given in a systematic way in [1], [2],
[3], [4] and [21]. ' »

2. THE FIRST UPCROSSING TIME

In a variety of practical problems involving random processes it is necesarry to
have statistical information on their level crossing (or more general, moving barrier
crossing) properties. One of the most useful random variable giving such informa-
tion is the first upcrossing time. Let (X(#)),cg+ be an arbitrary stochastic process with
values in n-dimensional Euclidean space R” and B a Borel subset of R The first

entrance timet (of the process (X().g+) to the set B is the function
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0 - R+u{ + oo} defined for each w € Q (where (2, M, P)isa probab1hstxc space),
by the formula

o) = {ian if A i i an

+ oo if A
where A = {te R™; X(t)(m) € B}

Assume Br is a real continuous function over R* i.e. Br e C(R™), wh1ch will be
called in the sequel the barrier or moving barrier. The first upcrossing time of
a continuous moving barrier Br € C(R*) by a real stochastic process X(#)),.r+ can be
defined as the first entrance time of the two-dimensional process (¢, X(#)),r+ to the
set {(¢, x) € R?; t e R*, x > Br(#)} or equivalently by the following formula

if {teR*; X(£)(w)>Br(f)} #¢

inf {teR*; X()(w)>Br(t)}
(0) = { + o0 T (R, X(D(@)>Br()t =g, &P
a) A ‘ / fast time base
| co'mporotor
| level
|
|
|
]
‘ il !Tk -
5 4 e
triggering time ossx':med sampling
b) A time
) /_Q(ﬂ |

D g

tk+T_“k)
0 v ' A t

>

real
sampling time

Britl=a+bt

X(t)

/TN .
0 Nt \J \ t

Fig. 2. Sampling time jitter in equivalent time waveform recorders as a linear barrier upcrossing time
a) deterministic model without noise: b) probabilistic model with additive noise (Q,(1)),+ and (Q, (1))
c) simplified probabilistic model, X(¢)=Q,()—Q,(H

teR*
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In particular, if the moving barrier Br is a line parallel to the time axis then the first
upcrossing time is called the first level upcrossing time.

If the process (X(?)),cr+ is continuous and Br € C(R*) then 7 is a random variable
ie. T is a (M, B(R*)) measurable function.

This section does not deal with theoretical aspects and properties of the random
variable 7 for example problem when E(r) < + o0 or D%(1) < + oo. Solutions of
such problems can be found in [1], [2] or [21].

Many noise phenomena in electronic circuits can be described with the random
variable 7, for instance sampling time jitter in digital oscilloscopes or unstability of
triggering time. Fhe barrier crossing model describing the mechanism of the STJ is
shown in the Fig.2

In the next section we describe exact and approximate methods for dxstnbutlon
calculation of the random variable 7. The problem of P, assessement is not new and
partially solved (see [1]—[7], [21]) but in general formulation (even for Gaussian
processes (X(#)),r+) is difficult. For Markov processes it is possible to solve this
problem with the Fokker —Planck equation! or Pontriagin equations (see [3]) but in
general (i.e. nonmarkovian case) an only known method is the method of Rice series
and Longuet—Higgins series, valuable under very specific assumptions.

3. THE MEAN NUMBER OF MOVING BARRIER UPCROSSINGS

Formulae for the mean number of level crossings for real, continuos, stationary,
Gaussian stochastic processes were obtained by S.0.Rice many years ago. The
stationary nongaussian case was analyzed by M.R.Leadbetter in [1]. Nonstationary,
nongaussian cases (but for differentiable sample paths) were discussed in [3]. The section
deals with formulae for the mean number of moving barrier crossings in nonstationary,
nongaussian case, when sample paths are not assumed to be differentiable.

Let N*(Br, I) denotes the number of the barrier Br € C(R*) upcrossings by
a stochastic process (X(£)),er+ on the time interval I < R*. If (X(2)),er+ is a continuous,
real process and Br is a continuous function over R™ then N*(Br, I) is a random
variable (see [1]). Under not specially strict assumptions, finding the probability
* distribution of 7 can be considered as the easier problem of E(N*(Br, I)) computation.

Two following theorems are basic for developed in the sequel, method of P,
calculation (called in the sequel Fast Moving Barrier method or shortly FMB
method). The FBM method is particularly well suited to STJ or phase noise analysis
in pulse and digital circuits.

Theorem 3.1. (on a mean number of moving barrier upcrossings by stochastic
process). Assume, (X())r+ is a real, continuous stochastic process defined on the
probabilistic space (2, M, P), with the complete probabilistic measure P, Br
e CO(R*) is a function describing moving barrier, I < R™* is a fixed bounded

! This method is used widely in noise properties assessement of PLL (phase locked loop) systemms.
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interval and there is such g, € R*/{0} that for each ¢ € R* and each q € (0, g,] the
random variable (X(9), Y,(9)) (where Y, (1) £ X(z+¢))/q)—X(#)/g have the joint
density g, , : R22 (u,2) - g, (u, 2) € R+ with the following properties:

1) the function R>u - g, (4, z) € R* is uniformly continous independently of
(g. t,2) € (0, g,]xIxR (i.e. for each ¢ > 0 there is such a § > 0 that for each
(g, ¢, 2) €0, g,]xIxR and each u, u, € R the following implication is true
|t —t,] < 6= |g, (. )] < &) |
. 2) the function R 3 z - g_ (x4, z) € R* is uniformly continuous mdependently of
(gt we @, g,]xIxR

3) for each g € (0, ¢,] the function R*xR? 5 (¢, u, z) — £, 2) € R* is
continuous :

4) there is such a function p : R* x R2— R that the convergence

841, 2) q_—;ﬁ p(t, u, z) is uniform for (¢, u, z) e IxR?

5) there is a measurable function 4 : R* such that j zh(z)l,(d2) < +©
R+

and g,,(u, z) < h(z) for each g € (0 g, ueR, z, teR™

then E(N*(Br, 1)) = f ( j z p(t, Br(9), z+ Br'(1)/,(dz))/,(dt), (3.1)
T R+ '
where /; is the Lebesque measure on R.

Proof see [21]. In this theorem, we do not assume that the real stochastic process
X(f)er+ is stationary nor that all sample paths are differentiable. If the process
X(f)er+ is stationary in the strict sense then the above theorem can be formulated in
the following way.

Theorem 3.2. Assume, (X(#)),cr+ is a real, continuous, stationary in the strict sense
stochastic process defined on the probalistic space (2, MM, P), with the complete
probabilistic measure P, Br ¢ CO(R*) is a function describing moving barrier,
I = R* is a fixed bounded interval and there is such g, € R*/{0} that for each te R*
and each g € (0, g,] the random variable (X(0), Y (0)) (where Y (0) £ X(g)—X(0))/q)
have the joint density g, : R% > (4, z) - g,(u, z) € R* with the following properties:

1) the function R su — g, (4, z) € R* is uniformly continuous in » independent-
ly of (g, 2) € (0, g,]xR and the function R » z —» g,(u, z) € R*. is uniformly
continuous independently of (g, u) € (0, ¢,] xR

2) for each g € (0, g,] the function R* o (4, 2) —» g,(u, z) e R* is contmuous

3) there is such a function p : R2 - R that the convergence

g,(u, z) —> p(u, 2) is uniform for (u, z) € R?
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4) there is a measurable function 4 : R* — R* such that j z h(z)!,(dz) < + 0

RY

and g,(u, z) < h(z) foreach g (0, ¢,], ueR, z € R*

then E(N*(Br, I)) = f (f z p@Br(f), z+Br(9)!,(dz))/,@dt). | | | (3.2)

1 R*
Proof see [21].

Theorem 3.3. Assume the stochastic process (X(#),.g+ is real, continuous, Gaussian
and stationary with the mean value 0 and the correlation function R(?), (with R(0)
> 0). If exists R”(0) and Br e C®(R™*) then the random variable N*(Br, I) has for
each bounded interval I ¢ R* the mean value EIN*(Br, I) < +co0 and

. R Br(?) —
E(N*(Br, 1)..———27[\/1{_(0_)!“ <2R(0)>) (v —R70)). (3.3)

@Br)) \ _ . Br(®)
{5 2re) ~ OV (- 2 )

x

. 1 2
where @ is the probability integral #(x) = —= f exp(—y—)dy.

V2 2

—c0

Proof see [21]. From the above theorem we obtain the classical, well known result, so
called the Rice formula (see [1]—[6]).

Corollary 3.4. (the classical Rice formula). Assume the stochastic process (X(£)),er+
is real, continuous, Gaussian and stationary with the mean value 0 and the
correlation function R(?), (with R(0) > 0). If exists R”(0) then the random variable
N*(Br, I) for Br(f) = u (where u is arbitrary fixed real number) has for each
bounded interval I < R* the mean value E(N*(Br, I)) < + co and

BN+, ) = | (I) - Ii{(;’)()o) exp<2; "(;)) (34)

4>. THE FAST MOVING BARRIER METHOD OF P, CALCULATION

The fast moving barrier method of P, calculation is based on the following
theorem.
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Theorem 4.1. Let (X(2)),.r+ be a real stochastic process defined on the probalistic

space (2, M, P) with a complete probalistic measure P. Assume one dimensional
probability distributions of the process (X(#)).r+ are continuous and the moving
barrier Br € C(R™). If there is an interval I = [0, x,] € R such that P(N*(Br, I)
€ {0, 1}) = 1 then for each interval I, < I\{0} we have

P(rel) = E(N*(Br, 1)) | @.1)
and for each interval I, = 1 such that 0 eI,
P(r e 1,) = P(X(0) > Br(0)) + E(N*(Br, 1,)), : “4.2)

where 7 is the first upcrossing time of the moving barrier Br by the process (X(#));er +-
In particular for each x € [0, x,], we obtain -

F.(x) = E(N*(Br, [0, x))y + P(X(0) > Br(0)) “.3)

where F, is a distribution function of the random variable 7.

. Proof see [21]. The probablhty P(X(0) > Br(O)) in (4.2) is in practical situations very

small and can be neglected. It can also be proved that if condition PON*(Br, I) € {0,
1}) = 1 is not fulfilled the proposed method under weak assumptions becomes
approximate with very small errors which can be easily computed (for more
information see [21]).

From theorems 3.1 and 4.1 we obtain directly the followmg result.

Theerem 4.2. If real, continuous, stochastic process (X(f)),r+ fulfills assumptions
of the theorem 3.1 and t is the first upcrossing time of a moving barrier
Br e CW(R*) by the stochastic process (X(f))r+ and there is such real number
x,, that PON*(Br, [0, x,]) = 1) = 1 then using notation from theorem 3.1
and 4.1 we have for each x € R :

( P(X(0)>Br(0))+ j (. J z p(t, Br(?), z+Br'(1)/,(dz))/,(dt)
: [0, x] R*
: (44
F.(x) = < _ for x € [0, x,] @4)
1 ‘ for x > x,
\ 0 for x < 0

The formula (4.4) implies that the probability measure P, is a sum of Dirac
measure concentrated in the point ¢ = 0 (practically negligible in most cases) and the
measure having the density f; given by the formula:

f z p(t, Br(f), z+Br'(t),(dt) for ¢ € [0, x,]
SO =4 4.5)

0 for ¢t ¢ [0, x,].
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The n-th factorial moment of a random variable X with values in N U {0} is the
mean value EX-(X—1):(X—2)- ... *X~n+1)). In the sequel the n-th factorial
moment of the random variable N*(Br, [0, #) is denoted by FM(#, £).

Theorem 4.3, Let a real, continuous stochastic process (X(f)),.r+ (defined on the
probabilistic space with a complete probabilistic measure P) has continuous one
dimensional distribution functions. Assume, the moving barrier is continuous i.e. Br
€ C(R™) and for each ¢ € R* there is such a k(r) € N that N+(Br, [0, ) < k()
= 1 (i.e. on the bounded interval [0, /) P almost each sample path has the finite
number of upcrossings) then

k) (_ 1)+l k@ (_ 1)i+!
> C MG < pe < <y D

i=] i=1

If addidtionally P(X(0) > Br(0)) = 0 then

= FM(i, )+PX(0) > Br(0). (4.6)

. kO (— 1)+
P(t < 1) = 1—P(N*(Br, [0, ) = 0) = )

i=1

S—FMG. 0. @)

Proof see [21]. The above theorem gives both exact and approximate method for
P(z < 1) calculation. The method is based on factorial moments, which are
sometimes difficult for analytical assessement. It is of course disadvantage of the
method but on the other hand we can easily estimate these moments from
measurement (number of crossings measurement is much simpler than direct time
measurement, particularly for wide band signals). Hence formulas (4.1), (4.6) and
(4.7) can be also useful in experimental approach. ,

. Assume, that in the theorem 4.1 the condition: "there is such a X, € R*/{0} that
P(N*(Br, [0, x 1), € {0, 1}) = 1" is not fulfilled and instead we have .in a point
t € R*"\{0},P(N*(Br, [0, ))>1) > 0. In this case we easily asses the error
&(?) £ |F (1) — E(N*(Br, [0, £)))—P(X(0) > Br(0)) | introduced by the formula (4.3)
in the point ¢ with the inequality () < FM(2, /). Hence the FBM method exact in
formulation given in the theorem 4.1 can be also approximate one.

The mathematical basis of the sketched above FMB method for P, calculation
is systematically developed in [21]. Other techniques for STJ assessment based
on computer simulation and numerical methods were discussed for example
in [20] and [21]. '

5. PROBABILITY DISTRIBUTION OF THE RANDOM VARIABLE 7
FOR THE LINEAR BARRIER, :

In this section we will show using a simple barrier crossing model, that under
certain assumptions, the probability distribution of the random variables
T(2,), T(t,),..., T(t)y) describing the STJ in equivalent time points ¢,, t2 t,; can be
considered as Gaussian.
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Assume that the real stochastic process (X(£)).r+ iS continuous, stationary and
Gaussian with a corelation function R(¢), the barrier Br is linear and the assump-
tions of the theorem 3.1 are fulfilled. Applying described above FBM method and
the formula (3.3) to the linear moving barrier given as Br(¢f) = a+bt,a > 0,5 <0,
we obtain for. arb1trary bounded interval I < R*

_ _(a+bt) -y ,___l_)f_
= zm/—R(O) ! "”"’( F0) >(V R0y exp ( 2(—R"<0))> +

—bﬁch( \/%l(o_»ll(dt)’, ‘ (5.1)

where @ is the probability integral (i.e. the distribution function of the probablity
distribution N(0,1) which gives according to (4.5) f.(f) = g(f) for ¢ > 0 and
S{) = 0 for t < 0, where

E(N*(Br, I))

gl0) = L””2)<\/—R"(0) exp(— Z:bm) -

1
2 JRO) T (‘ 2R(0)
— b\2n @( b )) (52

—R*(0)

Let ¢, denotes the crossing point of linear moving barrier with the time axis i.e.
t, = °_ a/b. From the formula (5.2) we obtain that if a/b = const. and b » — oo (i.e.
the slope of the linear barrier becomes greater with the constant upcrossing point #,)

- then for each t € R

5 ool Y
&0 o °"p<2R"(0)) .\

AN —by2n
J27R(0) 2R(0) _

+ qs( il ) -1 (5.3)
_ v —R(0)
and P(X(0) > Br(0)) - 0 when b - —co. Hence for a sufficiently fast moving
barrier (for example for b/r/—R”(0) > 3) we can replace without significant error,
" the function g(f) by the probability density function of the Gaussian distribution
N(0, —+/R(0)/b). For typical noise parameters in ETWR the condition b/\/ —~R"(0)
> 3 seems to be fulfilled, which leads to the conclusion that STJ distribution in
'ETWR (i.e. distributions of random variables T(z,), T(z,),..., T(ty)) can be
considered as Gaussian. This effect can be also observed experimentally (see [12],

(7).
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6. ERRORS INTRODUCED BY SAMPLING TIME JITTER

The STJ limits significantly aocuracy of wide band sampling measurement systems.

This section deals with measurement errors caused by the STJ in such systems,
particulary in ETWR. Assume the analog input signal f: R — R is sampled in
equivalent time points ¢, ¢,,..., f), (in particular we can have ¢, = k - 4¢ but it is not
important in the sequel). .

Sampling time points ¢, k£ € {1, 2,..., M} are not exactly real sampling points.
Because of noise phenomena present in sampling circuits real sampling points are
randomly shifted on the time axis. This shifting is called the sampling time jitter. In
relatively slow systems these shifts are not critical and errors caused by jitter can be
neglected. In fast systems, like wide band equivalent-time waveform recorders or
sampling oscilloscopes random shifting is in the range 10—200 ps and causes
troublesome distortion of the measured signal.

Let T(¢,) be the random variable describing the random shift of the real sampling
point #+T(t,) related to assumed, deterministic one #,. According to previous sections
the random variables T(¢,), T(¢,),-.., T(¢) can be considered as the first upcrossing
times of linear moving barrier by the stochastic process (X(?)),.r+ describing noise.
Because, in ETWR we repeat the sampling at the each point #, (where k£ = 1, 2,..

M and M is number of sampling points) in independent manner, we can describe the all '
sampling process by M random sequences (f{t,+T,(4)) 2, for k = 1, 2,..., M, where
(T,(¢4))aZ1 is a sequence of independent random variables with distributions equal to the
distribution of T(#,). In practice, the number of samples for each k is limited to Ny, then
the input information of the ETWR consists of M random vectors of N, dimensions or
in other words, of M finite random sequences (f(t,c+T,,(t,‘))),,= | for k =1,2,...,M.

In the sequel we assume that the input signal is a (B(R), B(R)) measurable'
function f: R — R and is sampled in time points ¢, +T(¢,), where ¢,, tyseres Iy €[a, b
are deterministic sampling points. We would hke to assess measurement errors
introduced by sampling time jitter. In other words, we want to assess th= value er(f)
L f(t+T()—f () for a fixed sampling point ¢ particularly for ¢, . ty € [a b

If the signal f is a (B(R), B(R)) measurable function (for mstance f is continuous)
_then er(¢) is for each sampling point ¢ a random variable but its. probability
distribution depends on f and is in most cases dificult to exact calculations.

Assume that jitter is limited (i.e. there is such a number ¢ > 0 that for each
sampling point ¢, we have |T(t)| < ¢). If the signal f &€ C®(R) then from Taylor’s

formula we obtain
n—1 (3 n
- FALG] .
ler(®)| < + —  sup | fO@E+h)]. 6.1)

kzl k! nlpe[—e, g] ' (

Iff**?e CR), fPe LR, Z,1,)fork = 0, ,..., n+2 and & denotes the Fourier

transform then & ( f®)(w)=(jo)'Z (f )(0). Hence | £ < %C ﬁ o|"F(w)| {, dw),

R
where F is a spectrum of the signal /. Then from (6. 1), we have the following inequality
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—1 k)
ler(s)| < Z Ifk,(t)l *
=t 6.2)
f o F(@)1], @t
<y i f (e )| F (@) 1, (d0).

If the spectrum F of the input signal f'is limited i.e. there is such a w,, that suppF
< [~w,, w,] then the integral on the right side of (6.2) is finite and we obtain

. | _
ol < [ €= IF@IL 00 63)
. [0, w,]
The simplest but rather pessimistic assessement of er(f), can be also obtained, when
limited by o, spectrum of the signal f and limited jitter is assumed. In this case,
specifically for f(f) = A - sin(w,f), where A > 0, we have |er(?)] < A - wze. In
general, we do not assume, that the sampling time jitter is limited. In such a case, if
the signal f € CO(R), T(H) € L2, M, P) and sup| f(H] < +oo then from the
Lagrange theorem about the mean value we have®®
D(er(9) < (sup | f(D1)* - D*(T(®) (64)

and for limited jitter

D*(er(s)) < 2( sup SO D (6.5)

8, b+

IffeCOR)and f, f P e L\(R, £, 1,) for k = 1, 2, 3 then (denoting spectrum of the
signal f by F) the formulas (6.4) and (6.5) can be rewritten as (6.6) and (6.7).

D) < 2 ( [ alF@)dw) - D:ae) (66)
R+ .
282 . 2
D2(er(t)) < — < f o |F(w)| dw) . 6.7
R+

If /(1) = Asin(w,?) then from (6 4) we have D?(er(£)) < A?w2ZD*(T(?)).

The above error assessement deal with arbitrary sampling system where the STJ
is significant. Assume that analysed in the sequel sampling system is an eqmvalent
time waveform recorder. In this case for each k=1, 2,..., M a sequence of samples
(f{+T,(t))n=, can be gathered creating input data. Thls data directly displayed
on the screen gives scattered (we say jittered) image of the measured signal. In’
general the statistics ( £/ (tk+T (&))Xe, taken for every k=1, 2,..., M allow to correct
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distortions caused by jitter, but in principle the restoration needs deconvolution
algorithm or in the case when jitter statistics depends on k, solution of the integral
Fredholm equation of the first kind. Hence correction leads to the ill posed problem
very sensitive to input data and needs complicated numerical regularization tech-
niques (see [8]). In this context, simple methods, like mean value or quantile statistics
computations, working quite correctly only under certain assumptions become
attractive.

The simplest method to correct scattered signal image (mostly used by digital
oscilloscopes producers) is the mentioned mean value computation i.e. the averaging
method. In this method for each sampling point ¢ the number

. 1 X '
MN(t, No) £ N ;f +Ti(») - (6.3)

is computed. Let A(f) £ E( f(¢t+T,(9))) and g(:, ?) denotes the probability density
function of the random variable T(#) describing the STJ in the time point ¢. From the
law of great numbers we have MN(z, Nj) — A(f) (where N, - +o0) with
probability 1. Hence for sufficiently large N, we can admit

h(@®) = fg(x, 1) f()1,(dx). (6.9)

The function ¢ — A(f) is obtained from measurement. Hence, when the STJ is
present, arithmetic averaging of the set of samples related to fixed equivalent time
sampling moment limits the band of the system. Below, we will assess measurement
errors, when averaging is applied.

The averaging method is quite correct for linear signal f(f)=Ar+B, (where
A, B € R) i.e. MN(t, N) — f(f) with probability | but in genetal (for example
for pulse signals) it introduces some errors. These errors can be easily assesed
in the following way.

We would like to find |A(f)—f(¢)| and sup | A(®)—f ()] for fixed sampling time ¢.

Assume that the mput s1gnal fe CYR) and for each ¢t € R, T(¢) € L*(Q, M, P),
- ft+T()) € L(2, M, P). Using Taylor’s formula we obtain

n-—1 (k)
sl < ¥ L0

k=1

IE(CT(t))")I +2 — Sup | f@@+x) [E[(T@)"], (6.10)

where A=[—¢, ¢] if the sampling time jitter is limited (i.e. exists such a number
a number & > 0, that for each sampling time ¢, | T,(f)| < &) or A=R if the STJ is not
limited. If f®+? € L\(R, £, 1,) for k=0, 1,..., n+2 then denoting by F the Fourier

transform of the signal f, we can (6.10) rewrite as '

5100 @) I' o PIF@) L, da) <

Ih)—fO) < 3

k=1
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mmwnﬁwmwmm_ | |
s _ + BE [lorFisea). @)
k=1 * ) R 7

In particular from the formula (6.10) for f'e C®(R) and f € CP(R) we have _
1A —f(O] < sup | f(t+x)| - E|T(9)] (6.12)

lh(t)—f 01 < [/ OIETO] + : 2 Sup Lf*(t+x)] - EITOP.  (6.13)

If additionally the STJ s limited then two mequahtles (6.19), (6. 15) follow from
the formulas (6.12) and (6.13)

|hO—S()] < & sup 1f (t+x)| for fe COR) (6.14)

| —f()| < el f'()] + fz—xelsll},’e] Lf*(t+x)] for fe CAR).  (6.15)

If the probability distribution of the random variables T(#) is for each £ € R sym-
metri¢ (i.e. jitter is symmetric), then formulas (6.10), (6.11) and (6.13) become
simpler because odd moments E((T(#))*) vanish. In particular for f € CA(R) from
(6.13) we obtain

DZCT (t))

A —f(O] < w?|F(w)| - £,(dw). 6.17)

If sampling time jitter is limited, the signal f is analytical on R (i.e. fe C™Y(R)) and
sup LfO®] = GO < +0 then because E((T D)%) < ¥ we obtam :

f"‘(t)l < Z GO .«

Tt G(t)(e 6.18)

iHo-ro) < 51

' If additionally the random variable T(f) has a symmetric probability distribution
then E((T()*) = 0 for k odd and (6.18) can be rewritten as (6.19)

A0,
2k)!

From assessments (6.10)—(6.19) we can easily obtain error assessments’ (of the
signal f measurement) in the supremum norm. For example, if f € CW(R), f®
. € LY(R, &, 1) for k=1,..., 4 and E(T(#)) = 0 for each ¢ € R then for &-limited
sampling time jitter we obtain

MWﬂm\E mmwm<mww%n 'mm

sup |A()—f()] < Sup WA(GYIES f é)’IF (@) |, (dw). (6:20)

R+
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In the sequel we give several examples of distortions introduced by averaging when
sampling time jitter is present.

Example 1. If for each ¢ e [a, b] sampling time jitter is limited i.e. |T(#)| < & and
a probability distribution P(Z, - ) of the random variable T(z) is symmetric related to
zero or E(T(f)) = 0, then arithmetic averaging for arbitrary fixed ¢ € [a, b] does not
introduce errors in the case of linear signals, i.e. for signals defined by the formula
fila—e b+el> t »At+BeR, where A, B e R. Indeed, E(A(T(1)+1¢)+B)=At+B
for ¢ € [a, b).

Example 2. Lletf (t) = Asin(w, ); where A, o, € R* and assume that P(z, ), the -
probability distribution of the random vanable T(f) is symmetric. Hence
h(t)=E(A - sin(w,(t+T(?)))) =A(sin(w,)E(cos(w, T(t)))+cos(w,t) -

- E(sin(w, T(2)))= Asm(cu t) - E(cos(w,?) * Re (p(t @,),
where (p(t J):R2 w- E(e""T(’)) € C is a characteristic function of the probablity
distribution P(¢, +). Similarly for a cosinusoidal signal f(f)=Acos(w,f), we have
h(t)=A - cos(w,?) - Re ¢o(t, w,). For each t, o € R, |Re (2, w)| < I(p(t, w)| < | (e,
0l <1
Therefore, if the probability distribution of the random variable T(¢) does not’
depend on ¢, then ”symmetric jitter” modifies an amplitude of the averaged sinusoid
and interoduces a phase shift but the shape of A remains sinusoidal (in particular
may be A(f) = 0 or the phase shift equal to = may occur). In the case where the
random variable T(¢) has for each ¢ € R the uniform probability distribution on the
interval {—é&, €] we obtain

h(t) = Asin(a)yt) E(cos(w,(?))) - %sin(wgt) J cos(w,x)dx = f(1) Sq(mgs), (6.21)

sinx/x for x € R/{0}

whereSa:Rax—*Sﬂ(x)'={1 for x =0

In the case, when the random variable T(f) have for each ¢t € R the Gaussian
probability distribution N(0, ), we obtain ¢(f, w) = exp(—oc2w2/2) then

h(t) = A - sin(w,t) Re ¢(t, w,) = A - sin(w,?) * exp(—a?w}/2).

If the probability distribution of the random variable T(¢) does not depends on ¢ but
is not symmetric then the jitter can change both amplitude and introduces a phase
shift ¢ (h remains a sinusoid) according to the formula '

E(A - sin(w,(T(H+1))) = A sin(w,)+A cos(w,t) = A - sin(w, 1+ )

where A; = A - E(cos(w,T(?))), A, = A - E(sm(a) T(), A2 = A2+ A2, and @ is
solution of equations sing = Z/K cosp = / '
If the signal f'e CO(R) is periodic with a perlod T = 2n/w, then its Fourier series

Y c,e’™™ is uniform convergent for ¢ € R to f(¢). Hence

n=—a
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2]

h'(t) = BE(ft+T@)) = Y, ¢, E(eT) = i &’ - p(t, wn)  (6.22)

ns= —a nes — O

Example 3. Assume the random variable T(¢) have for every ¢ € R the same uniform
probablhty distribution on [—¢, 3] and the input signal f is the step functlon 1@
= ](¢). Then we have

1fort = ¢

1
h(t)=E(l(t+T(t))=—21; J I(t+x) dx=(1/2 + % tfor —e < t < g (6.24)
o 0for t < —e
If T(z) have for each ¢ € R the Gaussian probability distribution N(0, o) then we
obtain

h(t)=E(1(t+T(t))=(—T—\17—§ Jl(t+x)exp(—- %)dx% + %erf <2£j t) (6,25)
R

where erf( x ) £ — \/_ J exp(— #?) dt is the error function.

For both probability distributions (uniform and Gaussian) obtained rise time of
measured step functions is significantly augmented by the sampling time jitter (for
example up to 1.6 ¢ in the case of uniform probability distribution).

. If we correct errors introduced by the STJ in ETWR systems the accuracy of input
A/D converters should be higher than implied by inequalities (6.1) —(6.7) and the practical
rule: ”the variance of the quantization noise should be even to the variance of the noise caused
by STJ”. More information on STJ errors in sampling systems can be found in [11]—[18].

8. CONCLUSIONS

The first upcrossing time of a moving barrier by a stochastic process is a good,
general way of STJ problem modelling. The presented FBM methods of P,
calculation are simple and working under not specially restrictive assumptions.
These methods are also useful in noise properties and reliability assessement of many
electronic circuits, in particular, of trigger and sampling circuits used in wide band
digital oscilloscopes. It was proved that for sufficiently fast linear barrier the .
probability distribution P, can be considered as Gaussian. Some inequalities were
given to assess errors caused by the STJ. They give useful information for designers
choosing accuracy of A/D converters applied in wide band data acquisition systems.
If we have information about STJ probability distributions we can try remove or
correct errors caused by the STJ via for example deconvolution or median filtering.
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The following dependence holds. Theoretical description of the STJ — measure-
ment identification or computation of STJ distribution — STJ errors assessment and
correction.

LIST OF SYMBOLS

N — set of natural numbers

R — set of real numbers

R* — set of nonnegative real numbers, R*={x e R; x > 0}

B(R) — o-field of Borel subsets of R

B(R*) — o-field .of Borel subsets of R*

C — set of complex numbers

R" — n-dimensional Eucliden space

(2, M, P) — probabilistic space

1, — Lebesque measure on R

L?(Q, M, P) —p > 1, set of all random variables having the p-th moment

LR, &, 1)—p =1, set of p-th power integrable real unctions over R

E(X) — mean value of the random variable X

D2(X) — variance of the random variable X

CR*) — set of continuous functions over R*

C®(R) — set of real functions having continuous n-th order drivatives

N*(Br, I) — random variable, the number of the barrier Br upcrossings by a stochastic process (X(#) g+
on the time interval I = R+ o

N(m, 6) — normal distribution with the mean value m and the variance o2 .
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T. ADAMSKI

ROZKLAD PRAWDOPODOBIENSTWA CHWILOWEJ NIESTALOSCI MOMENTU
PROBKOWANIA W OSCYLOSKOPACH CYFROWYCH ZE STROBOSKOPOWYM
SPOSOBEM PROBKOWANIA

Streszczenie

W szerokopasmowych oscyloskopach cyfrowych ze stroboskopowym sposobem probkowania,
chwilowa niestalo§¢ momentu prébkowania (tzw. sampling time jitter) powoduje znaczne znieksztalcenia
rejestrowanego przebiegu. Praca dotyczy sposobow obliczania rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej
losowej t opisujacej t¢ niestalo$¢ oraz podaje warunki, przy ktorych rozklad z moima uwaZzaé za
normalny. Znajomo$é rozkiadu zmiennej losowej T umozliwia odtworzenie metoda rozplatania rzeczywis-
tego ksztattu sygnalu mierzonego.
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Sampling time jitter limits significantly accuracy of wide band measurément systems
with sampling. The paper deals with influence of sampling time jitter on effective bits when
repetitive (equivalent time) sampling and averaging algorithm are applied. It is shown that

"in the presence of sampling time jitter the method of effective bits obtaining remains (with
some modifications) correct. The worst case assessmenis of number of effective bits for
band limited signals (as a function -of a jitter variance and a number of averaged samples)
are computed in the paper. i

1. INTRODUCTION

In wide band measurement systems like digital oscilloscopes or digital waveform
recorders we cannot neglect random unstability of sampling time Because of noise
phenomena present in sampling circuits real sampling points are randomly shifted
on the axis. This shifting is called the sampling time jitter (STJ). The STJ introduces
errors to measurements and can cause troublesome scatering of the input signal
image.

In relatively slow systems the mentioned shifts are not critical and errors caused
by the STJ can be neglected. Additionally, in such systems, when repetitive
(equivalent time) sampling mode is used we can decrease quantization effects by
adding dither to the input signal and consecutive averaging. The above procedure is
well known and leads to the notion of effective bits.

In. fast systems, like wide band equivalent-time waveform recorders and
sampling oscilloscopes, random shifting is in the range 10—200 ps and significant
distortions of the measured signal occur. We show in the sequel that the method of
effective bits remains correct (with some modifications) also when the STJ is
present.
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2. REPETITIVE SAMPLING WITH TIME JITTER

. Below we describe shortly the mathematical model of sampling with time jitter.
Assume the analog input signal /: R — R is a periodic, (B(R), B(R)) measurable
function sampled in equivalent time points #,, ¢,,..., #), € [0, ], where. b > 0 is
a period of f (in particular we can have ¢, =k - At) Let T(¢,) be the random variable
describing the random shift of the real sampling point 7, +T(z,) related to assumed,
deterministic one #,. In equivalent time waveform recorders (ETWR) we repeat the
sampling at each point £ (where k=1, 2,..., M and M is a number of sampling
points) in independent manner. Therefore we can describe the all sampling process
by M random sequences (f(t,+T,(t )2, for k=1, 2,..., M, where (T,(t)Z, is
a sequence of independent random variables with probality distributions equal to
the distribution of T(#,). In practice, the number of samples for each k is limited to
-~ N, €N, then the input information of the ETWR consists of M random vectors of
N, dimensions or in other words, of M finite random sequences ( f(#,+T,(£,))e,
for k=1, 2,.... M

To assess measurement errors introduced by the STJ we have first to assess the
value er(f) £ f(z+T(8))—f(2) for a fixed sampling point ¢ particularly for ¢, £,,..., )
€ [0, b]. If the signal f is a (B(R), B(R)) measurable function (for instsnce f is
continuous) then er(f) is a random variable for each sampling point ¢ but its
probability distribution depends on f and is in most cases difficult to calculate
exactly. Denote by #'(A, w,) a set of real band limited (by w,) functions over R with
values in the interval [— A, A]. The worst case function (i.e. most sensitive to the STJ)
from "(A, w,) is a sinusoid f(f)=A - sin(w, ?). As a result we have for fe A" (A, w,)

D2(er()) =D*(f(¢+T(1)) < A*wiD*(T(2)). @

The above error assessment deals with arbitrary sampling system where the STJ is
significant. Assume (Q(?)).x is a real, & @ B(R) measurable (where # =a(Q(?);
t € R)) stationary (in the strict and wide sense) stochastic process describing an
additive ‘noise corrupting the input deterministic signal f. If for each k=1, 2,...,
M the random sequence (T ,(£,)):2, is the sequence of independent random variables
with the same probablity distribution and o-fields a(T ,(¢,); n € N), o(Q(?); ¢ € R) are
independent then for each k=12,..., M a process (Q,(#))2, defined as
Q,(t)=Qmb+ t,+T () is well defined stationary one in the strict and wide sense

. (see theorem Al from the appendix).

Let (D,);2; denotes a sequence of mdependent random variables with the
uniform probablity distribution on the interval [—A4x/2, 4x/2}, where Ax is a dis-
tance between (uniformly distributed) quantization levels. The sequence (D,)%,
. describes dither purposely added to the input signal. Finally we can descnbe for each
=1, 2,..., M the input s1gnal with the following randoi sequence.

(STt )+ Q)+ D)2 - QY

We assume in the sequel that for each k=1, 2,..., M o-fields o(T(t;); n € N), a(Q(2);
t € R) and o(D,; n € N) are independent (i.e. dither, jitter and addtive noise are
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independent) but it does not imply that for fixed k, ramdom variables Q,(¢,) and
S(#+T,(4)) are independent too. Note that for a bounded measurable function f;
using the theorem A2 from the appendix we obtain

E(f(t+ T, (6DQu(1) = EEB(f(t,+T(t)Q, (%) | o (T, = _
= EE(f(t+x)Qnb+x+ 1)) | =14, ) Therefore, if E(Q($))=0 for each t e R
then E(E( f(t,+x)Q(mb+x+1,) | 1=1,,y)) = 0 and finally

E(/(6+ T, (6))Qu(5)) = 0. @3)

3. SYSTEMATIC ERRORS OF AVERAGING ALGORITHM

Assume that analysed in the sequel sampling system is the ETWR. In this case
for each k=1, 2,..., M a sequence of samples (f(t,+T,(¢,))+Q,(t,) e, can be
gathered creating input data. This data directly displayed on the screen gives
scattered (we say jittered) image of the measured signal (even if the additive noise is
not present). In general the statistics ( f(#,+T,(?,)) + Q, ()2, taken for every k=1,
2,..., M allow to correct distortions caused by jitter, but in principle the restoration
needs deconvolution algorithm or in the case when jitter statistics depends on £,
solution of the integral Fredholm equation of the first kind. Hence correction leads
to the ill posed problem very sensitive to input data and needs complicated
numerical regularization techniques (see [7], [8]). In this context, simple methods like
mean value or quantile statistics computations (see [9]), working quite correctly only
under certain assumptions become attractive. The simplest method to correct
scattered signal image (mostly used by digital oscilloscopes producers) is the
mentioned mean value computation i.e. the averaging method. In this method for
-each sampling point ¢ the number

N .
MNG N £ o 3 (SUHT,0)+Qut) [

is computed. Let A(f) £ E(f(++T,()) and g(-, £) denotes the probability density
function of the random variable T(¢) describing the STJ in the time point ¢. From the
law of great numbers (see theorem A3 from the appendix) we have MN({, N,)
— h(2) (Where N — co) with probability 1. Hence for sufficiently large N, we admit

W = f 8, D1, (@9, 62)

The function ¢ — A(?) is obtained from measurement. Hence, when the STJ is -
present, arithmetic averaging of the set of samples (related to fixed equivalent time

- sampling moment) limits the band of the system. Below, we will assess measurement

errors, when averaging is applied.
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The averaging method is quite correct for linear signal f(f)=Az+B, where A,
B € R) ie. MN(#, N) — f(¥) with probablity 1, but in general (for example for pulse
signals) it introduces some systematic errors. These errors can be easily assessed in
the following way.
We would like to find |A(f)—f(#)| for fixed sampling time ¢ and sup |H(BY—f (D]

Assume that the input signal f € C®[R) and for each ¢ € R, T(¢) L*(Q2, M, P),
F(E+T() € L(L2, M, P). Using Taylor’s formula we obtain

n=1 | £y
—ro) < 3 0

k=]

IE(T()* )|+  Gup] fO(+x) [E|(TO)), (3.10)

where A=[—¢, ¢] if the sampling time jitter is limited (i.e. exists such a number
&> 0, that for each sampling time ¢, | T, (f)| < &) or A=R if the sampling time jitter
is not limited.

If £®+2 € C(R), f® e LY(R, S,”, l,) for k=0, 1,..., n+2 then denoting by F the
Fourier transform of the signal f, we can (3.10) rewrite as

n—1 (k) n
-1 < S L0 paye + ELTOD f ||| F(@) |1, (o) <

k=1

E[(T(®)")] JIUJI"‘I F(w)|/,(dw)
1S 1 El(T(t)"l
S o 2 — r

JI o|"|F(w)|/,(dw)

In partlcular from the formula (3.10) for fe C(R) and f & CO(R) we have
[h(—f (D] < sup | f'(¢+x)| - EIT(®] (3.12)

A —f(O] < 1/ OIET®| + %ggf |/"(t+x)| - EIT(®). (3.13).

If additionally sampling time jitter is limited then two inequalities (3.14), (3.15)
follow from the formulas (3.12) and (3.13)

|K—-f(O] < & sup |ft+x)|forSe COR) (3.14)

KO~/ < d O1 + 5 sup |1+ forfeCO®)  (315)

If the probability distribution of the random variables T(?) is for each ¢ € R symmet-
ric (i.e. jitter is symmetric), then formulas (3.10), (3.11) and (3.13) become simpler
beacause odd moments E((T(¢))*) vanish. In particular for fe C?(R) from (3.13) we
obtain

|WO—f@)] < 5 sup | fe+)] - DHTE) (3.16)
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If fe COR) aﬁdf(") € Ll(R, &, 1) for k=1, 2, 3, 4 then from (3.11) we obtain
2 X
Ho—ro] < 2 caul) f ©?|F@)| 1,@dw). @3.17)

If sampling time jitter is limited, the signal fis analyt1ca1 on R (i.e. fe C™)(R)) and
sup| f®(®)| = G(?) < + o then because E((T())*) < &* we obtain
keN

®(¢ G(¢
-] < 30 < 3P - cwe- (3.18)
=1 k=

If additionally the random variable T(#) has a symmctric‘ probability distribution
then E((T(£)*¥) = 0 for k odd and (3.18) can be rewritten as (3.19)

fzk(t) ok . _ :
Ih(t)—f(t)l < Z @B |B((T()*)] < G(®)(ch(®)—1). (3.19)

From assessements (6.10—(6.19) we can easily obtain error assessments (of the.
signal f measurement) in the supremum norm. For example, if f € CO[R), f®
€ L'(R, &, I,) for k=1, 2, 3, 4 and E(T(t) 0 for each ¢ € R then for ¢-limited
- sampling time jitter we obtain -

wp 1HO-701 < 5 1701 < 3 [ F@IL@). 620
< R+ .

In the sequel we give several examples of distortions introduced by averaging when
sampling time jitter is. present.

Example 1. If for each ¢ € [a, ] sampling time jitter is limited i.e. |T($)] < € and
a probability distribution P(t, - ) of the random variable T(#) is symmetric related to
zero or E(T(¢))=0, then arithmetic averaging for arbitrary fixed ¢ € [a, 5] does not
introduce errors in the case of linear signals, i.e. for signals defined by the formula
f:[a—e, b+gl > t - At+B € R, where A, B € R. Indeed, E(A(T())+1)+B)=
At+B for t € [a, bl.

Example 2. Let f(#)=Asin(w,f); where A, o, € R* and assume that P(t,:) the
probability distribution of the random variable T(¢) is symmetric. Hence
h()=E(A-sin(w,(t+T(#)))) =A(sin(w, ) E(cos(w, T(#)))+cos(w, ) E(sin(w,T(1)))=
=Asin(w, o) E(cos(w T®)=A- sm(w 1)'Re ¢(t, w,), where (p(t ‘¥R > w-
E(ef“’T"’eC is a characteristic function of the probability distribution P(z, -).
Similarly for a consinusoidal signal f(f)=Acos(w,?), we have h(f)=A:cos(w,?)'Re
o(t, w,). For each ¢, w € R, |Re o(t, w)| < |o(t, a))l < |o(t, w)| < |o(t, 0)| < 1.
Therefore, if probability distribution of the random variable T(#) does not depend
on ¢, then “symmetric jitter” modifies an amplitude of the averaged sinusoid and
introduces a phase shift but the shape of 4 remains sinusoidal (in particular may be
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h(f)=0 or the phase shift equal to = may occur). In the case where the random
- variable T(?) has for each ¢ € R the uniform probability distribution on the interval
[—&, €] we obtain

h(t)=Asin(w, 1) E(cos(wgt)))=2és sin(w, ?) f;:os(wax)dx = f(?) - Sa(w,¢), (3.21)

sinx/x for x € RO}
1 - for x=0.

In the case, when the random variable T(#) have for each ¢ € R the Gaussian
probability distribution N(0, o), we obtain ¢(t, ) = exp(—o2w2/2) then
h(?) = Assin(w,?) Re o(t, o)) = Asin(w,f)-exp(—o?wZ/2).

If the probablity distribution of the random variable T(z) does not depends on ¢ but
is not symmetric then the jitter can change both amplitude and phase and introduces
a phase shift ¢ (h remains a sinusoidal) according to the formula ‘

E(A-sin(@,(T(1)+ 1)) = A,sin(w,1)+A,cos(@,?) = Ksin(w,t+¢)

where A, =A-E(cos(w,T(9))), A,=AE(sin(w,T(1)), A?=A2+AZ2 and ¢ is a sol-
ution of equatlons sinp=A, /A, cosp=A /A.
If the s1gna1 fe CO(R) is periodic with a period T=2r/w, then its Fourier

where Sa : R 3 x - Sa(x) = {

series Z e’ is uniform convergent for ¢ € R to f(f). Hence

n=~w

«©

MO = B(fE+TO) = 3 oBET0) = Y celm- ot o (3.22)

n=-w n=—0o

Example 3. Assume the random variable T(f) have for each ¢ € R the same uniform
probability distribution on [—e&, €] and the input signal f is the step function
Sf(®)=1(9). Then we have

1 for t > ¢

-4

h(t)=E(1(t+T(2))= 218 fl(t+x) dx = {1/2 + é tfor —e < t <& (3.24)

0 for t € —e

If T(¢) have for each teR the Gausian probability distribution N(0, ) then we obtain

h(t)=E(1(t+T(®)= - o~ j l(t+x)exp< )dx = %/+ %erf (%5 ) (3.25)

5
where erf(x) & T f exp(—¢2) dt is the error function.
T



TOM XXXIX—1993 Effective bits... 259

For both probability distributions (uniform and Gaussian) obtained rise time of the
measured step function is significantly augmented by the STJ (for example up to
1.6:¢ in the case of the uniform probabhty distribution). More information on STJ
errors in sampling systems can be found in [1]—[8].

4, AVERAGING OF QUANTIZED SIGNALS IN JITTERED AND NOISY
ENVIRONMENT

Let Ax > 0 be a distance between uniform distributed quantization levels and
QN:R — L (where L={k- Ax; k € Z} denotes a quantization function defined by the
formula: (QN(x)=k- 4x) = (k- Ax—4x/2 < x < k- Ax+4x/2). Of course we have
sup dist(x, L)=4x/2.

xeR
If a real stochastic process (X(f).r is stationary (in the strict sense) then
a stochastic process (QN(X(#))) «r is stationary too.

_ Fact. Assume: 1) for each k=1,2,..., M a sequence of real, independent, random
variables (T ,(t,)); with the same probability distribution describes the STJ in the
sampling point f,.

2) (D,):2, is sequence of mdependent real random variables (describing dither) with
the uniform probablity distribution on the interval [— 4x, 4x]

3) the input signal f: R — R is (B(R), B(R)) measurable, periodic (with pemod b)
function and for each k=1, 2,..., M and n € N f(£,+T,(t)) € L*(2, W, P).

'4) (Q(1) er is a real, measurable stationary (in the wide and strict sense) stochastic
process (describing additive noise)

If for each =1,2,..., M o-fields o(T (t;); n € N), o(Q(#); t € R) and a(D,; n € N) are
independent (i.e. dxther jitter and additive noise are independent) and Q,(%) = df
« Q(bn+t,,+T(tk)) then for each sampling point ¢, we have P almost everywhere

Z QN( 1 (tk))+Qn(tk)+Dn))/N - E(S(t+To(1), @)

n=1

where N, — + oo0.

Proof. The stochastic proccss ([, +T, ) +Qu (1) +D, )2, is stationary (in the
strict sense). Hence the “quantized process” (QN( f(t,+T,(t:))+Q,(t) + D)2 is
stationary too. Using theorem A3 from the appendix we obtain

( ZQN(f(tﬁT (¢ +Qu(t)+D,))/N, -—>E(QN(f(tk+T @&N+Q, (tk)+D ). @4.2)

n=1

From the theorem A2 we have E(QN( f1 (tk)+Q,,(tk)+D ) =
= EEQN(f(ty+ T (1) +Q,(t)+D,) | o(T, (1), Q)= 4.3)
= E(EQN(f(t:+y)+y, +D”»I(y,: =Tt Q..(t.‘)))’ |
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but for each a € R we have E(QN(a+D,)=a (which is the essence of the effective bits
method). Additionally from the theorem A4 from the appendix we have E(Q,(t)) =
= E(Q(# +T,(%)))=0. Therefore we can rewrite the above equation in the form
BEQUCAy)+724D g, e 1,00, @) =
= BEGAy+7 D, -, o)) = “4)
= E(f(t+ T () + Q1) =E(S (4, +T,(¢,))) QE.D.

The above theorem states theoretical basis for use the effective bits method when the
STI is present.

5. VARIANCE ASSESSMENT OF THE SUM OF QUANTIZED SAMPLES

We would like to obtain the number of effective bits as a function of N o-number
of averaged samples, o, — standard deviation of the STJ, B — standard deviation
of the additive noise, B — number of bits of the input A/D converter and provided
that the input signal f'e 2" (A, J;)- In order to do it we have to compute or assess the
variance (5.1): .

.
D2 (Y} QN(/(+T,{t)+Qu(t)+D)/N,). ¢.1)

n=]

Additionally the variance, as a function of N, gives some information on the
convergence speed. Exact computation of (5.1) is difficult beacause the variance G.D
depends on the input signal f'and the quantization function QN. On the other hand
assessment of (5.1) (independent of f') can be done in the following simple way.

If X € L2(Q, M, P) then QN(X) € L2(2, M, P) and

(4x)*/4+E(X)? — 4x- E(1X ) E((QN(X))?) < (4%)*/4+ E(X)? + 4x - (| XD (52)
It follows immediately from the inequality: E((X+ 4x/2)? - Xixso0p)+

+E(X—4x/2)* - 1(x<0) )<_E((QN(X))2) SE(X+4%/2)  tix>0 )+
+E((X— 4x/2) " xx<0p)- If X € LR, M, P) then X — Ax/2<QN(X) <X+ 4x/2 and
we have ‘
E(X~4x/2) < E(QN(X)) <EX+4x/2) (53)
From (5.2) and (5.3) we obtain o
D2(X)— 4x(E(] X |)+ EX) < D*((QN(X))) =E((QN(X))?) —(E(QN(x)))? <
< D*(X)+ 4Ax(E(| X[)+EX)) ' (54)

Assume for each #, k=1, 2,..., M the random sequence (Q,(¢,)) 2., is the sequence of
independent random variables (it follows for eXampl; from assumptions: |T,(¢,)|
< b [4 for n € N, the process (Q(?)),r is Gaussian and its correllation function
K fulfills condition: supp K < (b/4, b/4). Therefore random sequences
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(f(A+ T (t))+Q.(5,)+ D)2, and (QN( f &+ T () +Q,(t)+D,)) %, are the se-
quences of independent random variables. Using (5.4) the variance (5.1) can be
assessed as follows:

-
D?( Y QN(/(te+ Tt + Qu(t)+D,)/N,) =

n=1 :

N, ' .
= Y D*QN(S(6+T,(1)+Qu(t)+D,)/N3. 69

n=1

Assumefe X’ (A, w,) then from (5.4), (2.1),(4.3), (4.4), the equation E(QN(a+D,)=a
for each a € R and the equation E( f(¢,+T (%)) - Q.(t,)) = 0 we have

D?(QN( /i (44 To(14)) + Qu(#)+D,)) = E(QQN( f (6 + T, (#:)) + Q,(4,) +D,)?) —
—(E(QN( /1 (tk+T..(t;))+ Qu(t)+D,))* <(4x)*[4+E(( f (t+ T, (1)) + Qu(t) +
+D,)")+ 4% E(] f(6+ T, (1)) + Qut) +D,) ) — E(f (6,4 T (6.))? < (4%)2 /4 +
+E((f (44T (4)) + Qu(t))) + E((D,)?) + 4x - (A+E(1Q,(t) N+E(|D, | ) —
—(E(S(t+ T, (1)) S (AX)2[4+ (4x)2[12+ Ax - (A+E(| Q) 1)+ Ax/4) +
+D?(f(t+ T, (1) +E(Qu(1:))?) < A%wZ DX(T,(4,))+E(Q (1)) +
+4x - (A+E(] Q) )+ 7(4x)*/12
If we denote E(]Q,(4)] = 7, D*(T,(#)) = «f and D%(Q,(1;)) = B? then
D2(QN(f(7)+ Q) < A?w? af+ i+ Ax+ A+ Ax A+ Ax - y,+7(4x)?/12 and
N,
D( Z QN(S(t+ T, () + Q1)+ D,))/N,) < (A’w2ag + f7 + Ax- (A+7,)+7(4x)*/12N,,.

n=1 .

- If the input signal f'is not corrupted by the additive noise (Q(#)) g then

NO
- DL QN(S(1+T,(t)+D,)N,) < (A*wZuf+Ax - A+T(4%)?/12)/N,.

=1

Because Ax = 2A/28, where Bis a number of bits of the input A/D converter, we obtain °
NO
D?( X (QN(f(t,+T,(1))+D,)/No) < (1A/22 212+ A*(2n - f, Y2af + 2A2/2F)N,, &
n=1 .

LF(A,N,, f,, %)

6. EFFECTIVE BITS IN JITTERED ENVIRONMENT

Assume the input signal f e K(A, w,) (where cog=2nfg) is not corrupted by the
additive noise. Hence a low bound of the number of effective bits B.(B, N, o, f;) is
given by the formula '
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BB, Ny, o, f) = d) = (F(A, Ny, f, o) = (2A/2%)%/12. 6.1)
Therefore d can be computed from the equation

(TQA/28)2/12+ A2(2n - f, )0 + 2A%[2%)/N, = (2A/2%)*/12 6.2)
which finally gives | |

- d = —(log,((7(1/2%)* + 12n%f a} +6/27))/2+ log,(N,)/2. (6.3)

Similar results can be obtained when the additive noise is present. Low
bounds of effective bits BB, N,, o, f;) as a function of the input signal
_band f, (appropriately for N;=16, N, —512 and N =4096) are shown in
the Fig.1.

' Effective Bits

a) W
ol 1
2
6 3
3 L
6 7 8 9 100 1gf
] I 1 ] M 1 £
10° 10° 107 10° 107 10" £ [Hzl
b) Effective Bits
9t !
2
6. .
. 3
. 3k
6 Y] 8 9 10 g f
] 1 -l 1 i 4 3
10° 10° 10" 108 10° 10" r, [Hz)

Fig.1. Bode plots of effective bits lower bounds. Effective bits lower bounds are shown as afunction of

the input signal band f;, for N, = 4096 plot 1), for N, = 512 plot 2) and for N, = 16 plot 3). In the fig.

a) the standard deviation of the sampling time jitter is even o, = (D2(T(z, )))1’z = 10 ps, in the fig. b) u,‘
= (D2(T(1,)))> = 100 ps, in all cases B = 8.
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CONCLUSION

In the presence of the sampling time jitter the method of effective bits is correct
however the limit of the averaged sum is even to E( f(¢,+T(z,)) (instead of £(,)).
Dither (uniformly distributed on the interval [— 4x/2, Ax/2]) introduced purposely
on the input cannot be replaced by the noise caused by the STJ.

APPENDIX

Theorem A.1 Assume (Q(f)),.r is a real, stationary in the strict sense, # & B(R)
measurable stochastic process (wWhere # =a(Q(?); ¢ € R). If a real, stationary in the
strict sense stochastic process (T(?)),r describing sampling time jitter) and the -
stochastic process (Q(#)),r are independent then the stochastic process .
(Q(+T(1))) (er is stationary in the strict sense. If additionally the stochastic process
(Q(9)cr is stationary in the wide sense then the stochastxc process (Q(¢+T(9))) rer 15
stationary in the wide sense too.

Theorem A.2 Let £:2-X, 7:2—>Y be random variables (defined on a probabilistic
space (£2, M, P)) with values in measurable spaces respectively (X, #,,) and (Y, %,).
If a function X x YR is (%, #,, B(R)) measurable and A(¢, 1) € L*(£2, n, P)
then for each o-field # such that #F <, o(n) = F we have

1) E(h(§, m) | F) = E(A(& | F)y=r-

2) If additionally o-fields o(¢) and & are independent then

E((E, m|F) = EHtE y)lyer

Theorem A.3 (Strong law of great numbers for strictly stationary stochastic pro-
cesses). If (X(n)),.; is a real strictly stationary stochastic process defined on
a probalistic space (2, M, P) and X(n) € L1(2, M, P) for each n € Z then P almost
everywhere

N, N -

(L XNy 2, BGO)  and ), X()/@No+1) 2, BKO). (A3)
Theorem A.4 Assume (Q(?),.r is a real, second order, o B(R) measurable
stochastic process (where # = a(Q(#); ¢ € R). Denote m(f)=E(Q(?). If a real
stochastic process (T(#).r (describing sampling time jitter) and (Q(f).g are
independent and for each ¢ € R, m(t+T(¢)) € L1(Q, M, P) then for each ¢ € R,
E(Q(t+T(5))=E(@m(t+T(2)). In particular, if m(z) = 0 then E(Q(r+T(z))) = 0.

LIST OF SYMBOLS

(2, M, P) — probdabilistic space
dist(A, x) — distance between a set A and a point x in a metnc space
N — set of natural numbers
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Z — set of integers

Q — set of rational numbers

R — set of real numbers

R* — set of nonnegative real numbers, R* = {x eR; x > 0}

C — set of complex numbers ‘

B(X) — o-field of Borel sets of a metric space X

/, — Lebesque measure on R :

L’ (2, M, P) — p > 1, set of all random variables having the p-th moment

L*R, &, 1,) —p > 1, set of p-th power interable real functions over R

D*(X) — variance of the random variable X
CR ) — set of continuous functions over R*

C®(R) — set of real functions having continuous n-th order derlvatlves

AN
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T. ADAMSKI
BITY EFEKTYWNE KONWERSII A/C W OBECNOSCI CHWILOWEJ NIESTALOSCI
MOMENTU PROBKOWANIA

Streszczenie

Chwilowa niestato$¢ momentu probkowania (sampling time jitter) znacznie ogranicza dokladnosé
szerokopasmowych systemow probkujacych. W sytuacji gdy stosowane jest probkowanie powtarzalne
moina dla podniesienia dokladnosci probkowania w takich syatemach zastosowaé metode bitow
efektywnych a §cislej zmodyfikowana jej wersj¢ opisana w artykule. W pracy zostato podane rowniez
ograniczenie od dofu na liczb¢ bitéw efektywnych w funkcji pasma sygnat: wejsciowego przy zaloZeniu,
Ze parametrami sa liczba usrednianych probek i wariancja jiteru.
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The analog-to-digital conversion system is the basic element of the PC-measurement
instrument hardware. The issue of reciprocal accomodation of the elements of this system is
examined, namely, the accomodation of the antialiasing filter, the sample-hold amplifier and
the analog-to-digital converter. The criteria are the fixed level of the permissible error and the
dynamics of the processed signal.

1. INTRODUCTION

PC-measurement instruments (PCMI) have been called third-generation measur-
ing devices. The three basic elements of these devices are: PC, input hardware and
corresponding software. ' ‘

PC controls the data acquisition process, processes the acquired data according
to required algorithms, presents the results and compiles the documentation.

The input hardware, called the data acquisition system (DAS), is composed of
sensors, input conditioning systems, analog-to-digital conversion system (ADCS)
and multiplexers (MUX). The input signal conditioning system accomodates the
signal from the sensors or measurement converters to the ADCS. Accomodation
may consist in amplification, compression, change of standard, filtering, ensuring
the galvanic separation between the examined object and the PCMI etc. The ADCS
changes the analog signal to the digital one. This process consists of ‘the following
operations: prefiltration (antialiasing filtration), sampling, quantifying. The anti-
aliasing filter (AAF), the sample-hold amplifier (SHA), the analog-to-digital conver-
ter (ADC) are included in the conversion system. '

The properties of the PCMI hardware are characterized by the parameters of the
ADCS. The shaping of these parameters result from the previous establishing of
time-accuracy conditions of data acquisition. These conditions are the starting point
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for solving the accomodation problems, i.e. accomodation of ADCS to the input
signal and accomodation of elements within the system. The parameters of ADCS
are at the same time the criteria, according to which the properties of the remaining
- hardware are shaped. A : _ :

The first step is to establish the required resolution (the bit format of data) and
the speed of processing (the conversion time, the conversion frequency). The type of
ADC is selected on this basis. The second step is to establish the structure of ADCS
and to determine the parameters of the remaining elements (AAF, SHA) on the
basis of the' ADC parameters as well as the properties of the signal. Further
considerations refer to the problems solved in the second step.

From the point of view of metrology it is essential not only for the device to
perform the given measurement, but also for the obtained results to be reliable. This
paper has presented the conditions for obtaining reliable measurement results. The
conditions result from the cooperation of the elements in the ADCS. The employ-
ment of the elements with nominally good” parameters is the necessary condition
for obtaining suitably reliable measurement results. However, the nominal values of
parameters are not the sofficient basis for formulating a quantitative evaluation of
result if the conditions for reciprocal accomodation of elements in the ADCS and
the conditions of accomodation of the ADCS and the output signal are not fulfilled.

From the point of view of the “measuring potential”, the capabilities of the
PCMI are huge. However, from the point of view of quality criteria, these
capabilities are limited by resolution, data acquisition speed and the power of being
independent of the influence of disturbances.

2. THE PLACE OF ADCS IN THE PCMI STRUCTURE

* Originally, the structure of PCMI was as shown in Fig. 1. This configuration is
‘used when the required resolution is not greater than 12 bits, or the dynamic range is
less than 70 dB. In devices where the required resolution is higher, plug-in boards
have been repalced by measurement modules, which are placed outside the computer
and communicate with it through an interface. This structure is shown in Fig.2.
As a result of this modification, the interference noise introduced by the
computer itself (i.e. existing within the framework of the computer) has been

PC

PLUG - IN CARD

SENSOR SIGNAL CONDBITIONING Af0 CONVERSION
UNIT UNIT

Fif. 1. The block scheme of the initial structure of PCMI
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MEASUREMENT MODULE

SIG CONDITIONING D CONVERSIO -
SENSOR NAL T AD CONVERSION PC
UNIT UNIT

Fig. 2. The block scheme of the structure of PCMI with greater resolution

eliminated. It was possible to achieve better parameters of measurement processing.
The analog signal circuits have been separated from the fast digital circuits of the
computer which emit the noise and limit the dynamic range. The ADCS has been
separated from the sources of noise, whose level exceeds the value of voltage
corresponding to LSB (least significant bit) in the case of hlgher resolution
processing.

3. THE SHAPING OF PARAMETERS OF THE PREFILTRATION
CIRCUIT

The basic task of prefiltration is to prevent the distortion of the measurement
signal, which might result from the sampling operation. Since the filter collaborates
with the rest of elements in the ADCS, the quantities which influence the shaping of
filter characteristic are the sampling rate and resolution of ADC. :

The frequency of sampling of analog signal, which enables it to be reconstructed,
results from the sampling theorem. If the boundary frequency corresponding to the -
highest frequency component of the signal is denoted f3, then the sampling rate f5
must fulfil the relationship fy > 2fg. Therefore 2fp, = f5o defines the lowest
possible value of f;.

The spectrum of the signal sampled with the rate f; (assuming that the sampling
is uniform) is a periodical function and consist of replica of the spectrum of the
analog signal (before the sampling has taken place) displaced by k- f5, k = 0, +1,
+2,... . This can be expressed as follows:

1 1
X(w—k-wg), Tg=—.
TS k=z—oo s s fs
If the signal is sampled with the sampling rate f5 # fso, then the spectrum of signal
after sampling depends on the relation between f5 and 2f,. This relation is shown in
Fig.3. The case shown in Fig.3c is valid when the sampling rate f; is not fixed
according to the sampling theorem. In this case in the neighbourhood of the

Xs(w) = Y

frequency +Qk+1) A fs there appears- the folding of the replica of the spectrum

~ (aliasing). The spectrum distortions ongmatmg in this place are a source of errors in
the representation of the signal.



268 A. Domanska Kwart. Elektr. i Telekom.
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Fig. 3. The spectrum of the sampled signal: a) fs = 2f,,, b) fi > 2,0, ©) fi < 2f,,

It is possible to establish the proper value of f, if f3, is definable unequivocally.
To assure this, the sampling operation is preceded by low-pass prefiltration, called
antialiasing filtration. '

The typical measurement signals are in the lower band and the spectrum is fuzzy.
As the result of antialiasing filtration, the signal band is finaly established (fz,
— fp). Sometimes it is connected with the cutting off the highest components of the
- spectrum. These components may by cut off which have suitably low amplitudes, so
that elimination of these components does not introduce any substantial distortions
of the measurement signal within the limits of fixed error.

The ideal AAF has a flat characteristics in the signal band, infinitely large
atieruation outside the transmition boundaries, constant group delay. The real AAF
is an approximation of an ideal filter. Aparat from the principles accordind to which
its characteristics as low-pass filter is shaped, there are conditions resulting from the
work of the filter with the analog-to-digital conversion module. The latter are the
criteria connected with the resolution of the ADC and the intended sampling rate
(fs=k2fG. k=1 ' '

Let the normalized spectrum characteristics of AAF be H(w). It is shaped so as
to fulfil the followig set of conditions:

Cl: H(wp) = 1, wy = 2nfy, fz — is the frequency denoting the range of the flat
part of the filter characteristics,

. 1 :
C2: H(w.) = z_, wc = 2nf,, fo —is the frequency denoting the 3-dB filter band,
JSe. > JB,
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11 ‘ -
C3: H(wy) = 3 o ON = 2nfy — is the frequency denoting the band outside which -
the imperfection of attenuation of the filter introduces an error not greater than

1 LSB of the applied ADC of the N-bits resolution,

the error corresponding to >

_ do(w)
dw

characteristics of the filter — @(w), (i.e. constant group delay).
There are rigorous consequences for AAF of the assumption that the sampling.
rate f5 is close to the minimal frequency f,. However, most often f is the multiple of
the fy, (oversampling), since in the former case there are very high requirements
regarding the steepness of the trailing edge and the attenuation efficiency of the filter
on the reject band, and the costs of a filter with good parameters are high too. In the
second case, the increase of the sampling rate causes the requirements for AAF to be
softened. The filter may be simpler and therefore cheaper. A lower price is paid for
the fact that the signal band is totally included in the flat part of the filter
characteristics and the trailing edge will begin outside this band. The steepness of the
edge may be less acute. It is illustrated in Fig4. '

C4: = const, —wgz < o < g, this is the linearity condition of the phase

a)
Xglf) M)
e
VANVAS
\
fB%fs fs ‘
b Xs(f)
R H(f)
/\ .\\‘ A +
feo ‘zif;; 1LS

Fig. 4. Antialiasing filtering, fg = k-f, : a) small k, b) big &

The second advantage of sampling with the sampling rate being a multiple of
[fso is the reduction of power of quantization noise in the signal band. Assuming the
uniform probability diatribution of quantization error, the power density spectrum
of the quantization noise is as follows (Otnes, Enochson, 1978):

g _ Ups ,
G(f)——z— = V)
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q — resolution of ADC, :

N — number of bits in the digital code word,
Upgs — full-scale voltage range for the analog signal.
Therefore the noise power in [ —f3: f3] band is:

I3
Gy(f) = f oo =L % @

- Ifthe level of quantizaﬁon noise does not change (i.e. the number of bits remains
the same), then the value of G ( f) is:

G(f) =Gyf) =L whensy =2, (4a)

or .

6N =6y =L szs

dependmg on the relation between fs and f3. If fg > 2fg then Gg( f) « Go( f). The
power spectrum of quantization noise takes up a wider band, so the power falling on
the signal band is considerably reduced.

Sampling with the rate f; > fyappears also in connection with the issue of
processing the signal with the adequately high resolution. The increase of the
number of bits (N) of the ADC and resulting decrease of ¢ causes the power density
spectrum G( f), as well as power G( f), to decrease. The condition C3 is fulfilled
for respectively greater frequency fy (the increase of N). The frequency f; is getting
greater, too. On the other hand, the greater the difference between fg and fg,, the
simpler the problem of antialiasing ﬁltranon In the extreme case the AAF may
become superﬂuous :

when f5 > 2f,,. @b)

4. THE CONDITIONS SHAPING THE PARAMETERS OF SIGNAL
' SAMPLING OPERATION

In the course of the analog-digital processing the input signal Uy, should not
- undergo changes. Otherwise the assigning of the processing result to a specific actual
value of the signal is laden with error. It is possible to define the processed signal
band, for which this error does not exceed the width of the quantlzatxon interval.
From F1g 5 it can be seen that:

dU AU, L
& ST ©
and the following is the goal:

¢ max = —2—1\7— ) (7)
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Uwe §

AUg

-t

Fig. 5. The formation of the error resulting from the signal change: AU, — in conversion time T, in ADC,
. AU, — in aperture time £, in SHA

The limiting form of the relationship between the maximal rate speed of input
signal change and the admissible error is as follows:

— cmax  —FS, _~ 11
( dt )l max T, 2¥ T, ‘ ®
Thus the required conversion time of ADC is:
U 1 -
T, =—-=. —. 9
c 2N dUWE ( )
dt jimex 7

If the frequency of the highest harmonic.of the input signal (resulting from the
antialiasing filtration) is f3, Uy = Up ., sin2xnfps, and 20, . < UFS, then the
acceptable conversion time of ADC is: :
1
T, = i

(10)

‘For a specific ADC with a determined T,, the maximal frequency of the processed
signal f can be obtained from dependence (10). Also, it is possible to determine the
frequency of taking samples f;:

1 -
Fmm=g =22 Sy e an

where fg ., = 2fp (the value of sampling rate resulting from the sampling theorem).
If the value T, is such that it does not assure the fulfilment of condition (7), then
it is necessary to apply SHA. SHA samples the signal and remembers its value,
keeping it constant for the time of conversion of ADC. In real SHA, the time of:
transition from the sampling phase to the storage phase (aperture time £,) does not
equal zero. During this time the input signal undergoes a change. However, time £, is
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shorter than time ‘Tc. Assuming that the error should not exceed the width of
quantization interval, the acceptable rate of signal change is greater. It can be
written (see Fig.5) that:

du AU,
Since the required version is: _
U
Ang max < 2_1£v‘S (13)

the limiting form of the relationship between the maximal rate of input signal change
and the admissible error is as follows:

dUWE ' _ AUa max UFS 1 1
( dt )hm_ A (14)

Knowing the value of ¢,, it is possible to determine the admissible speed of input
signal change. Considering the fact that ¢, is much shorter than T, (T, = kt,, k » 1),
on the basis of (8) and (14) it can be written:

dUWE _ . dUWE ' '
( dt )2“"”‘— k( dt Jrme ' 13

The use of SHA before ADC allows to process the input signal of greater change
rate. The acceptable speed of - mput signal change increases in such a degree in which
t, is shorter than T.

In case of high requirements regarding the accuracy and the speed of ADCS
SHA works with time compression ¢,, achieved as a result of adequate choice of
control signal. The error connected with the sampling operation is reduced to the
boundary resulting from aperture indeterminancy £,; (time Jltter) The dependence
(14) is then as follows:

du Ups 1
(_dt@)m sl < (16)

Since Tc >t > 1L then (T)Zi max > < dt» 2 max > dt /imax

The sampling frequency in the SHA + ADC depends on the acquisition time ¢,
and aperture time ¢, in SHA, and the conversion time T, in ADC (Deviaes, 1985):

1

s tygtt+Te

It can be shown that fg ... > fs min
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5. CONCLUSION

The consistently improving parameters of PCMI result from constant changes in
two areas: the increase in scale integration of hardware elements and the application
of circuits which support different analog-to-digital conversion methods currently
used (Angello, 1990).

The integration of SHA and ADC in one chip was conductive to improving
parameters, among others to shortening several times the processing time. For
12-bits sampling ADC, the conversion time is of the order of single microseconds,
the aperture time is of the order a fractions of a microsecond. The nonlinearity error
is +£0,5 LSB.

The present integration begins to include the whole hardware. One integrated
circuit (IC) can hold DAS with a multichdnnel input. The parameters of inner
circuits are determined by software. The conversion time of a 12 bit DAS does not
exceed 10 microseconds. The differential nonlinearity error is +0,5 LSB.

The second trend of changes is represented by those PCMI whose DAS uses
oversampling delta-sigma data converters. The main advantage is reaching high
resolution (20 bits and more). Also in this case the efficient use of delta-sigma
conversion method has been made possible by progress in the integration techno-
logy. In one IC, which realizes the delta-sigma conversion, are included the
quantizer with noise-shaping circuit and the digital filter, Processing according to
this method allows to achieve a series of parameters which would be very difficult to
obtain in the former types of ADCS. The qualitative change has also been obtained
thanks to elimination of such elements as sample-hold circuity, precision compara-
tors and voltage dividers. In addition, the single-bit quantizer eliminates the
differential nonlinearity associated with multilevel quantizer. '

It may be taken for granted that the progress in the field of achieving improving
parameters of the analog-to-digital conversion, and thus better accuracy properties
of PCMI will be connected with wider and wider application of digital signal
processig techniques.

Irrespective of the changes occurring in the configuration of PCMI, the issue of
the’ evaluation of the reliability of measurement results remains essential in every
case. The reciprocal accomodation of elements in the ADCS is one of the conditions
for. obtaining suitable reliability. The principles for accomodation presented in the
paper must be fulfilled irrespectively of the ADCS configuration employed.
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A. DOMANSKA

PODSTAWOWE KRYTERIA WZAJEMNEGO DOPASOWANIA GLOWNYCH ELEMENTOW
UKLADU KONWERSJI ANALOGOWO-CYFROWEJ
W URZADZENIACH POMIAROWYCH Z KOMPUTERAMI OSOBISTYMI

Streszczenie

Uktad konwersji analogowo-cyfrowej jest najistotniejszym elementem hardwarowej czesci urzadzen
pomiarowych z komputerami osobistymi (PC-measurement instruments). Rozpatrywane jest zagadnienie
wzajemnego dopasowania elementow tego ukladu: filtru antyaliasingowego, uktadu prébkujaco-pamieta-
jacego, przetwornika analogowo-cyfrowego. Wielkoéciami kryterialnymi sa: ustalony poziom dopuszczal-
nego bledu oraz dynamika przetwarzanego sygnatu.
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Poczatkowa cz¢éé pracy traktuje o metodach zaburzeniowych symetrii krysztalu
stosowanych do wyprowadzenia pasm energetycznych arsenku galu z pasm energetycznych
germanu. Dyskutowano o symetrii stanéw w pasmach przewodnictwa i walencyjnym,
o rozszczepieniu standw i ich taczeniu sig w zaburzeniu. Podano matematyczne réwnania na
energi¢ pasma przewodnictwa i dyskutowano ksztalty pasm energetycznych arsenku galu
oraz zasady obliczania jego struktury pasm. Dokiadnie przeanalizowano struktury: ener-
getyczna pasma walencyjnego, przewodnictwa, przerwy wzbronionej i stan6w domies-
zkowych. W podsumowaniu wynikow wyznaczania struktury do§¢ szczegbtowo podano
energie (powstalych) pikéw i minimow w widmie odbicia przypisywanych odpowiednim
przejsciom elektronow. : '

1. WPROWADZENIE

Chociaz stany elektronowe w pasmach scharakteryzowane sa skonczona liczba
wektoréw falowych k, to liczba samych stanéw jest nieskonczona. Wynika stad, ze
na kazdy wektor falowy przypada nieskoriczona liczba stanéw elektronowych. Aby
zatem okrelié jednoznacznie stan elektronu, podaje si¢ nie tylko jego wektor falowy,
ale numeruje si¢ takze odpowiadajace mu stany w kierunku wzrastajacej energii.
Stan elektronu okredla si¢ wigc jednoznacznie przez podanie wektora falowego
i numeru pasma. Kazdy ze stanéw ma zatem jednoznacznie okrelona energie.
Energie elektronu w n-tym pasmie opisuje si¢ funkcja E,(k). Okazuje si¢, ze E, (k) jest
dla kazdego pasma quasi-ciagla funkcja wektora falowego. Dla krysztalow o duzych
objetosciach, dla ktorych dozwolone przez periodyczne warunki brzegowe wektory
falowe lezg blisko siebie, funkgja ta jest prawie ciagla. '

Zespdl funkcji E,(k) nazywamy struktura pasmowa danego krysztatu. Funkcje t¢
wykorzystuje si¢ w obliczeniach fizycznych wlasciwosci cial statych. :

Jednoznacznego wyboru wektora k zazwyczaj dokonuje si¢ przez wybranie dla
kazdej reprezentacji* najkrétszego wektora falowego, ktory te reprezentacj¢ generu-

1 Reprezentacja grupy (zespolu elementéw na przykiad pewnych operacji symetrii) nazywamy zespol
macierzy, dla ktorych tablica iloczynéw pokrywa si¢ z tablicg grupowa.
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je; powstaly w ten sposdb obszar wektorow falowych k stanowi tréjwymiarowa
stref¢ Brillouina, a wektory w tej strefie nazywane sa czg¢sto zredukowanymi
wektorami falowymi. Zesp6ol wektoréw falowych na przyklad k, 4k, +k, tworzy
w przestrzeni wektoréw falowych pewna sieé; sieé te nazywamy siecia wektoréw
falowych, za$ o punktach tworzacych sieé méwimy jako' sieciowych wektorach
falowych. W teorii dyfrakcji operuje si¢ pojeciem sieci odwrotnej. Wektory tej sieci
sa (2m)™ ! razy wigksze od sieciowych wektoréw falowych [1] [2]. ,

W fizyce ciala stalego sie¢ wektoréw falowych nazywana jest zwyczajowo
siecia odwrotna. Struktura pasmowa polprzewodnikéw budowana jest na zalez-
nosciach E od k. v

Obecnod¢ przerw energetycznych, catkowite zapehienie pasm najnizszych czyli
pasm walencyjnych, oraz niezapelnienie pasm wyzej lezacych, czyli pasm przewod-
nictwa jest charakterystyczng cecha pélprzewodnikéw (a wigc i dyskutowanego
arsenku galu). Herman [3] przewidzial na drodze teoretycznej, ze uklad pasm
energetycznych krysztatéw o strukturze blendy cynkowej powinien by¢ powiazany
z ukladem pasm krysztaldéw o strukturze diamentu.

2. ZABURZENIA SYMETRII W POLPRZEWODNIK ACH

Callaway [4] rozszerzy! idee Hermana i stosujac jego teori¢ zaburzen do wypro-
wadzenia pasm energetycznych obliczyt w jaki sposéb struktura pasmowa GaAs jest
powiazana ze strukturg Ge. Przeprowadzit on pierwsze, teoretyczne proby okreslenia
energetycznej struktury pasmowej. Poniewaz Ga i As sasiaduja z Ge w periodycznym
ukladzie pierwiastkéw, réznica potencjatu krystalicznego miedzy GaAs.a Ge nie
powinna by¢ duza, a zatem uiycie metod zaburzeniowych winno by¢ prawidlowe.

Krysztal GaAs sklada si¢ z atom6w Ga tworzacych jedna sieé kubiczng powierz-
chniowo scentrowana, a atomy As tworza druga sieé przesuni¢ta wzdhuz gléwnej
przekatnej o 1/4 jej dtugoci. Zatem widzimy, ze regularna struktura GaAs (tak jak
diamentu i siarczku cynku) jest utworzona z dwu sieci przestrzennych F tylko
przesunigtych wzgledem siebie. Na komérke elementarna przypadaja tu 4 czgsteczki
GaAs. Zatem potencjal zaburzajacy, ,.zmieniajacy” Ge w GaAs, mozna napisaé
nastepujaco:

4V = Z Vea—Vee)+ Z (VAS_VGe)Y
. siatka 1 siatka 2
gdzie wielkosci Vg, itd. sa wyliczone z samouzgodnionych pél dla swobodnych
atoméw. Potencjal zaburzajacy moze byé wyrazony jako sktadajacy si¢ z dwéch
czesci:
AV = AVg + AV siysym.,

Callaway obliczyl, ze wielko$é czeéci antysymetrycznej 4 Vszm. strefy jest znacznie
wigksza niZz wielko$¢ czgsci symetrycznej A Vim, chociaz czgs¢ symetryczna nie jest
zaniedbywalna.
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Znaleziono, ze zaburzenie zwigksza przerwe energetyczna, przy czym wickszy
przyczynek do tego wzrostu pochodzi z czgSci antysymetrycznej. Cze§é symetryczna
zaburzenia moze by¢ tlumaczona teoria zaburzen pierwszego rzgdu. Energia wszyst-
kich stanéw ulega wtedy zwigkszeniu, poniewaz zaburzenie czesci symetrycznej jest
odpychajace (na atomach galu i arsenu).

Wierzcholek pasma walencyjnego w punktach symetrii jest tworzony ze stanéw
p ijego energia ulega mniejszemu zwigkszeniu, niz dno pasma przewodnictwa, ktore
aczkolwiek majac charakter s, jest pod wigkszym wplywem zaburzenia, poniewaz
potencjal jest wigkszy w poblizu jadra. Czes$¢ antysymetryczna potencjalu zaburza-
jacego ma zerowa warto§¢ oczekiwania dla wszystkich stanéw w strefie, a wigc
nalezy tu uzy¢ teorii zaburzen drugiego rzedu, aby znalezé zmiany energii.

W teorii zaburzen drugiego rzedu zmiana energii stanu majacego funkcje falowa
P! (i-ta nieprzywiedlna reprezentacja wektora falowego k)

| Vi K)p '
AE} = Z EO_E©®" M

gdzie EXO jest energia niezaburzona stanu okre§lonego funkc;q vi,aV; (E)) jest
elementem macierzowym réwnym:

Vi (K) = § WL AV g Pl dr.

Z teorii grup mozna okresli¢, ktore elementy macierzowe potencjatu zaburza-
jacego miedzy stanami w punktach symetrii strefy w Ge nie sa zerowe, a stad moga
by¢ okreslone zaleznosci jakosciowe migdzy poziomem w GaAs a odpowiadajacym
stanem w Ge.

Ogoélny obraz uzyskany przez Callaway’a przedstawia SIQ nastepujaco: dno
pasma przewodnictwa GaAs ma nieznaczna tendencj¢ do wzrostu wzgledem Ge za
wyjatkiem osi [100]. Jest catkiem mozliwym, Ze na kierunkach [111] minima bgda si¢
przesuwaly od krawedzi strefy do Srodka, chociaz moglyby leze¢ na osiach [100].
Stany pasma walencyjnego w ogo6lnosci sa obnizone przyczyniajac sie do zwigkszenia
przerwy energetycznej. Oddziatywanie spm orbita pomijamy, gdyZ nie zmienia ono
w-sposob zasadniczy tego obrazu.

Callaway. [4] probowal oceni¢ wielkoS§¢ wzrostu przerwy energetycznej przez
uzycie przyblizonych funkcji falowych w celu okreSlenia wartoSci elementéw
macierzowych. Uzyskal on energie wyst¢pujace w mianowniku réwnania (1)
z obrazu struktury energetyczneJ Ge opartego na danych doswiadczalnych i ob-
liczeniach Hermana.

Wiemy juz, ze w celu okreslenia zmiany energii stanéw musimy uzyskaé elementy
macierzowe V;;(k) i tzw. indeksy energii. Dla indeksow energii zastosujemy wartosci
pokazane na rys.la, b. Okreslimy teraz [4], na podstawie teorii grup, ktore elementy
macierzowe tu wystepuja.

Rozpatrzmy najpierw $rodek strefy Brillouina I' [5]. Antysymetryczna czesé
potencjalu zaburzajacego ma pelna symetri¢ grupy czworosciennej na dowolnej
stronie siatki, ale ma znak przeciwny na dwu przenikajacych si¢ sieciach sze§cien-
nych. Transformuje si¢ ona zatem tak jak I';. W celu okrelenia, czy element
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macierzowy V; jest r6zny od zera, rozpatrzmy iloczyn reprezentacji: I'; x I'}. Jezeli
iloczyn ten zawiera reprezentacj¢ I';, element macierzowy moze byé rozny od zera.
Tablica 1

Prosty iloczyn reprezentacji. Antysymetryczna cze$é zaburzenia transformuje si¢ jak
I, L, X; [sie¢ kubiczna (regularna) powierzchniowo centrowana — (f.c.c)l, AW,

(fec)i A,

I, r,r,r,r, r,rorr, i rr,rl4+l+l+
I, | I I r,r,r,r, LTI T Tyt [yt Tyt
L, L, L, L L L)L, L+ L+ L+

L,x1] L,L,L,L,LiL L+ L+ L o+

X, X, X, X, X, X,

X, xX., | X, X, X, X, X,

4 A, 4, 4 8, A, A 4,

Axdy | AL A, 4,4, 4,4, 4,

W, W, W,

WxW, | W, W,

vAx . A1A2A3A4A5A6

AxA, | A A, A A A A

Tablica 1 daje niektdre iloczyny reprezentacji w pewnych punktach strefy. Widzimy,
ze stan pasma walencyjnego I'} ; laczy si¢ ze stanem pasma przewodnictwa I, , tak,
ze I';, s bedzie obnizone a I', ; podwyzszone. Podobnie stan pasma przewodnictwa
I, laczy si¢ ze stanami I', powyzej i ponizej. W zwigzku z tym dno pasma
walencyjnego I', jest rowniez obnizone. Stan I';, podlega efektom kompensacyjnym.
W punkcie L, ktory jest Srodkiem heksagonalnej powierzchni, antysymetryczna
cze$é zaburzenia transformuie si¢ jak I';,. Najnizszym poziomem pasma przewodmnic-
twa jest L,. Poziom ten moze naklada¢ si¢ ze stanami L, w pasmie walencyjnym
i w pasmie przewodnictwa. Odpowiednie indeksy energetyczne sa mniejsze niz
w przypadku stanéw pasma przewodnictwa I'; w Srodku strefy, a co za tym idzie
ruch L/, moze by¢ bardziej gwaltowny niZ I';,. Najwyzszym stanem pasma walencyj-
nego jest Lj; przesunie si¢ on w dot ze wzgledu na element macierzowy ze stanem
pasma przewdnictwa L, (rys.la).

Wazdhuz osi [111], pomiedzy I' i L, antysymetryczna czg§¢ potencjatu transfor-
muje si¢ jak 4,. A zatem moga si¢ laczy¢ tylko stany o tej samej symetrii. 4; na
szczycie pasma walencyjnego przesunie si¢ w dol pod wplywem A, w pasmie
przewodnictwa, A, na dnie pasma przewodnictwa odczuwa wplyw stanow A,
w pasmie walencyjnym i przewodnictwa.

W punkcie X w $rodku plaszczyzny kwadratowej, zaburzenie ma symetrig
X} w sieci szefciennej. A zatem stan X, w pasmie walencyjnym laczy si¢ z X,
w pasmie przewodnictwa i obniza si¢. Stany X, sa rozszczepiane w, zaburzeniu -
pierwszego rzedu; one rowniez lacza si¢ w zaburzeniu drugiego rzedu, tak Ze Srodek
ciezkoéci tych dwu stanéw na dnie pasma przewodnictwa bedzie mie¢ tendencj¢ do
wznoszenia sig. '



280 J. Wojas Kwart. Elektr. i Telekom.

Wzdhuz osi [100] antysymetryczna cze§é zaburzenia ma symetri¢ A;. Rozwazmy
najpierw symetri¢ w poblizu Srodka strefy. A, na dnie pasma walencyjnego bedzie
zepchni¢gta w do6l w wyniku oddzialywania z A’,. A} przy wierzcholku pasma
walencyjnego bedzie podniesiona przez A, lecz bedzie mie¢ tendencj¢ do spychania
w dot przez A, z pasma przewodnictwa. Poniewaz to oddzialywanie bedzie mieé
znacznie mniejszy indeks energetyczny, ruch wypadkowy powinien by¢ skierowany
w dol. Podobnie A}, w pasmie przewodnictwa powinno byé obnizone. Na drugim
konicu osi [100], stan A, jest na szczycie pasma walencyjnego. Stan ten bedzie
obnizony przez nalozenie si¢ z A z pasma przewodnictwa. Stan A; pasma przewod-
nictwa przesuwa si¢ pod wplywem stanu A, z pasma walencyjnego i stanu
A}, z pasma przewodnictwa. Ten ostatni efekt bedzie silny i popchnie A, nizej, tak az
dOdelC do dolnego rozszczepionego od podwébijnie zdegenerowanego poziomu X,

(rys.1a).

Rys. 2. Strefa Brillouina dla germanu i arsenku galu

W punkcie naroznym W (rys.2), rozszczepienie zdegenerowanych stanow W, na
szczycie pasma walencyjnego jest istotne, poniewaz za wyjatkiem przekatnych
plaszczyzny kwadratowej, jest to jedyne miejsce w strefie gdzie poziom plaszczyzny
pasma walencyjnego wzniesie si¢. Istnieje zatem mozliwo$é, ze maksimum pasma
walencyjnego przesunie si¢ od I' do W. Antysymetryczna czgéé rdinicy potencjatu
transformuje si¢ tutaj jak W, w siatce szeSciennej. Srodek cigzkoéci stanéw utwor-
zonych z W, przy dnie pasma walencyjnego obnizy sie, pozostale zas stany beda
mialy tendencje przeciwdzialajace.

Wzdluz przekatnej Z powierzchni kwadratowej istnieje tylko jedna nieprzywiedl-
na reprezentacja. A zatem te wszystkie stany beda si¢ nakladaé. Wystepuje tutaj
réwniez rozszczepienie pierwszego rzedu. Mozna oczekiwaé, e rozszczepienie naj-
nizszych stanéw Z, bedzie wigksze niz rozszczepienie stanéw na wierzchotku pasma
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walencyjnego, poniewaz rozszczepienie stanéw na wierzcholku pasma walencyjnego
musi wchodzié do stanu X,, ktéry nie jest rozszczepiony. W drugim rzgdzie Srodek
ciezkodci rozszczepionych stanéw przy wierzchotku pasma walencyjnego bedzie
podlegal wplywom kompensujacym si¢.

Kombinacja tych informacji postuluje nastgpujacy ogdlny obraz: przewaznie (za
wyjatkiem punktow symetrii W i linii Z), stany przy wierzcholtku i dnie pasma
walencyjnego sa obnizone. Prowadzi to do wzrostu przerwy energetycznej pomigdzy
pasmami walencyjnym i przewodnictwa i do zwigkszonej energii kohezyjnej GaAs
w poréwnaniem z Ge. W zaleznosci od wzglednych wielkodci elementéw macierzo-
wych, mozliwe jest ze albo (a) maksimum pasma walencyjnego pozostaje w srodku
strefy, albo (b) przesuwa si¢ do naroznego punktu W. Nieprawdopodobna jest
jakakolwiek inna zmiana. Pasmo przewodnictwa podlega sprzecznym tendencjom-
wznoszenia si¢ i obnizania; tendencja do wznoszenia si¢ jest prawdopodobnie
najbardziej wyraZna za wyjatkiem osi [100]. Mozliwe jest, ze minimum pasma
przesuwa si¢ od punktu L do $rodka strefy, chociaz prawdopodobienstwo otrzy-
mania miniméw wzdluz osi [100] nie moze by¢ calkowicie wykluczone. Istnieja
pewne dane eksperymentalne, otrzymane przez Barrie [6], wykazujace malg efek-
tywna mas¢ elektronu w GaAs znacznie mniejsza od efektywnej masy elektronéw
w Ge [4] i tego samego rzedu co masa przewidywana dla Ge w §rodku strefy na
drodze posredniej z danych rezonansu cyklotronowego dla dziur. Mozna to trak-
towaé jako dowdd, ze minimum pasma przewodnictwa w GaAs znajdyje si¢
w $rodku strefy I' (rys.1b i 2). '

3. KSZTALT PASM GaAs

Wedlug Callawaya [4] schemat energetycznych GaAs podobny jest do ukladu
pasm w Ge z ta tylko 11'))znicq, 7e w arsenku galu najnizsze minimum pasma
przewodnictwa lezy przy k = 0, czyli w $rodku strefy Brillouin’a (rys.3) [5], co
potwierdza doswiadczenie. Ksztalt pasma przewodnictwa w GaAs mozna znalez¢
postugujac si¢ teoria Kane [7] ktora opracowat on dla InSb. Wykazano tu ,ze te dwa
zwiazki maja podobne struktury pasmowe i dlatego teoria Kane moze by¢ zaadap-
towana bezposrednio do GaAs. | ' ' ,

Oddzialywanie miedzy minimum pasma przewodnictwa (000), a maksimum
pasma walencyjnego prowadzi do trzech pasm, ktore sa rozwigzaniem nastgpujacego
rOwnania:

' . 2A
E,(E,—EE,+A) = kK P? (E1+?>, @
. K2
dzieE, = E — ;
gazie &, 2m,
E — energia pasma przewodnictwa,

E; — energia przerwy energetycznej dla przejs¢ prostych,
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A — rozszczepienie spin—orbita pasma Walencyjnego w srodku strefy,

P — element macierzowy pgdowy, laczacy te trzy pasma bedace rozwiazaniami

rOwnania (2).

$7
6

-

-y

eV

|
I
|
3 i
|
L

]
v r X K r

-—

00) ooy (2 20) (000)

C
(22 000 :
1 k=0 1110 k=0

273
(111)

Rys. 3. Energetyczny model pasm walencyjnych i przewodnictwa w GaAs obliczony metoda pseudo-
potencjatu (M.L.Cohen [5]). Poziomy energetyczne na powierzchni czystej i pokrytej cezem (G.W. Gobeli,
F.G. Allen [32]) :

Dla matych warto$ci K energi¢ pasma przewodnictwa podaje wzor:
#wK?2 P2 (2 1
+ = +
2m, 3 (EG EG+A>
Mase efektywna elektroné6w na dnie pasma przewodnictwa mozna wyznaczy¢
Z wyrazenia: ‘

E =E; +

€)

7K 2
E - EG = *
2m,,
stad PRI’
mp =
2(E_'EG)
gdzie my¥ to masa efektywna na dnie pasma przewodnictwa, wigc
' 1LSEG-Eg+A /1 1)
P2 =276 "¢ ( "~ _ .
3Eg+2A <m;," m0>’ : @)

Postugujac si¢ jednostkami atomowymi bierzemy:
E; = 0,0561; A = 0,0122 i m¥ = 0,072.
Wtedy P? = 0,385.
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Podstawiajac te wartoéci do réwnania (2) uzyskuje si¢ wigc rozwigzania przed-
stawiajace ksztalt (rys.4): '

1) pasma przewodnictwa,

2) pasma dziur lekkich,

3) pasma odszczepxonego

Korzystajac wigc z rownania (2) wykazano, ze pasmo dziur lekkich odstgpuje od
parabolicznoéci mniej wigcej o tyle samo co i pasmo przewodnictwa, a pasmo
odszczepione jest nawet blizsze paraboli.

) \\\ S
\\\ -
\\
10 |-
m*=0,074 mg
L . 1
{111} 000} g _ (100}
{pasmo dziur tekkich) -10 |-
m*=012 !

m*=06my {pasmo dziur ciezkich)

m*=0,36m; { pasmo
odszczepione }

— a——

-501L.

Rys. 4. Struktura pasmowa GaAs wg Hilsuma [6]

Prosta w zasadzie teoria Kane nie daje jednak zadnych wskazéwek odnosnie
ksztaltu pasma dziur cigzkich. Energi¢ pasma przewodnictwa mozna w przyblizeniu
zapisa¢ w postaci: '

E = 0,0561+6,95k 2—600K * 0]

Jego odstgpstwo od parabolicznosci jest male i wynos1 tylko 10%, gdy K2 osiaga
1073 Jednostek atomowych.

4. OBLICZANIE PASM ENERGETYCZNYCH

Metoda ciasnego wiazania jest przypuszczalnie najprostszym podejsciem stoso-
wanym do opisu pasm energetycznych. Obliczenia ksztaltu pasm energetycznych dla
dowolnego krysztatu aczkolwiek sa bardzo skomplikowane, sa jednak do§¢ bezpo-
§rednie, o ile tylko zdecydujemy si¢ na wybor konkretnego przyblizenia w opisie
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oddzialywa wymiany miedzy elektronami swobodnymi. W tym celu najpierw
konstruuje si¢ potencjat krystaliczny, a nastgpnie rozwiazuje réwnanie wiekowe,
" z ktérego otrzymujemy wlasno$ci wlasne energii i funkcje falowe.

Dla przeprowadzenia tych obliczef rozwinigto caly szereg technik obliczenio-
wych jak: a) metoda komoérek (przyblizenie Wignera i Seitza), b) metoda fal
plaskich, c) metoda ortogonalizowanych fal plaskich (OPW), d) metoda uzupel-
nionych fal plaskich (APW), e) metoda funkgcji Greena i inne. Niektére z tych metod
zostaly zastosowane do obliczen struktury pasmowej GaAs. Pewne wlasnosci pasm
energetycznych sa konsekwencja istnienia symetrii krysztalu, stad z samej symetrii
wiele wnioskujemy o pasmach energetycznych w rozpatrywanym krysztale. Dla
otrzymania jednak samych pasm, musimy przeprowadzié szczegblowe obliczenia.

Pasma energetyczne elektronéw w ciagle stalym (w pélprzewodniku) reprezen-
tuja jego podstawowa strukture elektronows. Azeby otrzymaé jakikolwiek rozsadny
opis pasm energetycznych, nalezy przeprowadza¢ obliczenia calkowitej struktury
pasmowej. Zrozumienie wynikow tych obliczen jest niezmiernie wazne dla wias-
ciwego rozumienia fizyki ciala stalego. Wyniki obliczen struktur pasmowych przed-
stawiane sg zazwyczaj dla wektoréw falowych lezacych wzdtuz linii symetrii.

4.1. PIERWSZE ZASADY OBLICZANIA STRUKTUR PASMOWYCH GaAs

Bassani i Yoshimine [8] pierwsi przeprowadzili badania zwiazkéw ITI — V metoda
ortogonalizowanych fal plaskich (OPW). Zaniedbano przy tym oddzialywanie
spin— orbita.

. Niektdre energie przejs¢ dla GaAs (rys.5) wraz z ich ostatnimi wynikami
doswiadczalnymi zostaty zebrane w tablicy 2. Z analizy tej tabeli wynika, Ze mimo

111 = (= 200
'T‘z '2 '2) k=1000) k=3 “'0'0), Rys. 5. Struktura GaAs wg [8]
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Tablica 2
Poréwnanie obliczonych energii przejécia i piki odbiciowe dla GaAs
Obliczona energia* Pik odbicia**
Przejicie przejscia _
[V V]
L,—~LY, 104 9,6
L,—L, 59 6,63; 6,89
' r,SV-»r s 42 445
L,~L, 54 2,90; 3,13
I~ 5,7 1,54

* Dane, ktérych obliczone wartosci nie zwieraja oddzialywania
spin —orbita, lub innych (wzglednych) efektow.
** Dane wg Thompsonalm Canad. J. Phys. 1966, t44 p.2927

ogblnej zgodnosci, poziomy I'y, i I'js, sa odwrotne. Poziomy I'y. i L, sa rowniez
wysokie; sa one szczegblnie wygodne do wyboru potencjatu krystalicznego, ktory
okre§lit Bassani [9] analizujac elementy macierzowe hamiltonianu H. Potencjal ten
mozna rowniez oszacowaé do$wiadczalnie obserwujac przesunigcie brzegéw pasm
energetycznych w przypadku wprowadzema domieszek [10].

W wickszosci obliczen Bassani i Yoshimine konstruowali potencjat krystahczny
superponujac potencjaly atomowwe; w ktoérych przyczynek coulombowski byt
obliczany z dokladnych funkcji falowych Hartree—Fock’a stanéw walencyjnych,
a przyczynek wymiany przy pomocy przyblizenia Slatera wolnych elektronéw.
W nastegpnych obliczeniach wykorzystano potencjaly atomowe Hartree—Foc-
ka—Slatera— Hermana i Skillmana [11] czyniac wymiang¢ slaterowska zwarta w uzy-
ciu. Te ostatnie obliczenia daja lepsza zgodnosé z doswiadczeniem, niz ich pierwsze
obliczenia dla Ge, w ktoérych uzywano zhybrydyzowany potencjal atomowy.

Zgodnie z przyblizeniem Slatera wymiana krystaliczna jest proporcjonalna do
pierwiastka szesciennego z krystalicznej gestoSci ladunku, podczas gdy w powy-
zszym przyblizeniu dodano pierwiastki szeScienne z atomowych gestosci tadunku.
Dopasowywano wiec ¥ (000) (Srednia z potencjatu krystalicznego w jednej komorce)
do wartosci V, (0), tak by najlepiej zblizy¢ si¢ do faktow doswiadczalnych. :

Dla GaAs uzyto V, (0) = —2,0 ryd, wtedy warto§¢ potencjatu ¥ (000) jest
przynajmniej dwa razy wigksza. Wada innych transformat fourierowskich potenc-
jahu jest spowodowana nieodpowiednim potencjalem w obszarach migdzyjadrowych.
Woodruff i Herman [12] zasugerowali poprawki do modelu potencjalu pozwalajace
na zblizenie ¥ (000) do v, (0).

Bassani i Yoshimine w swoich nastgpnych obliczeniach dla Ge opierajac
si¢ na procedurze Woodruffa otrzymali V (000) = —2,17 ryd. Przez proste
usrednienie potencjalu komorki, uzywajac stabelaryzowanych funkcji atomowych
Hermana i Skillmana [13] dla Ga i dla As otrzymali oni V (000) = -531
ryd dla GaAs [8].

Herman i inni [14] stosowali wymiang Kohn—Sham do Ge i utworzyli schemat
posredni dajacy lepsza zgodnos$¢ z doswiadczeniem. Badano rowniez L — zaleznosé
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~ (nielokalng) biorac pod uwage, ze w metodzie Hartree— Focka dokladny potencjat
jest rozny dla réznych orbitali [11] [15].

Rozmaite wyrazenia wymiany badali Brmkm__a)tn 1 Goodman [16] i do obliczania
struktury pasmowej Si stosowali metode K- ‘p . Korelacyjne ekranowanie dys-
kutowali Robinson, Bassani, Knox i Schrieffer [17].

Zadna z prezentowanych metod konstrukcji potencjatu krystalicznego nie daje
jednak kompletnej struktury pasmowej zgodnej z doswiadczeniem. To skierowalo
Hermana i innych badaczy [14] [18] na rozwdj programéw komputerowych, w kt6-
rych wprowadzono male doswiadczalne poprawki do pierwszych zasad samouzgod-
nionych. Zle wspélczynniki ‘fourierowskie poprawia si¢ az do momentu, gdy
wynikajace z nich rezultaty struktury pasmowej beda si¢ zgadzaé z pewnymi
poznanymi przejSciami energetycznymi. Jest wtedy nadzieja, Ze te ewentualne
poprawki uzyskaja prawidlowa interpretacje fizyczna [19]. _

Na bazie otrzymanych rezultatéw konkludowano, ze gtéwny odbiciowy pik nie
odpowiada przejsciu X, — X,,, jak poprzednio zakladano. :

4.2. OBLICZENIA DOSWIADCZALNE STRUKTUR PASMOWYCH Z PRZEJSC OPTYCZNYCH

Przedyskut _lemy teraz wyniki obliczen uzyskane przy pomocy pseudopotencjatu
i metody K -p. Metoda pseudopotencjalu [20] opiera si¢ na fakcie, iz termy
pochodzace z ortogonahzac_u do funkcji rdzenia kompensuja sktadowe wielkiej
czgstotliwosci potencjalu krystalicznego w rownaniu Schrédingera. Pozostale termy
sa wyrazone jako potencjat lokalny, czyli tzw. pseudopotencjat. Metoda ta nie jest
najlepsza dla wszystkich krysztalow, poniewaz ostateczny term ,potencjal” nie
zawsze moze byC opisany przez potencjal lokalny.

Cohen i Bergstresser [21] wyprowadzili przy pomocy tej metody struktury
pasmowe wielu polprzewodnikéw. Pseudopotencjaly dla zwiazkow III—V tworzono
z pseudopotencjalow dla pierwiastkow grupy IV przez dodanie niewielkiego antysy-
metrycznego potencjalu. Pasma obliczano wzdhiz symetrycznych kierunkow A, A,
Z i linii Iaczacej X z U (rys.6). Ich rezultaty dla GaAs sa reprodukowane na rys7.

Rys 6. Strefa Brillouina diamentu lub struktur
. sfalerytowych
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Rys. 7. Struktura energetyczna arsenku galu

Obliczone tu przejscia X;, — X, dla kierunkéw GaAs wynosza raczej 4 eV niz 5 eV
jak to bylo niekiedy wyznaczane. W pozniejszych obliczeniach [22] stala dielektrycz-
na &,(w) dla GaAs wyprowadzano zgodnie z [21] uZywajac czynnikow struktury
pseudopotencjalu; otrzymana krzywa jest reprodukowana na rys. 8a. Dla porow-
nania na rys8b przedstawiono krzywa &,(w) otrzymana z optycznego odbicia [23].
Krzywa &,(w) wedhug [22] jest bardziej podobna do krzywej odbiciowej R, niz do
krzywej &, wedtug [23]. '

V4 obhczen wynikaja nastgpujace wnioski: Prog e, przy 1,4eV znaleziono dla
przjécia I'ys, —I, ktéry poprzednio byl przypisywany rozszczepieniu 1,5 eV.
Znaleziono, ze wzrost i plaskowzgorze w przedziale od 2,6 do 2,9 eV powstalo
z przejScia L, - L, przy 2,6 eV i Ay, > A, przy 2,85 eV. Na silny pik przy 4,4, (4,6)
eV skiladaja si¢ przyczynki zwiazane z otoczeniem punktu X, a w szczegblnosci
nastgpujace przejscia pasmowe 45 : X, —» X, 04,5 eV, A;, = A, 0 4,2 eV (gdzie
As, oznacza zwyrodniale pasma A;,, Ay) i przjécie X,, - Z,, —» X, uwydatnione
silnym wychyleniem przy 4,4 eV. Przejicia pasmowe 4-—6 s3 slabsze:
Xsy = X3.044,eVirl, —» I'is, 04,53 eV i obydwa zamaskowane sa przej§ciami
4-5. Pik przy 5,9 (6,3) eV powstaJe z przejscia Ly, — L.

Interpolacyjna metoda p X oryginalnie rozwinigta przez Kane [24] byla roz-
szerzona przez Cardong i Pollaka [25] na cala strefe Brillouina. Zaobserwowano, Ze
zawsze, gdy przejScia pomigdzy dwoma pasmami sa zakazane przez symetrie Srodka
albo brzegu strefy Brillouina to nieprawdopodobne sa rowniez przejécia dla bardzo
malych obszaréw z wngtrza strefy Brillouina, nawet je§li nie sa zabronione. To

‘wyjasnia dlaczego nie sa obserwowane przejécia zwiazane z najnizszymi pasmami

walencyjnymi. W badaniach tych rowniez brano pod uwagg sprzezenia spin — orbita.
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Rys. 8. a) Urojona cze¢$¢ funkcii dielektrycznej jako funkcja energii dla GaAs [22], b) Spektralna zalezno$é
" odbicia R, rzeczywistej i urojonej czgéci stalej dielektrycznej g, ig, oraz funkcja strat energii 1.~ dla GaAs

4.3. PODSUMOWANIE WYNIKOW WYZNACZANIA STRUKTURY PASMOWEJ GaAs

We wczesniejszych obliczeniach struktury pasmowej, wzorowanych na pierw-
szych zasadach obliczeniowych, rozpatrywano tylko punkty symetryczne. Gdy
zorientowano si¢, ze wyniki doswiadczalne mogly byé¢ skorelowane z teoretycznie
wyznaczonymi przerwami energetycznymi, wyprowadzono dokladniejsze struktury
pasmowe za pomoca interpolacyjnych technik — takich jak metoda pseudopotenc-
jalu czy K- p Korzystajac z niedawno wyprowadzonych struktur pasmowych
mozna bylo zinterpretowaé¢ dodatkowo fakty doswiadczalne i poprawié niektore
bledne przekazy. Na przyklad pewne przejécia optyczne, ktére byly przyporzad-
kowane punktom symetrycznym odpowiadaja punktom siodlowym wewnatrz strefy
Brillouina.

W tablicy 3 sa wyszczegblnione i opisane energie i przyporzadkowane im
przejScia razem z faktami do§wiadczalnymi. Najwigcej informacii (faktoéw) doswiad-
czalnych odnosnie struktury zawiera w sobie widmo optyczne. Struktura uzyskana
z widm optycznych nie odpowiada bezposrednio energiom przeji¢.

Obserwowany w GaAs pik odbiciowy® dla 22 eV [26] przyporzadkowano
przejsciom migdzy nisko lezacymi stanami d a pasmem przewodnictwa. Pik od-
biciowy przy 9,6 €V w GaAs przyporzadkowano przejsciu st — L¥ 0 10,4 eV na

@ Wanym zagadnieniem badan widm odbicia ,,R” jest wlasnie przyporzadkowanie obserwowanych
maksiméw (w widmie odbicia) edpowiednim przej§ciem w strukturze pasmowej.
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podstawie obliczen metoda ortogonalizowanych fal plaskich (OPW) [9] i obliczen
Hermana [14] (EOPW — odpowiednik do$wiadczalny OPW okresla to przejscie
o 9,0 €V). Dla GaAs pik odbiciowy z maksimami przy 6,63 i 6,89 eV jest
przyporzadkowany przejéciu Ly, — Li. z rozszczepieniem spinowo — orbitalnym
przy L, [26]. OPW [14] i obliczenia pseudopotencjalne [21] umiejscowiaja te
przejécia w 5,9 i 6,0 eV, a wedtug EOPW w 6,2 eV. Pik &, powstaly przy 6,1 eV jest
zblizony do energii obliczonego przjécia. Wyrazne piki w widmie odbicia GaAs
w poblizu 5 eV sa traktowane jako bardzo stabe przejicia X5, — X,. Istnieja

~dowody poparte podobna identyfikacia w Ge i Si [15, 11, 27), Ze pik ten pochodzi

od przejécia punktu siodlowego od Z;, - Z,.. Struktura w widmie elektrycznego
odbicia pojawiajacego si¢ przy, 5,345 eV i 4,99 eV wykazuje zatem rozszczepienie
0,36 eV. Obliczenie [27] k -p umieszcza przejicie Z;, — X, przy 5,2 eV ze
spinowo —orbitalnym rozszczepieniem przy 5,0 eV [28]. Wczesne obliczenia OPW
umiejscowiaja za$ [8] przejécie Xs, — X, przy 4,6 eV, a przejicie Xs, > X, przy 5,1
eV; wg. metody EOPW miejsca te odpowiadaja energiom 4,2 eV i 4,8 eV. Pik
w widmie odbicia GaAs przy 4,45 eV przypisuje si¢ przejiciu As, — A, SciSle
dochodzacemu do I, —» I'is. Podobne przyporzadkowanie zrobiono [29]: dla
struktury elektrycznych odbié przy 4,46 eV i 4,64 eV wykazujacych rozszczepienie
0,18 eV.

Najnowszy sposob liczenia stalej dielektrycznej ,(w) [22] oparty na czynnikach
ksztattu pseudopotencjalu wykazuje, Ze pik przy 4,4, eV pochodzi od calego szeregu
serii przej§é: I'ys, = Iyser Xso = Xao 1 As, = Ag. (As, dotyczy nie redukowanej postaci
grupy podwojnej); uwaza sig, ze wszystkie przejécia sa slabe z wyjatkiem X,, = Zi,.

Zwroémy uwage na fakt, ze przyporzadkowania.te sa w sprzecznosci z przypo-
rzadkowaniami odbiciowymi i elektro-odbiciowynli) dla} Xs = X i Xy, = Ty, dys-
kutowanymi w poprzednim rozdziale. Obliczenia k -p [28] daja 4,42 i 4,60 eV dla
przejicia As, —» A, i rozszczepienie 0,18 eV zgadza si¢ z maksymalnym roz-
szczepieniem na szczycie pasma walencyjnego wzdhuz A, obliczonym w pracy [30].

Jefli chodzi o przejécie X,, —» Z,,, to ani mierzone przejicie spinowo — orbitalne
E! (0,18 V) ani pik E, (0,36 €V) nie zgadza si¢ z obliczona wartoscia [30] 0,06 eV
dla maksymalnego rozszczepienia X. W metodzie pseudopotencjatu obliczenia &,(w)
z GaAs [22] na przejécie X;, — X, przyjmuje si¢ wartosc 4,05 eV. Warto wspomiec,
ze niewytlhumaczony pik w widmie odbicia [26] pojawia si¢ przy 4,07 eV.

Przy pomocy pomiaréw odbicia od GaAs stwierdzono, ze pik 3 eV nie zmienia
swej energii rownomiernie z koncentracja, jak to ma miejsce W przypadku piku
o wartoéci 4,4 eV; zmiana w nachyleniu obserwowana jest w poblizu 50 procentowej
koncentracji. Sadzi si¢, ze pik ten jest spowodowany przejSciem A;, — Aa,
umieszczonym okolo wartosci k;;;. Uwaza si¢, Ze zmiana nachylenia pochodzi od
zmiany wartosci k,;,. Pasma, z ktorymi ma si¢ tu do czynienia sa prawie rownolegle
wzdhiz kierunkéw <111) pomiedzy przejéciem A;, — A, i L, tak, ze przejscie
L;, = L, jest prawie zdegenerowane z przejsciem A.

W GaAs piki [26] uzyskane przez odbicie, widoczne sa przy 2,90 i3,13 eV.
Obliczanie &,(w) z GaAs z czynnikdw [22] ksztaltu pseudopotencjalu potwierdza, ze
piki te powstaja z przej$¢ L, & L. i A3, = A
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Pomiary elektroodbicia [29] zdecydowanie rozszczepiaja L,,, na 2,898 i 3,125 eV.
Oceniajac je z kierunku przesunigé w widmie optycznym (z przylozonym polem
elektrycznym- [31]), obie te wartoSci pochodza od krawedzi punktu siodlowego.
A zatem rozszczepienie A,, powinno wynosi¢é 0,23 eV. Z EOPW dla GaAs
Ly, = Ly jest 2,9 eV. :

Minima w elektrycznym-odbiciowym widmie GaAs przy 1427 i 1,761 eV
przypisano przejéciom odpowiednio [29] I'5,32 — I', i I'j5,1/2 - T',,. W fotoelekt-
rycznej wydajnosci te przejicia sa widoczne przy 1,35 i 1,4 eV [32]. Obliczona
wartos¢ pseudopotencjatu dla I'ys, —» I, wynosi 1,4 eV [22].

Nast¢pna dodatkowa identyfikacja byla wykonana dla GaAs. Z wydajnosci
fotoelektrycznej przejicie I'ys, — I'y, zostalo ocenione [33] na 1,7 eV i rozszczepienie
pasma przewodnictwa X,. — X; na 043 eV [32; 34]. Dodatkowo, pomiary
fotoelektrycznej wydajnosci umiejscawiaja X,, — X, na 0,58 + 0,04 ev
iL,, - X,,na 0,09 + 0,02 eV. Z obliczern EOPW wynika, ze X = X3, wynosi 0,6 eV.

Marcus Gray [35] na podstawie zebranych danych dochodzi do nastepujacych
wnioskéw. Wyniki empirycznego wyznaczania struktury pasmowej zostaly cal-
kowicie skorelowane z informacjami uzyskanymi na drodze doswiadczalnej. Czgs-
ciowo dyskusyjne pozostaje polozenie A,, - Xlc, a mianowicie nie ma catkowitej
pewnosci, czy to prz_e’iécie jest gléwnym przyczynkiem do piku refleksyjnego E,, jak
sugeruja obliczenia k ‘p , czy moze odpowiada pikowi Ej; odbiciowemu (refleksyj-
nemu), jak sugeruja to obliczeénia &,(w) przeprowadzone przy pomocy czynnikéw
ksztaltu pseudopotencjatu?

Najbardziej logiczny spos6b porownywania widma odbicia z obliczong struktura
pasmowa polega na zredukowanej postaci &,(w). Natomiast najbardziej obiecujacym
podejéciem wydaje si¢ by¢ pol-empiryczna metoda Hermana EOPW; bez watpienia
duzo lepszy wglad do wartosci tej metody bedzie mozna otrzymac po obliczeniach
punktéw posrednich w strukturze pasmowej, jak réwniez & w). Na podstawie
pierwszych doSwiadczen nie mozna jeszcze uzyskac pelnej cglkowitej struktury
pasmowej zgodnej z danymi ekesperymentalnymi. Teoretyczne wyniki moga byé
wprowadzone do dalszych rozwazan, je§li zamiana potencjalu i efekty korelacyjne
zostang wyrazone w zadowalajacy sposéb. .
~ Nawet dla stosunkowo lekkich zwiazk6w takich jak GaAs i GaP, istnieje
mozliwod¢ duzych poprawek relatywistycznych, wykluczajaca stosowanie techniki
perturbacyjnej. Zachodzi wtedy koniecznosé wprowadzenia relatywistycznych réw-
nan falowych. Pozostaje jeszcze interesujace, czy nie relatywistyczne formulowanie
jedno-elektronowe jest wystarczajace dla dokladnego ilo$ciowego przewidzenia
wyniku ekesperymentalnego zjawisk w polprzewodnikach [36] [37].

5. PASMA WALENCYJINE GaAs
Niemal wszystkie zwiazki grupy A™ BY (w tym i GaAs) winny byé inter-

pretowane na gruncie pasm walencyjnych. Struktura pasma ‘walencyjnego GaAs jest
bardzo podobna do struktury obserwowanej w Ge typu p, to Znaczy z pasmem:
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a) dziur cigzkich,

b) dziur lekkich,

¢)i pasmem z dziurami o masie efektywnej posredniej, odszczepionym od
pozostalych dwu pasm odzialywaniem spin—orbita’®. Struktur¢ pasma walencyj-
nego GaAs okre§lono z pomiar6w absorpcji promieniowania podczerwonego na
swobodnych dziurach krysztah typu p.

Z danych uzyskanych z pomiaréw absorpcji w podczerwieni (powodowanej przez
swobodne dziury w GaAs typu p) wydedukowano, Ze trzy piki absorpcyjne wystgpu-~
jace po stronie niskoenergetycznej krawedzi absorpcji samoistnej [38] nalezy przypi-
saé przejSciom migdzy trzema pasmami walencyjnymi, podobnie jak w Ge typu p. T¢
sama strukture stwierdzono we wszystkich probkach typu p, co w konsekwencji jest
dowodem, Ze te pasma nie s3 spowodowane obecnoécia nieznanych domieszek lub
defektow sieci. Warto zaznaczy¢, ze struktury tej nie daja probki typu n.

Powstale widma (podobne do plkOW wyst§pujqcych w Ge typu p) mozna
wytlumaczy¢ przejéciami dziur migdzy roznym1 galeziami — pasmami walencyjnymi
arsenku galu.

Na rys.9 pokazano widma absorpcyjne GaAs w funkcji temperatury. Badana
probka byla domieszkowana cynkiem. Widzimy, Ze przy obnizaniu temperatury pasma
wyostrzaja si¢ i przesuwaja nieco z polozen jakie mialy w temperaturze pokojowej.

30
20} p=9,7x10"/cm3
%
(3]
=10
38
26
(=]
L2
2
&
2
) 1 ! 1 ] 1 1
Rys. 9. Widma absorpcji GaAs typu p dla trzech ot 02 03 O+t 05 06 07 08

temperatur Energia fotondéw[eV]

Probki domieszkowane kobaltem pokazuja struktury identyczne i podobna
zalezno$§¢ temperaturowa. Na rys.10 za§ pokazano widma absorpcyjne GaAs typu
p W 295K dla pewnego przedzialu koncentracji nosnikow. _

Absorpcyjny przekrdj czynny tj. stosunek wspodlczynnika absorpcji do gestosci
nos$nikow swobodnych przy danej energii jest w przyblizeniu staly.

® Oddzialywanie spinowo-orbitalne jest oddzialywaniem pomigdzy momentem magnetycznym spino-
wym — a orbitalnym polem magnetycznym.
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Rys. 10. Widma absorpcji GaAs przy 295 K dla trzech
zakres6w koncentracji nosnikéw [37]
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_Jedli dla prostoty przyjmuje si¢ struktur¢ pasma walencyjnego GaAs podobna do
struktury Ge typu p [39; 40] to szczegoly widma na rys.9 moga byé wythumaczone
przejSciami pionowymi migdzy réznymi pasmami walencyjnymi GaAs. Pik absorp-
cyjny przy 0,42 eV przypisano przejsciom mi¢dzy pasmem odszczepionym powsta-
lym w wyniku sprz¢zenia (oddzialywania) spin—orbita, a pasmem dziur cigzkich;
pik przy 0,31 eV przypisano przejsciom miedzy pasmem odszczepionym a pasmem
dziur lekkich (absorpcja na swobodnych dziurach). Absorpcja zaczynajaca si¢ przy
okolo 0,25 eV odpowiada z kolei przejéciom migdzy pasmami dziur lekkich
i cigzkich, oczywiscie idac za interpretacja podobnego widma absorpcji Ge typu p.

W GaAs obserwuje si¢ wiec trzy przejscia pasmowe ml@dzywalencyjne Zasad-
mczym czynnikiem powstania mozliwosci obserwowania tych przej$é jest to, aby
rozszczepienie spin—orbita bylo mniejsze od przerwy energetycznej i aby absorpcja
na swobodnych nosnikach nie poszerzala lub nie przestaniala struktur; na przyklad
w krzemie nie obserwowano przej$¢ migdzywalencyjnych, poniewaz struktura jest
prawdopodobnie przestaniana przez absorpcj¢ na swobodnych noénikach [41].

Z tych obserwacji Braunstein wydedukowal, Ze rozszczepienie spin-orbita. jest
okolo 0,33 eV i ze masa efektywna dziury lekkiej wynosi okolo 0,17 masy dziury
cigzkiej. Zatem stosunki mas efektywnych dla dziur wynosza:

*
m_338 1 TE_pq0w,
m¥ m¥

3 2

) Oznaczenia indekséw przy masach efektywnych: 1 — pasmo dziur cigzkich, 2 — pasmo dziur
lekkich, 3 — pasmo odszczepionie.
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Ten dowdd na istnienie dziur lekkich i cigzkich nalezy bra¢ pod uwagg w teoriach
transportu dla GaAs.

Z powodu braku plaszczyzny inwersji w sieci krysztalow GaAs, oczekuje
si¢, ze degeneracja pasm dziur cigzkich bedzie rozszczepiona [42; 43]; i
wierzcholki sa wzgledem siebie nieco rozsunigte. W konsekwenq1 maks1ma
energetyczne pasma walencyjnego nie leza dokladnie w £ =0 (rys.11), ale
w bardzo malej odlegloéci i o bardzo mala energic wyzej od maksimum
pasma dziur lekkich. Uzyskanie dowodéw na czlon liniowy wymagalo iloSciowego
zbadania ksztaltu piku pochodzacego od przejS¢ migdzy pasmami dziur lekkich
i cigzkich. Warto§¢ 0,33 eV uzyskana na rozszczepienie spin—orbita w GaAs
pozwala na wykonanie oszacowania czasu jaki elektron walencyjny spedza
w £ = 0 na atomie galu i arsenu. Rozszczepienia spin—orbita atomowych
funkcji P: Ga, As i Ge oszacowane z widm atomowych wynosza odpowiednio:
0,10; 0,30; 0,20 eV (9,

A Temp.S0K
E \_/
)
minimum )\}/ >05eV
. ) e
poboczne (03+0,36) ev .
A T N A Y

(0,065+0,072)m; [ z pomiaréw odbicia
w podczerwieni)

Ec=147eV
~0,5mg

0,01mg pasma dziur ciezkich
pasmo odszczepione pasmo dziur lekkich

sprzeZeniem spin-orbita . .
\/--\(_ pasmo dziur o masie

posredniej
(100] -— —» [111]
p
T<'_—_ 0

Rys. 11. Uproszczony model pasmowy GaAs (m,, dziur lekkich = 0,17 m,, dziur cig¢zkich). Z powodu
braku plaszczyzny (symetrii) inwersji maksima pasm dziur cigzkich nie leza w frodku strefy

Przyjmujac ten sam wspolczynnik normalizacji dla GaAS jaki wydaje si¢
by¢ odpowiednim dla Ge przy szacowaniu rozszczepienia spin— orbita w krysztale

. . . . 29 . .
z wartosci dla atomoéw swobodnych mianowicie z 20 stwierdzono, ze elektron

na wierzcholku pasma walencyjnego przebywa 65% swego czasu na arsenie,
a 35% na galu.

) Oszacowania te zostaly wykonane przez E. Kane’a.



296 ) Wojas Kwart. Elektr. i Telekom.

6. PASMO PRZEWODNICTWA GaAs

Teoretyczne rozwazania Callaway’a zasugerowaly, ze najniisze minimum pasma
przewodnictwa GaAs powinno leze¢ w srodku strefy, co pozme_] zostalo potwier-
dzone przez do$wiadczenia.

Z pomiaréw magneto-oporu podituznego i poprzecznego wymka Ze najnizsze
minimum pasma przewodnictwa GaAs winno by¢ symetryczne sferycznie i dlatego
musi ono znajdowac si¢ w Srodku strefy. Glicksman [44] stwierdzil, ze w GaAs typu
n o koncentracji elektronéw n = 4:1017cm™3 w temperaturze pokojowej wy-
stgpowal izotropowy magnctoopor poprzeczny i tylko maly jego efekt podhuzny.
Roéwniez pomiary piezooporu przeprowadzone przez Sagar’a [45] na GaAs typu
n wykazaly sferyczne minimum pasma przewodnictwa w §rodku strefy.

Ksztalt krawedzi absorpcji podstawowej w GaAs jest w zgodnoSci z przejéciami
prostymi z pasma walencyjnego do pasma przewodnictwa, a poniewaz maksxmum
pasma wlencyjnego — jesli pominiemy lekkie rozsunigcie — znajduje si¢ w K = 0,
to najnizsze glowne minimum pasma przewodnictwa musi takze byé w S§rodku
pierwszej strefy'® Brillouina. Pasmo przewodnictwa posiada rowniez minima pobo-
czne lezace daleko od $rodka strefy. '

Callaway’owski obraz teoretyczny pasma przewodnictwa GaAs wskazuje, ze
w jego strukturze wystgpuja minima lezace na klerunkach [111] w przestrzeni
K o energii nieco wyzszej od energii minimum przy Kk =o0. Callaway nie
rozpatrywal energii miniméw lezacych na kierunkach [100].

Te minima poboczne zostaly zaobserwowane doswiadczalnie. Na przyklad
Spitzer i Whelan [44] obserwowali w GaAs typu » dodatkowa absorpcjg promienio-
wania podczerwonego w przedziale energii fotonéw od 0,25 do 1,25 eV. Te
dodatkowa absorpcjg proporcjonalng do koncentracji elektrondéw » zinterpretowano
jako wymk przejé¢ z minimum pasma przewodnictwa w érodku strefy do 1nnych
miniméw o wigkszej energii.

Dalszy dow6d na minimum poboczne pasma przewodnictwa pochodzi z do-
swiadczen elektrycznych. Jeéli bowiem GaAs typu n jest grzany powyzej 500 K,
wspélczynm'k Halla R zwigksza si¢ i przechodzi przez maksimum, gdy dochodzi
i ustala si¢ przewodnictwo samoistne o, Przy wystarczajaco wysokiej temperaturze
ten wzrost R jest prawdopodobnie wymklem zapelniania wyzszych minimow, ktore
wystepuja wzdluz kierunku [100].

Wedhug innego autora — Hilsuma [46], wplyw miniméw wyzszych na przejscia
elektron6w pokazuja pomiary wspélczynnika Halla R w temperaturach > 600 XK.
Bowiem w bezdomieszkowych probkach GaAs typu n, w miarg jak temperatura
ro$nie — wspolczynnik Halla R przchodzi pzez maksimum zanim rozpocznie si¢
przewodnictwo samoistne. Nalezy tego oczekiwaé jesli elektrony sa przenoszone
wzbudzeniami termicznymi do wyzszych miniméw pasma przewodnictwa. Maleje -

6 Prosta komérka sieci odwrotnej (sieci w przestrzeni Fourier'a), czyli najmniejsza objetosé ograni-
czona plaszczyznami prostopadlymi do kazdego — krétszego wektora (sieci odwrotnej) G w jego punkcie
Srodkowym, zostala nazwana pierwsza strefa Brillouin’a.
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wtedy koncentracja n, bo elektrony zapelniaja wtedy tylko wyZsze minima i jeszcze
nie przewodza. Tak bedzie, jak powiedziano wyzej, jesli elektrony termiczne wwzbu-
dzone sa przenoszone tylko do minimow wyzszych pasma przewodnictwa. Takiego-
przebiegu wspdlczynnika Halla R mozna oczekiwad, jesli przyjmuje si¢, Ze minimum
wyzsze jest o0 0,36 eV.

Edwards, Slykhouse i Drickamer [47] wywnioskowali z przeprowadzonych
pomiaréw przesuniccia krawedzi absorpcji optycznej ze zmiang ci$nienia, Ze minima
[100] leza wigcej niz 0,5 eV powyzej dna pasma przewodnictwa.

Jednakze Ehrenreich [49] przeanalizowal wyniki doswiadczalne rzucajace Swiatlo
na struktur¢ pasmowa GaAs i doszedt do wniosku, Zze najnizsze minimum pasma
przewodnictwa lezy w centrum strefy, z minimami wzdhuz kierunku [100]. Zostato
pOzniej ustalone, ze minima wzdhiz kierunkéw [100] sa w istocie najnizszymi
minimami pobocznymi w _J)asmie przewodnictwa GaAs i ze leza one okolo 0,3 eV
powyzej minimum przy k = 0. Poniewaz jednym z parametréw uzytych w roz-
wigzywaniu rOwnania (2) jest my¥ na dnie pasma przewodnictwa, wigc jedyna
dodatkowa informach_iakq mozemy uzyskaé z tego rozwiazania (r6wnanie 5) jest
Zmiana m* ze zmiana k .

Dla prébek zdegenerowanych zalezno§¢ m* od koncentracji no$nikow n moze
by¢ obliczona bezposrednio, poniewaz g jest powiazane z n zaleznoscia:

3n2n = k3

Méina podac réwniez przyblizone rozwiazanie __{(')wnam'a (2); podaje ono tez
ksztalt pasma przewodnictwa (czyli zaleznosC E od k ):

(ﬁz )2

# . \2mjf

—_ 2 X

E=omst +—E——E'4. 6)
G

Rownanie (6) odstgpuje od paraboli wigcej niz dokladniejsze rozwigzanie, ktore
przedstawia soba, rownanie 5 i dlatego wskazuje ono na nieco wigksza zaleznos§¢
m* od n. ZgodnoS¢ tej zaleznosci z doSwiadczeniem jest mimo wszystko dosc
dobra, jak to przedstawia wlasnie rys.12. Widzimy wigc, Ze masa efektywna
elektronu m* zalezy od koncentracji elektronéw n i od ksztaltu pasma przewod-
nictwa '

Ksztalt pasma przewodnictwa wplywa rowniez na polozenie poziomu Fermiego
E;". Jego polozenie zalezy wigc od degeneracji probki, czyli ksztaltu pasma
przewodnictwa. Polozenie Ej zalezy glownie od: domieszkowania, temperatury,
masy efektywnej elektronow i dziur.

M W OK potencjal chemiczny g rowny jest energii Fermiego, nazywanej w fizyce ciata stalegb
poziomem Fermiego. ’
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Rys. 12. Zalezno$¢ masy efektywnej od koncentracji elektronéw: O Spitzer i Whelan [44], ® Cardona
[30], O Moss i Walton [49], x Palik, Stevenson i Wallis [50], — — — krzywa teoretyczna

7. PRZERWA ENERGETYCZNA W GaAs

Aby przenies¢ elektron ze stanu podstawowego do stanu wzbudzonego potrzeb-
na jest pewna, skonczona energia na przejscie przerwy energetycznej. OkreSlenie
przerwy E; dla GaAs z danych elektrycznych nie jest latwe, poniewaz potrzebuje do
jej wyznaczenia, pelne przewodnictwo samoistne wystepuje dopiero > 900 K (przy
takich temperaturach czgsto wystegpuja zmiany nieodwracalne).

Juz wczesne ekesperymenty na probkach typu n wykazaly ponadto niezwykly
wzrost stalej Halla Ry z temperaturg T powyzej 600 K z maksimum wystepujacym
- przy 870 K. Whelan i Wheatley [S1] zasugerowali, ze efekt ten jest spowodowany
zmiang czynnika rozproszeniowego nosnikow, jak réwniez moze uzasadniaé prze-
wodnictwo w minimach [100], ktore jak juz wiemy wystepuja okolo 0,3 eV powyzej
glownego minimum. Callaway doszedl do wniosku, ze przerwa pasmowa w GaAs,
w centrum strefy Brillouin'a bgdzie si¢ zwigkszaé od warto$ci przerwy w Ge rdwnej
0,8 eV do wartosci 1,2 eV.

Wartos¢ przerwy pasmowej (w centrum strefy) obliczona z wlaSciwosci elektrycz-
nych w OK wynosi 1,4 eV. Wartos¢ ta jest z pewnoscia za mala, a pomiary na GaAs
o wysokiej opornoéci daja wartos¢ 1,58 eV, ktora jest w lepszej zgodnoSci z przerwa
okreflona droga optyczna wynoszaca 1,55 eV. E; uzyskane z do$wiadczenia
wyniosto 1,47 eV w 90 K i 1,40-eV w temperaturze pokojowe;j.

" Wykazano, Ze E; dla przejs¢ prostych moze by¢ wydedukowana z absorpcji
w podczerwieni, czyli z wyznaczenia krawedzi absorpcji podstawowej i wynosi ona
1,52 eV'w OK, a okolo 1,4 eV w temperaturze pokojowej. Poniewaz maksima pasma
dziur cu;zklch sa nieco przesunigte, to mozna powiedzieé, ze w ogélnoSci stany
pasma ;walency_]nego sa obniZone przyczyniajac si¢ tym do zwigkszenia przerwy
energetycznej. CiSnienie wywierane na krysztal ma wplyw na szeroko$§¢ przerwy
energetyeznej i po wplywie tego ciSnienia na szeroko§¢ przerwy wnioskuje si¢ wzdhuz
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jakiego kierunku wystgpuje dane minimum pasma przewodnictwa. Jezeli bowiem Eg
nie zmienia si¢ szybko z ci$nieniem, to prawdopodobnie wchodzace w gre minimum
pasma przewodnictwa znajduje si¢ wzdtuz kierunku [100].

Wraz z ciénieniem przesuwa si¢ krawedz absorpcji optycznej czyli zmienia si¢
réwniez szeroko$é przerwy energetycznej [52]. SzerokoS§¢ przerwy energetycznej B,
maleje z ci$nieniem w stosunku 9,4 -107¢ eV/atm.

Przejicia proste z pasma walencyjnego do miniméw pasma przewodnictwa przy
krawedzi strefy sa okreSlone z odbicia w ultrafiolecie, na przyklad przejscia proste
na krawedzi (100) wynosza 5,12 eV do najnizszych miniméw (100) pasma przewod-
nictwa, a 5,55 eV do miniméw wyzszych. Przy krawedzi (111) przerwa pasmowa dla
przej$é prostych wynosi 2,99 eV; odbicie w ultrafiolecie takze ujawnia przejScia na
tej krawedzi strefy z pasma walencyjnego do galezi pasma przewodnictwa polozonej
6,6 eV wyzej.

8. PASMA DOMIESZKOWE

Kwantowa teoria stanéw domieszkowych w pélprzewodnikach podaje, ze od-
powiednia funkcja falowa zanika eksponencjalnie ze wzrostem odleglosci od domie-
szki. Do poszukiwania takich wlasnie zanikajacych funkcji uzywa sic metody k- p,-
gdzie k jest wektorem falowym, a p — pedem elektronu. Uog6lnienie formuty k-p
na pasmo wzbronione jest rownowazne analitycznemu przdiuzeniu parabolicznego
pasma energetycznego na przestrzen zespolonych wektoréw falowych.

Zauwazmy, ze uzywajac przedluzenia analitycznego pasma, mozemy rozpat-
rywaé zarowno stany lezace glgboko.w obszarze pasma wzbronionego, jak rowniez
i te, ktore leza blisko krawedzi pasma. Funkcja falowa, opisujaca stan powierzch-
niowy lezacy blisko krawedzi pasma, bedzie zanikaé w miar¢ oddalania si¢ od
powierzchni bardzo stabo. Gdy wnikamy glebiej w obszar energii. wzbronionych,
wowczas zanik ten staje si¢ coraz ostrzejszy, a stany energetyczne, odpowiednio,
coraz bardziej zlokalizowane. '

Rozpatrujac wysokooporowa probke GaAs o donorach N, i akceptorach N,
przy poziomie donorowym bedacym bardzo blisko dna pasma przewodnictwa
i poziomie akceptorowym o energii AE’ poniZej niego, znaleziono §rednia warto$¢

" AE’ rébwna ~0,6 eV (rys.13). Jezeli wigc w GaAs N, =~ 1017 cm™3, a N, >~ 10¢
cm™3, to probka bedzie typu n o koncentracji no$niké6w w poblizu 10*7 cm™3
i opornosci okolo 0,01 Q cm. Jezeli za§ N, = 1017 em™3i N, = 1019 cm 73, to
probka bedzie typu p, a koncentracja dziur bedzie wynosila okolo 10! cm™3
i oporno$¢ bedzie rzedu 10° Q cm.

Koncentracje dziur p obliczono ze wzoru:

(AE'— Ec)]

Pz = NN Aexp[ T @)

gdzie N, — gesto§¢ stanéw w pasmie walencyjnym,
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a) b)
A . A :
E pasmo 3 pasmo
przewodnictwa przewodnictwa
22227778 22207
L ¥ poziom Np f———————— poziom donorowy
. donorowy.
AE . :
Na % S poziom Np poziom donorowy
' akceptorowy
NA ................................ poziom chepforo‘”y
2,027, T,
pasm pasmo
walencyjne walencyjne

Rys. 13. Wykresy pozioméw energetycznych dla wysokooporowego GaAs, a) wg Allena [52], b) wg
' Blanca i Weisberga [52]

Ny = 101% cm™3, jezeli ni,’f wynosi 0,5 mo),

AE’ — odleglos¢ poziomu akceptorowego od dna pasma przewodnictwa.

- Chociaz wykonano prébki o wyzej podanych wlasciwosciach elektrycznych, to
znaczna ich cz¢s$¢ o duzej opornosci, to jest rzedu 107 Q cm, moze byé probkami
typu n i to o koncentracji elektron6w migdzy 108 a 10° cm 3. Wzgledna wielkoéé N 4
i N w takich probkach mozemy obliczyé¢ ze wzoru:

ND AE’)
n = _———Ngexp| — : ®)
N,—N, ¢ ( kT
gdzie N; — gestosé stanéw w pasmie przewodnictwa,
- (Ne = 4,7-101 cm™3, jesli m* = 0,072 m,).

Roznica migdzy N, i N, wynosi 10% N, dla nizszych koncentracji elektronéw i 1%
N, dla wyzszych. : .

W wysokooporowych prébkach GaAs typu n poziom akceptorowy lezy od 0,6
do 0,65 eV ponizej dna pasma przewodnictwa, a wigc jest to poziom bardzo gleboki
(daleko oddalony od pasma walencyjnego). W GaAs typu n akceptorem glebokim
jest pasemko polozone daleko w przerwie — blizej pozioméw donorowych (blizej
pasma przewodnictwa) rys.14.

Jezeli w GaAs typu n domieszki donorowe stanowia plytki poziom domieszko-
wy, to poloZzony jest on w poblizu dna pasma przewodnictwa. Na przyktad poziom
donorowy wytwarzany przez domieszki krzemowe lezy okolo 0,005 eV ponizej
- glownego dna pasma przewodnictwa. Ge jako domieszka zachowuje si¢ w sposéb.
podobny do Si. GaAs silniej domieszkowany wykazuje zwykle cechy przewodnictwa
pasma domieszkowego. Najczystszy GaAs posiada calkowitg zawartoéé domieszek
nieco wigksza niz 10'¢ cm~3. W przypadku wysokooporowego GaAs typu n kon-
centracja noénikow # jest o kilka rzgdéw wielkoéci mniejsza od N,iN,.
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Rys. 14. Kompensacja domieszek donorowych przez glgbokie akceptory w GaAs (tworzeme materialu
typu ni typu p

Wystgpowanie duzego oporu probek GaAs jest w zgodnosci z modelem, w kt6-
rym domieszki donorowe z plytkim poziomem domieszkowym sa kompensowane
przez gleboki akceptor posiadajacy poziom w poblizu §rodka przerwy pasmowe;.
Chociaz wystapit nadmiar tych akceptor6w, to material pozostanie typu n, jezeli
prawdopodobienistwo ponownego wzbudzenia pochwyconych elektronéw do pasma
przewodnictwa bedzie wigksze od prawdopodobienistwa pochwycenia dodatkowych
elektronéw z pasma walencyjnego (rys.14). [GaAs intensywnie strefowo czyszczony
wykazuje czasami bardzo wysoki opor i ma wspoélczynnik Halla R wskazujacy, ze
w temperaturze pokojowej koncentracja elektroné6w wynosi tylko 108 cm™3].

Autor uwaza, Ze ta wysoka opornos¢ jest wynikiem domieszki akceptorowej (o
gleboko polozonym' poziomie akceptorowym) kompensujacej domieszki donorowe
[53]. Po zredukowaniu iloSci donoréw lezacych ponizej tej domieszki akceptordw,
wszystkie donory traca swoje elektrony na rzecz glgbokich pozioméw akceptoro-
wych chociaz bardzo mala cz¢§¢ tych elektrondow jest wzbudzona z powrotem do
pasma przewodnictwa. Wysoko oprowy GaAs moze by¢ wytwarzany przez domiesz-
kowanie materiatu typu » tlenem, kobaltem, lub niklem i sadzi si¢ ze zwykle tlen jest
domieszka odpowiedzialng za ten efekt. Stwierdzono dalej, ze Fe jest domieszka
akceptorowa i przez pomiar zmiany opornosci z temperaturag oceniono energi¢
jonizacji na 0,37 eV.

GaAs wytworzony bez rozmyslnego domieszkowania zwykle ma w temperaturze
pokojowej oporno$¢ mniejsza niz 10 Q cm, a przypadkowa sztabka ma czasem
bardzo wysoka opornos¢, wigksza niz 10° Q cm. Wydaje si¢, Ze izolowane donory
w GaAs posiadaja okre$lona energi¢ jonizacji, ale ze przy koncentracjach wigkszych
niz ~5-10!7 cm~3 pasmo domieszkowe utworzone oddziatywaniem miedzy dono-
rami zachodzi na pasmo przewodnictwa.

Pierwiastki grupy IV, jak: Si, Ge, Sn i Pb dzialaja jako donory w GaAs, ale sa
one takZe w stanie wchodzi¢ do sieci w postaci elektrycznie oboj@tnej, az do wysokiej
koncentracji. W tym przypadu prawdopodobnie wchodza do sieci parami zast¢pujac
sasiadujace atomy Ga i As.
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Najefektywniejszymi donorami w GaAs sa pierwiastki VI grupy: selen i tellur.
Mozna je wprowadza¢ w ilosci okolo 10'° cm™3. Pierwiastki te w sieci GaAs
zajmuja pozycje arsenu. ,

Edmond [52] znalazt z pomiaréw wspolczynnika Halla, ze (Sii O, sa gléwnymi
domieszkami GaAs przedostajacymi si¢ do niego w czasie krystalizacji) maksymalna
ili§¢ donoréw jaka mozna wprowadzi¢ przez domieszkowanie GaAs krzemem
wynosiokolo 4 - 108 ¢m~3. Z pomiar6éw promieniami X wydedukowano, ze Si moze
wejsé do sieci-GaAs w postaci elektrycznie naturalnej w duzej koncentracji do okoto
102° cm~3. Wyniki te mozna wyjasni¢ w nastgpujacy sposoéb. Atomy Si moga
wchodzié do sieci na dwa sposoby: Przy niskich koncentracjach zastgpuja one atomy
Ga i daja poziom donorowy, za§ przy koncentracji n wigkszej niz 2-10'% cm™3
wchodza one parami i daja centra neutralne. _

Pomiary Rhoderick’a nad jadrowym rezonansem magnetycznym Ga w probkach
GaAs domieszkowanych ‘Si potwierdzily, ze Si wchodzi do sieci krystalicznej na te
dwa sposoby. : _ .

Broom, Barrie i Ross [53] stwierdzili w GaAs typu n o koncentracji elektronow
n, = 8:1016 cm ™3 zachowanie typowe dla przewodnictwa pasma domieszkowego.
Wspélczynnik Halla R przechodzi przez maksimum przy ~70 K, a ponizej ~10 K
wspolczynnik ten i przewodnos¢ ¢ byly zgrubsza niezalezne od temperatury. Z tych
wynikOw przerwa energetyczna mi¢dzy pasmem domieszkowym, a pasmem przewo-
dnictwa wynosi okoto 0,003 eV.

Elipsoida -
wydajnosci

Rys. 15. Elipsoida wydajnosci dla tréj-wymiarowych pasm, ilustrujaca konstrukcje obliczonych krzywych
rozkladu energetycznego fotoelekirondw. Eliptyczny obszar dA pjest rzutem na plaszczyzng k k. elementu
elipsoidy wydajnosci wycigtego przez dwie koncentryczne kule, ktdre sa powierzchniami stalych energii

elektronéw w prézni. Przyjmuje sig, ze normalna do powierzchni k! lezy wzdiuz ﬁ, :

Dla probek typu » o koncentracji elektronéw wigkszej niz 51017 ecm™3 stwier-
‘dzono, ze wspoélczynnik Halla R i przewodno$é ¢ pozostaja praktycznie stale od
300 K do 1,5 K, wykazujac, ze przy tej n, pasmo domieszek donorowych zachodzi
spa pasmo przewodnictwa. :
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Z poérod atomoéw domieszkowych grupy II dzialajacych jako akceptory w GaAs,
Zn jest najefektywniejszy, poniewaz jest rozpuszczalny do okoto 102° cm ™3 . Stwier-
dzono, ze poziom akceptorowy -Zn lezy okolo 0,08 eV powyzej szczytu pasma
walencyjnego. Cu za§ wprowadza poziom akceptorowy lezacy 0,15 eV powyzej
pasma walencyjnego (oprocz pewnych pozioméw plytszych). Miedz z I grupy
dzialajaca w GaAs jako akceptor jest wazna domieszka akceptorowa z powodu
szybkiej dyfuzji poprzez krysztal. Cu dyfunduje procesem miedzyweziowym, ale jest
takze wprowadzana do sieci w pozycje wezlowe zastgpujac Ga, ktory jest wigkszym
z tych dwu atoméw. Fuller i Whelan [56] znalezli, ze po dyfuzji Cu do GaAs wzrost
koncentracji dziur p byl dwu- lub trzykrotnie wigkszy od koncentracji Cu. To
oznacza, ze Cu posiada co najmniej dwa plytkie poziomy akceptorowe w GaAs.

Mg zachowuje si¢ jak akceptor w GaAs przy koncentracjach wyzszych od
- 5-10'% cm ™3, natomiast przy koncentracjach nizszych jak donor. Dzialanie donoro-
we moglo wystapié jezeli Mg wszedt do sieci migdzyweztowo [S7].

Niektére z domieszek, na przyklad tlen, kobait, nikiel tworza, jak wiemy juz, tak
zwane glebokie poziomy akceptorowe polozone w poblizu Srodka przerwy ener-
getycznej. W przypadku, gdy oprocz wystgpowania glgbokich pozioméw akcep-
torowych jednocze$nie i liczba donordéw jest bardzo mata, na przyklad rzgdu 101°
cm ™3, to moze jak wiemy, nastapi¢ kompensacja donordw przez akceptory, w wyni-
ku czego rezystancja materialu wzrasta do wartoSci megomow; powstaje wigc
wysokooporowy GaAs, ktory nazywany jest czgsto materialem poélizolujacym [56].°

Najefektywniejszymi akceptorami GaAs sa wigc pierwiaski II grupy: Zn i Cd.
Mozna je wprowadzi¢ do prébki w ilosci do ~10%° cm™3. Wchodza one do sieci
GaAs na miejsce atomow Ga.
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J. WOJAS
ANALYSIS OF ENERGETIC STRUCTURE AND INTERBAND TRANSITIONS OF GaAs
Summary

First part of the work treats of disturbance methods of crystalling symmetry which are used to lead
energy bands of GaAs out of energy bands of Ge. Symmetry of states in conduction bands and valency
bands, splitting of states and their joint during disturbance were discussed. Equations of conduction band
energy were described and forms of energetic bnds of GaAs were discussed. Principles of calculation of
GaAs bands structure were discused. In recapitulations of results of structure.calculation energies of
peaks and minimus in in reflection spectrum answering proper electron transitions, were shown in detail.
Energetic structures of valency band, conduction band, forbidden gap and 1mpunty states were precisely
analysed.
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Photoacoustic cells consisting of two chambers connected by a narrow tube are
studied. Theoretical explanation of the resonance curves of the cells is based on the
electrical analogies. Amplitude and phase angle of the photoacoustic signal are expressed as
a function of chopping frequency, cell dimensions and buffer gas parameters. Theoretical
results are compared with experimental values.

1. INTRODUCTION

One of the photoacoustic cells, which is suitable especially for spectroscopy of
solids, is a Helmholtz resonator. For the first time it- was applied in 1976 by
McClelland and Kniseley [1]. Since then a lot of applications of Helmholtz resonator
in photoacoustics have been reprted [2+ 7]. However in most of these works
calculated parameters of the cells were different from experimental values. One of
the methods that can be used for theoretical calculations is modelling by means of
electrical analogs. The method was applied by a few authors, but only Nordhaus and
Peltzl obtained good agreement with experiments [6, 7]. However they analyzed
cases in which channel length was 200+ 600 mm, while in most practical solutions
the channel is 10+ 100 times shorter. ' :

In this paper it is considered if the method of acousto-electrical analogies is
useful for_precise determination of the resonance curves of a Helmholtz resonator

‘ with a short channel.

2. LUMPED ELEMENTS MODEL

Helmholtz resonator consists of two volumes connected by a narrow tube
(Fig.1a). In a simple model of a such resonator the cavities and interconnecting duct
are represented by lumped constant elements such as capacitors, resistor and
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inductor (Fig.1b). Intensity of the light beam is described by the current source J.
Pressure values correspond to the voltages across the capacitors. The only difficulty
which occurs while using the method is that values of the elements of the equivalent
circuit are defined in different way by different authors. In this paper three different
cases are considered. The first definition is given by Morse [8] nad Malecki 9, 10]:

R = ow?2m; L = 6(1+1.60)/S; C, = V,/(6v2). (n 

Nolle [11] defines the elements as follows:
R = 8mul/S%;, L = 481/35; C, = V,/(6v%). 2
Peltz and Nordhaus [6, 7] describe the elements as:
R = 8rul/8%; L =41/S; C, = V,/(5v?). €)]

In the above equations channel length, radius and crossectional area are denoted
respectively by symbols 1, a and S. Volumes of the cavities are described as V. Properties
of the transmitting gas are taken into consideration by the viscosity u, mass density & and
free-space sound velocity v. Symbol w denotes pulsation of the light beam modulation.

3. TRANSMISSION LINE MODEL

‘When the sound wavelength is considerably greater then the channel length the
lumped elements model can be used. But when the length of the interconnecting duct
increases, sound propagation in the tube becomes important, Therefore the elements
in the model can be considered as homogeneously distributed. In such model the
duct is represented by a transmission line, which characteristic impedance Z, and
propagation constant I',, are defined as follows [6, 7, 12]:

Z, = (Z/Y)l’z; I, = (Z-Y)2, where: C))
Z =jws/(S(1—F,exp(i®,))); ®)
Y = jwS(1+(c—1)F,exp(j®,))/6v>. ©)

Symbol a, (¢ = CP/C,,) denotes an adiabate coefficient of the gas. The parameters
F and & appearing in (5) and (6) are given in equation (7):

Frexp(i®) = 2-3, (=32 ) (=i )2 - Jo((—j 112r), ™.

where J, and J, are Bessel functions of zero and first order. Indexes » and ¢ in
equations (5) and (6) suggest which variable r, or r, should be used instead of symbol
r in expression (7). Both variables 7, and r, are described below:

r, = a(Wo/p'%; 1, = a(wdc,[a)!'2, - ©®

The variable r, determines viscous properties of the gas. Thermal properties of the
gas, described by r,, are taken into account by the mass density &, heat capacity ¢,
and thermal conductivity a. '
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The whole circuit in which the transmission line is replaced by the equivalent
T-section [13] is shown in Fig.lc.

4. EXPERIMENTS
Theoretical resonance curves obtained from the discussed models were verified
by experimental data. A sketch of the cell used in the experiments is shown in
Fig.1a. The cavity in which a sample (carbon black) was placed had a volume of

2.0 cm3,

d) Window

Microphone
_I/ \,
Vi [

/)
A
v 22a / L %
AN,
Sdmple
b) Z3=jwl Z4=R

AN 1:—_]_
21=1/jwC? _l.. 22=1/jwC2

9

c) 73 24
-L ——J S_j_
J Z1=" ' z5 22=
T/me 1/jwcC2

23=24=Zytgh(ly1/2)
Z5=Zy/sinh ([ 1)

Fig. 1. Helmholtz resonator: a. Sketch of the cell, b. Lumped elements model of the cell, c. Transmission
line model of the cell

A volume of the second chamber was being changed in the range of 1.13+2.26
cm? by means of distance sleeves. The cavities were connected by a tube 15 mm long
and 1.1 mm in diameter. All the measurements were performed in an automatic
measurement system [14]. The resonance curves obtained in the measurements and
the theoretical results calculated from the discussed models are shown in Fig.2 +4.

In can be seen that the experimental values are in good agreement with the
results obtained from the transmission line model. Other models give worse
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Fig. 4. Comparison of theoretical and experimental Helmholtz resonance curves. Microphone cavity
' ' volume V, = 1,13 cm?

approximation. The worst evaluation is obtained from the equations given by
Morse.

CONCLUSIONS

Preliminary results show that acousto-electrical analogies can be used in
modelling of photoacoustic Helmholtz resonators. The best fit to the experimental
data was obtained from the transmission line model. However in the experiments
carried out only one factor (the volume of the microphone chamber) was being
changed, so that no general conclusions should be drawn yet. Further work in the
area is in progress.
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T. STARECKI

MODELOWANIE REZONANSOWYCH KOMOR FOTOAKUSTYCZNYCH W UKLADZIE

HELMHOLTZA ZA POMOCA ANALOGII AKUSTO-ELEKTRYCZNYCH

Streszczenie

W artykule analizowane s3 komory fotoakustyczne powstale z polaczenia dwéch wngk kanalem

niewielkiej Srednicy. Analiza teoretyczna krzywych rezonansowych komér prowadzona jest w oparciu
o analogie akusto-elektryczne. Amplituda i faza sygnalu fotoakustycznego przedstawiona jest w funkcji
czgstotliwosci modulacji, wymiar6w komory oraz parametrow wypeima_]qcego ja gazu. Obliczenia
teoretyczne porownane sg z rezultatami pomiardw.
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W artykule przedstawiono analiz¢ ukiadu impulsowego, pracujacego ze zmienng
czgstotliwoscig kluczowania, przeznaczonego do zmniejszania znieksztalced pradu sieciowe-
g0. ‘Rozwazany sposéb pracy ukiadu odpowiada uzyskiwanemu przy sterowaniu go
z pomoca ukladu scalonego TDA 4814. W pracy wyprowadzono zalemo$¢ na warto§¢
napigcia wyjéciowegoukladu oraz obliczono straty mocy w kluczu tranzystorowym i cewce
indukeyjnej. Na tej podstawie dokonano poréwnania wiaSciwosci uktadu uzyskiwanych
przy jego pracy ze zmienna i stala czgstotliwoscia kluczowania.

1. WSTEP

Urzadzenia elektryczne zawierajace klasyczne, beztransformatorowe prostowniki
sieciowe z obciazeniem pojemnosciowym pobieraja z sieci prad o znacznie odksztal-
conym przebiegu. Pogarsza to wspdlczynnik mocy (cos ¢) tych urzadzen. W celu
jego poprawy, tj w celu eliminacji harmonicznych pradu sieciowego stosuje si¢ m.in.
uklady impulsowe wlaczane pomigdzy prostownik i kondensator obciazenia. Szcze-
gblowa analiza pracy dwoch takich ukltadow przedstawiona zostala wczesniej [1,2].
Pokazano wtedy, Ze jeden z nich, oparty na ukladzie impulsowego regulatora
podwyzszajacego napiccie wejSciowe, odznacza si¢ wyraznie wigksza sprawnoscia
energetyczna od drugiego. Fakt ten znalazt potwierdzenie w praktyce aplikacyjnej
— produkowany specjalizowany uktad scalony TDA 4814 (SIEMENS) przeznaczo-
ny jest do sterowania praca wlasnie tego ukladu. Niestety, sterowanie to przebiega
inaczej niz zalozono w [1]. ZaloZono tam mianowicie, ze czestotliwosé kluczowania
ukladu pozostaje stala, a zmienia si¢ czas zalaczenia klucza (tranzystorowego)
w poszczegdlnych okresach kluczowania, natomiast uklad TDA 4814 realizuje
funkcje przeciwna — czas zalaczenia klucza w poszczeg6lnych okresach pozostaje
staly, a zmienna jest czestotliwo$é kluczowania. Z tego wzgledu wyniki analizy

zawartej w [1, 2] nie moga znalezé $cislego zastosowania do oceny wlasciwosci

uktadu eliminacji znieksztalcen pradu sieciowego z ww ukladem scalonym. Dlatego
celem niniejszej pracy jest przeprowadzenie analizy dzialania tego ukladu z uwzgled-
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nieniem odmiennego sposobu jego sterowania oraz — na jej podstawie -—— porow-
nanie jego wlaSciwoici z wlasciwosciami ukladu zanalizowanewgo wczesniej. Ze
wzgledu na — mimo wszystko — podobne sposoby dzialania uktadu dla obydwu
sposobow sterowania, w toku ponizszej analizy beda czefciowo wykorzystywane
rezultaty analizy poprzedniej [1, 2].

2. ANALIZA OGOLNA
Schemat rozwazanego ukladu w postaci uproszczonej przedstawiono na rys.l.
Jak wiadomo, dziatanie takiego ukladu polega na pobieraniu energii z prostownika
i gromadzeniu jej w cewce, gdy klucz K pozostaje zwarty oraz na oddawaniu jej do

i L

o
OI_A

Rys. 1. Schemat ideowy uktadu

obciazenia po rozwarciu klucza. Aby uklad mégt dzialaé poprawnie, konieczne jest
aby napigcie wyjSciowe zawsze przewyzszalo napigcie wejSciowe oraz aby w koncu
kazdego okresu kluczowania — tuz przed kolejnym zwarciem klucza — prad
'w cewce byl réwny zero. Zal6zmy wstepnie bezstratno$é ukladu tj. zerowe spadki
napi¢c na przewodzacych diodach i zwartym kluczu oraz zerowa rezystancje cewki.
Jako wejciowe mozna przyja¢ napigcie wyjéciowe prostownika tj.

gdzie U,., jest amplituda napigcia sieciowego, w, jest jego pulsacja. Ograniczajac
rozwazania do pierwszego polokresu napigcia sieciowego, znak wartoéci bezwzgled-
nej w (1) mozna oczywiscie pomina¢. Dla latwej realizaciji uktadu konieczne jest, aby
czgstotliwos¢ kluczowania byla wielokrotnie wigksza od czestotliwoéci sieci zasilaja-
cej. W tym przypadku napigcia u,(f) i u,,(f) mozna potraktowaé jako wolnozmien-
ne funkcje czasu w przeciagu kazdego z okresoéw kluczowania i przyjaé je wtedy jako
(prawie) state. Wartosci tych napieé oznaczane beda wtedy przez Uge, i Uy, gdzie
n oznacza n-ty okres kluczowania w polokresie sieci. Powtarzajac rozwazania
podane w [1] mozna stwierdzi¢, ze prad i; bedzie miat posta¢ ciagu tréjkatnych
impuls6w, tak jak to pokazano na rys.2. Ich parametry beda nastepujgce [1]:

Uwen . ‘
ILmn‘ = T * tlns - (2)
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Usen

Ly = by 7o, 3)
" Uppn — Usen -
Tn = t1n+t2n+t3n' (4)
Iim
t - T2 _t
Rys. 2. Przebieg pradu i, (/) w jednym z okre- A . T
séw kluczowania
W powyzszych zaleznoSciach ¢, jest czasem zwarcia klucza, f, — czasem

zanikania pradu, ¢,-+¢, stanowi czas rozwarcia klucza; wszystkie te parametry
dotycza n-tego okresu kluczowania o dlugosci T,. :

Przebieg wolnozmiennej sktadowej pradu iy bedzie przebiegiem wartosci Sredniej
tych impulséw, obliczanej w kazdym okresie T,. Latwo pokazaé, ze przebieg ten

bedzie si¢ wyrazal zaleznodcia [1}:

o ue® 4
i) = 2.L-T L :-lwe(t). ®)
Uy ()

Prad sieciowy i,(f) bedzie mial przebieg sinusoidalny, gdy prad i; (¢) bedzie proporc-
jonalny do napiecia wejéciowego. Otrzymamy stad warunek '

1 g
T . ———tu—w—(;j = const. ) (6)
w0

Mozna tu zauwazyé dwie mozliwosci pracy ukladu:

m

2
DT = const. i 8 _ comst.
' Uy(?)
I -
U8
. Uye(D)
czyli ¢, ~ [1-—
! u,(0)
1
2)t, = const. i = const
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1
Uye(f)
D))

Przypadek pierwszy zostal zanalizowany w pracach [1, 2], natomiast drugi — od-
powiadajacy sposobowi pracy ukladu TDA 4814 — zostanie rozwazony ponizej.
Na podstawie (4) i (8) mozna napisaé '

Tmin = T(uwe = 0) = ;l+t2(um = ‘))'*"t:i(u‘”e = 0)' (9)

Zauwaimy, ze t,(u., =0) = 0 (zal.(2)). W zwiazku z tym zalezno$é¢ (9) mozna
przedstawi¢ w postaci

czyi T ~

Toin = t,+t, 10)
gdzie ¢, = t,(u,. = 0). Podstawiajac (10) do (8) otrzymamy
' T i t1+t30
= = . 11
EEa———r) ™) (v
Uy(2) Uy(?)

Porownujac zaleznosci (11) i (4), z uwzglednieniem zaleznosci (3), uzyskamy
ot

t, = ;—sﬁm (12)
D)

Podsumowujac, aby — przy rozwazanym sposobie sterowania praca ukladu — prad
sieciowy byl sinusoidalny potrzeba, by czasy t;, t,, t; w kolejnych okresach
kluczowania byly réwne:

1 1
ATt LEhge o BT e EENCEE
(9 : U, (8)

Spelnienie dwoch pierwszych zaleznoéci (13) w praktycznym ukladzie jest latwe
(druga jest spetniana automatycznie; wynika to z konfiguracji uktadu), natomiast
spelnienie trzeciej moze by¢ trudniejsze, szczegllnie w ukladzie samooscylujacym. -
Wymaga to bowiem uzaleznienia przerw miedzy impulsami (rys.2) od chwilowych
wartosci napi¢é U, i U,y. Ulatwieniem praktycznej realizacji ukladu bedzie wiec
przyjecie po prostu ¢,, = 0, co da réwniez ¢, = 0. Wtedy impulsy pradu i; beda
nastgpowac bezposrednio po sobie, bez przerw miedzy nimi; w ten wladnie sposéb
pracuje uklad TDA 4814 w ukladzie samooscylujacym, co wynika z jego schematu
blokowego i aplikacyjnego [3]. Dla zachowania ogollnosci rozwazan, dalsza analiza
pracy i wlaSciwosci uktadu bedzie prowadzona przy zalozeniu, ze tyo = 0.

Aby otrzymaé wyrazenie okreslajace warto$é napiecia wyjsciowego ukladu,

-naleZy rozwazy¢ wartoéé ladunku doprowadzanego i odprowadzanego z konden-
satora C. Ladunek doprowadzany do kondensatora w n-tym okresie kluczowania
jest roOwny
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) Y :
Qo = =252 o
Po podstawieniu (2) i (3) otrzyma si¢
: 2 Uz,
Qua = 57 T o (15)

Yadunek odprowadzony z kondensatora C w tym samym okresie kluczowama

jest rowny

Usyn
R

Wypadkowa zmiana ladunku jest oczywiscie roznicg wyrazen (15) i (16), natomiast

odpowiadajaca temu zmiana napigcia wyjsciowego bedzie rowna

_1(f. Ul Us '
AUwe = & (ZL U — U.a R T")‘ (17

Pierwszy skladnik wyrazenia w nawiasie mozna przeksztalci¢ nastgpujaco:

Quin = == - T, | ae)

== —2—"T,. - (18)

Wytaienie (tL,I':—t-z"—) ma stalg warto$é, niezalezna od okresu kluczowania; na pod-
n
stawie (3), (4) i (12) mamy bowiem

ittt

T,  f+b, (19
Podstawiajac (19) do (18), a (18) do (17) otrzymamy ,
2
8o = (o 0 i R T @
Wyraienie powyzsze mozna takze zapisac inaczej .
AUww _ 1 <il_ W _ 4 _ UWY“). 21)
T, C \2L Uyyn ¢+, R

Lewa strona tego wyrazenia przedstawia Sredniag wartos¢ pochodnej napigcia wyj-
$ciowego w okresie kluczowania, tj, w przedziale czasu bardzo malym w stosunku do
okresu napigcia sieciowego. Dlatego wyrazenie (21) mozna potraktowal jako
rOéwnanie rozniczkowe dla npigcia wyjsciowego usrednianego w kazdym okresie
kluczowania, czyli jako réwnanie dla wolnozmiennej skladowej tego napiecia.
Mozna zatem napisac
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du,() 1 (‘1 ug(y g uwy(t)) _ (22)

dt C \2L u.(®) ¢,+¢,, R
Jest to rOwnanie o nastgpujacej postaci og()lnej :
du,, (¢ '
Bold) - jy s~ 2w, @)
wy(t)
gdzie: .
1, t 2
=_1 .__1_ = z. 1); 24
f() 2LC . 0 2LC L1, DwemSni(@0); @9
-1
a=pa

Procedura rozwigzania rownania o identycznej postaci ogélnej zostata przedstawio-
na w [1]. Uwzgledniajac tylko nieco inna postaé funkciji f(#) w tym przypadku mozna
podac, ze rozwiazaniem rownania (22) jest funkcja

U IR t 1 1
() =—=+ [— « —2 1— - sin{ 2w+ arctg ) 25
= 2 \/L 1+£3_°\/ v 1+(@RC)? < - oRC @3
t . ’ . :

Czasowa zmienno$¢ napigcia u,,(?) jest identyczna jak w przypadku ukladu
analizowanego w [1] — dla funkgcji sterowania kluczowem zgodnej z (7). Mozna to
uzasadni¢ nast¢gpujaco. Obydwa uklady, z zalozenia, pobieraja w jednakowy sposéb
(sinusoidalny) prad z sieci, obydwa tez — przy zalozeniu ich bezstratno$ci — musza
w jednakowy sposob przekazywac pobierang z sieci energi¢ do obciazenia. Dlatego
przebiegi czasowe napigcia wyjsciowego w obydwu przypadkach musza by¢ jed-
nakowe. Pierwsze dwa czynniki w wyrazeniu (25) przedstawiaja wartos¢ Srednig’
(dlugookresowa) napi¢cia wyjSciowego

U,y =

Usvem R ¢
L (26)

2 1450
. L .
Ze wzgledu na monotoniczna zaleznos$¢ U,y(?,), mozliwa jest regulacja tego napigcia
przez zmiany czasu ?,. Przeksztalcajac (26) mozna uzyskac tez zalezno§é odwrotna
tj. ¢,(U,,;). Jest ona nieco zlozona, bowiem jest dana przez réwnanie kwadratowa
"R _4Ug,  4U3

LT - T e @

3. ANALIZA ENERGETYCZNA

W celu pelniejszej o'ceny wlasciwosci uzytkowych ukladu konieczne jest roz-
wazenie wystepujacych w nim strat mocy i oszacowanie mozliwej do uzyskania
sprawnosci energetycznej. Tak jak poprzednio [2], przyjeto rozwazenie strat
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— w tranzystorze (jako kluczu), skladajacych si¢ ze strat na nasycenie i strat
w czasie przelaczania;
— w cewce, skladajacych si¢ ze strat w rdzeniu i w uzwojeniu. -

3.1. STRATY W TRANZYSTORZE

Energia strat w czasie nasycenia tranzystora w jednym (n-tym) okres1e kluczowa—
nia jest rowna:

t, '
Wi, = j iLn(t) ) Ucesdts . (28)
0

gdzie iy, (¢) jest przebiegiem prqdu i(®) w n-tym okresie kluczowania, U, jest
napieciem nasycenia tranzystora. Dla uproszczenia przyjgto tu, ze _]est ono stale. Na
podstawie zalezno$ci (2) mozna obliczy¢, ze

UCCSUWEII
2L A
Energia tracona na nasycenie tranzystora w czasie wszystkich okresow klu-
czowania w jednym pélokresie napigcia sieciowego begdzie odpowiednia sumg
wyrazen (29)

W, = L T (29)

N U U, N
W, =) == 5T *Upet? = 5 t ; Usea?,, (30)

n=1
gdzie N jest liczba okresdw kluczowania w polokresie sieci.
Wyrazenia pod zankiem sumy mozna przeksztalci¢ nastgpujaco:

t t

= AT, = c—1 _.T,. 31
Uwentl me Tn Tn UWCD t1+ t2”+t3n n ( )
Podstawiajac zaleznosci (3) i (12) do (31) otrzymamy
t U :
Upenty = Uy ' —2— {1 — == | T,. (32)
tl + t30 Uwyn .
Zalezno$¢ (30) po podstawieniu (32) przyjmie postac
U U ‘ _
W, == Upew " {1— =— ) T,. 33
1T Lt 42, +t30 ,,; ( U,,,yn) " (33)

Suma w powyzszym wyraZeniu przedstawia sume p6l prostokatéw o podstawach T,
Uwen

i wysokosciach U | 1— . Podstawy tych prostokatéw zapelniaja odcinek

wyn
o dlugosci polowy okresu sieci (1/2f,). Ze wzgledu na to, ze podstawy te sa bardzo
male w poréwnaniu z pélokresem sieci, warto$¢ sumy mozna przyblizy¢ catka
oznaczona '
1/2f,

N
S0-U=)ms [uo(-20)a o

0
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PrzybliZenie to jest tym lepsze, im czgstotliwosci kluczowania jest wyisza; w typo-
wych warunkach blad przyblizenia jest jest mniejszy od 1%, jest wiec praktycznie
pomx_]alny Aby obliczy¢ wartos¢ catki (34) nalezy podstawi¢ do niej wyrazenia (1)
i (25) na u.(9) i U,,(f). Otrzymamy wowczas

1/2f

[rol-Gp) a=T (o) e

gdzie: I
sinx
= { — dx, 36
f g(x) : : (36)
0

G7

natomiast

1 1
x) = [l— ——— 2x+ arct
=" Fexo ( : RC)
Obliczone numeryczne wartosci calki I1 dla réznych wartosci w,RC zostaly podane

w [2]; sa one zblizone do IT/2: np. dla o, RC = 5 11 = 1,567.... Po podstawieniu
(35) do (34) i nastg¢pnie (34) do (33) otrzymamy ostatecznie

Uee User t Usen
W, — 20.L ” T ( Ton, Il). (38)
tl
Srednia w polokresie sieci moc strat na nasycenie bgdzie rowna
U U t 10
P =W, .2f, = =" L 1- 2211,
1 1 f; HL l+ £3-2 ( 2 Uwys ) (39)
tl

Spoérdd strat na przetaczenie tranzystora, w rozwazanym ukladzie nalezy uwzgled-
ni¢ tylko straty przy jego wylaczaniu. Przy jego zalaczaniu, ze wzgledu na indukcyj-
ne obciazenie, napi¢cie na tranzystorze bardzo szybko spada do wartoSci réwnej
UL, & straty w tych warunkach zostaly juz uwzglegdnione w zaleznosci (39).
Powtarzajac rozwazania zamieszczone w [2] moZna pokazaé, ze wylaczenie
tranzystora w kazdym z okreséw kluczowania odbywa si¢ przy napieciu na nim
rownym = U,,,. Analogicznie jak to zrobiono w [2] zalézmy, ze opadanie pradu
tranzystora przy jego wylaczaniu odbywa si¢ liniowo wedhig zaleznosci

t

ir(®) = T (1— —-—), 0 <t <t,,. (40)

top . '

(czas ¢t liczony jest tu od momentu rozpoczecia opadania pradu). Energia strat na

jedno wylaczenie tranzystora (tj. w jednym okresie kluczowania) bedzie wtedy réwna
top

Ty S
'wu=fmmv%mm=vm hm0*5>“ @
: % ' i)

op
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Podstawiajac .(2) i calkujac otrzymamy

Uuya Uwen :
| W, = —“’%L— 3 42)
Energia strat tranzystora na przelaczanie tranzystora w calym polokres1e s1ec1 bedzie
suma wyrazen (42)
Y U,,U lop
W. = W L =
2 ngl 2L 1" op 2L "gl U UWﬂl 1" (43)
Podobnie jak to zrobiono wezeéniej ((31), (32)), wyrazenie pod znakiem sumy
mozna przeksztalci¢ nastgpujaco

. t wen :
Uiy Usen; = UsgaUsen * 22+ Ty = Usyg Uy * 22 <1—U )T 44)

_ T, L+, Usyn
Podstawiajac (44) do (43) otrzymamy
) :
= .__71 -0Uz)T,. 45
W2 2L t + t30 "gl wwyn wen wen) n ( )

Tak jak jak to bylo przy obliczaniu strat w nasyceniu, sum¢ w powyzszej zaleznosci
mozna przyblizy¢ caltka oznaczona

1/2f
Lt . o
= Tt DUe(t) —ud(?)) - dt. 46
1]
Podstawiajac zaleznoéci (1) i (25) na u.(f) i uw(#) oraz wykonujac catkowanie
otrzyma si¢ -
_! t,  UymU Ui I |
— o, 1 wem ~wys - 13_ wem 11 , 47
Wz 2L ¢ 1150 w, ( [_]wys 2) ( )
gdzie

= lf‘g(x) sin(x) dx; 48)

(zastosowano tu oznaczenie ,,13” zgodne z uzytym w [2]).

Wartosci calki I3 podano w [2]; sa one nieznacznie wigksze od 2 np. dla w, RC
= 513 2,008..., dlatego dalej przyjeto I3 = 2. W tym przypadku $redniag moc

traconq na przelqczanie tranzystora mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

, = W2 Zf; = UwemUwys . top . <1_ Uwem E) (49)
30

P L t U.,, 4

I+ ==
tl
W powyiszej zaleznoSci interesujaca jest ,,slaba” zalezno§¢ mocy P, od czasu ¢,.
Mozna to zrozumieé, gdyz np. ze wzrostem czasu ¢, wzrasta energia strat W, w kazdym
okresie kluczowania, ale jednocze$nie maleje ilos¢ tych okresow w polokresie sieci (czyli
maleje czestotliwos¢ kluczowania), co przeciwdziala silnemu wzrostowi mocy P,.



322 M. Gotfryd Kwart. Elektr. i Telekom.

3.2. STRATY W CEWCE .

Procedura obliczen strat w cewce w rozwazanym ukladzie moze byé anologiczna
do przedstawionej w [2], z uwzglednieniem r6znic, jakie wynikaja z innego sposobu
sterowania ukladu. Procedura ta zostanie przedstawiona w skrocie ponize;j.

Straty w cewce powstaja w jej rdzeniu (zwykle ferrytowym) i w jej uzwojeniu.
Moc strat w rdzeniu w przypadku ogélnym wyraza si¢ nastgpujaca przyblizona
zaleznoscia [2]:

P,=V (aB+ﬂB2)< f) ' ~(50)
: fo
gdzie:
P,  — moc strat w rdzeniu,
V, — objetosé rdzenia,
‘B — wartos¢ skuteczna indukcji (B < 0,25 T),
f — czestotliwo$¢ sinusoidalnych zmian indukcji,
fo — 15000 Hz (czgstotliwosé odniesienia),

o, B, w — stale materiatowe; dla krajowego ferrytu F —807):

o =310*W/m3T, 8 = 1,8 10“‘W/m3T2 w = 1,15,
Indukcj¢ w rdzeniu mozna powiaza¢ z pradem w uzwo_]emu cewki nast¢pujaca
zaleznoScia:

L-I :
B = A (51)
gdzie:
'L — indukcyjno$é¢ cewki,
I — natg¢zenie pradu w uzwojeniu,
A, — powierzchnia przekroju poprzecznego rdzenia,
z — liczba zwojow uzwojenia.

Trudnosé obhczama mocy strat w cewce polega na tym, ze zmiany mdukcJ1
w rdzeniu nie sa sinusoidalne, a dodatkowo zmiany te w kolejnych okresach
kluczowania sa nieco inne (zmienia si¢ ksztalt impulséw pradu i;). Dlatego ob-
liczenia strat w rdzeniu nalezy dokonaé nastgpujaco. Przebieg pradu i, (7), w n-tym
okresie kluczowania (tzn. jeden impuls pradu i), nalezy potraktowaé jako fragment
o dlugosci T, odpowiedniego przebiegu okresowego iz.(#). Przebieg ten nalezy
rozlozy¢é w szereg Fouriera i znalezé amplitudy jego harmonicznych. Jak mozna
pohczyc dla przebiegu jak na rys.2 harmoniczne te beda si¢ wyrazaé nastepujaco:

ILmn(t +t2n)
b= =01

Iy = «Ja% +b%, natomiast | (53)

(k = 0), (52)

= Iime [coskw,t, —1 +coskw,,t1—cosw,,(tl+t2,,)
"~ Mo,k t ty )

b — Iima [ sinko,t, sinkw,t, —sinkw,(t, +£,,)\ -
" Mo, k? + ’

t, trn
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: 211
gdziew,,=T- i k>0

n
Dla kazdej harmonicznej (o rzgdzie nie przekraczajacym przyjetej wartosci
maksymalnej) nalezy obliczyé odpowiadajaca jej warto§é skuteczna indukcji
w rdzeniu o

L 'I k

B, = —"™ . 54
T e
Dla kazdej tak obliczonej wartoéci indukcji trzeba obliczy¢ czastkowa energi¢ strat

w danym okresie kluczowania

. o b\
Wi = V(0B + ﬁBﬁk)< ) T (55)
Jo¥a

Energia strat w rdzeniu ww danym okresie kluczowania bedzie suma energii strat dla
poszczegblnych harmonicznych : ' '
h

ern = z ernk- (56)

k=1
Srednia moc strat w rdzeniu bedzie ostatecznie rowna
Pfe = er‘Zf,. (58)
Obliczenie strat w uzwojeniu jest prostsze. Najpierw nalezy obliczy¢ jego rezystancj¢
_ p . lz . Zz

T = ke Sy

(59)

gdzie: '

p — rezystywno§¢ materiatu uzwojenia (przyjeto miedz),

I, — $rednia dhigosc jednego zwoju, ’

s, — powierzchnia okna zapelniana uzwojeniem,

k_, — wspolczynnik zapelnienia okna (przyjeto k, = 0.5).
Energia strat w uzwojeniu w jednym okresie kluczowania jest rowna

h Izk
Won = 1ol 120+ Y, = |'T,. (60)
k=1 2 .
Laczna energia strat w uzwojeniu w polokresie sieci bedzie suma energii (60)

W= W (61)

k=1

za$ Srednia moc strat _ v
Py, = W, 2f,. (62)

Wszystkie przedstawjone obliczenia ujgto w stosowanym programie komputero-
wym. Dzigki temu mozliwe bylo wielokrotne powtarzanie tych obliczen przy
zmianach niektérych parametréw wyjsciowych takich jak indukcyjnos¢ cewki, liczba
zwojow, rodzaj rdzenia, warto$¢ napigcia wyjéciowego itp.
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4. OBLICZENIA, WNIOSKI

Na podstawie powyzszych rozwazash dokonano szeregu obliczen strat mocy przy
réznych parametrach ukladu. Jako niezmienna przyj¢to jego moc wyjSciowg
P,, = 50 W. Na tej podstawie obliczano rezystancj¢ R = UZ,,/P,, i nastepnie t,
z réwnania (27). Wyniki tych obliczen zestawiono w tablicy 1, w ktérej, dla
pordwnania, zamieszczano takze wartosci strat mocy dla identycznego ukladu, ale
pracujacego ze stala czestotliwodcia kluczowania. Te ostatnie dane zaczerpnieto
z [2]. W tablicy 1 zwraca uwage fakt, ze — przy przyjetych parametrach — roz-

Tablica 1
Wyniki obliczei strat mocy w ukladzie dla F = var i F = const
Ppy=50W, Upm=311V, U.=2V, f=50Hz tpy=05us, wRC=5
h=40 rdzert EE—30 F—807, z=250
. F =var .
Moc strat, W 1yo=0 F=const=15kHz
Uwyu=350V | U,y =380V | U,,, =350V ]| U,,, =380V
na nasycenie L=1mH 0,25 0,29 0,12 0,15
tranzystora L=2 mH 0,25 0,29 , 0,12 0,15
na przelaczanie L=1 mH 5,30 6,79 1,61 1,94
tranzystora L=2mH 2,65 3,39 1,14 1,37
laczna L=1mH 5,55 7,08 1,73 2,09
w tranzystorze L=2mH"' 2,90 3,69 1,26 1,52
w rdzeniu L=1mH 0,08 0,09 0,05 0,05
cewki L=2mH 0,08 0,09 0,06 0,06
W uzwojeniu L=1 mH 0,08 0,08 0,23 0,26
cewki : L=2mH 0,08 0,08 0,16 0,19
taczna L=1mH 0,16 0,17 028 | 031
w cewce L=2 mH 0,16 0,17 0,22 0,25
taczna - L=1mH 571 7,26 2,01 2,40
w ukladzie L=2 mH 3,06 3,86 148 . 1,77
Tablica 2

Zaleinosé strat w ukladzie od czasu ¢,

Pw’=50W, U,.=350V, U, =311V, U,=2V, f,=50Hz, L=1mH
,,=0,58, o RC=5, h=40 - rdzeri EE—30 F—807, z=250
Mocstrat, W | ¢, ps 0 1 2 5 10
na nasycenie tranzystora 0.25 0.25 025 1 0.25 0.25
na przelaczanie tranzystora 5.30 391 331 2.49 1.92
Iaczna w tranzystorze 5.55 4.16 3.56 2.74 217
w rdzeniu cewki 0.08 0.07 0.06 0.06 0.05
w uzwojeniu cewki | 0.08 0.12 0.14 0.18 0.23
Iaczna w cewce 0.16 0.18 0.20 0.24 028
Iaczna w ukladize 5.7 434 3.76 2.98 245
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Rys. 3. Zalezno§¢ granicznych wartosci czgstotliwosci F
kluczowania od czasu ¢, {kHz]

200
100 |~
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20
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wazany uklad jest lepszy od przedstawionego w [2] jedynie pod wzgledem strat
w uzwojeniu cewki, natomiast pod wzglgdem strat w tranzystorze i strat lacznych
jest wyraznie od niego gorszy. Straty w tranzystorze wyraznie maleja przy wzroscie
indukcyjnosci, maleja tez przy wzrofcie czasu ¢, (tablica 2). Na tej podstawie
mozna stwierdzi€¢, ze przyczyna duzych strat mocy w tranzystorze jest wysoka
czgstotliwos¢ kluczowania, z jaka pracuje uklad. Jej wartosc srednia jest rz¢du 100
kHz; a warto$¢ chwilowa zmienia si¢ od setek kHz (dla U,, = 0) do rzedu 10 kHz
(dla U,, = U,e), co pokazano na rys.3. Zmienno§¢ czestotliwosci kluczowania
w polokresie napigcia sieciowego jest dobrze widoczna na rys.4, na ktérym w jed-
nakowej skali i w sposéb podgladowy, pokazano przebiegi pradu i (¢) dla obydwu
poréwnywanych ukladéw. Widoczne tez jest, ze wigkszej czestotliwosci kluczowania
w rozwazanym ukladzie towarzysza nieco mniejsze amplitudy impulséw pradu i (#).
Dzieki temu, pomimo wigkszej czgstotliwosci, straty w rdzeniu cewki nie s zbyt
duze. Reasumujac powyzsze rozwazania mozna stwierdzi¢, ze mozliwo$¢ zmniej-

F=var t,;4=0

F=const

Rys. 4. Przebieg pradu i (f) w pélokresie dla oby- /\ A /\ /\ /\ v
dwu ukladéw (rysunek pogladowy) /\
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Pret+Pyy ‘ Rys. 5. zalezno$¢ mocy strat w cewce od liczby jej zwbjéw
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01

] {
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szenia strat w tranzystorze przez wzrost indukcyjnosci cewki i czasu ¢,, wiaze sig
z wystgpujacym wtedy spadkiem czgstotliwosci kluczowania. Praktycznie mozliwy
jest tu tylko dobér indukcyjnosci, gdyz — jak wspomniano wcze$niej — takie

- sterowanie ukladu, aby ¢,, > 0, moze by¢ dos¢ trudne do realizacji (ukltad TDA
4814 tego nie umozliwia). Przy stosowaniu cewki o wigkszej indukcyjnosci nalezy
pamigtaé, ze indukcja w rdzeniu B ~ L, ¢o grozi jego nasyceniem si¢. Mozna tego
unikna¢ przez zastosowanie wigkszego rdzenia i/lub dobér liczby zwojow uzwojenia.
Moze to dodatkowo przyczynicC si¢ do zmniejszenia strat w ukladzie ze wzgledu na
wystgpowanie wyraznego minimum w zaleznosci P,,+P,, = f(z), co pokazano na
rys.5.

Szacujac sprawnosc energetyczna ukladu mozna oceni¢, ze dla L = ImH bg,dz1e :
ona mme_]sza niz 85—88%, dla L = 2mH moze by¢ zblizona do 90%. Sprawnosé ta
bedzie wigc o kilka % mniejsza niz ukladu pracujacego z F = const [2]. Oczywiscie,
ze w obliczeniach zawartych w pracy poczyniono uproszczenia, ktére maja wplyw na
uzyskane wyniki liczbowe — np. przy obliczaniu mocy P, zalozono stato§é czasu tops

co w pewnym stopniu zawyzylo uzyskane wartosci tej mocy. Dodatkowe obliczenia
pokazaly, ze to zawyZenie moze by¢ réwne ok. 30—35%, a wigc nie tak duzo.

Poréwnujac ostatecznie whasciwosci rozwazanego ukladu przy jego pracy ze
zmienng lub stala czestotliwoscia kluczowania mozna stwierdzié, ze pierwszy przy-
padek (F= var) cechuje si¢:

— mniejsza o kilka % sprawnofcia energetyczna;

— prostszym sterowaniem (¢, = const);

— niewystgpowaniem ograniczefl na warto$é czestotliwosci kluczowama jak to
jest dla F = const.

Gdyby istnialy specjalizowane uklady sterujace dla przypadku F = const,
wowczas taki sposob pracy ukladu eliminacji harmonicznych pradu sieciowego
powinien by¢ preferowany, ze wzgledu na mmejsze straty mocy. Byloby to istotne
zwlaszcza dla ukladow o wigkszej mocy wyjsciowe;.
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Summary

THE ACTION OF PULSE CIRCUIT WORKING WITH VARIABLE SWITCHING FREQUENCY
USED FOR DISTORTIONS DECREASING OF MAINS CURRENT

In the paper there has been considered a pulse circuit used for distortions decreasing of input current
of mains powered devices. The circuit operates with variable switching frequency; the way of its action is
equal to the one obtained when the TDA 4814 integrated circuit is used. There has been derived,
considered and calculated losses in the switching transistor and the coil. Basing on those results there has
formula for output voltage of the circuit and there have been made a comparison between the propertles
of the circuit and the same one but working with constant switching frequency.
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Ré6wnania konstytutywne o§rodka ciaglego dla procesu
cigglej krystalizacji masowe;j |
Cze$é 1. Konstrukcja rownan konstytutywnych osrodka
ciaglego dla procesu ciaglej krystalizacji masowej
Praca doktorska — Czgs¢ 1
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dawniej — Politechnika Slaska w Gliwicach
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Aytoryzowano do druku 1993.11.10

Przedmiotem tej czgici artykulu jest opracowanie konstytutywnego rozlozonego para-
meirycznie modelu dla calego procesu ciaglej krystalizacji masowej ujmujacego wszystkie
jego procesy skladowe:

— proces zarodkowania pierwotnego,

— proces wzrostu krysztatow,

— proces zarodkowania wtoérnego,
rozlozone w przestrzeni roboczej krystalizatora i czasie we wzajemnych fizykochemicznych
relacjach. W oparciu o analizg literaturowych eksperymentéw w zakresie kinetyk:

— reakcji zarodkowania pierwotnego, ' :

— reakcji wzrostu krysztaléw zakloconej w kinetyce preesem zarodkowania wtornego,
oraz towarzyszace im zjawiska fizykalne podano oryginalng koncepcje modelowania calego procesu
ciaglej krytalizacji masowej zwana dalej ,, koncepcja podwdjnie miejscowo rozlozonych parametrow”.
Konsekwencja takiego calosciowego podejécia bylo wyprowadzenie w pracy ukladow
réwnan rémiczkowych czastkowych konstytutywnych stanu bilanséw masy, energii i pgdu
dla przesyconego roztworu — proces zarodkowania pierwotnego oraz dla krysztalu
wewnalrz przesyconego roztworu — proces wzrostu krysztalow, za$ zaklocenie kinetyki
reakcji wzrostu krysztaléow poprzez proces zarodkowania wtornego dane jest réwnaniem
bilansu energii mechanicznej na powierzchni krysztatu. Dla tego oryginalnego konstytutyw-
nego rozlozonego parametrycznie modelu matematycznego calego procesu ciaglej krys-
talizacji masowej w pracy przeprowadzono:

— analizg zagadnien inwariancji konstytutywnej dla ofrodkéw cigglych z pamigciami
| - przestrzenna i czasows,

‘ — klasyfikacj¢ matematyczna uktadéw rownan rozniczkowych czastkowych konstytu-
tywnych stanu bilansow masy, energii i pgdu, '

— dyskusje zagadnien sterowania opracowanym modelem krystalizacji.

1. WSTEP

Proces krystaliza‘cji jest naturalnym sposobem otrzymywania fazy krystalizacznej
wewnatrz przesyconego roztworu. Z tego powodu proces ten znalazd szerokie pole
zastosowan do:
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— otrzymywania materialow krystalicznych o zadanych wtasciwosciach,

— oczyszczania substancji,
w procesach metalurgicznych oraz w procesach technologii chemiczne;j.
W naukowej literaturze o krytalizacji podkresla sig szczegoblne znaczenie nastepuja-
cych elementéw tego procesu [1—20]:

— kinetyk proceséw skiadowych,

— zjawisk fizykalnych procesu krystalizacj,
ktore sa decydujace o wydajnpéciowych i jakosciowych zagadnieniach produktow
tego procesu i konsekwentnie powoduja, ze albo ‘powstaje duza masa malych
krysztaléw o charakterystycznych dla siebie wlasno$ciach fizykalnych lub przeciwnie
pojedyncze krysztaly o duzych rozmiarach i znacznie réinych wlasciwoéciach.
fizykalnych. Z tego punktu widzenia technologia krystalizacji rozréznia nastgpujace
jego procesy sktadowe:

— zarodkowanie pierwotne — pojawianie si¢ zarodk6w krystalicznych wewnatrz
przesyconego roztworu,

— wzrost krysztaléw (wzrost fazy krystalicznej wewnatrz przesyconego roz-
tworu),

— zarodkowanie wtorne (pojawienie si¢ dodatkowych zarodkow krystalicznych
z oblamanych dendrytow i krawedzi krysztaléw podczas ich ruchu wenatrz przesy-
- conego roztworu).
Problemy kompletnego i konstytutywnego opisu wymienionych 3 (trzech) proceséw
nie zostaly zrealizowane w §wiatowej literaturze i dlatego proponowany kon-
stytutywny sposob opisu caloci fizykalnych aspektéw tych proceséw stanowi
istotna nowo$¢ w podejiciu do tak zlozonego procesu w Swiatowej literaturze.

2. OMOWIENIE TEMATU

Klasyczna literatura opisujaca fizykalne aspekty krystalizacji dzieli ten proces
na trzy procesy skladowe [1 —20]:

— zarodkowanie pierwotne: Przejawia si¢ tym, Ze w przesyconym roztworze na
skutek okreslonych warunkéw fizykalnych powstaje taki rozklad potencjatu elektro-
chemicznego, ktéry decyduje o ukladaniu si¢ jondw, czasteczek i elektronéw
w podstawowe elementy sieci krystalicznej. Powstaje sie¢ dendrytyczna, ktéra
decyduje o strukturze i wlasciwo$ciach rosnacego krysztahi. Im wieksza jest inten-
sywno$¢ procesu zarodkowania pierwotnego, tym wigcej matych krysztalow jest
wynikiem procesu krystalizacji [1 —7, 11, 13, 15—16, 18, 21, 29].

— wzrost krysztaléw: Jest to kontynuacja procesu zarodkowania pierwotnego
i dotyczy krysztalu znajdujacego si¢ wewnatrz warstwy fluidalnej lub adsorbcyjnej,
rozpietej na ukladzie dendrytycznym wokoé! rosnacego krysztalu,

Taka idea jest wiodaca wérdd réznych teorii przedstawiajacych mechanizm
reakcji wzrostu krysztaléw. Jednym z najbardziej istotnych czynnikéw decydujacych
- 0 zagadnieniach miejscowych reakcji wzrostu krysztalow jest rozklad stezenia wokot
rosnacego krysztatu. Jest on okreflony poprzez rozklad temperatury w ukladzie
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Stezenie na powierzchni krysztatu

|
1
I Warstwa fluidalna lub_adsorbeyjng

Powierzchnia_rozdziatu faz

I e Stgzenie w masie roztwory

B ROZTWOR

|

KRYSZTAL

Stezenie na granicy faz

Uiz

Powierzchnia krysztatu

"Rys. 1. Rozklad stezenia wokot rosnacego krysztatu

roztwér —krysztal, a takze pola wektora predkoSci roztwor —krysztal. Geometri¢
zagadnienia lokalnego woko!l rosnacego krysztatu przedstawiono na rysunku 1.
Istotne jest tutaj stgzenie nasycenia dla generacji przesycenia. Proces ten jest bowiem
zwiazany z rozkladem przesycenia krystalizujacego roztworu w ukladzie: roztwor
przesycony —krysztal. Im wigksza jest intensywnos¢ procesu wzrostu krysztalow tym
wigksze pojedyncze krysztaly sa wynikiem procesu krystalizacji [1 —11, 1415, 17,
21-—23, 27-29]. -

— zarodkowanie wtorne: zachodzi jako proces mechanicznego zaklécenia kine-
tyki wzrostu krysztalow poprzez zderzenia: krysztat—krysztal, krysztat—mieszadlo,
krysztal —§cianki krystalizatora. Wykruszone w wyniku tych zderzen dendryty lub
naroza krysztaléw stanowia dodatkowe zarodki, ktore podlegaja tak samo jak
zarodki pierwotne procesowi wzrostu [18—25, 28 —29].

Autorzy cytowanej literatury postuluja nastgpujacy sposob opisu krystalizacji [1 —20]:

— kompleksowy opis jej wszystkich proces6w skladowych,

— oparcie opisu procesu zarodkowania pierwotnego i wzrostu krysztalow na
bilansach masy, energii i pedu,

— uznaja proces zarodkowania wtérnego jako zaklocenie kinetyki procesu
wzrostu krysztalow.

Chociaz Autorzy sami bardzo krytycznie oceniaja swoje opracowania oraz
ogblny stan poziomu literatury dotyczacej procesu krystalizacji zdajac sobie sprawg,
ze ,,otrzymane wyniki sa raczej konsekwencja przyjetych zaloZen niz rzeczywistym
obrazem procesu” [6] to jednak nie sa w stanie opisa¢é w sposob pelny calosci
fizykochemii nawet pojedynczych proceséw sktadowych.

3. CEL I TEZY PRACY

W §wiatowej literaturze o krystalizacji twierdzi sig, Ze proces ten nie zostal nawet
czeSciowo opisany stad tez podjecie tego tematu jest aktualne i celowe.
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‘Celem

rozprawy jest opis procesu kfystaljzacji przy pomocy rOwnan kon-

stytutywnych fizykalnych aspektéw wszystkich jego proceséw skladowych: — zaro-

dkowania
kowaniem

pierwotnego, — wzrostu krysztaléw zakléconego w kinetyce zarod-
wtérnym z punktu widzenia ich wzajemnych zaleznodci rozlozonych

w czasie i przestrzeni roboczej krystalizatora Qg, przy pomocy bilanséw masy,
energii i pgdu. Uzasadnienie przyjetych zalozer i metody rozwiazania uzasadniaja
udowodnienia nastgpujacych tez:

Teza 1.
TezaIl. °

Teza 1II.

Teza IV.

Warunki lokalne objeto$é—czas Q. oraz Q k@b decyduja o inten-
sywnosci reakcji zarodkowania pierwotnego wokét ekwiwalentnego pun-
ktu Z(x, y, z, 1) oraz reakcji wzrostu krysztatéw i zarodkowania wtér-
nego wok6t ekwiwalentnego punktu K(x, y, z, ).

Punkty Z(x, y, z, {) a takze K(x, y, z, {) oraz ich lokalne otoczenia Z(x,y,
2,0 €Qpa 01azK(x,y,2, ) €Q Kabo: Posiadaja swoje wzajemnosciowe
obrazy wewnatrz przestrzeni roboczej—czas dla krystalizatora Qpg,- wa-
runki globalne.

Bilanse masy, energii i pedu opisuja proces zarodkowania pierwotnego
i wzrostu krysztaléw (zaktéconego w kinetyce zarodkowaniem wtérnym)
ze-wzgledu na ich kinetyczne i zjawiskowe aspekty.

Réwnania konstytutywne oérodka ciaglego wyprowadzone z bilanséw
masy, energii i pedu dla zarodkowania pierwotnégo i wzrostu krysztatow,

- zakl6conego w kinetyce zarodkowaniem wtérnym s3 inwariantne (nie-

Teza V.

Teza VI.

Teza VII.

zmiennicze) wzgledem swoich wspolczynnikéw fizykalnych na podstawie
odpowiednio sformulowanej zasady inwariancji konstytutywnej

Zasada inwariancji konstytutywnej dla TEZY IV jest dana w formie
ukladéw réwnan rozniczkowych czastkowych cigglosci. :
Rownania rézniczkowe czastkowe konstytutywne stanu sa transformo-
walne do: : . .

— funkcji zrédlowych wewnatrz przestrzeni roboczej — czas Qp, dla
zarodkowania pierwotnego w punkcie Z(x, y, z, #) € Q5. i dla wzrostu
krysztaléw zakloconego w kinetyce zarodkowaniem wtornym w punkcie
K(x, y, z, ©) € Qgepge

— funkcji Zrédlowych na brzegu Fy, z Qg, urzadzenia krystalizujacego
przy czym; dla zarodkowania pierwotnego R(x, y, z, ?) € Fy, oraz dla
wzrostu krysztalow zakloconego w kinetyce zarodkowaniem wtornym
P(x, 3, 2, ) € Fy,,

— za$ postacie jednorodne tych réwnan podlegaja dekompozyciji dla
zjawisk opisywanych przez jednorodne réwnania rézniczkowe czastkowe
pdl potencjalnych i wirowych. .

Wspblna unormowana amplituda funkcji wiasnych daje mozliwosé otrzy-
mania funkcji Greena dla zjawisk proceséw zarodkowania pierwotnego
i wzrostu krysztalow w zaleznosci od wymiaréw elementéw lokalnych
Qs 012z Q gy o, Elementy lokalne Qbg: 01z Q gy 0, S8 Zjawiskowo
domknigte tzn. wplyw poszczegdlnych zjawisk fizykalnych na warunki
lokalne bilanséw masy, energii i pedu moze byé traktowany oddzielnie.
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Teza VIII. Kompletne rozwiazania dla procesow sktadowych krystalizacji tj. zarod-
kowania pierwotnego i wzrostu krysztaléw zakléconego w kinetyce
zarodkowaniem wtérnym bazuja na sumowaniu wektoréw stanu roz-
wigzan analitycznych poszczegélnych zjawisk o wspélrzednych: masa,
energiai ped.

4. FIZYKO—CHEMICZNE PROCESY SKEADOWE KRYSTALIZACII
PRZESYCONYCH ROZTWOROW

Ciala stale znajduja sic w stanie krystalicznym Iub amorficznym. Proces
krystalizacji jest formowaniem si¢ fazy stalej w przesyconym roztworze i jest
podstawowym zjawiskiem w przyrodzie, a jako taki jest wykorzystywany w tech-
nice. Krysztaly sa nieodpartym dowodem istnienia ladu w przyrodzie. Miejsce
kazdej czasteczki w krysztale wyznacza dokladnie polozenie jej sasiadow. W krysz-
tale idealnym podstawowe uklady elementarne sa powtarzalne i powstaje w kaz-
dym miejscu sie¢ w sposob pod kazdym wzgledem identyczny. Ze wzgledu na
istnienie takiego powtarzalnego wzorca krysztal moze rosnaé w nieskonczonos§é
poprzez zwykle dodawanie dalszych czastek, co jest wystarczajace do jego wzrostu.

Gdy ciecz zawierajaca jaka$ -obca substancjge rozpuszczona zostanie poddana
krzepnieciu, to pierwsze krysztaly wytworzone w ten sposdb sa zwykle znacznie
czySciejsze niz sama ciecz, roztwor. Dzieje si¢ tak dlatego Ze ciecz, ktorej
struktura jest chaotyczna, moze zawiera¢ obce atomy lub czasteczki o wymiarach
nietypowych pojawiajace si¢ z mniejszym trudem niz krysztal majacy Scisle
okreslone wymiary sieciowe. W konsekwencji obce czastki wykazuja tendencj¢
do unikania, mialyby z nim bowiem wyzsza energi¢. Tendencji tej przeciwstawia
si¢ entropia, ktora zmierza do rozproszenia substancji rozpuszczonej w calym
ukladzie, zar6wno cieklym jak i stalym. W danej temperaturze pomiedzy roz-
cienczonym roztworem stalym, a bardziej stgzonym roztworem cieklym zostaje
osiagnieta rownowaga. Odrzucona przez krysztaly substancja rozpuszczona
koncentruje si¢ w pozostalej cieczy, ktorej sktad staje si¢ wskutek tego jeszcze
mniej korzystny dla krystalizacji. Nastgpuje przeto obniZenie temperatury krze-
pnigcia cieczy. Scisle okreslona temperatura krzepnigcia substancji czystej prze-
istacza -si¢ w obecno$ci substancji rozpuszczonej w caly zakres temperatur
krzepniecia. Przy dalszym ozigbianiu, pojawia si¢ warstwa krysztalow ciala
bogatszego w substancje rozpuszczona, lecz jeszcze czystszych niz ciecz. Proces’
ten trwa dopdty, dopdki w odpowiednio niskiej temperaturze ostatnie $lady
cieczy, ktora nie wziela jeszcze udzialu w danych fazach krystalizacji ale,
juz znacznie zgeszczonej substancji rozpuszczonej, nie zestality si¢ w strefach
zblizonych do granic ziarn. Mamy wigc do czynienia ze stopniowym wzrostem
stezenia subsatncji rozpuszczonej od $rodkéw do granic ziarn. Literatura kry-
stalizacji rozréznia w procesie krystalizacji nastgpujace procesy skladowe: za-
rodkowanie pierwotne, wzrost krysztaléw oraz zarodkowanie wtorne, ktore
sa wzajemnie powigzane zjawiskami fizykalnymi w przestrzeni roboczej kry-
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stalizatora i czasie. Procesy te oddzialywuja na siebie i produkt jest wynikiem tych
- oddzialywann. W oparciu o klasyczne pozycje literatury skladowe procesy krys-
talizacji zawieraja nastgpujace fizyko — chemiczne zagadnienia [1 —20]. :

4.1. PROCES ZARODKOWANIA PIERWOTNEGO

Rozklad potencjatu elektro—chemicznego wokét punktu Z(x, y, z, £) wywoluje
elementy sieci krystalicznej zarodka ,,in statu nascendi”. Ten rozklad jest zwiazany
z wektorem stanu o wspolrzgdnych: steZenie, temperatura, wektor predkosci [1—7,
11—-13, 15—16, 18, 21 —28]. Sztywno$é sieci krystalicznej zarodka pozwala na
zdefiniowanie lokalnych warunk6w zarodkowania pierwotnego w lokalnym elemen-
cie objetos¢—czas ﬁ(aubx-cl)' Wektor stanu warunkéw fizykalnych wokot punktu Z(x,
¥, z, f) zwigzany jest z nastgpujacymi zjawiskami fizycznymi wewnatrz przesyconego
roztworu: :

— dyfuzyjny transport stgzenia roztwor —roztwoér,

— dyfuzyjny transport entalpii roztwor —roztwér,

— przewodnictwo cieplne roztwor —roztwor,

— wektor predkosci roztwoér — roztwor.

Ta analiza zarodkowania pierwotnego prowadzi do nastepujacych zalozen:
Zalozenie ZZPl Reakcja zarodkowania pierwotnego w przestrzeni roboczej — czas

Qm da si¢ sprowadzi¢ do ekwiwalentnej reakcji zastepczej w punk-
cie Z(x, y, z, f) € Q(,,P,,l_cl),

Zalozenie ZZP2: Wymiary lokalnego prostopadlosciennego otoczenia, w ktorym
zachodzi reakcja zarodkowania pierwotnego, (a,, b,, c,)t zawiera- -
ja cala sie¢ zbudowana z dendrytow.

Zalozenie ZZP3: Lokalny element objeto$¢— czas ﬁ(,,l_,,vcl), uwazamy ze wzgledu na
zachodzace zjawiska za domkniety pod wzglgdem ich bilansowych
udzialéw tzn. efekty wplywu poszczegblnych zjawisk na wektor
stanu w punkcie Z(x, y, z, ) € _Q(,,vacl), moga by¢ rozpatrywane
osobno.

Zalozenie ZZP4: Obowiazuje zasada wzajemnosci dla osrodkéw anizotropowych
i niejednorodnych w interpretacji Profesora Witolda Nowackiego
[31-32].

Zalozenie ZZP5: Element Q, ; ., W stanie statycznym jest w rozwazanym procesie

: meodksztalcalny

4.2. ANALIZA WZROSTU KRYSZTALOW

Analiza warunkéw wzrostu krysztalow na podstawie eksperymentéw krystaliza-
cji omawianych w literaturze przedmiotu prowadzi do sformulowania nastepujaych
pogladow [1—11, 1415, 17, 21 —23, 27-29]:

— krysztal wewnatrz warstwy fluoidalnej lub adsorbcyjnej rozpietej na ukladzie
dendrycznym wokol rosnacego krysztalu roénie wedlug zadanej kinetyki reakcji
wzrostu,
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-— krysztal wewnatrz warstwy fluidalnej lub adsorbcyjnej zajmuje utamek ob-
jetosciowy fazy krystaliczne;j,

— wektor stanu warunk6w fizykalnych wzrostu krysztalow zalezy od zmiemnych
stanu: ulamka objetosciowego fazy krystalicznej, temperatury krysztatu, predkosci
krysztalu, rozmiaru liniowego krysztahu,

— literatura krystalizacji przyjmuje, ze krysztal po zderzeniach zachowuje swoj
ksztalt i ma przykladowo strukturg regularng,

— krysztal plywa wewnatrz przesyconego roztworu z okreslona predkoscia,

— uklad dendrytyczny jest sztywny o ksztalcie prostopadlosciennym co pozwala
zalozyé, ze element lokalny zajmuje przestrzen objgtosciowo—czasowa
Q Kia, b, OTAZ posiada wymiary ,,a,, b,, ¢,” dla czasu 17,

— Przyjmujemy, ze istnieje taki srodek geometryczny K(x, .2, H)eQ K(a, byt do
ktorego sprowadzam zastgpcza reakcje wzrostu krysztalow.

Z procesem wzrostu krysztalow zwiazane sa ciagle zjawiska fizykalne zachodzace
wewnatrz przesyconego roztworu:

— dyfuzyjny transport stezenia roztwor —krysztal,

— dyfuzyjny transport entalpii roztwor —Kkrysztal,

-— przewodnictwo cieplne roztwor —krysztal,

— wektor predkosci krysztatu i warunek ptywania roztwor —krysztal.

Stad wynikaja nastgpujace zaloZenia:

Zalozenie ZWK1: Reakcja wzrostu krysztaléw da si¢ zastapi¢ ekwiwalentng reak-
cja sprowadzona do punktu K(x, y, z, £) € Qg s c -

Zalozenie ZWK?2: Wymiary lokalnego prostopadlosciennego otoczenia reakcji
wzrostu krysztaléw (a,, b,, c,)t zawieraja uklad dendrytyczny
lacznie z warstwa fluidalng lub adsorbcyjna.

Zatozenie ZWK3: W lokalnym elemencie domknigtym Qg 5 ). Objeto§¢—czas

- efekty wplywbéw poszcegdlnych zjawisk na wektor stanu w punk-
cie K(x, y, z, f) moga by¢ rozpatrywane osobno.

Zalozeniec ZWK4: Krysztal roénie w ukladzie regularnym o osiach ,,.x , y, z, t”.

Zalozenie ZWKS5: Krysztal po zderzeniach zachowuje swoj ksztalt.

Zalozenie ZWK6: Dla elementu Q Ko, bycyr ODOWiazuje zasada wzajemnosci dla
osrodkow amzotropowych i niejednorodnych [31—32].

Zalozenie ZWK7: Element lokalny w stanie statycznym Qg 5y nie ulega od-
ksztalceniu.

4.3. ZARODKOWANIE WTORNE

Jest to proces zakldcajacy w sposdb mechaniczny kinetyke wzrostu krysztalow.
Zaklocenie polega na oblamywaniu elementéw sieci dendrycznej od rosnacego
krysztatu przez zderzenia: krysztal—krysztal, krysztat—mieszadlo, krysztal—$cianki
krystalizatora podczas ruchu krysztalu wewnatrz krystalizujacej zawiesiny: krysztalu
i przesycony roztwér [18 —23, 28 —29]. Proces zarodkowania wtérnego jest zwiazany
z charakterystycznymi rodzajami energii krysztalu: E, — energia kinetyczna zde-
rzeh, E,, — energia wibracji, E, — energia statyczna. Warunek wzrostu krysztaléw
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ZWKS moéwiacy iz krysztal po zderzeniach zachowuje swoéj ksztalt prowadzi do
réwnania [18—23, 28 —29]: :

[E.] + [E,] = [E/] (4.3.1)

ktore jest zwiazane z wektorem rozmiaru liniowego krysztalu L = L(L,, L,L,?®.
W energii zderzen krysztaldéw [E_] mamy funkcje f(L) zalezna od nastgpujacych
parametrow:

— wspolczynnika objgtosciowego ksztaltu krysztatu,

— statystycznej liczbie zderzen krysztahu,

— gestosci krysztalow,

— wektora rozmiaru liniowego krysztatu.
Energia wibracji krysztaléw [E, ] jest zalezna od:

— tarcia krysztaldbw w roztworze, ktéra jest zalezna od wartosci przyjetych
zmiennych stanu (C, T, v, 1,,, E, Tx, vg),

— drugiej pochodnej wzgledem czasu rozmiaru linjowego krysztahu.
Energia statyczna [E] zalezy od: energii Sciskania krysztatu i stalej Poissona k, h,

— drugich pochodnych wektora liniowego krysztalu wzgledem zmiennych prze-
strzennych odpowiadajacych tensorowi naprezen krysztatu.

Powyzsza analiza pozwala sformulowac nast¢pujace zalozenia dla zarodkowania
wtornego:

Zalozenie ZZW1: Wspolczynnikiem objgtoSciowym ksztaltu krysztalu nazywamy
' odchylenie ksztaltu rosnacego krysztalu od prostopadloscianu.

Wartosc¢ ta przyjmujemy jako stala w procesie.

Zalozenie ZZW?2: Tlo&¢ zderzen krysztalow przyjmujemy jako §rednia statystyczna.

Zalozenie ZZW3: Przyjmujemy uSredniona warto§¢ wspoélczynnika tarcia krysz-
talow w zawiesinie. .

Zalozenie ZZW4: Przyjmujemy usredniona warto$¢ modulu $ciskania i stalej Poi-
ssona.

5. ZAGADNIENIA LOKALNE I GLOBALNE
PRZY OPISIE KRYSTALIZACIJI Z ROZTWORU

Rozwazania rozdzialu 4 pozwalaja sformulowaC zagadnienie lokalne dla
procesow skladowych krystalizacji. Zagadnienia te wynikaja z zasady wza-
jemnosci w oSrodkach anizotropowych i niejednorodnych, w ktérych zja-
wiska krystalizacji zachodza w sposob ciagly zgodnie z interpretacja prof. Witolda
Nowackiego [31—32]). Warunki lokalne oraz globalne sa ze soba powiazane
poprzez cyrkulacje wektor6w normalnych powierzchni lokalnych i globalne;j.
Dla interpretaqx zasady wzajemno$ci wprowadzamy zmienny punkt
QR(ER R BR 1) € Qq, przebiegajacy cala objetosé przestrzennoczasowq krys-
talizatora.
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5.1. ZAGADNIENIA LOKALNE DLA PROCESOW SKLADOWYCH KRYSTALIZACJ

Proces krystahzac_]l powinien znalezé swoja calkowita interpretacj¢ porzez zasade
wzajemnosci i ze wzgledu na powyzsze twierdzenie rozpatrujemy wzajemnosciows
interpretacje poszczegblnych skladowych proceséw. Przeprowadzony dow6d wyka-
zuje, ze zasada wzajemnos$ci obejmuje procesy sktadowe krystalizacji i globalnie caly
proces krystalizacji.

5110.Zagadnienia lokalne i globalne dla zarodkowania
pierwotnego

Dla zarodkowania pierwotnego definuje si¢ z punktu widzenia zasady wzajemno-
$ci dla osrodkéw anizotropowych i niejednorodnych warunki [21 —26, 29]:

lokalne : globalne
Q. b,c,y: — clement objetos- Qg, — -przestrzen robo-
ciowo — czasowy m3—s, cza—czas m?3—s,
E b, — zewngtrznie zo- Fy, —zewngtrznie zoriento-
rientowana  powierzchnia wana pow1erzchma dla Qg,,
dlaQ 4.0 m?—s, Relacja wedhug m?2—s,
n® — wektor normalny do n{Y — wektor orientacyjn
y <> 4 ! y
F (o 5,.c)» — Posiadajacy od | zasady wzajemnosci | do powierzchni Fg,, z od-
powiednia cyrkulacje, Z(x, [31—-32). powiedniq cyrkulacja,
¥, z, t) — punkt ekwiwalen- ' QR (&R, #R, BR, 1) — obraz
tnej reakcji zarodkowania punktu Z(x, Y, z, )W Qm
pierwotnego w elemencie wg. zasady wzajemnosci.
—Q(”valcx)" 7

Sa one zwiazane ze zjawiskami fizycznymi bedacymi odpowiedzia osrodka ciaglego
jakim jest przesycony roztwér na lokalng zmian¢ parametréw od reakcji zarod-
kowania pierwotnego. Wymiary lokalne (a,, b,, c,)t traktuje si¢ jako -najwigksze
mozliwe wymiary siatki dendrycznej krysztalu ,in statu nascendi”. Cyrkulacja:
wektora normalnego n® jest przeciwna do odpowiedniego wektora cyrkulacji dla
procesu wzrostu krysztaldow zakloconego w kinetyce zarodkowaniem wtérnym ze

“wzgledu na to, ze procesy zarodkowania pierwotnego i wzrostu krysztaléw sa silnie

przeciwne w sensie zapotrzebowania na produkt krystalizacji; duza ilo§¢ malych
krysztalow lub mata ilos¢ duzych krysztatow [38].

Zagadnienia lokalne dla zarodkowania pierwotnego oraz ich obraz spekiajacy
zasade wzajemnosci przedstawiono na rys.2.

W osrodkach lepkich obraz wzajemnoSciowy jest zwigzany z lepkoscia i promieniem
dzialania sil wiskozyjnych. Lokalny element Q(,, b,.c)t JESt ZWiazany z intensywnoscia
reakcji zarodkowania pierwotnego V, wzorem:

V, = a (C-C,)* I:Ensiljl przy C>» C,orazi > 1  (5.1.1.1)
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n{?

QR'EFS'?R: }R!T)

\/ /a4 Obraz wzajemnosciowy
AN miejsca reakcji zarodkowania

1 pierwotnego

x,ER

L —promien dziatanic sit lepkosci

_n_(z)
€
Etay,by,cqt L Zix,y,2,t) Miejsce reakcji zarodkowania -
- = pierwotnego
'Q(t-‘1vb1vc1)t / / :
/ 04

by \ Siatka dendrytyczna
Elektrony tub jony

_ Rys. 2. Koncepcja miejscowo roztozonych parametréw dla reakcji zarodkowania pierwotnego

Reakcja zarodkowania pierwotnego moze by¢ okreslana w stosunku do wlasciwej

k . ;
molgm3:| oraz daje ubytek stgzenia od reakcji zarodkowania
pierwotnego poprzez zwiazek

masy molowej G[

V,G = 4 (C—C,)!G [ﬁg—] (5.1.1.2)

m3s
gdzie: @ — wspolczynnik temperaturowy dla reakcji zaro'dkowania' pierwotnego
mol | fm? C — aktualne st¢zenie ke C, — st¢zenie nasycenia g i—rzad
s kg 3 Q m3 b S g y m3 td a

przesycenie dla reakcji zarodkowania pierwotnego, charakterystyczny dla danej
substancji krystalizujacej i procesu [1=7, 11—13, 1516, 18, 21 —26, 29].

5.1.2.Zagadnieﬁia_ lokalne dla wzrostu krysztatéw zakldconego
' w kinetyce zarodkowaniem wtérnym

Proces wzrostu krysztatéw zaklocony jest w kinetyce zarodkowaniem wtornym
poniewaz zwigzany jest z zagadnienia definiowanymi jako [21 —23, 27-29]



TOM XXXIX—1993 Réwnania konstytutywne. Czgéé ... 339

lokalne globalne

Qx(, s,y — lokalnie rozio- Qg, — przestrzen robo-
zona objetosé—czas m3 —s, ' cza-—czas m3—s,
F g, b, — ZeWngtrznie zo- Fy, — zewngtrznie zorien-
rientowana  powierzchnia towana powierzchnia dla
dla Qg b, ) m?2—s, Relacja wedlug - Qg: m?—s,
n¥® — wektor orientacyjny <G

dla Fggs,c,) Dposiadajacy | zasady wzajemnosci n¥ — wektor orientacyjny
odpowiednia  cyrkulacjg, [31—32] dla Fy, z odpowiednia cyr-
K(x, y, z, ) — punkt ek- kulacja,

wiwalentnej reakcji wzrostu QR(ER, yR, BR, 1) — obraz
krysztalow. punktu K(x, y, z, t) wg.

| zasady wzajemnosci.

Sa one powiazane zjawiskami fizycznymi jako odpowiedzia ofrodka ciaglego
jakim jest przesycony roztwor na zmiany parametrow lokalnych od reakcji wzrostu
krysztaléw zakléconej w kinetyce zarodkowaniem wtérnym. Wymiary lokalne (a,,
b,, c,)t ujmuja wymiary krysztatu lacznie z jego warstwa fluidalng lub adsorbcyjng.

aRiER 1R 4R

A Obraz wzajemnosciowy
_‘/ 2 miejsca reakcji wzrosty
krysztatéw

r-promief dziatania sit lepkosci

(2]
Ny

Eklaz.by.ea)t

~ ®Klay,bs,cy )t

C2

Kix,y,z,t)

» Miejsce'reokcji
a2  wzrostu krysztatéw

LiLy,Ly, L t)
chtepciy krysztat

Rys. 3. Koncepcja miejscowo roziozonych parametréw dla reakcji wzrostu krysztaléw
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Postulujemy, Ze [38] cyrkulacja wektora n jest przeciwna do cyrkulacji n® dla
zarodkowania pierwotnego. Zagadnienia lokalne dla reakcji wzrostu krysztalow
oraz zarodkowania wtérnego i ich obraz wzajemnosciowy przedstawione s na rys.3.
Podobnie jak dla zarodkowania pierwotnego takze dla krysztatu wewnatrz
warstwy fluoidalnej lub adsorbcyjnej za obraz wzajemnosciowy odpowiedzialna Jjest
wiskozyjnoéé roztworu. Intensywnosé reakcji wzrostu krysztaléw zaklécona w kine-

~ tyce zarodkowaniem wtornym Vg, opisywana jest wzorem: -

Vex = E(C_Cs)ff(L) I:n—l-s(ll] przy czym C » Cgorazj > 1 (5.1.2.1)

Jeieli uwzglednimy gestosc wlasng krysztahu G [molm3

krystalicznej E [objetosé krysztalu/ﬁK(,z_,,z_cz),] otrzymujemy przyrost masy Krysz-
talow wwewnatrz przesyconego roztworu wyrazony wzorem

:| oraz ulamek fazy

VexGyE = B(c—cs)ff(L)GxEE%] ' (5.12.2)

— 34
gdzie: b — wspolczynnik temperaturowy [;_Tozl] [%] ,» J(L) — funkcja wplywu
warunkow powierzchniowych - od zarodkowania Wtérnego na szybkos¢ wzrostu
krysztaléw [m?], j — rzad przesycenia dla reakcji wzrostu krysztatéw zaleznie od
substancji krystalizujacej, L — wektor rozmiaru liniowego krysztatu [m], [1 ~11,
14—15, 17, 21-23, 27-29]. . '

5.2. ZAGADNIENIA LOKALNE DLA KOMPLETNEGO PROCESU KRYSTALIZACII

W sekcjach 4.1. oraz 4.2. podano, Ze istnieja wspélne i ciagle zjawiska decydujace
o procesie zarodkowania pierwotnego z jednej strony i o procesie wzrostu krysztalow
z zarodkowaniem wtérnym z drugiej strony. Literatura wymienia nastepujace zjawiska
fizyczne wspélne dla procesu zarodkowania pierwotnego i wzrostu krysztalow:

dyfuzyjny transport st¢zenia w ukladach: roztwér —roztwér i roztwér —krysztat,
dyfuzyjny transport entalpii w ukladach: roztwér —roztwdr i roztwoér —krysztat,
przewodnictwo cieplne w ukladach: roztwor — roztwor i roztwor —krysztat,

pole wektora 'pr@dkoéci w ukladach: roztwér—roztwor i roztwér—krysztal oraz
warunek plywania krysztalow w roztworze, :

Reakcja zarodkowania pierwotnego oraz reakcja wzrostu krysztaléw zakldcona
w kinetyce zarodkowaniem wtérnym odbywaja si¢ jednoczesnie w przestrzeni
roboczej i czasie Qg,. Ich lokalne objetosci Q, 4 .)r 0raz Qg s, ) Poprzez wspblne
zjawiska musza posiadaé¢ ten sam obraz wynikajacy z zasady wzajemnosci dla
osrodkéw anizotropowych i niejednorodnych [31—32. 37, 21—29]. Wynika stad
ogoélne zaloZenie przyjete w niniejszej pracy: :
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Zalozenie ZG1: Dla jednego ukladu wzajemnoSciowego przyjmuje si¢ te same
wymiary elementow Q(a,,c), oraz QK(,,,,,,.), (a,=a,=a, b,=b,=b,
¢, =c,=c)t i jest to zwigzane z tym, Ze przyjeto punktowa re-
prezentacjg rownowaznych reakcp zarodkowania pierwotnego
i wzrostu krysztalow.

Poniewaz dyfuzja i przewodnictwo cmplne naleza do pol potencjalnych — za$ pole

wektora predkoSci ma charakter wirowy (oddzialywanie sit grawitacyjnych jest

uwzglednione osobno) wprowadzono dodatkowo zaloZenie:

Zalozenie ZG2: Punkt zmienny QR(£R n® BR 1) € Qp, posiada swoja interpretacije
dla pol potencjanych

Q®(&%, n*, B*, 1)=Q(¢&, 1, B, 7) : (5.2.1)

nfF

Qi ,n,B,7)

nl2)

" siatka L
dendrytyczna

Z{x,y,2,t]  Kixy,zt
elektrony LA Y by zit)

|/ z
lub jony A 7
b

Ela,b,c)t Ekia,b,clt
Spp v Q(a,b,clt fK(a,b,c)t

krysziot

Q&7 7)

Rys. 4. Koncepcja podwdjnie miejscowo roztozonych parametrow jako nowa metoda modelowania
matematycznego procesu ciaglej krystalizacji masowej.
Q(¢, n, B, ©) — wzajemnosciowy zmienny punkt dla zjwisk fizykalnych pdl potencjalnych,
Sp,p — strumien dyfuzja/przewodnictwo cieplne roztwor —roztwor,
S pxpx — Strumieft dyfuzja/przewodnictwo cieplne roztwor —krysztat,
Q'(¢, n', B’, ) — wzajemnoSciowy zmienny punkt dla zjawisk fizykalnych pol wn'owych
Sy — strumien turbulencji roztwor —roztwor,
S yx — strumieri turbulencji roztwér —krysztat,
S, — strumien sit grawitacyjnych roztworu,
8 ¢ — strumien sil grawitacyjnych krysztatu
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oraz dla p6l wirowych
QR(*, 1%, PR )=Q (& 1", B, 1) (52.2)

zagadnieniem istotnym do omowienia jest istnienie i ciagle dzialanie pola sit
cigzkosci, ktore dzialaja tak samo na zarodek ,,in statu nascendi” jak i na krysztal
wewnatrz warstwy fluoidalnej lub adsorbcyjnej. Wynika stad ogdélne zalozenie
Zalozenie ZG3: Sily grawitacyjne dzialaja ciagle na zarodek ,,in statu nascendi” oraz

na rosnacy krysztal,
Kompleksowe zagadnienia wzajemnoSciowe dla calego procesu krystalizacji sa
przedstawione na rys. 4. [21 —26, 29].
Rysunek 4 zawiera tzw. koncepcj¢ ,,podwojnie miejscowo roztozonych parametrow”
jako nowa metod¢ calosciowej analizy krystalizacji. Stanowi ona punkt wyjscia do
konstytutywnego opisu calego procesu krystalizacji przy pomocy bilanséw masy, energii
i pedu. Na rys.4 pokazano, ze cyrkulacje wektoréw n'® oraz n{?’ sa wzajemnie przeciwne,
za$§ wybor cyrkulacji wektora n$’ [38] zalezy od zadan sterujacych wydajnoécia i jakoscia
procesu krystalizacji przy pomocy warunkow brzegowych na powierzchni Fg,. Rysunek
4 posiada interpretacje strumieni pol potencjalnych i wirowych oraz sit grawitacyjnych.

6. FORMALIZM MATEMATYCZNY PRZYJETY DO OPISU PROCESU
KRYSTALIZACIJI

Rozdzial ten pos$wigcony jest formalizacji matematycznej zjawisk ‘majacych
wplyw na wydajnosé i jakos$¢ produktow procesu krystalizacji poprzez jego skladowe
procesy. Uwzgledniamy przy tym lokalne i globalne aspekty oddzialywan kinetycz-
nych i zjawiskowych zachodzacych procesow skladowych krystalizacji.

6.1. ZARODKOWANIE PIERWOTNE

Lokalna funkcja intensywnosci zarodkowania pierwotnego zwiazana jest zmien-
nymi stanu oraz ich gradientami

Vy = V3 [C, VC, T, VT, v, Vv] (6.1.1)
W Tablicy 1 umieszczono opis matematyczny kinetyki i zjawisk towarzyszacych,

decydujacych o bilansach masy, energii i pedu wg. procedury bilansowej dia
wektor6w stanu o wspolrzegdnych masa, energia i ped:

Przyrost __ | Zjawiska pél potencjalnych Zjawiska pola wirowego +
(faza plynna) | | (faza plynna) (faza plynna)

Zrédio
+[ (faza pmna)] _ 6.1.2)
Tablica 1 zawiera wyrazenia definiujace strumienie zjawisk odpowiadajace bilansom
i zmiennym stanu. Stosuje si¢ do nich tw. Gaussa oraz sumuje si¢ z efektami
objetosciowymi odpowiednio do bilansu. '
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6.2. WZROST KRYSZTALOW
Lokalna funkcja intensywnosci wzrostu krysztaléw okreSlona jest poprzez
zmienne stanu oraz ich gradienty :
Vex = VexlC, VC, E, VE, Ty, VTx, Vg, Vgl (6.2.1)

Tablica 2 zawiera kinetyczne i zjawiskowe elementy decydujace o bilansach masy,
energii i pedu wg. procedury sumowania wektor6w stanu, masa krysztahu, energia
krysztatu i ped krysztahu:

Przyrost Zjawiska pol potencjalnych Zjawiska pola wirowego +
(faza krystaliczna) (faza krystaliczna) (faza krystaliczna)

Zrédto
+ [(faza krysta]iczna)] (6.2.2)

W tablicy 2 umieszczono strumienie zjawisk z punktu widzenia uzycia tw. Gaussa
oraz ich efekty objetoSciowe odpow1edmo do bilansu [1—11], 14—15, 17, 2123,
27-29].

6.3. ZARODKOWANIE WTORNE

Funkcja f(L) opisujaca zagadnienieb zarodkowania wtérnego w kinetyce wzrostu
krysztalow jest zwiazana ze zmiennymi stanu i jej pochodnymi

[= f[ oL VL]

Z zaloZenia ZWKS, ze krysztal po zderzeniach zachowuje swoj ksztalt 'otrzymujemy
réwnanie, ktore wyraza zalezno$¢ (6.3.1) miedzy energiami: E, — energia kinetyczna
zderzen, E,, — energia wibracji, E, — energia statyczna dla rosnacego krysztatu.

(6.3.1)

Tablica 3

Matematyczne formuly mechanicznych energii dla procesu zarodkowania wtérnego

Energie .
mechaniczne Energia kinetyczna Energia wibracji Statyczna energia
krysztatu zderzen krysztatu krysztatu krysztatu
Formuty :
. . B 4L
Réwnania E,=np;K,LvZ o= —— E,=h[V2L+
2pg Ot?

k
= graddle]

B
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W tablicy 3 umieszczono dokladne postacie wyrazef matematycznych dla energii E,,
wiE [18—23, 38, 28— 29]

7. KONSTRUKCJA ROWNAN KONSTYTUTYWNYCH

Réwnania rézniczkowe czastkowe konstytutywne stanu dla ofrodka ciaglego
powinny posiada¢ nastgpujace cechy:
— powinny opiera¢ si¢ na zmiennych stanu opisujacych dany proces,
— powinny uwzgledniaé fizykalne aspekty ofrodka,
— powinny spelnia¢ zasad¢ inwariancji konstytutywnej dla ofrodkéw ciaglych
Z pamigciami przestrzenna i czasows.

Zalozenie ZG4. Cisnienie nie ma wplywu na reakcje zarodkowania pierwotnego
i wzrostu krysztalow zakl6cone w kinetyce zarodkowaniem wto-
rnym.

Zalozenie ZGS. Stgzenie roztworu krystalizujacego definiuje si¢ jako [kg substancii

: rozpuszczonej/m3 roztworu)]. Gesto$é rozpuszczalnika jako noénika
stezenia traktuje sie jako uklad odniesienia w. rozwazaniach bilan-
sowych.

7.1. ROWNANIA KONSTYTUTYWNE ZARODKOWANIA PIERWOTNEGO -

711.Bilans stezenia roztworu
Rozwazamy wspolrzedne ,masa” zawarte w Tablicy 1, otrzymujac wyjsciowe

rownanie calkowe bilansu stezenia w postaci:

§If  CdQuyy= § [—D.gradC+CJdF(,,— Jff V5GdQy,., (7.1.1.1)

Q(x,y,z)t Flx,y.2)t Qx,y,z)t

d
t

Uwzgl@dmajqc wplyw cyrkulacji wektora n® na sumowanie strumieni pél potencjal-
nych i wirowych oraz tw. Gaussa, réwnanie (7.1.1.1) otrzymuje postaé [38]:

Iﬂ CdQ(xJ.Z)— IH [dlv(chradC) dJV(CV )]d‘Q(x.y.Z) jﬂ VBGdQ(x.yZ)

n(xyz)t N Q(x,y,z)t . x,y,2)t (7 1.1 2)
Poréwnujac operacje pod catkami potrdjnymi mamy '
aC '
i = div(D,gradC)—div(Cv)—V,G (7.1.1.3)

a po j)rzeksztalceniach .

oC

at — gradD gradC+vgradC = D,V2C—Cdivv—V,G.  (7.1.14)
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Wprowadzajac definicje pochodnej $ledczej [33, 21— 26, 29]

PD—(t: = % - grachgradC + vgradC (7.1.1.5)
rownanie (7.1.1.4) przyjmuje ostateczna postaé
D
i)% = D v2C — CleV - V,,G (7.1.1.6)

Stosujac warunek niescisliwosci dla roztworu lub tez z¢ stalosci obrazu wzajem-
noéciowego dla elementu Q) danego warunkiem —]]))—(t:.=0 [33, 34, otrzymujemy
rownania ciaglosci stezenia jako inwariancyjna grupg ciagloci [21— —26, 29]:

— dla stalego wspolczynnika D #D(x, y, z, 1)

?a% = — vgradC (7.1.1.7)

— dla zmiennego wspélczynnika D, =D, (x, y, z, t)

%% = gradD, gradC—vgradC. (7.1.1.8)

712.Bilans energii termicznej roztworu

Biorac pod uwagg zalozenia ogblne ZG1 oraz ZG2 a takze wspotrzedne
energia” z Tablicy 1, wyjéciowa postaé bilansu energii ma postac

2
a i§§ (CH)dQ(,W)— & -AcgradT+CHv]dF(w)+H §§§
Qx,yz)t F(x,p,2)t Qxy,z)t
div(D,gradC)dQ,,,— §ff HyVsGdQe,., (7.1.2.1)
Q(x,y.2)t

Uwzgledniajac cyrkulacje wektora n'® oraz tw. Gaussa otrzymujemy [38]

0 . :
2 I CMAQ,=[If [div(AgradT)—div(CHV)]dQ,+
Q(x,y.z)t n(.x.y,z)t
+H, (ff div(D.gradC) - dQ¢,.— il HpVpGdQ,., (7.122)
Q(xyh)t . ﬂ(x'y’z)!

a porbwnujac wyrazenia podcalkowe w rownaniu (7.1.2.2) mamy

5 “ |
= (CH)=div(A.gradT) —div(CHY) +H,div(D,gradC)—HzV;G. (7.1.23)
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Réwnanie (7.1.2.3) przeksztalcamy do postaci

H%? + C%—It! = gradlcgfadT+lcV2T—CHdivv—ngradH—ngradC—

—H,VyG+H,gradD gradC+H,D,V2C. (7.1.2.4)

Do réwnania (7.1.2.4) wprowadzamy obecnie réwnanie ciaglodci dla stalego
wspolczynnika (7.1.1.7) pomnozone obustronnie przez entalpi¢ ,,H”

H%(t—: = — vHgradC. (7.1.2.5)

Odejmujac obecnie od r()wnania (7.1.2.4) réwnanie (7.1.2.5) otrzymuje si¢ wynik

c%=gradlcgradT+lcV2T—CHdiw_vcgradH—H”v"G+

+H_gradD,gradC+H_D,V2C. (1.1.2.6)

Nastgpnym krokiem naszych rozwazah jest wprowadzenie rézniczki zupelnej
elementu ,,CH” o sktadowych [37, 21 —26, 29]:

—— czasowej
oH oT ocC
CE = CC”_aT + Hcﬁ (7.1.2.7)
przy czym
| _ oH 7 _BCH) [I°
0= 5 1o | oot = "0 [ )
— przestrzennej
CgradH = CcpgradT + H,gradC. (7.1.2.8)
Roéwnanie (7.1.2.8) mnozymy obecnie obustronnie przez ,,—v” do postaci
—v CgraddH = —vCc,gradT —vH,gradC. (7.1.2.9)

Stosujac obecnie réwnania (7.1.2.7) oraz (7.1.2.9) w réwnaniu (7.1.2.6) rOwnanie to
przyjmuje postaé s
aT oC

Ce +H

» e tHe 5 = grad/ gradT + A V2T — CHdivv—vCc,gradT —

— ¥H,gradC — H,V,G + H,gradD, gradC + H,D,V2C. (7.12.10)
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Do réwnania (7.1.2.10) uzywamy teraz postaé réwnania ciqgloéci steZenia dla
zmiennego wspolczynnika (7.1.1.8) przemnozona obustronnie przez entalpxg »H,”

do postaci

Hc%% = H_gradD_gradC — vH_gradC. (7.1.2.11)
Po odjeciu réwnania (7.1.2.11) od réwnania (7.1.2,10) i po przeksztalceniu otrzy-
mujemy

2 H
Cg'—E 1 grad A.gradT + vCgradT = = V2T — CTdivv——=V,G +
ot Cp Cp CP
H,
+ D,VzC. . (7.1.2.12)
4

Wprowadzajac konsekwentnie definicj¢ pochodnej Sledczej ‘[33, 21-26, 29]

DT or 1

do rOwnania (7.1.2.12) mamy

DT_Ze oot _ craivw - 22v,6 + 5‘ D,V:C.  (1.12.14)
Dt , _ c, c,

'Stosujac warunek niescisliwoéci lub staloéci obrazu wzajemnosciowego dla
i ; DT
roztworu jako osrodka ciaglego-C Dt = 0 [32,33, 34,] otrzymujemy rOwnania

rbzniczkowe czastkowe ciaglosci temperatury jako inwariancyjna grupe ciaglosci
w przypadkach [21 —26, 29]:

— dla stalych wspoélczynnikéw D #D (x, y, z, t) oraz A .#1.(x, y, 2, t)

% ~ —vgradT (1.1.2.15)

—dla zmiennych wspoélczynnikéw D, =D (x, y, z, t) oraz A, #4.(x, y, z, t)

o .
Ce, 5= gradA, gradT —Cc,vgradT [+ H_ gradD gradC]* (7.1.2.16)

[]* — element dolaczony dla pokazania ciaglofci energii termicznej w strumieniu
dyfuzji roztwor — roztwor.

7.13.Bilans pgduroztworu

Stosujac elementy kolumny ,ped” z Tablicy 1 moZemy napisac. réwnanie -
wyjsciowe dla bilansu pedu z uwzglednieniem wplywu przyjetej cyrkulacji wektora
orientacyjnego n®® powierzchni F ., [38]
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5 [ @)= (] [nWVZv + %graddivv]dmm) -

(x,y,z) { (x WhZ)t

- ff [vdlv(Cv) + (Cvgtad)v:ldﬂ(,ﬂ), + fff cgdQ,, (7.1.3.1)

O(x,y,2)e R(x,p,2)t

poréwnujac pod catkami potrojnymi elementy obu stron powyzszego réwnania po
prostych przeksztalcemach otrzymujemy

oC _ ov Nw . . '

E_'_C pn _’leZY+? graddivv —vdiv(Cv) — (Cvgrad)v+ Cg. (7.1.3.2)

Do rozwazan wprowadzamy obecnie réwnanie ciaglosci stgzenia dla stalego
wspolczynnika D, ;éD (., ¥, z, £) o numerze (7.1.1.7) pomnozone obustronnie przez
wektor pr@dkosm »¥” do postaci
oC

Vo = v(vgradC). (7.1.3.3)

Odejmujac rownanie (7.1.3.3) od rownania (7.1.3.2) otrzymujemy

C ‘;v =5, Vv + 1 T w oraddivy — Cvdivv —(Cvgrad)v + Cg. (7.1.3.4)

Rownanie (7.1.3.4) przeksztalcamy do postaci

n

C 6t + (Cvgrad)v = 7,V?v + 3‘" graddivv — Cvdivv + Ce. (7.1.3.5)

0
Wprowadzajac definicj¢ pochodnej éledczej [33, 2126, 29]

C Pli = C— + (Cvgrad)v (7.1.3.6)

réwnanie (7.1.3.5) przyjmuje postac $ledcza

c%: = 7,V2v —Cvdiv + "?" graddivv + Cg, (1.13.7)
ktora p_rzeksz'talcam‘y do
cD I—)—t = 4,V2v — Cvdiw + Cg + 23‘—” graddivy. (7.1.3.8)

Stosujac warunek niefcisliwosci lub staloéci obrazu wynikajacego z zasady wzajem-
nosci dla osrodké6w anizotropowych i me]ednorodnych C %— 0[33, 34, 32] mamy
grupe cigglosci inwariancji konstytutywnej dla przypadkéw [21—26, 29]:
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—dla stailego wspolczynnika 5, #n,(x, y, z )

N _ _(veradyv (7.13.9)
ot
— dla zmiennego wspolczynnika n,=1,(x, y, z, ?)
av
% = —(vgrad)v. ' (7.1.3.10)

714 Dyskusja kompletnej postaci rownan konstytutywnych
oS§rodkaciggtegodla procesu zarodkowania pierwotnego
iichré6wnanf cigglosci

Roéwnania konstytutywne bilanséw masy, energii i pedu zbiorczo przedstawiaja
uklad rownan dla procesu zarodkowania pierwotnego w postaci:

LS = D V2C — Cdivv — VG ¢
Dt
DT |
@O C = = =£V?T — CTdivv — Hl’v,,G + E‘Dcvzc @
Dt Cp cp cP
Dv . Nw H
C Dt = 1,V2v — Cvdivv + Cg + 3 graddivv 3
gdzie:
% = aﬁt + vgrad — (suma odpowiednich operacji gradlentowych) [33, 21 —26, 29]

Uklad réwnan rézniczkowych czastkowych konstytutywnych stanu (I) jest zwigzany
z ukladami réwnan rézniczkowych czastkowych ciaglosci z warunku ]B)E = 0[33, 34,
32] dla przypadkéw [21—26, 29]:

— stalych wspoélczynnikéw D #DJx, y, z, f) oraz /1 #A[(x, y, z, 1), a takze
Nw#1u(X, ¥, 2, 1)

oC . '

i —vgradC 1)

s ’ T '
a = —vgradT : @)
ov ' | ,

= = —Ograd)y @)

lub konsekwentnie,
— zmlennych wspolczynnikéw D,=D(x, y, z, #) oraz A,.=1(x, y, z, f), a takze

”w—'"w(x Y .z, t)
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_6_; grachgradC — vgradC a”)
” | ‘ aT X
a” Ce, v o = gradlcgradT — Cc,vgradT[ +H_ gradD, gradC]
ov : ' "
5= —(vgrad)v 3”)
[ ]* — element dolaczony tylko dla prezentacp ciaglosci energii cieplnej w strumie-

niu dyfuzp roztwor —roztwor.

Uklad rownan rézniczkowych czastkowych konstytutywnych stanu w postaciach
pochodnych §ledczych (I) jest niezalezny od tego czy wspdlczynniki fizykalne zjawisk
sg stale czy tez zmienne. Ta niezalezno$¢ wynika z faktéw wyprowadzania ukladow
rownan roézniczkowych czastkowych ciaglosci (I') — wspélczynniki stale lub (I”)
— wspolczynniki zmienne, jako grup inwariancyjnych dla udowodnienia zasady
inwariancji konstytutywnej uktadu (I). Matematycznie uklad réwnan rézniczkowych
czastkowych konstytutywnych stanu (I) moze by¢ zakwalifikowany jako quasilinio-
wy poniewaz wszystkie jego najwyzsze operacje czastkowego rozniczkowania sa
w pierwszej potedze [36, 38, 35]:

(V2C)P=1, (V2T)P=!, (V2v)r=!, (graddivv)*=! oraz podlegaja dekompozycji do linio-
wych réwnan rozniczkowych czastkowych zjawisk fizykalnych.

-7.2. ROWNANIA KONSTYTUTYWNE WZROSTU KRYSZTALOW

721.Bilans utamka fazy krystalicznej

Biorac pod uwagg wspolrzedne ,,masa” z Tablicy 2 wasclowe rownanie catkowe
bilansu fazy krystalicznej jest okreSlone przez:

0
ot H.“ (PxE)dQkipn = . ﬁ {DKgrad[C(l_E)]—pKEvK}dFK(x,y.z) +
QK (x.y,2)t : - Fx(x.y,z>r -

+ .U.[ VGKGKEdQK(xyz) _ | (7.2.1.1)

nK(x Y:Z)t

Uwzgledniajac wplyw cyrkulacji wektora n$ na sumowanie strumieni pol
potenc_]alnych i wirowych oraz twierdzenie Gaussa rownanie (7.2.1.1) przeksztalca
si¢ do postam [38]

= Il (xB)Qes = ] {aV[-DygradiCi—B]+

QK (x,y,2)1 Qg (x,y,2)1

+div(pgkEVe)}dQxiynt+  §§f  VexGxEdQy,. - (7.2.1.2)

Qg (x,y,2)t
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Por(’)Wnujqc operacje pod calkami potroéjnymi otrzymamy
0 . : .
3 (pxE) = div[—Dggrad[C(1 —E)]]+div(pzEvg)+ VeeGgE. (7.2.1.3)

Poniewaz st¢zenie ,,C” jest narzucone od roztworu i zmian ,,in statu nascendi”
zarodkowania pierwotnego przy:

E — ulamek objetosciowy fazy krystalicznej [objetos¢ krysztalu/ﬁ Koyth

(1—E) — ulamek objgtoséowy roztworu w Q..

operagje ,,gradC” zaniedbujemy w dalszych rozwazaniach.

W zw14zku z powyzszym réwnanie (7.2.1.3) przeksztalca sig do postaci

Dx
% _ =X CviE+ grad( C)gradE + vggradE 4 Edivv g + K G4E- (7.2.14)
ot pg Px Px '

Roéwnanie (7.2.1.4.) przeksztalcamy nast¢pnie do:
J0E

: Vex -
rri grad(l—z—x C)gradE—v ggradE = D CV2E +Edivv g+ —£ p K GgE. (7.2.1.5)
K

Px b 4
Do réwnania (7.2.1.5) wprowadzamy definicje pochodnej §ledczej [33, 21 —26, 29]

DE GE D, |
—_—= = — E— 2.1.6)
D 5 grad(px C)grad vggradE (7.2.1.6)
i otrzymujemy w ten sposdb posta¢ konstytutywna réwnania (7.2.1.5)

- DE Dg ’ . Vg B
— = —2 CV2E+Edivvg+—— G4E. 7.2.1.6
Dt Pk K Pk K ( )

Z warunku niescisliwosci krysztalu wewnatrz warstwy fluidalnej lub adsorbcyjnej
DE '
Dt = 0 [33, 34, 32] otrzymuje si¢ rOwnania rézniczkowe czastkowe ciagloéci jako
grupg inwariancyjna [21 —23, 29]:
— dla stalego wspélczynnika D,C#D;C(x, y, z, ©)

JE ,
Fie vegradE (7.2.1.8)

— dla zmiennego wspélczynnika D C=DC(x, y, z 1)

D
— = grad<p“ C)gradE+vxgradE (7.2.1.9)
K
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722 Bilans energii termicznej fazy krystalicznej

Przy zatozeniach ogc')lnych ZG1 i ZG2 biorac pod uwage wspolrzedne ,energia”
z Tablicy 2, postaé wyjSciowa bilansu energu dla procesu wzrostu krysztalow jest
‘sformulowana nastepujaco:

0

7 W (pBHOAQ gy = § (Regrad[T(l ~E)l—pBHr ) dF ey +
QK(x V,2)t l"K(x Vo2)t '
+ H, [ff dxv(DKCgradE)dQK(xM-i- ) HexVexGrEdQxg,- (7.2.2.1)

ﬂK(x %413 K(x YiZ)t

Uwzglednienie w réwnaniu wplywu cyrkulacji wektora n na znaki sumowania pol
potencjalnych i wirowych oraz twierdzenie Gaussa prowadzi do [38] '

2 m (pKEHK)dQK(xy-) = JIf {div[—Aggrad[Tz(1—- E)]]]+d1V(PxEHKVx)}

ot QK (x,y,2)t QKo
"dQ gy +H, j I I div(DCgrad E)dQ Kxya)F j j .[ HegVerGrEAQ K(xy.2)-
ﬂx(x y.2)t : 2K (x,y,2)t (1222

Poréwnujac wyrazenia ,podcalkowe W powyZszym réwnaniu otrzymujemy:
0 . : - : :
w (pxkEHg) = div[—Aggrad[T (1 —E)]]+div(pxEH v )+ H div(DCgradE) +

+HgxVexGkE, (7.2.2.3)
a po przeksztalceniach réwnania (7.2.2.3) mamy: ‘
| oE He, . ~
Hypg E‘i‘ pxE ‘f = grad[— }fx(l —E)]grad T — __'11((1 —E)WV*Tg+peHygvg -
-gradE+ pxEvgradH g+ p EH zdivv g +H, grad(D zC)gradE +

+HD;CVZE+H Vs GE. | (7.2.24)

Do rozwazaf wprowadzamy obecnie réwnanie (7.2.1.8), ciaglosci utamka fazy -
krystalicznej w postaci przemnozonej przez ,,pH":

J0E .

ktore nastgpnie odejmujemy od 'réwnania (7.2.24)
OH :
pxE 6_tx = grad[— (1 —E)]grad Tg— Ag(1 —E)V>Tz+ pgEv g gradH . +
+ pxEHdivy ¢ +H_ grad(D;C)grad E + HDgCV?E+H Vo GiE. (7.2.2.6)



.gdzie

TOM XXXIX—1993 Rownania konstytutywne. Czgs¢ L. 355

Wprowadzajac teraz do rozwazan rézniczke zup'elna[ elementu ,,PKEH;’ [37,
21-26, 29]: :

— z pochodng czasowg

7 0T )
p B x Hy E

K =
pr = pgEc,x e + H, px P (7.2.2.7)

) T _ACH) _d(-BEHg [
kol aTx'(p.E)v[kg"K] a2t = T5C 1 T T a1-B) In |ke

a takze
— z pochodng przestrzenna .
pxEgradHy = pKEcngrade+ HcpxgradE : (7.2.2.8)

Roéwnanie (7.2.2.8) mnozymy teraz przez Vg~
vypxEgradHy = vaKEcngradTK+vacpxgradE (7.22.9)

Kontynuujqc rozwazania stosujemy réwnania (7.2.2.7) oraz (7.2.2.9) w r6wnaniu
(7.2.2:6) otrzymujac

o B -
pxBeyy 5+ Hopy o —grad]— 21~ B)|grad Tx— el ~E)V"Te-+ Vg By

- grad Ty +vgH, pggradE + p EHdivy g+ H, grad(DgO)gradE + H, D, CV?E+
+HgVexGkE. _ . (7.2.2.10)
Niezbedne jest teraz uzycie rownania ciaglosci (7.2.1 9) dla zmiennego wspol-
czynnika Dg=D x(%, y, z, f) przemnazajac je obustronnie przez entalpi¢ wlasna ,,H "
)
H,,px—a]E = H, pgerad(DgC)gradE+ pgH vegradE, (7.2.2.11)

ktére nast@pme odejmujemy od réwnania (7.2.2.10) otrzymujac

dTx
prc‘,K—a—+grad[AK(l —E))gradT g —vgpxEcpggradTy = ——).K(l —E)V2T 4+

+ pgEHgdivy g +H . DxCV2E+Hg Vg GxE. (712212
Przyjmujac w réwnaniu (7.2.2.12) deﬂm’bjg pochodnej Sledczej [33, 21—26, 29]

a’r N .
pxEc = pKEc,,KﬁE + grad[Ag(1—E)]gradT g —vgpxEc,xgradTg (7.2.2.13)

DTg
K Dt
réwnanie (7.2.2.12) przyjmuje ostateczna postac

DTx HexVex H Dy
. 1—BE)W2Ti+ETgdivvg+ Ve G E+ CV2E. (71.2.2.14
Dt cprK( ) X K X CoxPx K CpxPx » ( )
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DT,
Z warunku niescisliwoéci E Et— =0 [33, 34, 32] otrzymuje si¢ réwnania réznicz-

kowe czqstkowe ciaglosci dla nast¢pujacych przypadkow [21-23, 29]:

—dla stalych - wspélczynnikéw [Ag(1 —E)]#[A,(1—E)(x, ¥, z, 8] oraz [DgC]#
#[DxC(x, y. 2, 1] '

6t = vggradTy (7.2.2.15)

— dla zmiennych wspolczynnikéw [Az(1 —E)]= [lx(l E)(x, y, z, 1)] oraz [DiC]=
—[DxC(x ¥z, 1)]

DT
pxEc,g Ttx = —grad[—A,(1 —E)] gradTg+vpgEc px8radTe[ +H gr ad(DxC) )

-gradE]* (1.2.2.16)

[]* — element dolqczony dla prezentacji ciaglosci energii termicznej w strumieniu
dyfuzp roztwor —krysztal.

7.23.Bilans pedu fazy kt‘ystalxczne_]

Do rozwazan bierzemy elementy ,,ped” z Tablicy 2 jako podstaw¢ do tworzenia
bilansu pedu. Biorac pod uwagg cyrkulacije wektora n® wyjsciowe réwnanie
bllansowe dla pedu ma postaé [38]

d w :
o, W (oxBv0dQe,, = ] [nwEVZvK + %Egraddwvx]dnmz) +

nK(x.y.z)t QK (x,y.2)t

+ ‘m‘ [deiV(EVK) + (Engfad)Vx:IdQK[xyz)'+ I [PKE+

QK (x,y,2)t QK (x,y.2)¢

+C( ——E)]ng - (7.2.3.1)

Pordéwnujac w réwnaniu (7 2.3, 1) operacje podcatkowe po przeksztalcemach
otrzymujemy :

JE ovg
VePx 3¢ + pxE —= ot 11WEV2vK+ 3 Egraddivvg +vgpx(v g gradE) +
+px(BY ggrad)v g +[pgE+C(1—E)]g. (7.232)

Do powyzszego rOwnania stosu_]emy rOwnanie clq.glosm (7.2.1.8) dla sta.lego wspol- _
czynnika DxC#Dg(x, y, z, f) przemnozone obustronnie przez wektor ,,v x

OE : :
VePx 5 = Vepr(VggradE). (7.2.3.3)
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Odejmujac rownanie (7.2.3.3) od rownania (7.2.3.2) ottzymujemy

ovg
pxE -5— = 1, EVZvp+ rg, Egraddlvvx + pxEV £ divy g+ pr(Ev g grad)v . +
+[pxE+C(1 ~E)]g. (7.2.34)
Réwnanie (7.2.3.4) przeksztalcamy do postaci '

Vg
PeE —= —px(Evgerad)ve =1, EV2ve+ peBvgdivvg+[pgE+C( —E)]g+

+ "?‘” Egraddivvy. (1.2.3.5)
- Wprowadzajac definicj¢ pochodnej sledczej [33, 21 —26, 29]
| Dv ovg ‘
PxE DtK ,= 2 ot PK(EVKgrad)vK | (7.2.3.6)

roOwnanie (7.2.3;5) przyjmuje postac¢ konstytutywna

Dv .
pxE Ttx = 1,EV2V g+ pgBEvedivy o+ [p E+ C(I'=E)]g+

+"T"" Egraddivy . (7.23.7)

D .
Z warunku niescisliwosci pxE # = 0 [33, 34, 32] otrzymujemy posta¢ rownania

ciaglosci obowiazujacego dla nastgpujacych przypadkow [21 —23, 29]
— dla stalego wspoélczynnika [1,,E1#[n,El(x .y, z, ©

v ' _
—(,f=(vxgrad)vx | (7.2.3.8)

—dla mniennégo wspolczynnika [, E]l=[n,E]l(x, . z )

6t = (vggrad)vg. : (7.2.3.9)

724.Dyskusja kompletnej postaci rownan konstytutywnych
ofrodka ciggtego dla procesu wzrostu krysztaiow
~iich rownan ciagloéci
Zbiorcza postaé rownan konstytutywnych ofrodka ciaglego dla procesu wzrostu
krysztalow moze by¢ zapisana w postaci ukladu réwnan roézniczkowych czast-
kowych konstytutywnych stanu nastgpujaco:
DE Dy

V .
— = —EX CV2E + Edivw, + £ G, E 1
Dt Px K pK K | () .
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DT Ag HgxV.
) E—%=-— 1—E)V2Tg+ET divw,+ —5 K G E+
d Dt CoxPx ( | K K K ¢xPx K
H.D
+——XCV2E
CoxPx
Dvg
pxE ﬁ‘ = 1,EV? Vx+Pxvad1VVx+[PxE+C(1 B)lg+
’1w
3 Egraddivv
przy warunku plywania krysztal()w wewnatrz przesyconego roztworu
Dvg . Dv
PxE —= Dt = C(1-E) Dt

oraz ogolnej definicji pochodneJ sledczej:

D
Dt . 0t

®

.(3) :

@

— vggrad + (suma odpowiednich operaciji gradientowych [33, 21 —26, 29].

Ukladowi réwnan rozniczkowych czatkowych konstytutywnych stanu odpowia-
daja uklady réwnan rozniczkowych czastkowych ciaglosci z warunku dla pochod-

nych $ledczych lﬁ)f = 0 [33, 34, 32] oraz przypadkéow [21—23, 29]:

— statych wspélczynﬁikéw [DCl#[DgC(x, y, z, D], [Ax(l —E)#
#lx(l E)(x, y, z, t)] oraz
[1,E1#m,E(x, ¥, 2, )]

%—l:' = vggradE
, aT
ar) E = v gradT,
o |
—b—f-‘ = (vggrad)vg,

— zmiennych wspolczynnikow [DCl=[DC(x, y, z, 0], [Ax(1 —E)]=
=[Ag(1-E)(x, y, z, ?)] oraz :
' mwEl=[n.E(x, y, z, 1)]

JE
Pr 50 = grad(DgC)gradE + pgvggradE

- dT
pxEc,g —=X = —grad[lg(1—E)]gradT g +vgpgEc g gradT [+

at
") | +H,grad(D,C)gradE]*

)

@)

€]

an

@)
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== Ep—— (")

[J* — element dolaczony dla pokazania ciagloSci energii termicznej w strumieniu
dyfuzji roztwor — krysztal.

Quasiliniowy uktad réwnan rézniczkowych czastkowych konstytutywnych stanu (IT)

jest mezxmenmczy wzgledem swoich wspolczynnikow fizykalnych na mocy ukladow

réwnan qugloscx (1’) lub (I1").

7.3 ROWNANIE ROZNICZKOWE CZASTKOWE ZARODKOWANIA WTORNEGO

Zalozenie ZWKS5 o postaci matematycznej
E, +E, =E, : (7.3.1)

ze krysztal po zderzeniach zachowuje swoj ksztalt, w konsekwencji uwzglednienia
postaci strumieni energii krysztalu zawartych w Tablicy 3 przy_]mu_]e posta¢ matema-
tyczng [18 —23, 38, 28—29]:

S B %L

2px Fo

= h[VZL + E;kz graddle] (13.2)

npK,Lv§ + —

8. ANALIZA JAKOSCIOWA ROWNAN KONSTYTUTYWNYCH
KRYSTALIZACI

8.1. ROWNANIA KONSTYTUTYWNE KRYSTALIZACH

Roéwnania konstytutywne osrodka ciaglego dla procesu krystalizacji maja od-
powiednio do proceséw skladowych zbiorcza postac:

— dla procesu zarodkowania pierwotnego
DC

B = DVC —Cdivy — v,,G 1)
O DY _ kgt _craiw - E2vig + Epvec

Dt Cp cp cP

‘ Nw .
= 2y w
CDt n,V:v — Cv + Cg + 3 graddivv, ?3)

gdzie:
D

Dt = gt +vgrad — (suma odpow1edmch operacji gradientowych) {33, 21 — 26 29]

i konsekwentnle
— dla procesu wzrostu krysztalow
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DE Vg
— = —X CV2E+Edivv g+ —%X GxE ()
Dt px ' opg % -
' DT, Ag HgxVox
1 —£ = - 1—E)V2Tg+ETdivvg+ —X X G E+
dmn bt cpxpx( )V2Tg+ETgdivvg+ cps OF
+——-=DK CV:E | o
" Cpx Px ,
Dvg . '
PxE — Bt = 1, EV2Ve+prEvedivvg+[pE4+C(1—E)]g+
4 M
3 Egraddivvy - 3)

oraz warunek plywania krysztatéw wewnatrz przesyconego roztworu

Dvg Dv v
'K —F) — 4
PESE = CU-B) 5, @
gdzie:
D 0 v s . .
D=3 vxgrad + (suma odpow1¢dmch operacji gradientowych) [33, 21 —26, 29].
— zarodkowania wtorne » |
2 k ’
- (IIm) npyK,Lv% + i—g— %—t—zl—‘ h[V2L+ _— graddivL]. nH
. K ' -

Ukiady réwnan rézniczkowych czastkowych konstytutywnych stanu (I) oraz (II) sa
quasiliniowe w sensie matematycznej teorii roOwnan roézniczkowych czastkowych
poniewaz wszystkie ich najwyzsze pochodne czastkowe sa w pierwszej potedze [36,
38, 35] » :

(VZCY=!, (VZEY=!, (V2T)=!, (V2T)P~", (V2v)P=!, (V2vg)™!,
(graddivv)?=!, (graddlva)" =!

za$§ zgodnie z teoria réwnan konstytutywnych [34] oraz [32] sa traktowane jako
liniowe, poniewaz:
— nieliniowosci przechodza do réwnai ciaglosci jako grup inwariancji konstytutyw-
nej dla odrodkéw ciaglych z pamieciami czasowg i przestrzenna, '
— ulegaja dekompozycji do liniowych réwnan rozniczkowych czastkowych opisuja-
cych ZJaw1ska fizyczne
" Uklady réwnan rozniczkowych czatkowych konstytutywnych stanu (I) oraz (II)
s3 niezmiennicze wzgledem ich wspoélczynnikéw fizykalnych:
D, 4. ¢, — dla procesu zarodkowania pierwotnego, oraz
D:C H DKC Ag(1—E), ¢ g, n,E — dla procesu wzrostu krysztaléw, poprzez ich
uktady rownan rozniczkowych czastkowych ciaglosci.
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Dilatego tez wspolczynmkl te traktowane sa jako STALE przy anahtycznym roz-
wiazaniu ukladéw réwnan rozniczkowych czastkowych konstytutywnych stanu (I)
oraz (II) z rownaniem (IIL.1) jako zaklocemem

8.2. INWARIANCJA KONSTYTUTYWNA

Zasada inwariancji konstytutywnej w postaci ukladow réwnan rézniczkowych
. D . . .
czastkowych ciaglosci z warunku Dt = 0 [33, 34, 32] dla procesu zarodkowania
pierwotnego ma postaé dla przypadkow [21 —26], 29].

— stalych wspolczynnikow fizykalnych D #£DJ(x, y, z, 0), 4, #A.(x, y, z, f) oraz
MMl ¥, 2, 1)

oC N
i —vgradC 1)
, aT — r
a) s vgradT | | 2"
ov — (vgrad)v 3"
a - TV

— zmiennych wspolczynnikéw fizykalnych D,=D (x, y.z, #), .=2.(x, ¥, z, ) oraz
Nw="1,(%, y.2, 1)

aoC

i gradD, gradC — vgradC an

aT | ;
an Cc, » 5t =gradl, gradT — Cc,vgradT[+H gradD gradC]* 2"

0

é = —(verad)y G")
[]* — element dolaczoay tylko dla prezentacji ciaglosci energii cieplnej w strum1emu

dyfuzji roztwor —roztwor.
Odpowiednio do powyzszych rozwazan dla procesu wzrostu krysztatow z warun-

. D 3 14 E4
ku dla pochodnych sledczych Dt = 0 [33, 34, 32] otrzymuje si¢ uklady rownan
roézniczkowych czastkowych cir{gloéci jako grupy inwariancji konstytutywnej dla
nastc;pu_]qcych przypadkow [21 —23, 29]: '

— przy stalych wspolczynnikach fizykalnych [DKC]aé[DKC(x, y, z, t],

HDCl#HDCllx, y. z. 4, R(—E]#[A(1-E)x, y, z 9] oraz
1, El#[n,E(x, y, 2, 0]



362 W. Niemiec Kwart. Elektr. i Telekom.

;) of ’ ,
i vxgradE a)
, | oT ‘ ,
() —af = vegradTy 2")
av .
S5 = (vgradyve €

— przy zmiennych wspolczynnikach ﬁzykaln).'ch [DxCl=[DC(x, y, z 5],
[HCDK)?]=[H‘=DKC(x. ¥, 2,9}, [Ax(1 —E]=[Ac (1 - E)](x, y, z, 1) oraz [y, E]=[n,,E(x,
Y, 2, t ’ ’

OE |
Px 5 = grad(DxC)gradE + pgvggradE a”

ar
- prEcyg ‘f = —grad[Ax(1 —E)]gradT g+ pxEc, g vigradT

ar) [+ H, grad (D C) gradE]* e

%"t_x = (vggrad)vy (3"
[1* — element dolaczony dla pokazania ciaglosci energii termicznej w strumieniu
dyfuzji roztwor —krysztal. :

Interpretacj¢ zasady inwariancji konstytutywnej dla osrodkéw ciagtych z pamig-
ciami przestrzenna i czasowa przeprowadzono dla proceséow skltadowych: zarod-
kowania pierwotnego oraz wzrostu krysztalow przy punktowym zakloceniu zarod-
kowaniem wtérnym osobno a nastgpnie dla calego procesu ciaglej krystalizacji
masowej. Przy realizacji tego zagadnienia wprowadza si¢ wektory promienie wodza-
ce dla aspektow przestrzennych i czasowych réwnan rézniczkowych czastkowych
ciaglosci dla procesu zarodkowania pierwotnego i procesu wzrostu krysztalow
zakléconego punktowo w Kinetyce poprzez proces zarodkowania wtornego. Proces
zarodkowania pierwotnego posiada przypadki (przy n®):

— dla stalych wspolczynnikdw, uklad réwnan rézniczkowych czastkowych ciaglosci
@'); S,, — wektor promiefi wodzacy, [] — wektor o module skalara,

— operacje wzgledem czasu ,,t”

aC oT ov
St.v = I:-aT]; SQ,T = I:E]; St,v = [a] (8.2 1)

— skalar ,,C” w polu wektora predkosci ,,v”
- | S,c = [— veradC] (8.2.2)

— skalar ,,T” w polu wektora przedkosci ,,v”
Syr = [~vgradT] (8.2.3)
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— wektor ,,v” w polu ektora predkosci ,,v”
’ S,. = [—(vgrad)v]. (8.2.4)

Na rysunku 5, przedstawiono zagadnienia interpretacji zasady inwariancji kon-
stytutywnej dla powyzszych elementéw grup inwariancyjnych masy, energii i pedu
danych ukladem réwnan (I')

Proces zarodkowania pierwotnego
A ' dia D(z)‘
Przest-
rzenie
C, Ty
{x,y,2)
{m,mm]

J

20tz tzy tls]'.
Rys. 5. Interpretacja przestrzenno—czasowa zasady inwariancji konstytutywnej dla procesu zarodkowania
pierwotnego przy stalych wspétczynnikach fizykalnych
Z rysunku powyzszego wida¢, ze speiniony jest wémnck-
tZC = tZT = tz = tl (8.2z5)

gdyz: ,
— brak jest elementéw pol potencjalnych o okreflonych statych czasowych,
— brak jest znakéw ,,+” lub ,,F” dajacych zwlok¢ czasowa od zmiany znakow,

— dla zmiennych wspélczynnikéw, uklad réwnan rézniczkowych ciaglosci 1”7)

— operacje wzgledem czasu ,,¢”

acC ' oT av
St.C = I:‘é?], St.T,C = [Ccp E], S»,‘v = [a] (826)

— skalarna cze$é zwiazana z ,D,, C” — zjawisko dyfuzji w bilansie masy
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Sp..c = [gradD,gradC] - (8.2.7)
— skalarna czgsc zwigzana z ,,D,, CT” — zjawisko dyfuzji w bilansie energii
Sp,.c.r = [H.gradD, gradC]* : (8.2.8)

— skalarna cz¢é¢ odpowiadajaca ,,4,, T” — zjawisko przewodnictwa cieplnego
w bilansie energii |

S,.,r = [grad gradT] (8.2.9)
— skalarna cz¢$¢é odpowiadajaca ,,C” — w pdlu wektora pr@quéci ¥’
‘ S,.¢c = [~ vgradC] (8.2.10)
— skalarna czg$¢ odpowiadajaca , T” — w polu wektora predkosci ,,v” »
S,.r.c = [—Cc,vgradT] | @.2.11)
— wektorowa czg§¢ odpowiadajaca ,,v’ — w polu wektora predkoéci ,,v
S.v = [—(vgrad)v]. - (8.2.12)

Geometryczna interpretacja zasady inwariancji konstytutywnej dla osrodkéw
- ciaglych z pamigciami przestrzenna i czasowa dla réwnan roézniczkowych czast-
kowych ciaglosci (I”) jest dana na rysunku 6.

Proces zarodkowania pierwotnego
dla nizl,

h

A

Przest-
rzenie

CTy
{x,y,2)
{mmm])

tz, ts]

Rys. 6. Interpretacja przestrzenno —czasowa zasady ihwariancji konstytutywnej dla procesu zarodkowania
pierwotnego przy zmiennych wspéiczynnikach fizykalnych

Z rysunku 6 widag, ze istnieja rozne czasy odpowiadajace wspéer@dnym masa,
energia i ped a zwiazane z operacjami rézniczkowania »gradD,” — zjawisko dyfuzji
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oraz ,gradl,” — zjawisko przewodnictwa cieplnego. Tak wigc dla procesu zarod-
kowania pierwotnego czasowy element pamigci ma postac:
tz, # tz # 1z, (8.2.13)

Przedstawione powyzej rozwazania dotyczace zagadniefr pamigci przestrzen-
no—czasowej dla procesu zarodkowania pierwotnego posiadaja swoj odpowiednik
dla procesu wzrostu krysztaléw, przy n§). Tak wigc rozwazmy dla procesu wzrostu
krysztaldw przypadek stalych wspdlczynnikéw, ktéremu odpowiada uktad réwnan
rézniczkowych ciagloéci (II'), posiadajacy nastgpujaca wektorowa interpretacje; S,
— wektor promien wodzacy, [] — wektor o module skalara. Tak wigc z ukladu (II')
mozna wyszczegOlnic¢ operacje:

— operacje wzglgdem czasu ,,t”

o oE . — aTK . _ avK
SI.E - [-a_t], SI,T‘ - [W]’ St‘v‘ i [Ft'—] (8.2.14)

— skalar ,,E” w polu wektora predkosci ,,vg”

S,.r = [vxgradE] - (8.2.15)
— skalar ,,Tg” w polu wektora predkosci ,,v, | '
S,,.r, = [vggradTy] (8.2.16)
— wektor ,,vg” W j)olu wektdra predkoscei ,,vg”
Svewe = [(Vgrad)vy] (8.2.17)

Rozwazania powyzisze pozwalaja sformutowaé geometryczng interpretacj¢ zasa-
dy inwariancji konstytutywnej dla oSrodkéw ciaglych z pamigciami przestrzenng
i czasowa dla réwnan rézniczkowych czastkowych ciaglosci stanowiacych uklad
(II'), pokazang na rysunku 7. Punkty K;(x, y, z), Kr (x, y.2), K, (x, », 2)
— miejsca zaklocen procesem zarodkowania wtoérnego.

Rysunek 7 daje mozliwos§¢ stwierdzenia, ze spelniony jest tutaj warunek

tr, = tr, = tx, =1 | (8.2.18)

Vg 2

wynikajacy z:

— braku elementéw pdl o okre§lonych stalych czasowych,

— braku przemlennych znakéw ,, +” lub wF” dajqcych zwloke czasowa od tej

przemiennosci znakow.

Przypadek zmxennych wspolczynnikéw dla procesu wzrostu krysztaldow bazuje na
ukladzie rOwnan rézniczkowych czastkowych ciaglosci (II”) zawierajac operacje
rézniczkowania:
— operacje wzglgdem czasu ,,2”

JE aT ov
Sie= [Px E:l, Sir.E= [pKEcpK a—tx]; Sty = l:_é—tlg] (8.2.19)
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Proces wzrostu krysztatow zakidcony w kinetyce
procesem zarodkowania wtornego,

Przest-| dla nylz).

rzenie

E’TK»XK

(x,y,2}

{m,mm]

tKE=tKTK=tK1K= ty tis)

Rys. 7. Interpretacja przestrzenno—czasowa zasady inwariancji konstytutywnej dla procesu wzrostu
krysztalow zakiéconego w kinetyce procesem zarodkowania wtornego przy statych wspolczynmkach

fizykalnych
— skalarna czgSC zwigzana z ,,Dx, E” — zjawisko dyfuzji w bilansie masy
krysztalow
Sp.g= [grad(DKC)gradE] _ (8.2.20)
— skalarna czgsc¢ zwlqzana z ,Dg, ETg” — zjawisko dyfuzji w b11ans1e energii
krysztalow
Sp, .1, = [H.grad(DxC)gradE]* ' (8.2.21)
— skalarna cz¢sc odpowiadajaca "Ag, Tx” — zjawisko przewodnictwa cieplnego
w b11ans1e energu krysztalow
S;.r. = [—gradig(1—E)gradT,] (8.2.22)
— skalarna czgsé odpowiédajqca B — w polu wektora p_r@dk‘oéci ;,v '
' » S,,.e = [pxVxeradE] (8.2.23)
— skalarna czgS¢ odpowiadajaca ,,Tx” — w polu wektora predkosci ,,v,”
St = [prEc,xvgeradTg] (8.2.24)

— wektorowa czg$¢ odpowiadajaca ,,vi” — w polu wektora predkosci ,,v K
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Proces wzrostu krysztatow zaktdcony w kmetyce
procesem zarodkowania
A _ dio nK(Z)

Wigzy {1-E)

Rys. 8. Interpretacja przestrzenno—czasowa zasady inwariancji konstytutywnej dla procesu wzrostu
krysztatow zakloconego w kinetyce procesem zarodkowania wtdérnego przy zmiennych wspoélczynnikach

fizykalnych
Sv‘,v‘ = [(ngfad)vx] (8-2'25)
Z rysunku 8 widad, ze spelniony jest warunek: )
g, # tKv # Ik, (8.2.26)

W oparciu o rysunki 5 i 7 mozna (dla stalych wspolczynmkow) postawi¢ zasade
inwarincji konstytutywnej w ujeciu przestrzenno—czasowym dla calego procesu
ciaglej krystalizacji masowej, przy czym dla rownolegle przebiegajacych proceséw
zarodkowania pierwotnego i wzrostu krysztalow:

t,—t, >0 b t,—t, -0 - (8.2.27)

I

a stad ‘
' t,. =t, =t (8.2.28)
co jest przedstawione na rysunku 9.

Konsekwentnie do tego catoSciowego pode_]sc1a zasada i mwarlancp konstytutyw-
nej dla zmiennych wspolczynnikéw w ujeciu przestrzenno -czasowym dla calego
procesu ciaglej krystalizacji masowej, przy réwnoczes$nie zachodzacych procesach
zarodkowania pierwotnego i wzrostu krysztaléw przedstawiona jest na rysunku 10.
Przy czym z rysunku 10 wida¢ zwloki czasowe dla wsp6irzednych:

masa: =ty =ty bt —t;, =ty ' (8.2.29)

energia:' tz, — tg, =tm lub & —1t, = tny (8.2.30)



Warunki brzegowe ~ funkcja celtu sterowania catym procesem,
ciagtej krystalizacji masowej, dla QR‘Z).

! N

Proces zarodkowania pierwotnego, Proces wzrostu krysztotéw zaktécony w kinetyce
dla nfzl. ‘procesem zarodkowania wiornego,

A
dla nyl?).

Przest—
rzenie

4Ty,

E,TK,!K
{%y,2)
[m,m,m)

v

ty ———> - {5 tls]

Rys. 9. Interpretacja przestrzenno—-czaéowa zasady inwariahcji konstytutywnej dla calego procesu
ciaglej krystalizacji masowej przy jego stalych wspotczynnikach fizykalnych

Warunki brzegowe — funkcja celu sterowania catym procesem

A - ciagtej krystalizacji masowej, dla ngl2), : _
Przest- s -
rzenie : . N\
Gy, Proces zarodkowania rierwotnego, Proces wzrostu krysztatéw zaktdcony w kinetyce
ETiy dla nlzl, procesem zarodkowania wtdrnego,
) KK dla QK(Z),
Ixy,z)
{m,m,m)

—— -

g t e
tz, p 2 Kg Ky kg i

Rys. 10. Interpretacja przestrzenno—czasowa zasady inwariancji konstytutywnej dla calego procesu
ciaglej krystalizacji masowej przy jego zmiennych wspodiczynnikach fizykalnych
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ped: tz, — txv‘ = tp; lub txv‘ — tzv, = tpy (8.2.31)

Uwaga Ul. Alternatywa ,lub” we wzorach (8.2.27) oraz (8.2.29-30) zwigzana
jest z kolejno$cia wystgpowania proceséw: najpierw ,,zarodkowanie
pierwotne” potem ,wzrost krysztaléw” lub odwrotnie, najpierw
,wzrost krysztaléw” a potem ,,zarodkowanie pierwotne”, zaleznie od
rozwiazan technologicznych.

9. ZASADA ADDYTYWNOSCI W BILANSOWANIU KONSTYTUTYWNYM

Dla rozwazania addytywno$ci w sensie konstytutywnego bilansowania przy
konstytutywnym rozlozonym parametrycznie modelowaniu matematycznym nie-
zbedne jest wprowadzenie pewnych postulatéw stanowiacych wyjsciowe pewniki do
formutowania potrzebnych bilanséw dla pelnego opisu rozwazanego procesu tech-
nologicznego z punktu widzenia wydajnoSciowych i jakosciowych aspektow jego
produktéw. Postulaty te mozna przedstawi¢ wedhug nastgpujacej kolejnosci:
POSTULAT P1. Istnieja postacie wektorowe zjawisk fizykalnych tworzacych kon-

struowany bilans.

POSTULAT P2. Postacie wektorowe zjawisk fizykalnych speilniaja warunki sumo-
wania odpowiednio do kryteribw znakéw bilansowych konstruo-
wanego bilansu. _ '

POSTULAT P3. Postacie wektorowe zjawisk fizykalnych tworzacych konstruowany
bilans daja w stosunku do zorientowanej zewngtrznie powierzchni
strumienie tych zjawisk fizykalnych przez rozwaZzana powierzchnie.

POSTULAT P4. Postacie wektorowe zjawisk fizykalnych tworzacych konstruowa-
ny bilans oraz ich strumienie spelniaja reguly i operacje og6lnej
teorii pola.

POSTULAT P5. Rozpuszczalnik jest nosnikiem — a wigc jest pasywny w stosunku
do reakcji chemicznej lub innego typu, nie jest katalizatorem dla
reakcji, a reaguje tylko stezenie [kg substancji rozpuszczonej/m?
roztworu]. '

POSTULAT P6. Do rozpuszczalnika odnosza si¢ te same zjawiska fizykalne co do
roztworu o stezeniu ,,C”, [kg/m3].

Biorac do rozwazah postawione powyzej POSTULATY P1—6 mozna daé dla
procesu ciaglej krystalizacji masowej nastgpujaca sugestig:

Zalozenie ZG6. Proces zarodkowania pierwotnego ma swoj uklad odniesienia w po-
staci rozpuszczalnika natomiast proces wzrostu krysztatow zaklio-
cony w kinetyce-zarodkowaniem wtéornym odnoszony jest juz do
roztworu.

Z zalozenia ZG6 wynika nastgpujacy wniosek:

Whiosek W1. Dla rozpuszczalnika definiuje si¢ nastgpujace zmienne stanu: p,

— gesto$¢ materii rozpuszczalnika [kg/m3], T, — temperatura roz-
puszczalnika [°K], v,— predkosé rozpuszczalnika [m/s].




370 ‘W. Niemiec Kwart. Elektr. i Telekom.

Calos¢ powyzszych rozwazan pozwala na postawienie nastgpujacego twier-
dzenia:

TWIERDZENIE TWI. Jezeli proces zarodkowania pierwotnego opisany jest
przy pomocy ukladu réwnan rézniczkowych czastkowych
konstytutywnych stanu (I) to rozpuszczalnik opisuje
uklad réwnan rézniczkowych czastkowych konstytuty-
wnych stanu

D . —— —
P _ DV, — pdiv, ¥ IO
DT, A : H |
(IR) Py '—dt_r = C_' VZT'— p,T,leV,. + -EE vazpf . + T’o (2)
. pr Pr
o, D‘; — ’1er2" pv divy, + ";" graddivy, | Veo_| 3)
Warunki
poczatkowe,
_gdzie:
D

0

Dt~ 3 +v,grad — (suma odpowwdmch operacji gradientowych) [33, 21 —26], 29]
Dowdd: Dowod twierdzenia TW1 polega na wprowadzeniu w konstrukeji uktadu
roéwnan rozniczkowych czastkowych konstytutywnych stanu (I) procesu
zarodkowania pxerwotncgo nastgpujacych zmian

C - P+ C @
D, gradC - D,gradp, + D gradC 5)
T > D +T G
JgradT - A,gradT, + AgradT NG
Cv - p.v, + Cv ®)

i inne elementy konsekwentnie do zjawisk fizykalnych.
' Koniec dowodu

Z twierdzenia TW1 wynika nastepujacy istotny wniosek:

WNIOSEK W2. Uklad réwnan rézniczkowych czastkowych konstytutywnych sta-
nu dla rozpuszczalnika (I;) posiada wszystkie cechy charakterys-
- tyczne dla opisu procesu zarodkowania plerwotnego w sposob
konstytutywny przy pomocy uktadu (I).

Uklad réwnan rozniczkowych czastkowych konstytutywnych stanu dla rozpusz-
czalnika (I,) jest okreslany jako oscylacje wokoél polozenia réwnowagi podawanej
poprzez warunki poczatkowe: p,,, T,,, V,,, niemniej jednak oczywistym wydaje si¢
by¢ nastgpujacy wniosek;
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WNIOSEK W3. Uklad réwnan rézniczkowych czastkowych konstytutywnych sta-
" nu dla rozpuszczalnika (Iz) nie musi by¢ rozwiazywany analitycz-
nie, poniewaz stanowi on tylko uklad odniesienia dla roztworu
opisywanego w sposob konstytutywny poprzez uklad (I). Niemniej
jednak uktad (Iz) posiada wszystkie cechy jego analitycznej roz-

wigzalnoéci w stosunku do swoich warunkéw poczatkowych.
Nalezy podkresli¢, ze dla ukladow roztwordw i orodkow o wielu aktywnych skladnikach
zasada addytywnosci w stosunku do poszczegélnych aktywnych skladnikéw podana jest
w ksiazce L. Schwartz’a dyskutujacej zagadnienia metod matematycznych w fizyce [39].

. 10. ZAGADNIENIA PAMIECI PRZESTRZENNO —CZASOWE]

Zagadnienia zwiazane z zasada inwariancji konstytutywnej dla osrodkéw ciag-
lych z pamigciami przestrzenna i czasowa oméwione w rozdziale 8 daja podstawg do
przedyskutowania problem6w przestrzenno —czasowej pamigci dla:

— poszczegblnych bilanséw przy opisie procesow sktadowych,

— poszczegdlnych procesow sktadowych,

— calego procesu ciaglej krystalizacji masowej.

W kazdym z tych przypadkéw mamy do czynienia z zagadnieniami lokalnymi:
— od reakcji miejscowej zarodkowania pierwotnego lub tez reakcji wzrostu krysz-
taléw zakloconej w kinetyce zarodkowaniem wtornym i globalnymi — zwiazanymi
ze zjawiskami fizykalnymi bedacymi odpowiedzia ofrodka ciaglego na zmiany
wspélrzednych zrodlowego wektora stanu w punkcie Z(x, y, z, t), lub tez w punkcie
K(x, y, z, t), wewnatrz przestrzeni roboczej i czasie Qg,, przy czym obowiazuje tutaj
zasada wzajemnosci dla anizotropowych i izotropowych niejednorodnych osrodkéw
z pamigciami przestrzenng i czasowa dla zjawisk fizykalnych pol potencjalnych
— zmienny punkt Q(&, 17, B, t) oraz pdl wirowych — zmienny punkt Q'(¢', ', B, ©)-
Poglady te przedstawiono ponizej

/ Q(€5 (P, ﬁs T) \
Z(x, y, z, t)
T~ Q. 1 B ) — (10.1)

jako forme relacji zagadnieri lokalnych i globalnych pamieci przestrzenno —czasowej
[21—26, 29, 31, 37]. ' ' o

Pamigé lokalna dla Q) oraz Qx(ass ZWiazana jest ze stalymi czasowymi od
reakcji w punktach Z(x, y, z, ) € Q.54 — reakcji zarodkowania pierwotnego oraz
K(x, y, z, t) € Qgp: — reakcji wzrostu krysztalow zakl6cona w kinetyce procesem
zarodkowania wtornego [34].

Pamieé globalna dla Qp,— Qs lub tez Qp,—Qgesq: zZWiazana jest ze stalymi
czasowymi zjawisk fizykalnych dla pol potencjanych i wirowych, odpowiednio do
formuly (10.1) [34]. Dla kontynuacji naszych rozwazan niezbgdne jest wprowadzenie
nastepujacego twierdzenia: ‘ '

K(x, y, 2z t)
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. TWIERDZENIE TW2. Pami¢ci lokalna i globalna dla proceséw: zarodkowanie
pierwotne i wzrost krysztalow zaklocony w kinetyce zarod-
kowaniem wtornym zaleza od warunkéw fizykalnych oto-
czeti punktow Z(x, y, z, t) € Qs oraz K(x, y, z, t) €
€ Q.9 0 wymiarach (a , b, c)t.

Dowdd

Dowéd dotyczy zagadnien lokalnych. Niech istnieje punkt A(x, y, z, £)

dla ktérego Alx,y,z,t) = Z(x, y.z, t) =K(x, y,z, t) - (10.2)

spelniajacy Ax, 3,2, 1) € Qb , (10.3)
- przy czym n.4(«,1:,:.-): = n(a,b,c)t = ﬁK(a,b,c)l (104)

Niech ponadto beda zdefiniowane funkcje:

— skalarna ®(A) = &(x, y, z, t), oraz — wektorowa P(A) = ¥(x, ¥y, z, t) (10.5)
ktére na brzegu F 44,50 € Q 4, b.c¢ PIZyjmuja postacie:

P(x=ay=b.z=c,t)=P(ab,c)d(t) oraz Y(x=a,y=b, z=c,t)= ¥(a,b,c) ¥(¢) (10.6)

1 sprowadzaja si¢ do:

®(a, b,c) = const, oraz, W¥(a, b, ¢) = const (10.7)
przy przy
&(f) — zrodlo skalarne ~¥(t) — zrodlo wektorowe
wewnatrz Q 4,5, wewnatrz Q 4.5,

za$ odpowiednie operacje rozniczkowania czastkowego

V&(a, b,c)="0 oraz V¥, b,c) =0 (10.8)
Konsekwencija tego podejicia sa zrodlowe wektory stanu:
_ z ukladu (1) dla : z ukladu (II) dla

punktu Z(x=aq, y=b, z=c, t) punktu K(x=aq, y=», z=¢, )
dC | dE  Vgg
5 = ~ViG 1) T OF D
dT H, dT, HgV

15 C—=-2v.G [9)) (I1°) E—XK _ Z6kY6k g g o)
dt ¢, ° dt  cepx  ° @
dv dv
T8 ®  pEgf = [E+C(1-Blg @)

Uwaga U2. Przy calkowaniu réwnania (I52) stosujemy modut réwnania (I51)
— mozliwos¢ reakcji odwrotnej do zarodkowania pierwotnego — roz-
-puszczanie zarodkow krystalicznych.



TOM XXXIX —1993 Rownania konstytutywne. Czgs¢ 1... 373

Uwaga U3. Jezeli zagadnienia Zzrodlowe sa waine dla Z(a, b, c, t) € F, b)r OAZ

K(a, b, c, t) € F g to rOwniez wazne wewnatrz Q2590 0132 Qo090
Identyczny dowéd dla zagadnieri ‘globalnych polega na poszukiwaniu funkcji brze-
gowych &(a, b, c) oraz ¥(a, b, c¢) od zjawisk fizykalnych w Qp,—Q 45,0,

Koniec dowodu

Kontynuujac nasze rozwazania jako konsekwencje twierdzenia TW2 wprowadza
si¢ bardzo istotne nastgpne twierdzenie:

TWIERDZENIE TW3. Funkcje brzegowe skalarna &(a, b, ¢) = 0 oraz wektorowa
Y(a, b, ¢) = 0 dla brzegow F 5.y € Qs — proces
zarodkowania pierwotnego oraz F ks € Qkap,: — Pro-

" ces wzrostu krysztalow i proces zarodkowania wtornego.
Jedynymi aktywnymi zrodlami  dzialajacymi wewnatrz
Q(,,,c), oraz Q Keabar S funkcje zrodlowe ze scatkowania
ukladéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych (I*) oraz.
(I1*) w przedziale czasu [0, 7).

Dowédd

Wprowadzamy zewngtrzng i jedyng orientacj¢ [38]

n® e F s € Qs : (10.9)
oraz )
neF Kabe)t € Q K@bo)t (10.10)
a takze zastgpczo
Ax, y,z,) = Z(x, y,z,t) = K(x, 3, 2, 1) (10.11)y
przy czym .
09 € F 400 € Qoo (10.13)

Dla punktu A(x=a, y=b, z=c, t) definiuje si¢ funkcje brzegowe:
— od zroédla wewnatrz Q 45,0,

&*(x, y,2) = ¥, b,c) oraz Y(x,y,z) = ¥(a b, c) (10.14)

—od zjawiska ﬁzykalnego wewnatrz Qp, —Q 425,01

C @¥(x,y,z) = ®a, b,c) oraz ¥(x,y,2z) = ¥(a, b, c) (10.1%)

Przyjmujemy znaki dla powierzchni F 4., znak ,,+” — strona zrédla ,.s” oraz-
»— " — strona zjawiska ,,zj”. Odpowiednio do tego podejScia otrzymujemy wypad-
kowe warto$ci funkcji tematowych dla modutu powierzchni F 4, — traktowanej
obustronnie [38]:

‘(x ay= b z= c)— &% (x=a, y=b, z=c) = ‘(10.16)'
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oraz .
Y(x=a, y=b, z=c) — ¥ (x=a, y=b,z=c) =0 (10.17)

co nalezalo udowodnié. ‘
Koniec dowodu.

11. WNIOSKI KONCOWE DOTYCZACE KONSTRUKCJI ROWNAN
ROZNICZKOWYCH CZASTKOWYCH KONSTYTUTYWNYCH
STANU DLA PROCESU CIAGLEJ KRYSTALIZACJI MASOWEJ

W niniejszej pracy wprowadzono kompletny, konstytutywny model matematycz-
ny o parametrach roziozonych procesu ciaglej krystalizacji masowej. Wszystkie
operacje modelowania konstytutywnego poparto odpowiednimi zatozeniami techno-
logicznymi, zalozeniami konstrukcji rownan rézniczkowych czastkowych konstytu-
tywnych stanu, interpretacja przestrzenno— czasowa inwariancji konstytutywnej dla
osrodkow ciaglych z pamig¢ciami przestrzenno —czasowymi, a takze dyskusja zasady
addytywnosci w bilansowaniu konstytutywnym oraz zagadnieniami pamigci prze-
strzenno — czasowe;. ’

Dla poparcia poszczegolnych tez wprowadzono odpowiednie twierdzenia mate-
matyczne wraz z dowodami umozliwiajacymi ich praktyczne uzycie przy innym niz
proces ciaglej krystalizacji masowej modelowaniu zagadnien technologicznych.

Nalezy podkresli¢, Ze proces ciaglej krystalizacji masowej jest procesem skompliko-
wanym przy konstytutywnym rozloZonym parametrycznie modelowaniu poniewaz:

— sklada si¢ z trzech konkurencyjnych proceséw skladowych: zarodkowania
pierwotnego oraz wzrostu krysztalow zakloconego w kmetyce zarodkowaniem
wtoérnym,

— istnieja wigzy poprzez zjawiska fizykalne i zmienne stanu mig¢dzy procesami
skladowymi, a takZze zmiennymi stanu,

— istnieje uklad odniesienia procesu zarodkowania pierwotnego do rozpu-
szczalnika,

— istnieje skomphkowana kinetyka procesow skladowych dajaca lokalne zrodia
dla zjawisk tych procesow,

— inne trudne do opisu konstytutywnego fizyko—chemiczne zagadnienie ujgte
w wprowadzonym konstytutywnym modelu.

Inne rzeczywiste procesy technologiczne maja wielokrotnie o wiele bardziej
prosta specyfike co ulatwia uzycie wprowadzonej w artykule konstytutywnej metody

. modelowania matematycznego ich fizykalnych aspektow [30].

Reasumujac nalezy stwierdzi¢, ze w rozprawie podano kompletna teori¢ kon-
stytutywnego rozlozonego parametrycznie modelowania, ktéra powinna znalezé
- zastosowanie do opisu kazdego procesu technologicznego posiadajacego okreslone
aspekty fizykalne. Moze ona shuzy¢ do doskonalenia juz istniejacych proceséw
technologicznych lub stuzy¢ do prognozowania przyszlych proceséw technologicz-
nych poniewaz ujmuje tak ilosciowe jak i jakoSciowe aspekty produktéw tych
procesow technologicznych dla ich roztozonego parametrycznie sterowania [40—41].



. TOM XXXIX—1993

" Réwnania konstytutywne. Czgsc 1...

375

SYMBOLIKA

C -— stezenie krystalizujacego roztworu

Cs — stezenie nasycenia dla krystalizujacego roztworu

C — stezenie poczatkowe dla krystalizujacego roztworu
proces zaczyna si¢ dla C,=Cg

— rzad przesycenia krystalizujace roztworu dla reak-
¢ji zarodkowania pierwotnego

-~

a — wspolczynnik reakcji zarodkowania pierwotnego

G — wlasna masa molowa dla reakcji zarodkowania
pierwotnego

H, — entalpia wlasna reakcji zarodkowania pierwotne-
go

T — temperatura krystahzu_]qcego roztworu

T, — temperatura poczatkowa krystalizujacego roztwo-
ru

D, —- wspdlczynnik dyfuzji roztwor —roztwor

A, — wspolczynnik przewodnictwa cieplnego roz-
twor —roztwor

H, — entalpia wlasna dla steZenia krystalizujacego roz-
tworu

p — cieplo wlasciwe krystahzumcego roztworu

v — pole wektora predkosci krystalizujacego roztworu

v, — poczatkowe pole wektora predkosci krystalizuja-
cego roztworu (od ciaglego mieszania)

Nw — wspolczynnik lepkosci dynamicznej

g — stala grawitacyjna -

J * — rzad przesycenia dla reakcji wzrostu krysztalow

b — wspolczynnik reakcji wzrostu krysztalow

f(L) — funkcja liniowego rozmiaru krysztalu w kinetyce
wzrostu krysztalow A

E — ulamek objgtosciowy fazy krystalicznej wewnqtrz
przesyconego roztworu [objetos¢ - krysztatu/
QK(a,b,c)t]

(1—E) —— ulamek objgtosciowy roztworu

E, — poczatkowa wartos¢ ulamka objgtosciowego fazy
krystalicznej wewnatrz przesyconego roztworu

Pk — pestos¢ wlasciwa krysztalu

L = — wektor liniowy rozmiaru krysztalu

L, — warto$¢ poczatkowa wektora liniowego rozmiaru
krysztalu

Gy — wlasna masa molowa dla reakcji wzrostu krysz-
_tatow '
H;y  — entalpia wlasna reakcji wzrostu krysztalow

kg/m3
kg/m3

kg/m?3

(mol/s)/(m?/kg)’
kg/(mol m3)

J/kg .

‘K

‘K

m?/s
W/(m°K)
Jikg

J/(kg'K)
m/.s

. mfs

Ns/m?
m/s®

(mol/m?s)/(m?/kg)’

m?

kg/m3
m

‘m

kg/(mol m3)
J/kg
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Tk _— temperatura krysztalow

Txo — temperatura poczatkowa krysztalow

Dy — wspolczynnik dyfuzji roztwor —krysztal

Ax ‘— wspolczynnik przewodnictwa cieplnego roz-
twor —krysztat

Cox — cieplo wlasciwe rosnacych krysztaléw

" — pole wektora predkosci rosnacych krysztalow

A\ — poczatkowe pole wektora predkosci rosnacych
krysztalow

n — statystyczna liczba zderzen krysztalow na powie-
rzchnie krysztatu

Ky — objetosciowy wspdlczynnik ksztaltu krysztalu

B — funkcja tarcia krysztalow

k — stala Poissona dla krysztalow

h - —'modut Sciskania krysztalu

Qs — lokalnie wybrany, rozlozony parametrycznie ele-

. ment objetos¢—czas dla reakcji zarodkowania
pierwotnego, x=a, y=»5, z=c dla czasu ,,t” [m,
m, m, s], zZjawiskowo domkniety '

— zewngtrznie zorientowana powierzchnia dla ele-

- mentu Qg

— wektor orientacyjny, zewngtrzny, normalny do
powierzchni F, ;. majacy cyrkulacj¢ decydujaca
o znakach zjawisk fizykalnych dla pdl potencjal-
nych i wirowych przy sumowaniu ich wptywow na
okre§lone wspélrzedne wektoréw stanu w bilan-
sach masy, energii i pgdu

— lokalnie wybrany, roztozony parametrycznie ele-
ment objetoéé—czas dla reakcji wzrostu krysz-
taléw zakloconej w kinetyce procesem zarodko-

F (a.b.c)t

ﬁ1<(a,b,c):

wania wtornego, majacy wymiary [m, m, m, s,

zjawiskowo domknigty

— zewnetrznie zorientowana powierzchnia dla ele-
mentu Qg9

— wektor orientacyjny, zewne¢trzny, normalny do
powierzchni F g, majacy cyrkulacje decydujaca
o znakach zjawisk fizykalnych dla pél potencjal-
nych i wirowych przy sumowaniu ich wplywow na
okre§lone wspétrzedne wektor6w stanu w bilan-
sach masy, energii i pedu. Cyrkulacja wektora n®
jest przeciwna do cyrkulacji wektora n®. -

— przestrzeh robocza objeto$é—czas dla krystaliza-
torow

— zewngtrznie zorientowana powierzchnia dla Qg,

F K(ab.o)t

n®

QRt

FR!

‘K

K

m?2/s

W/m °K)-
J/(kg °K)
m/s

m/s
liczba/m?

[kg/m?]?
N/m?

m3—s,

m2—s

m3—s

m2—s

m3—s
m2—s
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nfd — wektor orientacyjny, zewngtrzny, normalny do
powierzchni Fyg, ktorego cyrkulacja zalezy od
zagadniefi sterowania na brzegu danym powierz-
chnia Fy,, bedacy podstawa do okreslenia relacji

miegdzy cyrkulacjami:

¢4 Z,

n® < n 2 n?
A) — wazna rolg gra proces zarodkowania pierwotnego,
(B)  — wazny jest proces wzrostu krysztalow zaklocony
w kinetyce procesem zarodkowania wtornego.

Wybbr wariantu (&) lub (B) zalezy od wymaganych wlasnoéci produktu procesu

cigglej krystalizacji masowe;.

Uwaga U.4: Elementy Q4 0raz Qgpo: 52 zjawiskowo domknigte, tzn. wplywy
poszczegodlnych zjawisk fizycznych na wektory stanu odpowiadajace
tym elementom moga byé rozpatrywane w sposob oddzielny.

Uklad odniesienia.

C, — stgzenie masy rozpuszczalnika kg/m?3
C,, — stezenie poczatkowe rozpuszczalnika. kg/m3
T, — temperatura rozpuszczalnika ‘K
T,, — temperatura poczatkowa rozpuszczalnika K
v, — pole wektora predkosci rozpuszczalnika m/s
v,y — poczatkowe pole wektora predkosci rozpuszczalnika m/s
D, — wspoélczynnik dyfuzji rozpuszczalnika m?/s
A, — wspdlczynnik przewodnictwa cieplnego rozpuszczalnika W/(m°K)
¢, — cieplo wlasciwe rozpuszcalnika J/(kg’K)
1,, — wspolczynnik lepkosci dynamicznej rozpuszczalnika Ns/m?
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W. NIEMIEC

THE CONSTRUCTION OF CONSTITUTIVE EVALUATIONS OF THE CONTINUOUS MEDIUM
FOR THE CONTINUOUS MASS CRYSTALLIZATION PROCESS

PART 1. THE CONSTRUCTION OF CONSTITUTIVE EQUATIONS OF THE CONTINUOUS
MEDIUM FOR THE CONTINUOUS MASS CRYSTALLIZATION PROCESS
’ DOCTORAL DISSERTATION — PART 1 -

Summary

The subject of this part of the article is preparation of the constitutive distributed parameter model
for the complete continuous mass crystallization process conceiving all its composite processes:

— the primary nucleation process,

— the crystal growth process,

— the secondary nucleation process,
being distributed in the working space of the crystallizer and time in the mutual physxcochemlcal relations.
On the basis of the analysis of the literature experiments in the area on the kinetics of the reactions:

— the primary nucleation reaction,

— the crystal growth reaction disturbed in the kinetics by the secondary nucleation process,
and accompying them physical phenomena an original concept of modelling of complete continuous mass
crystallization process called in farther considerations “double localy distributed parameter concept” has
been given. As a consequence of the complete approach were deduced in the work the syatems of partial
dilferential congitutive state equations of mass, energy and momentum balances ‘of the supersaturated
solution — the primary nucleation’ process and for the crystal inside the supersaturated solution — the
crystal growth process but the disturbance of the kinetics of the crystal growth reaction by the secondary
nucleation process by the mechanic energy balance equation on the surface of the crystal is given. For this
original constitutive distributed parameter mathematical model of the complete continuous mass
crystallization process in the work:

— analysis of the constitutive invariance problems for the continuous media with the space and time
memories,

— mathematical c]ass:ﬁcatlon of the systems of partial dll‘ferentxal constitutive state equations of
mass, energy and momentum balances,

— discussion of the control problems given by the elaborated model of the crystalhzatlon have been
considered.
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W czeéci 11 artykulu rozwiazano analitycznie oryginalny konstytutywny roziozony
parametrycznie model matematyczny dla calego procesu ciaglej krystalizacji masowej,
obejmujacy wszystkie procesy skladowe:

— proces zarodkowania pierwotnego,

— proces wzrostu krysztatow,

— proces zarodkowania wtornego zostal rozwigzany w oryginalny i analxtyczny

sposéb. :
Rozwazono dwa przypadki tego analitycznego rozwxazama przy:
A° — istnieniu warunkow poczatkowych,
B? — istnieniu warunkow poczatkowych i brzegowych, ‘
dla rozwigzan zjawisk fizykalnych pol potencjalnych i wirowych w ukladzie roz-
twor —krysztal oraz energii mechanicznych krysztalu. Przedyskutowano szeroki zakres
zastosowath otrzymanych analitycznych rozwiazan dla poszczeg6lnych proceséw sklado-
wych oraz dla calego procesu ciaglej krystalizacji masowe;j.

1. WSTEP

W tej czesci pracy skoncentrowano si¢ nad rozwiazaniem analitycznym réwnan
rozniczkowych czastkowych konstytutywnych stanu dla proceséw sktadowych pro-
cesu cigglej krystalizacji masowej jak [1 —8]: '

— zarodkowanie pierwotne

DC '
2 = DV:C—Clivv—V,G 0
DT 2 '
@ c BT _ A g crgiv— e v,,G+E DV:C ()
: Dt c, <, <,

D
C'ﬁ':: =1, 2v—-Cvd1vv+Cg+ graddivv ?3)

3
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gdzie
D 0
Di — 7 t+vgrad — (suma odpowiednich operacji gradlentowych) [ 3], [1-— 8]
— wazrost krysztalow
DE DK Vex ,
CV2E+Edivv . +—% G.E ’ ¢}
Dt px e 5
DT Vv
gDlr_ _ A 1- E)VZTK+ETKd1va+ HoxVex G E+
Dt CprPx ‘ CprPK
an + 2Px cyap T e
cprK :
KE Dt = 1wEV2V g+ pgBvedivw g +[px E+C(1—E)lg+
Nw . |
3 Egraddivvg. 3)
Warunek plywania krysztalow wewnatrz przésyconego roztworu
Dv Dvg _ Dv
pxEE = CU-B) 5 @
gdzie
D - L '
Dt 3" xgrad + (suma odpowiednich operacji gradientowych) [13], [1--8]
— zarodkowanie wtdrne, jako zaklocenie kinetyki reakcji wzrostu krysztalow
B &L -k |
1 24— — = hb| V2L+—— i .
{I11) npxKyL v+ 20y 00 [V L+k—2 graddle] 1)

Przy czym rozwiazanie rOwnania rozniczkowego czastkowego (II1.1) dla zarod-
kowania wtOrnego jest poprzez funkcje f(L) zkl6ceniem kinetyki V. reakcji
wzrostu krysztalow. '

Dla uktadu réwnan rézniczkowych czastkowych konstytutywnych stanu opisuja-
cych proces zarodkowania pierwotnego (I), w Czesci I [1] tej pracy wyprowadzono
zasad@ inwariancji konstytutywnej dla osrodkow ciaglych z pamieciami przestrzenng
i czasowa:

— dla stalych wspdlczynnikéw fizykalnych, uklad réwnan rézniczkowych czast-
kowych (I'), i odpowiednio

— dla zmiennych wspolczynnikoéw ﬁzykalnych uklad rownan roézniczkowych czgst-
kowych ar”)y.
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Tak postawiona zasada inwariancji konstytutywnej dla o§rodk6w ciaglych z pamie-
ciami przestrzenna i czasowa dla ukladu réwnan rézniczkowych czastkowych
konstytutywnych stanu (I) pozwala stwierdzi¢, Ze uklad ten jest niezmienniczy
w stosunku do jego fizykalnych wspolczynnikéw. Z tego wzgledu wspoélczynniki
fizykalne ukladu (I) sa przyjmowane jako STALE przy jego analitycznym roz-
wigzaniu: D, #D_(x, y, z, t), A, #1.(x, y, z, t) oraz 1, #n,(x, y, z, t), w dalszej czesci
artykulu. Rozwazania te obowiazuja takze dla procesu wzrostu krysztalow.

- Ukladowi réwnan rézniczkowych czastkowych konstytutywnych stanu (IT) dla
procesu wzrostu krysztalow- odpowiadaja wprowadzone w Czesci I [1] niniejszej
pracy uktady rownan rozniczkowych czastkowych ciaglosci jako zasada inwariancji
konstytutywnej dla osrodkow ciaglych z pamig¢ciami przestrzenna i czasowa:

— dla stalych wsp6lezynnikéw fizykalnych, uklad rOwnan rozniczkowych czast- -
kowych (II’), a takze

— dla zmiennych wsp6lczynnikéw fizykalnych, uktad rownan rozmczkowych czast-
kowych (I1 ")

Uktady rownan rozniczkowych czastkowych ciaglosci (II ) oraz (II") stanowia
formalizacje matematyczna zasady inwariancji konstytutywnej dla o$rodkéw ciagtych
z pamigciami przestrzenna i czasowa i §wiadcza o tym, ze uktad rOwnan rézniczkowych
czastkowych konstytutywnych stanu (II) jest niezmienniczy w stosunku do swoich
fizykalnych wspoélczynnikéw. Dlatego wspoélczynniki fizykalne ukladu (II) zostaly
przyjete jako stale przy jego analitycznym rozwigzaniu: [D,Cl#[DzC(x, y, z, 7],
H.D;C(x, y.z, t], [Ag(1—E)]#[Ax(1-E)(x, y, z, t)] oraz [, E)=[n, E(x, y, z, 4.

Ponadto ukladem odniesienia dla procesu zarodkowania pierwotnego bazujace-
go na przesyconym roztworze jest ROZPUSZCZALNIK, za$ ukladem odniesienia
dla procesu wzrostu krysztatéw jest proces zarodkowania pierwotnego. Dlatego
rozpuszczalnik jest ukladem odniesienia dla calego procesu ciaglej krystalizacii
masowej poniewaz proces zarodkowania wtornego jest jedynie zakloceniem kinetyki
reakcji wzrostu krysztalow. Dlatego tez uktad réwnan rézniczkowych czastkowych
konstytutywnych stanu dla rozpuszczalnika (I,) ma wszystkie cechy rownan réznicz-
kowych czastkowych konstytutywnych stanu i moze by¢ rozwiazany analitycznie.
Pomimo to, ze reakcje zarodkowania pierwotnego i wzrostu krysztaléw bazuja na
przesyconym roztworze NIE° WYSTEPUJE POTRZEBA ANALITYCZNEGO
ROZWIAZANIA UKLADU (I), poniewaz przyjmujemy iz wlasnosci rozpuszczal-
nika sg stale w stosunku do substancji rozpuszczonej [13], [11 —12], [1 —8].

2. ANALIZA JAKOSCIOWA ROWNAN KONSTYTUTYWNYCH
DLA ICH ANALITYCZNEGO ROZWIAZANIA

2.1. PROCES ZARODKOWANIA PIERWOTNEGO
2.1.1.Zagad_nienia zrédiowe zjawisk f‘izykalnych roztwoér—roztwor

Do rozwazan bierzemy uklad réwnan rézniczkowych czastkowych konstytutyw-
nych stanu (I) opisujacych proces zarodkowania pierwotnego. Na bazie udowod-
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nionego w Czeéci I [1], tej pracy TWIERDZENIA TW?2 dla reakcji zarodkowania
pierwotnego otrzymujemy z ukladu (I) Zrodlowy uklad réwnan rdzniczowych
zwyczajnych wzgledem czasu odpowiadajacy punktowi rownowazonej reakcji zarod-
kowania pierwotnego Z(x, y, z, t) przy x=a, y=b, z=c dla czasu ,,¢” [2—8]:

t

dC Funkcje zrédlowe: CZ(f), TZ(2), vZ(2).
FTE — VG O Uwaga Ul. Przy calkowaniu réwnania (I52)
stosujemy modul réwnania (I51), zeby
as) E - — _I:I_ V,G ) uwzgledni¢ mozliwos¢ odwrotnej reakcji do
- dt Cp -reakcji zarodkowania pierwotnego — roz-
dy . . puszczanie zarodkow.
% — 8 . G)

Warunki poczatkowe: C, T, v, (v, — od ciaglego mieszania).

2.2. PROCES WZROSTU KRYSZTALOW

221.Zagadnienia zré6dtowe zjawisk fizykalnych
roztwor—-krysztatl

Z ukladu réwnan rozniczkowych czastkowych konstytutywnych stanu dla proce-
su wzrostu krysztalow (II) na bazie udowodnionego w Czgsci 1 [1] TWIER-
DZENIA TW2 dla reakcji wzrostu krysztalow otrzymuje si¢ z uktadu (IT) zrodlowy
uklad rownan rézniczkowych zwyczajnych wzgledem czasu dla rownowaznej reakcji
wzrostu krysztaldéw w punkcie K(x, y, z, f). Zagadnienie to odpowiada ustaleniu
zmiennych x=a, y=b, z=c dla czasu ,,t” [2—8]: '

dE Vg G.E =SE ! i Funkcje zrodlowe: E¥(9), T (2), v& (o).
dt — px KT T ) Uwaga U2. Warunki Uwagi Ul sa spe-
- H : Inione dla uktadu (I15).
1) E—X = _SXgg #)
» dt Cox
dv W ukladzie (II5): S = Vex G
pxE 4 = [pxE+CU-B)le v (3) Px_
0 Warunki poczatkowe: E, T g, Vgo.
dv, d (v, — od ciaglego mieszania).
Warunek ptywania: pxE —X=C(1—E) _v @

dt

2.3. ANALIZA JEDNORODNEJ POSTACI UKLADU ROWNAN (I)
— PROCES ZARODKOWANIA PIERWOTNEGO -

Jednorodna posta¢ ukladu r6wna1’1 rézniczkowych czastkowych konstytutyw-
nych stanu (I) moze by¢ zapisana jako [2—8]:
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DC
De _ 26 O :
Dt D VZC—Cdivv _ a
DT 4
amc = —=V:T-CT leV+H D vzC )
Dt ¢, cp
D .
C—D— = 7,Viv— Cvdivy+1¥ 3 graddivv 3
gdzie '
D

0
vialr: + vgrad — (suma odpowiednich operagji gradientowych) [13], [2— 8].

Do rozwazan wprowadzamy teraz definicje pol wirowych [14], [16], [2—8].

DEFINICJA DI1. Istnieje wektor ,,B”, wektor potencjal pola przeplywu roztworu
taki, ze v = rotB oraz divrotB = 0

i stosujac konsekwentnie DEFINICJE D1 do ukladu (I*) otrzymuJemy

— dla pél potencjalnych

oC
> = 2 . :
2 D vzC @
ai) .
. T H '
C— = =V*T+—D_,V3C, )
ot ¢, ¢y

przy.czym do uktadu (I*?) nastepujaca uwaga jest obowiazujaca

Uwaga U3. Operagcje teorii pola gradD, gradC=0 oraz grad A, gradT =0 co ozna-
- cza, ze wektor gradD,:LgradC a takze gradi,:LgradT, co odpowiada
zagadmemom pOl potencjainych [14—16).
Nastepnie do rownania (172) stosujemy reguly matematyczne [l]

oH oT oC

CE-=Ccpa—t'+ H‘Ta_t—’ ‘ (3)
za$ przy nieobecnoSci zrodet jest spelnione dodatkowo [1]
H =c,T. ' @
Odpowiednio do tego podejécia uktad (I%) przechodzi do postaci
% "a—f - I-;I; DV2C )

a) |
H -
Co +—=— = ——V2T+?fDV2C @)

4
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Odjgcm réwnania (I2?1) od réwnania (I1222) pozwala otrzymaé

aC
— =DJV?
5 VZC
‘ ' dT H
hp —_ = £
(13 ) - ) at ) cp DCC
a A,
C = _, V2T
—dla pola wirowegg_
%Ctl = —Cdivv
ak C%{- = —CTdivv f
Dv .
C Dt = 1,V2v — Cvdivy + 3 > graddivv
gdzie
% % + vgrad [13], 2—-8].

2.4. ANALIZA JEDNORODNEJ POSTACI UKLADU (II)
— PROCES WZROSTU KRYSZTALOW

M
@

@

Y
@

©)

Punktem wyjscia do rozwazan tego rozdzialu jest postaé jednorodna ukladu
réwnan. rézniczkowych czastkowych konstytutywnych stanu, ktéra w oparciu

o uklad (II) moze by¢ zapisana jako [2—8]:

DE Dg o, .
E = Px Cv E + EleVK
1) —X = (1—E)V2Tg + ET divvg + ——% CV2E
Dt CoxPx X .K X Cox Pk
Dvg . : Mg i
pxE—— Dt = ,EVivp + prdele + 3 Egraddivv,

przy warunku plywania krysztalow wewnatrz p_rzesyconégo roztworu

Dvg Dv
E By =
gdzie

3

ot

D i .
Bt =3~ vggrad + (suma odpowiednich operacji gradientowych) [13], [2—

)
@
)
@

8].
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Podobnie jak w rozdziale 2.3. istotne jest oparcie rozwazan na definicji pol wirowych
[14— 16}, [2—8]: |

DEFINICJA D2. Istnieje taki wektor By, wektor potencjal pola przeplywu fazy
krystalicznej, taki ze vg = rotBg oraz divrotBg = 0

i jako konsekwencjg uzycia DEFINICII D2 dla uktadu (II*) mamy:

— dla p6l potencjalnych

JE Dy (
_—= = CVzE ’ 1
ar%r) "o ?
h _
Tx _ _ _*& (1—-E)V2Ty + H.Dg cy2p, @
ot CoxPK Cox Pk

Uktadu (I1*7) dotyczy nastgpujaca uwaga:

Uwaga U4. Operacje teorii pAola gradMgradE = 0 oraz grad VeradT, = 0 co
oznacza, ze gradM A gradE a takze gradV d_ gradT zgodnie z teoria
- pol potencjalnych, przy czym [14—16]:

1\7I=—D—" oraz V= — Ax

Px CpxPx

(1—E).

Do réwnania (I1%72) stosujémy teraz reguly matematyczne [1]

oH aT E

pxE 5t PxEcpk_af + H, pg ot )

oraz dla warunku braku zrédet zewngtrznych [1]

HK = cpKTK' ‘ (4)
Na bazie tych regul matematycznych uktad (II%?) przyjmuje nowa postac:
H,0E H,D
— — = —<_ECV?E _ m
Cpx ot Cpx Pk
an?)
oT H, JE A H.D
TE e o - K (1-E)V2Tg + ——X CV2E. {0
ot Cpx Ot CoxPK. CpxPx

Nastepnie odejmujemy rownanie (I1371) od réwnania (I1372) daje wynik

E D :
= = p—: CV:E ‘ )]
(IIgP) . ,a_r_’E = E‘_IB_K CV2E (2)

ot CpK Px
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5Tx _AK
olk = 1—E)V2Ty, 3
ot CPKPK.( W ' @
— dla pola wirowego
DE .
DT .
Dvg : 2 . . . Nw : | |
pxE Bt = 1wEV23vg + pgEvgdivvg + 3 Egraddivvg ®)

przy warunku plywania krysztalow wewnatrz przesyconego roztworu

Dv
pB B = CU-B) o ®
gdzie
D 9 |
e = 5 — Vegrad  [13], 28]

3. ANALITYCZNE ROZWIAZANIE KONSTYTUTYWNEGO
ROZL.OZONEGO PARAMETRYCZNIE MATEMATYCZNEGO MODELU
DLA PROCESU CIAGLEJ KRYSTALIZAC)I MASOWEJ

A% ISTNIENIE WARUNKOW POCZATKOWYCH

1°, Proces zarodkowania pierwotnego.
1°.1. Funkcje Zroédlowe dla zjawiskowych rozwiazas.

Calkowanie ukladu réwnan rdzniczkowych zwyczajnych wzgledem czasu (I%)
w przedziale czasowym [0, ¢) po uwzglednieniu Uwagi Ul daJe mozliwos¢ otrzyma-
nia funkc_]l Zzrédlowych [2—8]:
— z rOéwnania (I51) dla stezenia

CH9) = C, — fv,,iG dt | )

— z réwnania (152) w oparciu o Uwage Ul dla temeratury

c()

C za$ C=(¢) jest deﬁniowal_le wzorem (1) )
0

T = T, - %’m

I 4

— z réwnania (I53) dla pola wektora predkosci roztworu

vi() = v, + gt 3
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“Otrzymane funkcje Zrodlowe [C*(z), T*(f), v*(¢)] sa powiazane z odpowiednimi

zjawiskami wewnatrz Qp,, p6l potencjalnych i pola wirowego i tworza zrédlowy

wektor stanu w punkcie Z(x, y, z, ?).

1°.2. Zjawiskowe rozwiazania dla pol potencjalnych

1°.2.1. Dyfuzyjny transport steZenia roztworu (zmienny punkt Q(, 1, B, 1)).
Rozwazmy dyfuzyjny transport stgzenia roztworu o postaci s 1) przepisanej

tutaj jako

aC X
5 —DV:C =0 16))

Funkcja stezenia moze byc przedstawiona nast¢pujaco
Clx,py,2 0 = U(x, ., 2) C(2) 2.
i posta¢ rownania (2) przeksztalca posta¢ rownania (1) do ukladu réwnan

2U  #U 82U
+o— +

dx2 dy? 222 + AU =0 3)
oraz ' _ :
dC — _
P —‘}.DCC @

W oparciu o TWIERDZENIE TW3 w Czgéci I [1] warunki brzegowe na brzegu
F(45.9: lementu objetosc—czas Q 25,9: 52 rOWne zero

U@, y, 0) U(a, y, 0)

U(x, 0,0)|=0 oraz | U, b, 0) | = 0. (5)

U@, 0, 2) U@, y, o)

Wprowadzamy teraz forme¢ postaci funkcji U(x, y, z) napisang ponizej
U(x, y,2) = X(x) Y(») Z(2) (6)

do rownania (3) przeksztalcajac to rownanie do postaci

X"49K = 0, [X(0)7] X ()
YUY =0, [ YO |=0 and| Y(®)|=0 %)
Z'49Z =0, | Z©) 2@ |

.Rownania rozniczkowe zwyczajne (7) wzgledem wspolrzgdnych przestrzennych maja
rozwigzania
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X(x) = sin ﬂa’" 3

[
g
~<

®

I1 I1 \2 :
Y0) = sin =2, u=@}) ®)
. kllIz kIT \2
Z(Z) = sin 'T’ ? = (T) ’
przy czym osiagaja wartos$ci wlasne
nlI\2 (mII\2 (kII\z2
An,m,k =\ +H— +|—
a b c
oraz funkcje wlasne
Upmk = Ay mi Sin an sin mfy sin kIch . (10)

W rozwazaniach naszych niezbedne jest uwzglednienie nastgpujacej uwagi [15],
[2—-8]: '

Uwaga US5. Amplitudg A, ., mozna wybra¢ z punktu widzenia wymiardw miejs-
cowych ,a, b, ¢” dla czasu ,t”, tak ze norma funkcji wlasnych
U,.m 2 waga rowna 1 (jeden) jest rowna 1 (jeden).
Réwnanie normy ma postac [15, [2—8]:

abe a b c

N,= f f JU,{M dxdydz=AZ,,, I sinz "T* 4y f sin? -’”bﬂ' dy f sin? 2 4,21 ()

(4
000 0 0o 0

Ze scatkowania réwnania (11) mozna otrzymac warto§¢ amplitudy A, »

/ 8
An.m.k = Zb_é' (12)

Funkcje wlasne przynalezne do stalego punktu Z(x, y, z, f) sa wigc

8
I £ = ——W » Js
Unmsl 7. 9) = [ W 7.9 (a3
gdzie
. nllx . mIly . kllz
W(x, y, z) = sin . sin 5 sin S

za$ dla punktu zmiennego Q(¢, 7, B, 1) funkcje wlasne maja postaé
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Upmsleo 1, B) = |- W &1 B) 14

W(és 1, ﬂ) = sin nZé sin mIbIﬂ sin kIZﬂ .

 przy

Po scalkowaniu konsekwentnie do procedury rozwiazywania réwnania

C(O) = DEppeinmsdst as)
gdzie
D, = j f f f W, 1, B)dedndp a9
oraz
W(, 1, B) = sin "Zf sin ”‘f” sin kl_cm .

Dla pelno$ci rozwazan przepisujemy ponowme funkcje zrodlowa stezenia, wzor
(1°.1.1): ‘

) ='co - fv,,Gdt. | (17)

Caloé¢ powyzszych rozwazaf pozwala sformulowa pelne rozwigzanie zagad-
nienia transportu stezenia krystalizujacego roztworu w strumieniu dyfuzji roz-
twor — roztwor:

c@ 1 = f f J f { DS e inmaretd S W(x,f,y,mZﬂ)}((Co—

-7t

_ J Vn_Gdt)dqudﬁdr, | s

gdzie W(x,Eym:z.8) = Wix, y, W(¢, n, B).
Cze§¢ rozwiazania (18) miedzy nawiasami {} jest zjawiskowa funkcja Greena dla
zjawiska dyfuzyjnego transportu steZenia roztwor —roztwor:

$a(Z,1;,Q,7) = {Z D¢y € ~HnmiDeli=7) ai W(x.Liymiz, ﬁ)} (19)
nwel

m=]
k=1
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Wiasnosci funnkcji Greena (19) odpowiadaja stalemu obrazowi wzajemnoéciowemu
dla punktéw [11—12], [15}:

Z(x, Y, 2, t) € > Q(€5 n, ﬁ’ T)

€ Qo Staly wzajemnoSciowy obraz. € Qp,

(20)

1°.2.2. Transport entalpii w strumieniu dyfuzji roztwér — roztwoér
(zmienny punkt Q(&, 1, f, 7)) _
Postaé wyjéciowa zagadnienia tematowego z przepisywania réwnania (I1472) jest

or H, 5
C i C—p D V2C. a
Rownanie zrédlowe dla rownania tematowego (1) ma postaé
| | dT  H,dC .
PR @

i to rownanie zrédlowe pochodzi z kombinacji réwnania (1) oraz nastepujacej
postaci rownania dyfuzji st¢zenia roztworu

—¢°~ = —<DV=C. 3)

Na bazie réwnania (1) oraz réwnania (3) mozna napisaé
H, oC or H
=C—

c ot ot p D V4G, @
ktére moze by¢ transformowane do postaci
T H,/oC
_— = E 2
C P ( o DV C) | o)
oraz dodatkowo
H, oC S
C_ —C— = 0T. “~ (6)

Odpowiednio do rozwazan rozdzialu 192.1. rozwigzanie problemu dyfuzyjnego
transportu entalpii roztwor —roztwor jest dane wzorem:

f f f f { o—inmiDei—) 5 w(xéy,n,zﬂ)}
po!
]. | )

<c,,'- f ‘VBGdt)dédndﬂdr -

TZ, ) = T,(Z, t)+—[ln

nC,
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W rozwigzaniu (7) obowiazuje taka sama funkcja Greena jak dla dyfuzyjnego
transportu stgzenia w roztworze — wzor (1°.2.1.19).
1°.2.3. Zmiany temperatury od przewodmctwa cieplnego roztwor —roztwor (zmien-
ny punkt Q(¢, 1, B, 7))

Rozwazania zaczynamy od przywolama pamig¢cia rOwnania przewodnictwa
cieplnego w postaci jednorodnej (1%73)

or i, ;
92 _Leyer = . .
i~ vT=o 9
Wprowadzajc funkcje temperatury
T(x, 5,2z, 80 = V(x, 5, z)T(®) )

transformujemy rownanie (1) do postaci ukladu réwnat
0’V .0*V  9*V
+ +

LAV =0 3)

oxz oyt | ozt
oraz

dT -

Tt,“_c,,C(t)T"' @)

W oparciu o TWIERDZENIE TW3 w Czesci I [1] warunki brzegowe na brzegu

" Fapsy: clementu objetosé—czas Q) sa zerowe — pordwnaj rozdzial 1°.2.1.

W konsekwekncji powtOrzenia rozwazan jak dla rozdzialu 1°.2.1. wartosci wlasne

maja postac
' nll\z mIl\2 kIT\2 .

Odpow1edmo tez do rozwazah rozdziatu 1°.2.1 otrzymujemy funkqe wlasne:

—dla stalego punktu Z(x, y, z, 1)

/| 8 ' :
V/ln.m.k(x» ¥, z) = EC W(x' ¥, 2) ' ‘ (6)

przy czym W(x, y, z) jest okre§lone w rozdziale 1°.2.1.
— dla zmiennego punktu Q(¢, 1, B, 1)

Vsl B) = [ WEnp )

przy W(&, n, B) podanym w rozdziale 1°.2.1.
Po scatkowaniu rownania (4) otrzymujemy

lc
T(®) = DF,. e *nm k510 ®

gdzie V funkcja



394 . W. Niemiec = " Kwart. Elektr. i Telekom.

DOl = f e
: C, — | VpGdt

za$ stala calkowania w rownaniu (8) ma postac

_ 5 .
Dims = IIITO /;b_é W, 1, B)dcdndp. - O
Q, ' ’

Z rozdzialu 1°.1. przepisujemy wzor na'funkch zrédlowa temeratury reakcji zarod-
kowania pierwotnego jako — wzor (1°.1.2)
H

T:() =T, — :—Bln

I 4

@)
o |

(10)

0

Rozwazania powyzsze pozwalaja sformulowa¢ pelne rozwiazanie zagadnienia zmian
temperatury od zjawiska przewodnictwa cieplnego roztwor —roztwor

T(Z, ¢ = IJ:[[{ Y DI e, m,kfp”("'"’ 8 W(xfy,n,zﬂ)}
piant!

[To Hy In

P

C*(@)

0

]dcd dpdz (11

gdzie W(x,£; y,ﬁ,z,ﬂ) — patrz rozdzial 1°.2.1.
Rozwiazanie dane rownaniem (11) bazuje na funkcji Greena dla zjawiska przewod-
nictwa cieplnego roztwor—roztwdr w postaci

G;,,(Z,t;Q,T) = { Z Dn,mk e, m, k c’, [J(l_t)] z W(x,f V1, Z, ﬂ)} (12) |

ne=]1
m=1
k=1

odpowiadajacej stalemu zjawiskowemu obrazowi dla punktéw [11—12], [15]

Z(x, Y, Z,bt) - ) — Q(é’ 1, ﬁ, 1")

€ Qpeye Staly wzajemnosciowy obraz. € Qp,

(13)

1°.3. Zjawiskowe rozwigzanie dla pola wirowego

1°.3.1. Pole wektora predkosci roztwor —roztwor (zmienny punkt Q’(€’, #’, ﬁ’, r‘)).
Rozwazania nasze zapoczatkujemy od przywolania do pamigci uktadu réwnaf

rézniczkowych czastkowych w formach pochodnych sledczych dla pola wirowego

I w postaci
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%Ct_i = — Cdiw 7 )
DT : |
C _ﬁt_ = — Clevy )
cD¥ - vy — Cvdivw + I graddivy G)
Dt ™ 3
g;dzie
D |
Dt = ot + vgrad  [13,[2-38].

Roéwnanie (1) przemnazamy obustronnie przez wektor LV’ i stosujemy w row-
naniu (3), ktére nastgpnie przeksztalcamy do postaci
' _Dv DC n
e Y — = 2 hhd i

CDt Y .n.wV v+ 3 graddivv. )]
Na bazie stalodci obrazu wzajemnoéciowego — stale wymiary ,.a, b, ¢” wyniklego
z zasady wzajemnosci-dla izotropowych i anizotropowych niejednorodnych osrod-
kéw [11—12], réwnanie (4) rozkladamy na czgs¢ statyczng i dynamiczng. Nalezy
przy tym zwrdcié¢ uwage: . : :

Uwaga U6. Cazgéci statycznej w zapisie odpowiada Qseyemo = Qape, zad czesei
dynamicznej Q). Dla réwnania (4) oba zapisy sa rownowazine
[11-12].

Kontynuujac dalej rozwazania:

n,V3v + %‘—" graddivv = 0 %)
oraz |
Dv DC :
Konsekwencja uzycia matematycznej reguty [14], [16]
' _ rotrotv = graddivv — V2v ' @)
"do rownania (5) jest modyfikacja tego réwnania do postaci '
(nw + %‘-")graddivv — g rotrotv = 0 ®)
Nastepnie transformujemy réwnanie (8) do postaci _
, V2y = 0 = « graddivv — frotrotv o 9
gdzie A
Nw

a=n,+% oz f=n,
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W stanie statycznym, dla ¢ = 0 kazdy punkt o stalych wspoétrzednych Z(x, y,
z, )=Z(x, y, z, t=0)=Z(x, y, z, 0) posiada pole wektora predkosci Vo(x, », z,
0)=v,, za$ rozklad statyczny pola wektora predkosci jest dany wzorem

W@ 0 = v 220 = [ @ QWQ) dfarap ()

Uwaga U7. Przy zjawiskowych funkcjach Greena zapis punktu dla stanu statycz-
nego moze byé Z(x, y, z, t; t=0)=Z(x, y, z, 0) a stad mozna napisac
VolZ; t=0)=v,(x, ¥,z ¢; t=0)=v,(x, , z, 0)=v,, lub tez konsekwen-
tnie dla =0 zachodzi Z(x, y, z, 0) a stad vo(x, y, z, 0)=v,.

Réwnanie (10) jest wazne dla nastgpujacych przypadkéw tensora Greena dla

clementu statycznego Q, b Yoztworu [16—17], [2—8]:

— przypadek. izotropowy, Dodatek 1

IF(Z,Q')=TI(Z, Q). 11)
— przypadek anizotropowy, Dodatek 2
I (Z, Q') = Lu(Z, Q). (12)

Kontynuujac nasze rowazania bierzemy do dyskusji dynamiczna czeéé pola wektora
predkodci ,,v” zwigzana ze wspolrzedna czasowa ,t” dla Q,; ,, tak wiec

Dv DC
Rownanie (13) jest nastepnie scatkowane do postaci _
' In|N| — |C| = In|v| (14)
i ostatecznie ‘
C(t
vy =<9 as)

1 .
gdzie: C*(f) — funkcja Zrédlowa dla stezenia w punkcie Z(x, y, z, f) dla x=a, y=5,
z=c, porbwnawczo do wzoru (1°.1.1)

. t .
C:) = C, — f V,Gdt, 16
za§ N, — stata calkowania przyjeta tak, ze N, = v(Z, 0) dla postaci rébwnania (10.
Nalezy uwzglednié ponadto, ze dziala jeszcze funkcja zrédlowa - pola wektora
predkodci roztworu dana réwnaniem (1°.1.3) posiadajacym postaé '

Vi) = v, + gt. . a7

Calos¢ rozwazan tego rozdziahi pozwala sformulowaé pelnq postaé rozwigzania dla
pola wektora predkosci roztworu w postaci
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- t ’ t—(t—1) '
v(Z, 1) = f f f I {F}—[Co— f v,,Gdt]rz’(z, Q’)}(vo+gr)d€’dn’dﬁ’dr. s)
1
0 4 (1] '

Dla réwnania (18) funkcja Greena pola wektora predkosci ma postaé

: t»(t—z)
Gz, & Q',r>={1—j— [co— f VBGdt]ra"’(z, Q')}. (s

WzajemnoSciowa interpretacja punktow o stalych i zmiennych wspélrzednych moze
by¢ zapisana w nastgpujacy sposéb [11—12], [15]

Z(x, Y, z, t) — > Q'(f’a 7”: ﬁls T)

S 20
€ Quisey Staly wzajemnosciowy obraz. € Qp, _( )

1°.4. Kompletne rozwigzanie dla procesu zarodkowania pierwotnego przy obecnosci
warunkéw poczatkowych roztworu
Rozwiazanie kompletne dla procesu zarodkowania pierwotnego przy obecnosci
warunkow poczatkowych przedstawia si¢ przy pomocy wektora stanu o wspolrzed-
nych masa, energia i ped, w stosunku do ktérych sumuje si¢ wplywy poszczegdlnych
zjawisk pol potencjalnych i wirowych. Konsekwencja uzycia wynikéw rozdzialow
"A°.1.°.1.—AP".1°.3. jest nastgpujaca formula kompletnego rozwiazania [2—8]:

Kompletna postac Funkcje Zrodlowe w punkcie
rozwigzania Z(x, 3,2, 1)
Stezenie Obnizenie st¢zenia
(formuia A°.1°.1.1)
Temperatura = Obnizenie temperatury +
. (formuta A°.10.1.2)
Pole wektora Przyrost pola wektora predkosci
predkosei (formula ‘A°.10.1.3)
Dyfuzja Przewodnictwo cieplne
Q- Z Q—-Z
Zmiany stgzenia . | »

(formula A°.1°.2.1.18)

Zmiany temperatury Zmiany temperatury
(fomutla 1}°.1°.2.2.7) (formula *A°.1°.2.3.11)

+ +

Pole wektora pedkosci
QU-2z
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Ciaglos¢ steZzenia ] * _ wspolrzedne, w ktérych nie ma zwigz-
(formula A®.1.°3.1) - . kéw miedzy zjawiskami fizykalnymi.
Ciaglos¢ temperatury - m . ‘

* | formula A°.19.3.2)
Zmiany pola wektora predkosci
(formuta A°.1°.3.18)

29. Proces wzrostu krysztalow
2°.1. Funkcje zrodlowe dla zjawiskowych rozwigzan
Dla otrzymania funkcji zrédlowych odpowiadajacych ekwiwalentnej reakcji
wzrostu krysztatow sprowadzonej do punktu K (x, y, z, ¢) calkujemy ukliad réwnan
rozniczkowych zwyczajnych wzgledem czasu (II5) w przedziale czasu [0, t) odpowie-
~dni do Uwagi U2:
— z rOwnania (IIS 1) dla ulamka -objetosciowego fazy krystahcznej

E() = [Egle™ )

gdzie S = ——pG—K Gy oraz S — wielko$¢ stala lub parametrycznie zmienna odpowied-
.o K
‘nio do prcesu zarodkowania pierwotnego, st¢zenie roztworu.

— z rbwnania (115.2) dla temperatury krysztalow

TE() = Tro + 5K 51 | @

Cox

— z rownania (I1%.3) dla pola wektora predkosci krysztaléw

C() [l—E"(t)]} . -

k
Vx(t) = Vxo -+ {1+ | pKEk(t)
gdzie: C*(#) oraz EX(f) — dzialaja niezaleznie od Zrédla pola wektora predkosci
krysztaléw wewnatrz przesyconego roztworu.

Uwaga U8. Obecno$¢ funkcji zrodlowej C#(f) we wzorze (3) odpowiada teorii
wzrostu krysztalow, ktora twierdzi iz wzrost krysztalow polega na
powstawaniu zarodkéw pierwotnych na powierzchni krysztalow. We
wzorze (3) elementy C*(t) oraz E¥(¢) sa narzucone jako niezalezne od
vk(f) w zagadnieniach lokalnych, natomiast podlegaja catkowaniu
wzgledem czasu w rozwiazaniach globalnych ,zjawisk fizykalnych
predkoéci roztwor —krysztat [1].

Warunek plywania krysztaléw wewnatrz przesyconego roztworu uzupelnia row-

nanie (3): _

ESE = ca-p 3. @

F unkc_]e zrodlowe [EX(0), T&(D), vi()] tworza zrédlowy wektor stanu w punkcie K (x,

¥, z, ) oraz sg zwiazane ze zjawiskami fizycznymi dla pol potencjalnych i w1rowego

wewnatrz Qg
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20.2. Zjawiskowe rozwigzania dla pél potencjalnych
20.2.1. Dyfuzyjny transport stezenia roztwdr — krysztal (zmienny punkt Q(¢, 7, f, 7))
Rozwazanie rozpoczynamy przypomnieniem réwnania dyfuzyjnego transportu

steZenia roztwor —krysztat (I1%.1) jak nastepuje

J0E

— — =X CV2E = 00. 5 (1)

ot px g ,
Calo§é rozwazan jest tutaj powtdrzeniem procedury rozwigzaniowej z rozdzialu
1°.2.1. dla dyfuzji roztwér —roztwoér w procesie zarodkowania pierwotnego. Wpro-
wadzamy wigc funkcje ulamka objetosciowego fazy krysztalicznej

E(x, ¥, 2. ) = U(x, y, E(®) ©
ktory modyfikuje réwnanie (1) do ukiadu rownan |
20 29U au

.6x2+5— 5‘5+1U—0 3)

oraz

dE Dy - |
@ = A ECE @

W oparciu 0 TWIERDZENIE TW3 w Czgsci I [1] warunki brzegowe na brzegu
F ks clementu objeto$é—czas Qxrasey 52 rowne zero. Otrzymujemy wigc od-
powiednio do rozdziatu 1°.2.1.

— wartosci wlasne » '
nll\2 mlII\2 kIT\2 ‘

— funkcje wlasne dla punktu o stalych Wspélrzqdnych K, y,2 1

_ g |
| U‘n.m.k(xt Y, Z) = EE W(x‘ Y, Z) | (6)
. — funkcje wlasne dla punktu o zmiennych wspolrzednych Q(&, 1, 8, 7)
. [8 -
Un,m.k(€3 1, ﬁ) = —(.Ib_C W(é, 1, ﬂ) . ) (7)

Calkowame réwnania (4) pozwala otrzymac
Dy
E(f) = Dimk e“""‘""xc" ' ®)

Uwaga U9. Przy calkowaniu réwnania (4) stezenie C=C(x, y, z, f) traktuje si¢
jako stale, narzucone przez proces zarodkowania pierwotnego,
C=const.

W réwnaniu (8) stala calkowania ma postaé
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DIne = [[[Eo |55 W& azanas. OY
Q; .

W tym miejscu rozwazan przywolujemy do pamigci funkcje Zrédlowa utamka fazy
krystalicznej z réwnania (2°.1.1)

EX(f) = |E,| ™. (10)

Na bazie powyzszych informacji pelne rozwiagzanie réwnania dyfuzji stezenia
w ukladzie roztwor — krysztal ma postaé

B f M{ ZDnmke—‘"“p e scw(x,c;y,n;z,m}lﬁoleS'dcdndﬂdr (11) -

n-l

Czesc rozwiqzania (11) migdzy nawiasami {} jest zjawiskowa funkcja Greena dla |
dyfuzji roztwor —krysztat

D,
GR(K, Q,r)={ZDmke-““n—C"-ﬂas W(xc,y,nzﬁ)} @)

n=1
m=1
k=1

Wiasnoéci funkcji Greena (12) spelniaja zasad¢ stalego obrazu wzajemnosciowego
dla punktow [11—12], [15): :

K(x, Y, Z, t) - — Q(i’ N, ﬁ: T)

€ Qxubey Staly wzajemnosciowy obraz. € Qp,

13)

20.2.2. Transport entalpii w strumieniu dyfuzji roztwér —krysztal (zmienny punkt

Q(E, 1, B, 7))

‘Rozwigzanie zagadnienia tematowego rozpoczynamy od przypommema row-
nania (I1%72) majacego postac

oT H.D
E X = =X CV2E. €))
ot CprK ’
Réwnanie Zrédlowe dla réwnania tematowego (1) ma postaé
dT H, dE
E——K = ¢
dt c,x dt @

a wynika ono z kombinacji réwnania (1) oraz z nastgpujacej postaci rOwnania
dyfuzji stezenia roztwor —krysztat
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