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W oparciu o réwnanie (1) oraz réwnanie (3) mozna napisaé
EE=E&=@CV_2E, @
cpx Ot ot CoxPx

ktore moze byc przepisane jako

gk _ H. (OB Dy v,p) )
at Cpx at px :
oraz dodatkowo
H_0E
— — = iT,. »
i F = 0 ©)

Powracajac do rowazan rozdziatu 2°.2.1. zagadnienie transportu entalpii w stru-
mieniu dyfuzji roztwor —krysztal posiada rozwiazanie: '

0 = Tat, 0+ 2] j m{

k

4W(x,€;y.ﬂ;z,ﬁ)}IEoles’ dédndfdz]— 1n|Eol] - Q)

Dla rozwiazania (7) obowigzuje funkcja Greena dana rownaniem (12) przy dyfuzyj-
nym transporcie st¢zenia roztwor —krysztal.
20.2.3. Zmiany temperatury od przewodnictwa cieplnego roztwor —krysztal (zmien-
ny punkt Q(¢, #, B, ).

Punktem wyjScia rozwazan jest postaC jednorodna réwnania przewodnictwa
cieplnego roztwé6r —krysztal (I1%73) przepisana ponizej

T, Ag , |
B—X - (— c,,xpx)(l_E)V Tg =0 1)

Dla réwnania (1) wprowadzamy nowa postaé funkcji temperatury krysztaléw
Te( 3.2, 0) = V. 3, 2)Te®) )

i z roOwnania (1) otrzymujemy nasf@pujqcy uktad réwnan

2%V ¢V 9V
5;2—+5y+az+AV 0 ?3)

=2 (1 —_E>TK. @)

CprK

oraz
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Na bazie TWIERDZENIA TW3 z Czesci 1 [1] warunki brzegowe na brzegu
F k(as.): €lementu objetosé—czas Qs 52 rOwne zero — patrz rozdzial 1°. 2 1.
- W konsekwencji takiego podejscia uzyskujemy:

— wartosci wlasne ' :
: nlT\2 mlIl\2 kIT\2

A = | — _ —}. 5

rm.k <a-> +<b)+<c) )

— funkcje wiasne dla punktu K (x, y, z, f) o stalych wspolrzednych

Vamsl7,9) = |- W7, 2 ©

— funkcje wlasne dla punktu Q(¢&, #, B, 1) o zmiennych wspoélrzednych

Vome (& 1, B) = / W, 1, B). NG

Po scalkowamu réwnania (4) otrzymuje si¢

TK(t) — Dz:m,k e l..-.za%;ﬂ.(t)l ' _ . (8)

1

We wzorze (8) stala catlkowania ma postac

8 .
Dl = [[[ 10 [z W n ratanes. ©
Q, '

Funkcja zrédlowa dla przewodnictwa cieplnego roztwér —krysztat ze wzoru (2°.1.2)
o postaci

. gdzie

H
TE(®) = Tgo + = St. _ 10
cpK

Calo$¢ powyiszych rozwazan prowadzi do pelnego rozwiazania zagadnienia prze-
wodnictwa cieplnego roztwor —krysztal

TR, ) = f f | f {5 Drseimsiizsi 2 Wtz
£

-’(Tm + Hex sr> dédndpdz. s
Cox » ‘



TOM XXXIX—1993 Ré6wnania konstytutywne. Czesé I1... ‘ 403

Funkcja Greena dla rozwigzania (11) ma postaé

n=1

G;:;f(K,t;Q,T) = { Z Dnm e—;"' m.ke, l”’!u‘(l 2 ai W(X f,J’:ﬂ,Zrﬁ)} (12)

m=1

k=1
i odpowiada stalemu zjawiskowemu obrazowi punktéw [11—12], [15]
K-(xf y: ‘Z‘ t) — - Q(é’ r” ﬁ’ 1”) (13)
€ Qxibey Staly wzajemnoSciowy obraz. € Qp,

29.3. Zjawiskowe rozwigzania dla pola wirowego
20.3.1. Pole wektora predkosci roztwor —krysztal (zmienny punkt Q' (¢’ n°, B’, 7).
Zaczynamy nasze rozwazania od ukladu (I1¥) majacego postaé

DE .
DT
E Dt" = + ET divvyg )]
DVK 2 . nw M
pxE Dt 1wEV3Vg -+ pgBEvgdivvg + 3 Egraddivvg &)
przy warunku plywania
Dv
px. DK c(l— E) ‘ @
gdzie
D
Di = & — vggrad [13]. [2— 8]

3

Teraz rownanie (1) mnozymy obustronnie przez element ,,pxVg”
nastepnie w rownaniu (3) otrzymujac rezultat '

Dvg DE M ,
—ﬁt’—‘ — VPx oy = 1,EV3vg + 3 Egraddivvg. ®)

i stosujemy je

pxE
Zalozenie o stalym obrazie wzajemnoSciowym w stanie statycznym dla elementu
Q ko) pozwala okresli€ rownanie (5) w postaci uktadu rownan, do ktoérych tyczy sie
Uwaga Ul0:

Uwaga U10. Tre$¢ Uwagi U6 zachowuje wazno$¢ dla rozwazan tego rozdzialu.
Otrzymujemy wigc v

1,EVZvy + —? ¥ Egraddivvg = 0 (6)
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oraz
Dvg DE '

PxE o= — YePx o7 = O ™
Z zastosowania reguly matematycznej [14], [16] _
rotrotvy = graddivvy — V2v, ®)

w réwnaniu (6) otrzymujemy '
(nw + %‘")Egraddivvx — n,Erotrotvy = 0 ©)]

kontynuujac rozwazania réwnaniu (9) nadajemy postaé

V2vg = agraddivvg — frotrotv, (10)

gdzie

&=(W+1’3l")E oraz f = 1,E.
Dla stanu statycznego, przy =0 kazdy punkt posiadajacy wspotrzedne K (x, y, z,
=K(x, y, z,t=0)=K(x, y, z, 0) posiada pole wektora predkoéci Veo(X, ¥, 2, 0)=vg,
za$ rozklad statyczny pola wektora predkosci krysztatow dany jest rOwnaniem

VoK, 0) = veo(x, y, z, 0) = ffjra%(K, Q)vro(Q')d&'dn'dp'der’.  (11)
Q, '

Uwaga Ull. Zawartos¢ Uwagi U7 odnosi si¢ takze do zagadniers wzrostu krysz-
_ talow, a wigc punktu K (x, y, z, #) oraz pola wektora predkoéci I

Statyczny tensor Greena dla elementu Q ks zawiera dwa przypadki [16—17],

[2—-8]}:

— przypadek izotropowy, Dodatek 3

LEK, Q') = Tex(, Q) 12

— przypadek anizotropowy, Dodatek 4
[REK, Q) = Ier (K, Q). (13)

Nastgpna czgS¢ naszych rozwazan stanowi dynamiczna strona pola wektora
predkosci krysztaléw ,,ve” zwwiazana ze wspolrzedna czasowa ,,t” dla elementu

Qresey
Dv, DE

PrE o — kP pr =0 5 (14)

Roéwnanie (14) calkujemy obecnie otrzymujac
_ In|N*| + In|vg| = In|E] 15)
i nastgpnie po przeksztalceniach
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E*(1)
N§ °
gdzie: EX¥(t) — funkcja zrodiowa dla ulamka fazy krystalicznej w punkcie K (x, y, z,
t)dla x=a, y=»b, z=c zgodnie z rébwnaniem (2°.1.1)
E*(?) = |E,|e™ . an

N3 — stata calkowania otrzymywana z réwnania (11) zawierajacego zwigzzek
Ni=v¢(K, 0) dla stanu statycznego.

Do rozwazan wprowadzamy teraz funkcj¢ zrodlowa pola wektora predkosci kry-
sztalow

ve(t) = - (16)

(18)

v’I‘((t) = Vgo + {1 + w}gt

pxE*()

‘1 w ten sposéb mozemy sformutowaé kompletna posta¢ rozwiazania zagadnienia
rozkladu pola wwektora predkosci roztwor —krysztat

z{. _ Rk i
VK((II)C, H= J‘J‘jj‘{'— IEo|esu—z)F2'K s Q')}<vxo+{1+c ("ZEIEk(f:) (T)]}g’r>

d¢’-dn'df'dr . - (19

Uwaga Ul4. Patrz Uwaga Us8.
Przyjmujac istnienie rownowaznej reakcji punktowej wzrostu krysztalow w pun-
“keie K(x, y, z, © otrzymujemy dodatkowe zaleznosc1

oraz
pxE = C(1-E) : . 1)
ktére modyfikuja dynamiczng czgsé rownania tematowego w postaci (14) do:
Dv DE
—E) — — — =0.
CA-E)5; — YxPr 5 = 0 (22
Roéwnanie (22) catkujemy konsekwentnie do poprzednich rozwazan otrzymujac
_ VT
") = 1= [E, ¥R @
gdzie:

N§i —stala catkowania otrzymana z réwnania (11), przy Nj =v.(K, 0),
z(t) — funkcja zrodlowa pola wektora predkosci roztworu, réwnanie
(1°.1.3),
C?(f) — funkcja zrédlowa stezenia dla przesyconego roztworu, réwnanie
(1°.1.1).



406 " W. Niemiec Kwart. Elektr. i Telekom.

- Zalezno$ci (20) oraz (21) modyfikuja funkcje zrodlowa pola wektora predkosci
krysztalow (2°.1.3) do postaci

EF ’ |

Zmodyfikowana przez réwnania (20—24) postac pola wektora predkosci roz-
twor —krysztal moze by¢ zapisana nastgpujaco

t

. ) —VE(t—1) , o EX(@)
vx‘(zl’(,t)»—”J.J.{lenll—lEoles““)|N§Qv£(K’Q )}*<on+{m+1}g >

0 Qp

-d¢'dn'dpids 25)

Uwaga UlS. Patrz Uwaga Us.
Rozwigzaniu (19) odpowiada nastgpujaca funkcja Greena

1 . 1. '
G EK.4Q') = {—, [Eo e Ik (K, Q’)} (26)
@) N3
za$ rozwiazaniu (25) przyporzadkowana jest nastgpujaca funkcja Greena

—vi(t—1)C*(t—1)
pxlal1—E, [ I[N,

EK.6Qe = { ALK, Q')}. e

Oba réwnania (26) oraz (27) dotycza tego samego zagadnienia staloscx zjawiskowego
obrazu dla punktéw [11—12], [15]

K(x, y, 2, ) - Q'(¢¢, ', B, )

_ 28
€ Qxepoy Staly wzajemnoSciowy obraz. € Qp, @8)

30, Rozwiazanie rOwnania roznlczkowego czastkowego dla procesu zarodkowania
wtornego
Rozwazania zaczynamy od przypomnienia w tym miejscu roOwnania roznicz-
kowego czastkowego dla procesu zarodkowania wtbérnego

' B oL -k '
2 = 2 1
npKK,,LvK + 205 0 h[V L+ E > graddle]._ | €))

Funkcja zrodlowa dla réwnania (1) jest poczatkowa wartos¢ wektora rozmiaru
hmowego krysztalu przy jego zderzeniach:

L, = const (warunek nieodksztalcalnosci dla zderzen). )
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W zwiazku ze stalym obrazem wzajemnos$ciowym dla elementu Q,; ., rbwnanie (1)
przedstawiamy jako ukltad rownan:

h[VZL + kk 5 graddle] =0 3)
oraz
B o°L
npKKVLvK + 5 2171( atz = (4)

Stosujac matematyczna regule [14], [16]
rotrotl, = graddivL. — V2L )

do réwnania (3), roOwnanie to przeksztalca si¢ do postaci

h(l +I_c—ic_2>graddivL — hrotrotL = 0. 6)
Roéwnanie (6) mozna przedstawié_ jako
V2L = 0 = & graddivL — frotrotL )

gdzie

k . .
= h(l + E——'Z) oraz ﬁ = h.

Dla elementu Q. W stanie statycznym i o anizotropowych wlasnoéciach krysz-
talu wewnatrz warstwy fluidalnej lub adsorbcyjnej w Dodatku S wyprowadzono
anizotropowy tensor Greena I'Jz (K, Q) [2—4], [6], [8].

Rozwazmy teraz zagadnienie dynamiczne oparte na réwnaniu (4), ktére konsek-
wentnie doprowadzamy do postaci

d’L ~ 2npZK,vi
FE T

Rzeczywiste rozwigzanie rOwnania (8) ma postaé

2 2
L() = L,sin /2”—”“;5"15 t )

Do pelnego rozwiazania réwnania procesu zarod_kbwania wtlOrnego przypominamy
funkcje zr6dtowa w postaci

= 0. ®)

L*® =L, - : (10)
i w konsekwencji otrzymujemy

LK, )= f f f f {L LK, Q) s [/2"”'2‘14"" (- )]}L"(t)df’dn’dﬁ’df- an
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Rozwiazanie (11) poprzez funkcj¢ f(L) stanowi zaktocenie kinetyki Vg reakciji
wzrostu krysztatow i jako takie miesci si¢ w obrazie wzajemnosciowym utamka fazy
krystalicznej — zrédlo masy, procesu wzrostu krysztatlow — wzory (2°.2.1.1-3).
Funkcja Greena dla procesu zarodkowania wtérnego ma posta¢ [11 —12], [15]

GH(K.6Q'9) = {LoTEu, Qsin | [P 9|} az

4°, Kompletne rozwiagzanie dla procesu wzrostu krysztaléw oraz procesu zarod-
kowania wtornego jako zaklbcenia kinetyki wzrostu krysztaléw
W oparciu o zawarto$¢ rozdzialdow A°.29.1.—A0°.293.1. — dla wzrostu krysz-
tatow oraz A°.3.°, — dla zarodkowania wtornego jako zaklocenia kinetyki wzrostu
krysztalow kompletne rozwiazanie tematowego zagadnienia ma postaé [2—8]:

Kompletna postac¢ Funkcje zrodlowe w punkcie

rozwiazania - K@, y. 210

™ Ulamek obijetofciow . [~ Przyrost utamka objetoSciowego fazy ™

fazy krysta.{fczne_] v . krystalicznej (formuia A°.2°.11) oraz
zaktocenie (formuta A°.3°.12)

Temperatura krysztalow “Przyrost temperatury krysztaiéw +

= (formula A°.2°.1.2) oraz zaklOcenie
(formula A°.3°.11)

Pole wekt k ‘ Przyrost pola wektora predkosci
k:’ygzt“;fowm predkoscl krysztalow (formula A°.29.1.3) oraz
- L zaktocenie (formuta A°.3°.11) .
Dyfuzja ' ' Przewodnicywo cieplne
Q-K Q-K
Przyrost ulamka fazy krystahcznej *

(formuta A°.2°.2.1.11)

Przyrost temperatury fazy krystalicznej Przyrost temperatury fazy
(formula A°.2°.%.2.7) krystalicznej *(formula A®.202.3.11)

<4

Pole wektora predkosci
Q -K

Ciaglo$¢ utamka fazy krystalicznej

(formuia A°.20.31.1) :

Ciaglos¢ temperatury fazy krystalicznej

(formuta A°.2°.3.1.2) M
Przyrost pola wektora predkosci fazy krystalicznej

(formula A®.2°.3.1.19) lub (formula A®.2°.3.1.25)

* — wspélrzedne wektora stanu, w ktdrych nie ma zwiazkow miedzy_‘zjawiskami fizykalnymi.
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BO. ISTNIENIE WARUNKOW POCZATKOWYCH I BRZEGOWYCH

1°, Zagadnienie brzegowe dla proceséw sktadowych, procesu ciaglej krystalizacji
masowej
Dla ustalenia postulatow istnienia warunkéw brzegowyzh dla procesow sklado-
wych, procesu ciaglej krystalizacji masowej niezb¢dne jest wprowadzenie nastgpuja-
cych zalozen:

Zalozenie ZG1. Brzeg obszaru przestrzen robocza—czas Qy, jest dany ciagla powie-

' rzchnia Fg,, regularna, zorientowana zewnetrznie wektorem nf,
ktérego cyrkulacja zalezy od zadah sterowania caloScia procesu
ciaglej krystalizacji masowej.

Zalozenie ZG2. Ksztalt powierzchni Fy, przyjmuje si¢ jako prostopadlocienny,
chociaz moze byé walcowy — wspdirzgdne walcowe lub kulisty

. — wspblrzedne kuliste.

Zalozenie ZG3. Na brzegu Fy, okreélony jest brzegowy wektor stanu o wspolrzed-
nych bedacych funkcjami ciaglymi: S(f) — dla masy, U(f) — dla
energii cieplnej, W(f) — dla pedu, dla procesow skladowych
krystalizacji masowej, danych ukladami réwnan (I) oraz (II) z row-
naniem (II1.1).

Zalozenie ZG4. Wymiary pow1erzchm Fyg, sa stale.

Zalozenie ZG5. Uklady rownan (I) oraz (II) z rownaniem (II1.1) sa transformowal-
ne do odpowiednich ukladéw réwnan zrédtowych (I°) oraz (I1°)
z rbwnaniem (II1%.1) na stalym geometrycznie brzegu Fy,.

Zalozenie ZG6. Funkcje zrodlowe na brzegu bedziemy nazywaé ,,FUNKCIJAMI
BRZEGOWYMI”.

Zalozenie ZG7. Zachodza relacje: punktowi Z(x, y, z, f) odpowiada punkt R(x, y, z,
t) € Flup.0: € Fy, zas dla punktu K(x, y, z, f) odpowiadajacycm jest
punkt P(x, y, z, §) € F,; ; € Fr-

1°.1. Proces zarodkowania pierwotnego

10.1.1. Zagadnienia brzegowe zjawisk fizykalnych roztwor— brzeg

W oparciu o TWIERDZENIE TW2 udowodnione w Czgsci I [1] tej pracy, na
bazie zalozen ZG1—ZG7, dla reakcji zarodkowania pierwotnego, uktad réwnan
rézniczkowych czastkowych konstytutywnych stanu (I) w otoczeniu x=a, y=b,
z=c punktu R(x, y, 2, 1) € F{sp.c): € Fy, sprowadza si¢ do brzegowego uktadu réwnan
rézniczkowych zwyczajnych wzgledem czasu

dC V Funkcje brzegowe: C2(¢), Tb(®), v2(¥).
@) C ar _ + 1 U0 ) Uwaga Ul Przy catkowaniu ukltadu (I%)
dt Cp nie obowiazuje wazno§¢ Uwagi Ul.
c¥ — 1w ©)

dt 0
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Warunki poczatkowe na brzegu: Cyy, Top, Vop. ‘
Dla stanu ustalonego warunkéw poczatkowwych obowiazuje ponadto uklad ré6-
wnosci:

C, = Cos . 4)
(Ibi) .To = TOb (5) ‘
Yo = Yop (6).

19.2. Proces wzrostu krysztalow

1°.2.1. Zagadnienia brzegowe zjawisk fizykalnych krysztal— brzeg
Udowodnione w Czgsci I [1] TWIERDZENIE TW2 oraz zalozenia ZG1 —ZG7

pozwalaja na sformulowanie zagadnienia brzegowego dla reakcji wzrostu krysz-

talow, w oparciu o sprowadzenie ukladu réwnaf rézniczkowych czastkowych -

konstytutywnych stanu (II) w otoczeniu x=a, y=b, z=c punktu P(x, y, z, 9

€ K%, 5.c)c € Fr, do ukladu réwnan zwyczajnych wzglgdem czasu

t . »
dE - 1 S,(0) a Funkcje brzegowe: E?(¢), T%(®), v&(2).
dt Px
(*) E dTy = + 1 U, (9 . 2) Uwaga Ul Przy catkowaniu ukladu
dt T CuxPr f (I1*) nie obowiazuje wainos¢ Uwagi
T — w0 o
dt T p  F 0

Warunki poczqfkowe na brzegu: Eyy, T xos, Yxos
Dla ukladu (I1%) nastepujace warunki sa spetnione:

Eo' = EOb (4)
(HM) Th = Tros (5)
Yro = Vkos (6).

1°.3. Proces zarodkowania wtérnego

zachodzi tutaj: L, = const. (1) oraz L, =L, (2)

20 F unkpje brzegowe

2°.1. Proces zarodkowania pierwotnego

Uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych (I?) jest calkowany w przedziale
czasu [0, ¢) dla otrzymania odpowiednich funkcji brzegowych:
— z rownania (I%.1) dla stezenja roztworu

t

CY() = Cq £ f Sc(fdt | Q)
: ' ' 0 ) o
—z réwnania (1°.2) dla temperatury roztworu
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t

| )
() = Tap + jUTc(t)dt, dla Ure() = 505 @
0
—-dla robwnania (I°.3) dla pola wektora predkoéci roztworu
t
vo(t) = vos £ f Woe(ddt, dia Wee() = %% 3)
) .

Funkcje brzegowe (1), (2) oraz (3) generuja odpowiednie zjawiska fizyczne dla pol
potencjalnych: dyfuzja stgzenia i entalpii, przewodnictwo cieplne oraz dla pola
wirowego: pole wektora predkosci w ukladzie roztwor — roztwor, z powierzchni Fg,
do wngtrza Qp,. Brzegowy wektor stanu dzialajacy w punkcie R(x, y, z, £) wedlug
wspolrzednych [CY(#), T8(¢), v*(?)] uwzglednia, Ze

R(x, ¥, 2, 1) € Fiyp € Fyy. @)

20 2. Proces wzrostu krysztalow
Calkujemy uklad réwnan rozniczkowych zwyczajnych(I1?) w przedziale czasu [0,

~ £) dla otrzymania funkcji brzegowych:

— z rbwnania (I1°.1) dla ulamka fazy krystalicznej

t

Ss(0)

E%) = Eq + J‘SEG(t)dt, dla Sy = )]
.0 :
— z robwnania (I1°.1) dla temperatury krysztalow
t .
' Ur, ()
T%() = Txos £ f)dt, Up () = — T 2
x(®) kop L J~ T‘E() dla Uy z(0) CpxPbe(t) )
. 0
— z réwnania (I1°.3) dla pola wektora predkoéci krysztalow
. t
‘ . W, (®)
b — SERAL/ S R
O = v £ [ WonOd e W0 = S5 ®
0

Funkcje brzegowe (1), (2), a takze (3) generuja odpowiednie zjawiska fizykalne
z powierzchni Fy, w kierunku wngtrza Qg,. Sa to zjawiska dla pdl potencjalnych:
dyfuzja steZenia i entalpii, przewodnictwo cieplne, a takze pola wirowego: pole
wektora predko§ci — wszystkie w realcji roztwor—krysztal. Funkcje brzegowe
[E¥(#), T%(), vi(?)] tworza wektor stanu dzialajacy w punkcie P(x, y, z, 1)
podlegajacym relacji: '

P(x,y,z, ) e ¥, €Fg,. ' €))
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2°.3. Zarodkowanie wtérne
Funkcja brzegowa zarodkowania wtérnego ma postaé:

L% = L, )

- przy czym
. L, = Ly @

3°, Rozwiazania zjawisk fizykalnych przy istnieniu warunkdéw poczatkowych i brze-

. gowych dla procesu zarodkowania pierwotnego

3°.1. Rozwigzania zjawisk fizykalnych dla pél potencjalnych

3°.1.1. Dyfuzyjny transport stezenia roztwér-—roztwdr (zmienny punkt Q(¢, 7,

B, ©)). . o

Funkcja Greena dla dyfuzyjnego transportu stezenia roztwédr—roztwédr dla

warunkow poczatkowych ma postaé dana réwnaniem (A°.1°.2.1.19)

G§.(Z, £Q,7)= { Y D, & ~HemtDlt=0) ——aic W(x,é;y,n;z.ﬂ)} 1)
n=|
m=] .
k=1

przy czym stala calkowania jest dana réwnaniem w postaci (A°.1°.2.1.16)

( 8
DS, = f f f Co ([0 WIE, 1, B)dzdnap. @
Q, N .

W oparciu o zalozenia ZG2, p prstopadlosciennym ksztalcie powierzchni Fg,,
funkcje Greena dla poszczegblnych powierzchni maja postacie zwigzane z punktem
R(x, y.z, 1)

- — dla powerzchni ,,xy”

GEPR¥,6Q% ) = { ) Dime i bdi=0 a% W(x.f;y..n)} 3)

n=l
m=1

4 _
DY = f f Cos \/a:b W(x,y.m)dédn @
Fm .

~— dla powierzchni ,,yz”

przy stalej catkowania

)

m=
k=1

e e . 4
GEF(R7,6Q%,0) ={ D3 e~ - _W(y,n;z,ﬂ)} L ®

przy stalej calkowania

D% = H Cos \/g W(y.n;z,8)dndp (6)
Foy:
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— dla powierzchni ,,xz”

s

GE*(R™,6Q%,1) ={ Dg eminen-9 2wy, €,Zﬂ)} ™

——

n
k

Di¥ = ffcob [ W(x,¢;z,8)dEdB. ®)

Funkcja Greena dla calej prostopadlosciennej powierzchni Fg, ma posta¢
GHR.4Q7) = 2[GER™,6Q™7) + GHR™,1Q",7) +

+ GEER™,5Q% )] ®

Dla postawienia pelnego rozwiazania zagadnienia dyfuzji st¢zenia roztwor—roz-
twor, przypominamy sobie: _ ,

— funkcje zrodlowa dla warunkéw poczatkowych objgtoSé— czas, z rOwwnania
(A°.1°.1.1)

przy stalej calkowé.nia

Ci(t) = C, — vaGdt, (10)

— funkcj¢ brzegowa dla warunkow brzegowych powierzchnia —czas, z rOwnania
(B°.2°.1.1)

C¥(t) = Cos + f Sc(H)dt. (11)

W zwiazku z caloScia powyzszych rozwazan pelne rozwigzanie zagadnienia '
transportu stgZzenia w strumieniu dyfuzji roztwdr —roztwdr w obecnosci warunkéw
poczatkowych i brzegowych jest dane wzorem -

t—T

C(Z,R, ) = f iff G8(Z.5Q,71)(C, — | VBGdt)dédndﬁdr +
0 9, ) 0

t—<t

+ § BOEREQDICa + j Se(fdt]dedndpds. @2

o F

30.1.2. Dyfuzyjny transport entalpii roztwor—roztwor (zmienny - punkt
Q& 1, B, ©))-

Na podstawie rozwazan rozdzialu B°.3°.1.1. mozna sformulowaé rozwiazanie
zagadnienia dyfuzyjnego transportu entalpii w ukladzie roztwor —roztwor
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t—->1

T(z R, 1) = o(z H+ c—[lnII if GEMZ4:Q(C, — § VzGdt)dédndpdr] —

P 0 2,

H t
~ 1n|C,[1 + Tos(R, ) + —* [In|f §GHR,5QD[Cos +

P 0 Fy

t—1

§ Scndtldédndpde| — In|Copll. )

We wzorze (1) zjawiskowe funkcje Greena sa okreslane nastgpujaco:

— zagadnienia warunkéw poczatkowych — wzér (B°.3°.1.1.1),
- — zagadnienia warunkéw brzegowych — wzor (B°.3°.1.1.9).
39.1.3. Zmiany temperatury od przewodnictwa cieplnego roztwor —roztwor (zmien-

ny punkt Q(¢, 7, 8, 7)).

Funkcja. Greena dla zmian temperatury od przewodnictwa cieplnego roz-
twor—roztwlr przy istnieniu warunkOw poczatkowych jest dana wzorem
(A°.1°.2.3.12) ' i

G;T»;.(Z,t;Q,T)={ Y D...,.'k e“”*c = ai W(x Eymz ﬁ)}» )

m=l
k=1

dla stalej calkowania podanej wzorem (A°.1°.2.3.9) -

Dimk Hj% | 2be W& 1, p)dedndf )
Q,

© oraz

@] = f ® | 3)
C, — [VyGdt |

0

Dla zagadniefi powierzchniowych wprowadzamy wspolna funkcije

()] = f at @
Cos + 'ISC(t)dt ' ,

i odpow1edmo dla poszczegolnych pow1erzchn1 mamy skladowe ogdlnej powierzch-
mowe] funkcji Greena:
—=dla powierzchni ,,xz”

4 |
GEPR?, 5Q%,7) ={ DIge s, ”“"'“ s Wi, é,y,n)} )

i Ms

1
1
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DIy = UT \/%W(f, mdedn. ©
Frsy ‘

— dla powierzchni ,, yz”

przy stalej catkowania

8

GH*R”,6Q%0) = { Y. Dx%e e 4 be V(¥32, ﬁ)} M
=]
k=1

D% = f f Tos \/EZ—C W(y, B)dndB. . (®)
i .

— dla powierzchni ,,xz”

przy stalej calkowania

G R*,6Q%7) = { 2. DiFe e L = W& Zﬂ)} ®
n=1

k=1

przy stalej catlkowania

D sz

[[a J& we. maces -

Pelna powierzchniowa funkcja Greena ma postaé:
GER,5Q) = 2[GIPR?,6Q%,1) + GRH(R™,5Q¥,7) + :
+ GEF(R¥,5Q%,7)] (11)
Wprowadza si¢ teraz:
— funkcj¢ zrédlowa dla warunkéw poczatkowych z réwnania (A°.1°.1.2), w punk-
cie Z(x, y,z,t)
Cx 0
CO

T = T, ~ - L (12)

4

- oraz

— funkcje brzegowa dla warunkéw brzegowych z réwnania (B°.2°.1.2), w punkcie
R(x, y,z 9

THE) = Top + | Upe(ddt (13)

na sformulowanie pelnego rozwiazania zagadnienia zmian temperatury od zjawiska
przewodnictwa cieplnego w obecnosci warunkéw poczatkowych i brzegowych
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T(Z, R, §) = I J f jG,,,,(z t,Q,T)[ H"ln é(r) ]dfdndﬁdr +
+ f ﬁG%f(R,t;Q,ﬂ [TOb + f UTc(t)dt]dédndﬂdr-  w

3° 2. Zjawiskowe rozwiazania dla pola wirowego

30.2.1. Pole wektora predkosci roztwér — roztwor (zmienny punkt Q' (&', #°, ', 7))
Punktem wyj$cia do naszych rozwazan jest funkcja Greena dla pola wwektora

predkoéci krystalizujacego roztworu w postaci (A°.19.3.1.19) majaca postac:

t->(t—1)
Gh(Z5Q') = {-I% [co - f VBGdt] r¥e Q')} M

gdzie stala: v : _ . v
N, = I‘{f T8(Z, Q')v,(Q")d¢ dn'dp’ @
Tensor Greena zagadnienia tematowego spelnia: _
Fr¥z,Q')=r¢Z, Q') dlaZ=ReFy;,cFy (3)
— przypadek anizotropowy, patrz Dodatek 2
T¥Z,Q") =T¢u(Z, Q') dlaZ = R eFj,,€Fp. 4)
Funkcja Greena (1) posiada nast¢pujace skladowe powierzchniowe

— dla powierzchni ,,xy”

t—(t—1)

[COb + j Sc(t)dt]r ¢(R, Q'g"")} ©)

0

oy 1
GRR™,6Q"" ) = {ny
' 1

gdzie

N = ﬂ ngy(ny, '§n WV (Q'§ﬂ)d€’dn | 6)

Fr.

— dla powierzchni ,,yz”

t-+(t—1)

[Cobi f Sc(t)dt]l" W”(R’z ’"”')} M

. g 1
GW(Ryz:t;Qmp:T) = {Nyz
1
0
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gdzie

Ny = [f TE=R", QP Q"7 )dn'dp’ (8)
Flyl )

— dla powierzchni ,,xz”

‘l-b(l—‘t)

GHR¥ Q" 1) = {le, [COb + I Sc(t)dt]l“g"‘(R"’, Q¢? ')} ®

1
1]

gdzie
N’l'z = Ijrng(sz’ Ql{'ﬁ')vgz(ng'p')dérdﬁl. (10)
. e

W oparcit 0 powyzisze rozwazania pelna postaé funkcji Greena dla zagadnien
powierzchniowych powierzchnia —czas jest:

GE(REQ'D) = 2[GRR™,6Q%" 1) + GH(R* Q" 1) +
+ GE(R=Q%" D] 11)

Kontynuujac dalsze rozwazania przypomnijmy sobie:
— funkcje Zrédlowa pola wektora predkosci roztwor —roztwor dla warunkow
poczatkowych w punkcie Z(x, y, z,f), wzor A°.1°.1.3)

Vi(f) = v, + gt (12)
— funkcje brzegowa pola wektora pedkosci roztwér brzeg dla warunkéw
brzegowych w punkcie K(x, y, z, #), wzér (B°.2°.1.3)
) 3
Vi) = v, £ [W,c(n)dt ‘ (13)
L]

tworzace wraz z odpowiadajacymi im funkcjami Greena pelne rozwiazanie dla pola
wektora predkosci roztworu w obecnosci warunkéw poczatkowych i brzegowych

VZ R, § = | [j GxZ4Q) r)(vo+gr)dc'dn'd¢'dr+f § G¥R,4Q"7):
0 2, 0 Fp

tot

[vey + | W,c(2)dt]dE dn'dE'de 14)

oraz dodatkowo obowiazuja zaleznosci

DC .
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C E = —CTdivv. (16)

30.3. Kompletne rozwigzanie zarodkowania pierwotnego przy 1stn1en1u warunkow
poczatkowych i brzegowych
Procedura kompletnego rozwiazania dla procesu zarodkowania pierwotnego jest
podobna jak przy obecnosci tylko warunkéw poczatkowych w rozdziale A°.1°4.
i bazuje na wektorach stanu o wspolrzgdnych: masa, energia i ped, a uwzglednienie
warunk 6w brzegowych i pamigci brzegowej (proces takze zachodzi na brzegu) daje:

Kompletna postaé Funkcje zrodlowe w punkcie
rozwiazania Z(x,y,z 1)
Stezenie Obnizenie stezenia
(formula A°.1°.1.1)
Temperatura = ObniZenie temperatury +
. (formuta A°.1°.1.2)
Pole wektora | Przyrost pola wektora predkosci
predkosci (formula A°.19.1.3)
Funkcje brzegowe w punkcie Dyfuzja
R(x,y,z 1) Z«<~Q-oR
(Istnieje pamigé brzegowa)
Zmiany stezenia Zmiany stg¢zenia
(formuta B°.2°.1.1) (formuta B°.3°.1.1.12)
Zmiany temperatury ) + Zmiany temperatury +
(formuia B°.2°.1.2) (fomuta B°.3°.1.2.1)
Zmiany pola wektora predkosci *
(formula B°.20.1.3)
Przewodnictwo cieplne Pole wektora predkosci
Z«~Q->R ) Z~Q >R

* Ciaglos¢ stezenia

(formuia B9.3°.2.1.15)
Zmiany temperatury
_ + Ciaglo§é temperatury @
(formuta B°.3°.1.3.14) . (formuta B°.3°.2.1.16)

Zmiany pola wektora predkosci
(formulia B°.3°9.2.1.14)

* — wspélrzedne wektora stanu, w ktorych nie ma zwiazkéw , migdzy zjawiskami fizykalnymi.

*

4°. Rozwigzanie zjawisk fizykalnych przy istnieniu warunké6w poczatkowych i brze-
gowych dla procesu wzrostu krysztaléw.

4°.1. Rozwigzania zjawisk fizykalnych dla pél potencjalnych.

4°.1.1. Dyfuzyjny transport stgzenia roztwdr—krysztal (zmienny punkt Q(, 1,

B, 7))

Funkcja Greena dla dyfuzyjnego transportu steZenia roztwdr—krysztal dla
warunk6w poczatkowych jest dana réwnaniem (A°.2°.2.1.12)
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8

GEEK,5Q;7) = { Y. Dimse” b C‘""—W(x & yn,zﬂ)} M
n=1

m=1

k=1

przy stalej calkowania danej wzorem (A°.2°.2.1.9)

D = mra b W . Bracancs e

Zalozenie ZG2, o prostopadlofciennym ksztalcie powierzchni- Fy, pozwala na
otrzymanie funkcji Greena dla poszczegdlnych powwwierzchni zw1qzanych z punk-
tem P(x, y, z, t)

— dla powierzchni ,,xy”

B @,5Q%1) = {ZDE"’C“"WC“‘” W(x, é.y,n)} BN )

n=1
me=1

przy stalej calkowania

D = H Eos &W(x.é;y,n)dfdn @
Fy,, '

— dla powierzchni ,,yz”

GE("£Q%) = {iDE’z 3D Wy ﬁ)} ©)

przy stalej catkowania

DB = f J Eus f W(.12,8)dndp ®)

— dla powierzchni ,,xz”

0

GE(P=,6Q%1) = { 5 D, omhim 9L W(xézﬁ)} ©

k=1

przy stalej calkowania

D2y = J f Eas f W, B)dLdp. ®
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Funkcja Greena dla calej powierzchni Fy, ma postaé
GE®.6Q7) = 2[GFP (®,4Q"7) + GH®".5Q%,7) + GE(®=£Q% 1] (9)

Przypomnijmy sobie teraz dla pelnego rozwiazania zagadnienia dyfuzji stezenia
roztwor —krysztat:

— funkcje Zrédlowa w punkcie K(x, y, z, #) dla warunkéw poczatkowych
z rOwnania (A°.2°.1.1), w zagadnieniach objeto§é— —czas

EX(f) = |E, e (10)

— funkcj¢ brzegowa w punkcie P(x, y, z, f) dla warunkéw brzegowych Z row-
nania (B°.2.2.1), w zagadnieniach powierzchnia— czas

E’(t) = Ey + ISEG(t)dt' (11)

Tak wigc w oparciu o calo§¢ powyiszych rozwazad mozna postawi¢ pelne
rozwiazanie zagadnienia transportu stezenia w strumieniu dyfuzji roztwor — krysztat
w obecnosci warunkéw poczatkowych i brzegowych

E(K, P, 1) = J ”f GE(K, ,Q,T)IEOICS‘ dfdﬂdﬂdf + .”‘J GH®,5Q1)[Eq +

t=t

+ f Spe()dt]dédndpdr. (12)

0

49.1.2. Dyfuzyjny transport entalpii roztwoér— krysztal (zmienny punkt Q(¢, y,
B, 7).

Rozwazania rozdziahu B°.4°.1.1. daja mozliwo$¢é postawienia rozw1qzama dla
zagadnienia dyfuzyjnego transportu entalpii w ukladzie roztwor— —krysztat przy
istnieniu warunk6w poczatkowych i brzegowych

]+

TxXK, P, )=TrXK, t)+—— [ln e dfdndﬁdt

s

+T xas(P, t)+[ l f ﬁG (PtQ,r)[EOb:; f SEG(t)dt]dédndﬂdr

_ ln,E,] | v(l)
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- Zjawiskowe funkcje Greena dla wzoru (1) sg podane wzorami:
— dla zagadnien warunkéw poczatkowych — wzor (B°4°.1.1.1)
—- dla zagadnien warunkéw brzegowych — wzér (B°.4°.1.1.9),

4°.1.3. meany temperatury od przewodnictwa cieplnego roztwor —Kkrysztal (zmien-

ny punkt Q(¢, 7, B, 17)). ,
Funkcja Greena dla zjawiska przewodnictwa cieplnego roztwoér —krysztal przy

istnieniu warunkéw poczatkowych dana jest postacia wzoru (A°.2°.2.3.12)

A
GrsK,Q,0) = { ) Dnmke Arimz ‘”‘“‘('_ t) W(x &y, ﬂ:Zﬁ)} 1)

m=1
k=1

przy stalej catkowwania, ktéra ze wwzoru (A°.2°.2.3.9) moze byé przepisana jako

DI = [[[ o0 [ Wt n. mracanas @

Qp

] 1
[Jx(t)_ = J[l — —lEole&]dt. | (3)

Przy opracowywaniu zagadﬂiéﬂ powierzchniowych wprowadza si¢ wsp6lna funkcje

[J?c(t)] = f[i— a ]dt. @
Eos F | Sge(ddt-

Skladowe powierzchniowej funkcji Greena maja postacie:
- — dla powierzchni ,,xp”

oraz

Ag
G;':xy(ny’t;Q,énr) = { ZDT xy @ = —Aamg xp‘uz(l-‘t)] 4 W(x f Y, ,1)} (5)

n=l
mm |

D = ([T [ Wee e ©®
F“X,

— dla powierzchni ,,yz”

przy stalej calkowania

mm=|
kw1

v Ag
G;'fl"(P”,t;Q,"ﬁ‘r) = { ZDT:yz .x.,- p‘[-'x.(l z) 4 W(y,n,z ﬁ)} (1)
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D:‘.‘ky f = J:[ T xos \/bEc W(n,p)dndp 2

— dla powierzchni ,,xz”

przy stalej calkowania

Ag

G;‘;xz(sz’t;Q,éﬁt) = {ZDT‘xz -—l....c e Px (- 1) W(x f .y ﬁ)} (3)

n=1
k=1

przy stalej calkowania

wy=ﬂEmJ%wmm@w @
P

Pelna funkcja Greena powierzchni Fp, . /
GIS(P,5Q,0) = 2[Gi(®™,6Q™,7) + G (P, 5Q",7) +

+ GL= (™, 6Q%,1)]. )

Wprowadzamy teraz:
— funkcje Zréodlowa dla warunkéw poczatkowych z rownania (A°.2°.1.2),
w punkcie K(x, y, z, t)

H .
Cox
— funkcje brzegowa dla warunkow brzegowych z rownania (B°.2°.2.2), w punk-
cie P(x, y, z, 1) ’
T = Txos * IUT E(t)dt » @)

Rozwazama powyzsze daja mozliwosé przedstaw1en1a pelnego rozwiagzania zagad-
nienia przewodnictwa cieplnego w ukladzie roztwor —krysztal w obecnosci warun-
kéw poczatkowych i brzegowych

CTK, P, 0 = f f f f GI:(K, £Q, T)(TK() + Hex Sr)dfdndﬂdt +
pK

0 Q

tot

+ J‘ﬁG;‘;S(P’t;QJ)[TKOb_x f UT,E(t)dt:ldfdﬂdﬂdT- (®
0 Fp o
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40,2, Zjawiskowe rozwigzania dla pola wirowego.

49.2.1. Pole wektora predkosci roztwor —krysztal (zmienny punkt Q' (¢',', B'7)).
Punktem wyjsciowym do rozwazan sa zjawiskowe funkcje Greena dla wekiora

predkosci roztwor —krysztal przy obecnosci warunkéw poczatkowych:

— z rownania (A°.2°.3.1.26) funkcja Greena ma posta

G K.£Q) = {E"(t—r) Ni Fa"’x(K,-Q')} @

1

. — z roOwnania (A°.2°.3.1.27) funkcja Greena ma postaé

G (K,5Q") = —vi(t—1)C*(t—1)
2) _

pxln|l —EX(t—1)|N3 X, Q')} )

Do rozwazan bierzemy element przestrzenny wspolny dla rownan (1) oraz (2) jako
statyczny

v 1 .
GHEK.Q) = {ﬁ réxX, Q')} 3
gdzie stala
Ni = UJF’&”K(K, Q" )vko(Q")d&dn’dp’ @
Q, -

oraz odpowiadajace tym zagadnieniom przypadki statycznego tensora Greena sa:

" — przypadek izotropowy, patrz Dodatek 3

IéeX, Q) =Tex(X, Q) dlaK =PeF,, eFp 5)
— przypadek anizotropowy, patrz Dodatek 4
F#X, Q') =TexaK, Q') dlaK =PeF b, EFr- (6)

Funkcja Greena dla przestrzennych zagadnieni (3) posiada nastgpujace skladowe
powierzchowne:

K13 | 1 xyPry. ()T
GEo@=Qe) = {Nixy rZE; Q “)} ()
gdzie stala
N5 = [ TEP@P?, Q%" )v(Q"7")dEdn’ ®

Fro

— dla powierzchni ,,yz”
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vayz VZ. Qmﬁ) — {N”’z I"WEZ(Pyz mﬂ‘)} (9)
vgdzie'stala
| NY* = JI r 6’%’@9’, Q" )vro(Q"*)dn'dp’ (10)
— dla powierzchni ,,xz” " |
Gl QR = {Nl’l" - THEP, Ql{'ﬂ')} (11)
gdzie stala - ' |
| | Ni* = II PP, Q¥ )veo(Q¥)dEdp". (12)

Pelna funkcja Greena dla zagadmen dotyczacych tylko powierzchni moze by¢
zapisana jako

G;th(P;Q’)= 2[(};’xhxy xy;ng’n’) + GvP.;yz(Pyz;Q'n'B') +
+_G}s.“(P“;Q'<"")]. (13)

- Z réwnania (1), widaé, ze czg§é czasowa funkcji Greena dla zagadnien powierzch-
niowych ma postac

G, (5 7) = (B (-1}, (14)
za$ z r6wnan (13) i (14) iloczyn pozwala otrZymaé
Gus (B.6Q'D) = GESPQ)GEEB) as)

Dla dalszych rozwazan przypominany sobie teraz:

— funkcj¢ Zrodlowa pola wektora predkosci roztwér —krysztat dla warunkow
poczatkowych w punkcie K (x, y, z, #), wzor (A°.2°.1.3)

CZ(t)u—E*m]} , 16

k -
V() = vgo + {1+ P

— funkcje brzegowa pola wektora predkosci krysztal—brzeg dla warunkéw
brzegowych w punkcie P(x, y.z, £) z rtéwnania (B°.2°.2.3)

VE(D) = Veus + j'Wv‘E(t)dt (17



TOM XXXIX —1993 R 6wnania konstytutywne. Czgsé I1... 425

otrzymujac na podstawie cato$ci rozwazan pierwszy wariant pola wektora predkosci
krysztalébw w obecno$ci warunkéw poczatkowych i brzegowych — bez warunku

pﬂwania

: . z Rk
e 20| [[[ 035, 66070 (et {1+ SO Ol ey agranapars

pxEX()
0 £
t [add
J‘ ﬁG;f(n(P,t;Ql,T) [VKOb F ‘[ Wv‘E( t)dt]df’dﬂ ‘dp'dr. (18)
0 F‘ o

Uwaga U16. Patrz Uwaga U8.
Drugi wariant wykorzystuje warunek plywania krysztalébw wewnatrz roztworu.
Dla tego przypadku cze$¢ czasowa funkcji Greena ma postac:

. _vb(t—T)Cb(l—T)
Gl {pK1n|1 —EX(t—7)|N}

} oraz NS =v¥(K,0) 19)

Z réwnan (13) oraz (19) otrzymujémy pelng powierzchniowa funkcj¢ Greena:

- Gys (P£Q1) = GEi@®;Q)GE (5 7). (20)

Dla drugiego wariantu zagadnienia tematoWego warunek plywania modyfikuje:

‘ — funkcje zrédlowa pola wektora predkosci krysztalow dla warunk6éw poczat-
kowych w punkcie K(x, y, z, #) do postaci (A°.2°:3.1.24)

' _ pxE*()
V?(’(t) = Vgp + {C—z(t—)m + l}gt 21)

— funkcje brzegowa pola wektora predkosci krysztaléw dla warunkéw brzego-
‘wych w punkcie P(x, y, z, f) dana wzorem (17) do’ postaci

t
Vi (® = Vkos F § W, ce()dt (22)
4 v

gdzie :
‘ W, (9

Ve = G RI-E @]

Dla drugiego wariantu pole wektora predkosci krysztaldow wewnatrz przesycownego
roztworu z uwzglednieniem warunkéw poczakowych i brzegowych daje zapisaé
w postaci wzoru
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, pxEX(7) 1
Ve K P.0) = f I f I 5 0 K.Q ,1:)<vm+{—-zw+ 1}»gt>df dn‘dp'dr+

t—t

I ﬁG?;.su)(P £Q',7) [onb ¥ f CE(t)dt]df 'dy'dp’dr. @3
. oF, '
dla:
%;E = Edivyy (24) oraz E % = ETgdivve  (25)

Uwaga Ul7. Patrz Uwaga US.

5°. Rozwiazanie rOwnania rézniczkowego czastkowego dla procesu zarodkowania
wtornego.
Funkcja Greena dla procesu zarodkowania wtornego przy obecno$ci warunkéw
poczatkowych dana jest wzorem (A°.3°.12)

OhEQ = {1 P, @)l [P gl @)

- przy czym stala L, jest poczqtkowym wymiarem wektora rozmiaru liniowego
krysztatlu.

Zgodnie z zalozeniem ZG2, o prostopadlosciennym ksztalcie powierzchni Fg,,
‘funkcje Greena dla poszczegolnych powierzchni maja postacie zwigzane z punktem
P(x, y, z, ©):

— dla powierzchni ,,xy”

- ) v Xy (~rE s 2n®p 2K v’
GRY®6Q%") = {Ly TBR®™, Q") sinl [FTEEE o]} @

— dla powierzchni ,,yz”

yZ .2 2o YZ? N
GLyz(Pyz ¢ Q:,,p T) — {Lzy FWyz (Pyz lq ﬂ') sinr lz_n__elxgliﬂ_ (t—_'z,') } (3)
| -

— dla powierzchni ,,xz”

| =g e . | [2np K FvE ] '
GH (P™6Q",7) = {Li,‘z PEEEP=, Q) sin| |=PVTE (r—q) } @

we wzorach (2), (3) oraz (4) moze byé

Vg = Vg WzOr (B%4°2.1.18) Iub v, = Vg,) WzOr (B%.4°.2.1.23) (5)
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Pelna funkcja Greena dla zagadniefi powierzchniowych ze wzoréw (2), (3) oraz
(4) moze zapisana jako ,

GE(P,5Q ) = 2[GE (P75 Q%" 1) + GE (P™5 Q"F7) +
+ Gsz(sz,t; Qi§ B’ ,T)]. (6)
Dla calo$ci rozwazan nalezy przypomniec sobie , Ze:
— funkcja Zrédlowa dla zagadnienia zarodkowama wtornego w obecnofci
warunkéw poczatkowych, w punkcie K(x, y, z, £) ma z rownania (A°.3.10) posta¢
réwnania

LK) = L, o

— funkcje brzegowe dla zagadnienia zarodkowania wtbrnego przy istnieniu
warunkéw brzegowych, ma w punkcie P(x, y, z, f) na podstawie réwnania
)B?.2°.3.1) formule

’ L) = LOb- )

Jako wynik powyzszych rozwazan dla warunkow poczatkowych i brzegowych
otrzymujemy -pelne rozwiazanie dla procesu zarodkowania wtornego w postaci

LK, P, 1) =j J:”G%h K,5Q"v)LX(ndé'dy'df'dr+ J ﬁG L@,5Q LY
° 8 - de'dy'dpds. o ©)

Romlqzanle (9) wchodzi poprzez funkcje /(L) w zaklocenie k1netyk1 Vg reakciji
wzrostu krysztalow.

6°. Kompletne rozwigzanie dla procesu wzrostu k.rysztalow oraz procesu zarod-
kowania wtérnego jako zakldocenia kinetyki wzrostu krysztatlow dla warunkow
poczatkowych i brzegowych
Po uwzglednieniu warunkéw poczatkowych i brzegowych, a takze pamieci
brzegowej — proces zachodzi réwniez na brzegu Fy,, rozwigzanie zagadnienia
tematowego dla procesu wzrostu krysztalow zakléconego w kinetyce procesem
zarodkowania wtornego ma postac:

- Kompletna postaé Funkcje zrédiowe w punkcie
rozwigzania . K(x, 5,2z 0
™ Ulamek objgtosciowy B ™ Przyrost utamka objetoéciowego T
fazy krystalicznej fazy krystalicznej (formuia A°.2°.1. 1)

oraz zaklécenie (formuta A°.3°.11)

Przyrost temperatury krysztalow
(formuta A®.2°.1.2) oraz zakioceme
(formuta A°.3°.11)

Pole wektora predkosci Przyrost pola wektora predkosci
krysztalow krysztalow (formula A9.2°.1.3) oraz
(formuta A°.3°.11)

Temperatura krysztatow
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Funkcje brzegowe w punkcie Dyfuzja
P(x, v, 20 Ke<Q-P
(Istnieje pamigé brzegowa)
[ Zmiany ulamka fazy krystalicznej 7 [ Zmiany ulamka fazy krystalicznej]
formula B°.29.2.2) oraz zaklocenie (formula B°.4°.1.1.12)
formula B°.5°.9) .
+ | Zmiany temperatury krysztaléw + | Zmiany temperatury krysztaléw +
(formula B°.20.2) oraz zakiécenie (formuta B°.4°.1.2)
(formuta B°.5°.9) )
Zmiany pola wektora predkosci krysztatow *
| (form. B°.2°.2.3) oraz zakt. (form. B°.5°9) | | E
Przewodnictwo cieplne Pole wektora predkosci
K« QP K Q -P -

B 7 —Ciagioéé ulamka fazy krystalicznej-
(formuia B°.4°.2.1.24)

. - . Ciaglos¢ temperatury krysztaléow
+ (ng‘rm{a‘;“gg%‘jf‘;fg) krysztatow + (formuta B®.4°.2.1.25)
' Zmiany pola wektora predkosci
* krysztalow (formula B°.4°.2.1.18)

lub (formuta B°.4°.2.1.23)

" * — wspolrzgdne wektora stanu, w ktérych nie ma zwiazku migdzy zjawiskami fizykalnymi.

4. WNIOSKI KONCOWE DOTYCZACE ,
ANALITYCZNEGO ROZWIAZANIA KONSTYTUTYWNEGO
ROZLOZONEGO PARAMETRYCZNIE MODELU DLA PROCESU
 CIAGLEJ KRYSTALIZACJI MASOWE)

Calkowite rozwigzanie konstytutywnego rozlozonego parametrycznie modelu
dla procesu ciaglej krystalizacji masowej obejmuje kompletne rozwiazania analitycz-
ne wszystkich jego proceséw skladowych:

— procesu zarodkowania pierwotnego, uklad réwnan rézniczkowych czastko-
wych konstytutywnych stanu (I), :

— procesu wzrostu krysztaléw, ukiad réwnaf rézniczkowych czastkowych
konstytutywnych stanu (II), ’

— procesu zarodkowania wtornego, rownanie roézniczkowe czastkowe wektora
rozmiaru liniowego krysztatu (I11.1), dla nastepujacych przypadkéw,

A% — istnienia warunkéw poczatkowych przy rozwiazywaniach zjawisk fizy-
kalnych,

BO. — istnienia warukéw poczatkowych i brzegowych przy rozwiazaniach Zja-
wisk fizykalnych. v

Rozwigzanie analityczne uktadéw (I) oraz (II) z réwnaniem (I11.1) bylo w pracy
mozliwe dzigki: v ' '
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— wprowadzeniu wspolnej normy N, = 1, a co za tym idzie tych samych
wymiaréw ,a, b, ¢” dla czasu .t w elementach Q,;, oraz Qg dla réwnan
rézniaczkowych czastkowych pdl potencjalnych — dyfuzyjny transport stgzenia
i entalpii, przewodnictwo cieplne,

— konsekwentnie wprowadzonej zasady wzajemnosci dla izotropowych i anizotro-
powych niejenorodnych osrodkéw z pamigciami przestrzennymi i czasowymi, STATY-
CZNEJ 1 DYNAMICZNEJ — dla pola wirowego — pole wektora predkosci [11 —12],

— konstytutywnej dekompozycji uktadow (I) oraz (II) do; — pdl potencjalnych
i pola wirowego, kazdy z ukladow,

— funkcji zrédlowych i brzegowych, kazdy z ukladéw — funkcja zrédlowa
i funkcja brzegowa dla procesu zarodkowania wtornego otrzymywane sa z warun-
k6w technologicznych, Ly= Ly, =const

— wlasnosci ZJaw1skowych funkcji Greena, sploty odpowiednich funkcji Greena
z funkcjami zrédlowymi i brzegowymi, :

— sumowanie  efektow  wektorow  stanur  [funkcji  Zrédlowych] +
+ [ewentualnie funkcp brzegowych] + [z;awxsk pol potencjalnych i wirawych przy

(dla pamieci brzegu)
obecnoéci warunkow poczatkowych i ewentualnie brzegowych]. Pamig¢ na brzegu
i P € Fy, daje istnienie funkcji brzegowych odpowednio dla punktéw R € Fy, w tym
sumowaniu. Zjawiskowe rozwiazania dla pol potencjalnych i wirowych tworza takze
funkcje Greena o nastgpujacych wspotrzednych

—dla (x, y, z, t; E&, %, B® 1; t) — w kazdym zjawiskowym rozwigzaniu,

— punkty: A; Q% A, oznaczaja: A(x, y, z, ) = Z(x v, zt) = K(x, », z, 0),
QR(E*, n®, 8% 1) = Q¢ B, 1) = Q'€ 1', B, ©) zad punkt A, = Z(x=a, y=b,
z=c¢) = K(x=a, y=b, z=c, t) — co odpowiada dynamicznej zasadzle wzajemnosci
o [11-12].

Otrzymane analityczne rozwigzania dla procesow skladowych procesu ciaglej
krystalizacji masowej [18 —19], [9]:

— daja przebieg zmiennych stanu proceséw skladowych od poszczegolnych
zjawisk fizykalnych,

— pozwalaja skonstruowa¢ kompletna informacj¢ dla celow sterowania zjawis-
kami fizykalnymi proceséw skladowych poprzez odpowiednie warunki brzegowe
z punktu widzenia wydajnosci i jakosci krystalizacji,

— pozwalaja na poszukiwanie optymalnego ksztaltu komory krystalizatora
z punktu widzenia przebiegu procesow skladowych, procesu ciaglej krystalizacji
masowej,

— pozwalaja na identyfikacje zjawisk fizykalnych i ich wspolczynnikéw,

— pokazujg wiezi i wplywy pomiedzy poszczegélnymi zjawiskami proceséw
skladowych ciaglej krystalizacji masowej,

— posiadaja praktycznie nieograniczong dokladno&¢ zwiazana z ilo§cia wyrazow
szeregOw rozwiazan analitycznych wzigtych do obliczen,

— bazuja na minimalnej iloéci bardzo prostych pomiaréw podstawowych zmien- -
nych stanu w stanie statycznym, prostych pomiarach geometrycznych i prostych
badaniach kinetycznych.
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Oryginalnos¢ rozwiazan analitycznych dotyczy ich elementow:
- — stalo§¢ wspolczynnikow fizykalnych — dowod Czese I [1],

— konstytutywna dekompozycja ukladow (I) oraz (II) dla otrzymama funkcji
zrodlowych i brzegowych,

— rozklad jednorodnych - postaci ukladéw (I") oraz (II") na réwnania pol
potencjalnych i wirowych,

— przyjecie normy funkcji wlasnych N,=1 dla unormowania amplitud wszyst-
kich funkcji wlasnych, przy analitycznych rozwiazaniach zjawisk fizykalnych pol
potencjalnych, ,
v — przyjecie statosci obrazu wzajemnos$ciowego dla otrzymama rozwiazan czgsci

statycznej i dynamicznej odpowiednio do pél wirowych procesow zarodkowania
pierwotnego i wzrostu krysztalow a takze dla procesu zarodkowania wtornego,

— uzycie funkcji Greena zjawisk fizykalnych dla warunkéw poczatkowych do
konstrukcji zjawiskowych funkcy Greena dla warunkéw brzegowych tych zjawisk
fizykalnych,

— konstrukcja kompletnych rozwiazan ukladow réwnan (I) oraz (II) z roéw-
naniem (II1.1) na bazie sumowania odpowiednich wektorow stanu dla warunkow
poczatkowych i brzegowych,

— uwzglednienie pamigci na brzegu Fy, poprzez wprowadzenie do konstrukcji
kompletnych rozwigzan wektorow stanu funkcji brzegowych: w punkcie R(x, y, z,
t) € Fp, dla ukladu rownan rézniczkowych czastkowych konstytutywnych stanu (I)
— proces zarodkowania pierwotnego oraz w punkcie P(x, y, z, f) € Fy, dla uktadu
rownan rézniczkowych czastkowych konstytutywnych stanu (II) z rownaniem (II1.1)
— proces wzrostu krysztalow zaklocony w kinetyce procesem zarodkowania wtor-
nego. Uwzglednienie pamigci na brzegu Fg, odpowiada zagadnieniu zachodzenia
danego procesu skladowego procesu ciaglej krystahzac_u masowej na brzegu krys-
talizatora,

— dowolnos¢ ksztaltu przestrzeni roboczej krystalizatora Q.

5. DODATKI

DODATEK 1

Statyczny 1zotropowy tenosr Greena dla elementu Q. przesyconego roztworu
[16—17], [2—8]

Tensor statycznych deformacji elementu roztworu ﬁ(,,_,,_c) moze by¢ zapisany
w postaci wzoru
Eikim = 0040+ B(8:10km+ OimOpr)- : 1

Do tensbra (1) przyporzadkowany jest statyczny tensor Greena

Lo @) = g7 | To@ Q)4

ﬂnaoﬂ B @)
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Sktadowa tensora I',(Z, Q') odpowiada operacji [graddivv] i ma postaé szczegolowa

Y=g TXT
Lz, Q) = 5l - 55 ©)

gdzie: I — macierz diagonalna, r — r;—r,, — promien dzialania sil wiskozyjnych
w przesyconym roztworze [m]. '
Skladowa tensora I's(Z, Q') odpowiadajaca operacji [—rotrotv]

, 1 rxr
rﬂ(Z,Q)-_-mI'*'”m_r C))

Wprowadzajac postacie wspolczynnikoéw o oraz f
oz=a+borazﬁ=aprzya=r,worazb=-3-r1w : )

otateczna postac tensora Greena (2) jest nastgpujaca

. 1 rxr
FG(Z’Q)_W[7EI+W—] ©)

dla’ ﬂw — wspolczynnik lepkosci dynamicznej [g—:]

DODATEK 2.

Statyczny anizotropowy tensor Greena dla elementu Q,;,, przesyconego roztworu
[2—8]

Metoda malego parametru mozna wyprowadzié anizotropwy tensor Greena dla
elementu Q. traktowanego jako miejscowa anizotropia. Formula szeregu tego
anizotropowego tensora Greena jest przedstawiona ponizej

FGA(Z’ Q’) =l’:ln(ZsQ’) = l;lp(zs Q') * qu(z:v Q’) kl:lqn(zs Q’) (1)
dla k=1(11)w oraz
I'n(Z, Q") = I'e(Z, Q") @

w — liczba méwiaca o potgdze parametru.

DODATEK 3

Statyczny izotropowy tensor Greena dla krysztalu wewnatrz warstwy fluidalnej lub
adsorbcyjnej — rzadki przypadek [16—17], [2—8] ’
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Biorac pod uwagg, ze dla krysztalu moze zajs¢
A A Fel l
& =d+borazf = dprzyd = n,E oraz b = 3 n,E 1)

W oparciu 0 Dodatek 1 mozna napisa¢ izotropowy tensor Greena jako

1 1 r, Xr :
Y= e 7] 4 KK 9
Fex(, Q) 32Ht1wE[ LR e ] e
. L , . " .. ['Ns
gdzie: 1 — macierz diagonalna, n,, — wspolczynnik lepkosci dynamicznej = b

E = E(x, y, z) — rozklad statyczny ulamka fazy krystalicznej, r, = rg—rg,
— promien dzialania sil wiskozyjnych [m].

DODATEK 4

Statyczny anizotropowy tensor Greena dla krysztalu wewnatrz warstwy fluidalnej
lub adsorbcyijnej [2 — 8]

"~ W oparciu o Dodatek 2 oraz Dodatek 3 mozna napisa¢ tematowy tensor Greena
w nastepujacej formie

FGKA(K’ Q’) =l;ln(K’ Q,) =];Ip(K’ Q') * qu(K: Q') kl:‘lqn(K"Q') (1)
dla k = 1(1)w oraz _
Elp(Ka Q’) = FGK(Ks Q') - (2)

w — liczba méwiaca o potedze malego parametru. Stale do czgsci. izotropowej
~ tensora (1) w postaci (2) bierzemy z Dodatku 3.

DODATEK 5

Anizotropowy tensor Greena dla zagadnieh staycznych procesu zarodkowania
wtornego [2—8§]

Wprowadzamy wspoélczynniki materialowe

-~ ~ ~  hk
& =d+borazf = dprzy d = horaz b =f_3 4
W oparciu o0 Dodatek 4 mozna postawi¢ anizotropowy tensor Greena dla procesu
zarodkowania wtornego ‘
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M, Q') = TH(K, Q) = TE(K, Q) * £,y(K, Q) T oK, Q) @
| przy k=1(1)w, oraz
| FE Q) = [ gk OnE ] o

gdzie tensory I',(K, Q') oraz I'y(K, Q’) sa definiowane w Dodatku 1, dla
warunku r = ry. » '
Pole deformacji Q . dla stanu statycznego przy rozwazaniu procesu wtornego jest

giklm = 004bim + B(Oubim + OimO1)- @
SYMBOLIKA

C — stezenie krystalizujacego roztworu kg/m3
Cs — stezenie nasycenia dla krystalizujagcego roztworu kg/m?3
G, — - stezenie poczatkowe dla krystallzujqcego roztworu, pro-

ces zaczyna si¢ dla C, = Cg kg/m3
Vg — intensywnos¢ reakcji zarodkowania pierwotnego w lo-

kalnym elemencie Q,;, [m, m, m, s] mol/s
G — wlasna masa molowa dla reakcji zarodkowania pier-

wotnego kg/(mol m3)
H, — entlapia wiasna reakcji zarodkowania pierwotnego J/kg
T — temperatura krystalizujacego roztworu ' K
T, -— températura poczatkowa krystalizujacego roztworu °’K
D, — wspolczynnik dyfuzji roztwor —roztwor m?2/s
A —  wspblczynnik przewodnictwa cieplnego roztwor—roz-

twor ' W/m°K)
H. — entalpia wlasna stezenia krystalizujacego roztworu I/kg
¢, — cieplo wlasciwe krystalizujacego roztworu J/(kg’K)
v —  pole wektora predkosci krystalizujacego roztworu m/s
Y, — poczatkowe pole wektora predkosci krystalizujacego

roztworu (od ciaglego mieszania) m/s
N — wspolczynnik lepkosci dynamicznej -Ns/m?
g — stala grawitacyjna m/s?
f(L) — funkcja liniowego rozmiaru krysztalu w kinetyce wzros-

tu krysztalow m?
E — ulamek objgtosciowy fazy krystalicznej wewnqtrz prze-

: syconego roztworu [objetos¢ krysztatu/Q g .

(1—E) — ulamek objgtosciowy roztworu
E, — poczatkowa warto$¢ ulamka objetoSciowego fazy krys-

talicznej wewnatrz przesyconego roztworu
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gestos¢ wlasciwa krysztatu

wektor liniowy rozmiar krysztalu

wartosé poczqtkowa wektora liniowego rozmiaru krysz-
talu

intensywno§¢ reakcji wzrostu krysztaldw w lokalnym
elemencie Q4 [m, m, m, s] :

wlasna masa molowa dla reakcji wzrostu krysztalow
entalpia wlasna reakcji wzrostu krysztaléw

temperatura krysztalow

temperatura poczatkowa krysztalow

wspolczynnik dyfuzji roztwor —krysztal

wspolczynnik przewodnictwa cieplnego roztwér —krysz-
tal

cieplo wlaSciwe rosnacych krysztaldow

pole wektora predkosci rosnacych krysztalow
poczatkowe pole wektora predkosci roznacych krysz-

“taldow (od ciaglego mieszania)

o R=2 ] .-

(ab.o)t

F (a.b.)¢t

p®

ﬁK(a,l;.c): —

F K(a.b.e)t

)
ng

statystyczna liczba zderzefi krysztaléw na powierzchnig
krysztalu :
objetosciowy wspolczynnik ksztaltu krysztalu

funkcja tarcia krysztaléw '

stala Poissona dla krysztalow

. modut Sciskania krysztalu

lokalnie wybrany, rozlozony parametrycznie element
obj@toéé —czas dla reakcji zarodkowania pierwotnego
x=a, y=b, z=cdla czasu ,,t” [m m, m, s}, zjawiskowo
domkniety

zewngtrznie zorientowana powierzchnia dla elementu
ﬁ(a,b.c)l ,
wektor orientacyjny, zewngtrzny, normalny do powierz-

chni F,, majacy cyrkulacj¢ decydujaca o znakach .

zjawisk fizykalnych dla pol potencjalnych i wirowych
przy sumowaniu ich wplywow na okreslone wspotrzedne
wektoréw stanu w bilansach masy, energii i pedu
lokalnie wybrany, rozlozony parametrycznie element
objetos¢—czas dla reakcji wzrostu krysztalow zakléco-
nej w kinetyce procesem zarodkowania wtornego, maja-
cy wymiary x=a, y=b, z=c [dla czasu ,,t” [m m, m, §],
zjawiskowo domkniety

zewnetrznie zorientowana pow1erzchma dla elementu
QK(ab ¢}t

wektor orientacyjny, zewng¢trzny, normalny do powierz-
chni Fgq, majacy cyrkulacj¢ decydujaca o znakach
zjawisk fizykalnych dla podl potencjalnych i wirowych

kg/m3
m

m

mol/s
kg/(mol m)3

J/kg

‘K

K

m?/s
W/m°K)
J/(kg’K)
m/s

m/s

liczba/m?

[kg/m?]?

N/m?

m3—s

m2—s

m3—s

m2—s
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przy sumowaniu ich wplyw6éw na okreslone wspolrzedne
" wektordéw stanu w bilansach masy, energii i pgdu. Cyr-
kulacja wektora n® jest przeciwna do cyrkulacji wek-
toran®. ‘ o o

Qp  — przestrzen robocza—czas dla krystalizatorow m3—s
Fp, — zewngtrznie zorientowana powierzchnia dla Qg, m?—s
n® — wektor orientacyjny, zewne¢trzny, normalny do powierz-

chni Fy,, ktérego cyrkulacja zalezy od zagadniefi stero-
wania na brzegu danym powierzchnia Fy,, bedacy pod-
stawa do okreflenia relacji migdzy cyrkulacjami:

n® « 0@ - nP

& @

- A) —— wazng rol¢ odgrywa proces zarodkowania pierwotnego,

znaki ,, +” w zagadnieniach funkcji brzegowych,

®) — wazne sa proces wzrostu krysztalow zakloécony w kinety-

ce procesem zarodkowania wtornego, znaki ,,+” w za-
gadnieniach funkcji brzegowych.

Wybér wariantu (A) lub (B) zalezy od wymaganych whasnoéci produktu procesu
ciaglej krystalizacji masowe;j.

Uwaga Ul4. 'Elementy Q5.0 012z Q gy 52 Zjawiskowo domkniete tzn. wplywy

1.

2.

3.

poszczegblnych zjawisk na wspotrzedne wektoréw stanu odpowiadaja-
ce tym elementom moga byé rozpatrywane w sposob oddzielny.
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W. NIEMIEC

THE CONSTRUCTION OF CONSTITUTIVE EQUATIONS OF THE CONTINUOUS MEDIUM
FOR THE CONTINUOUS MASS CRYSTALLIZATION PROCESS

PART (II). ANALYTICAL SOLUTION OF CONSTITUTIVE EQUATIONS OF THE CONTINU-
OUS MEDIUM FOR THE CONTINUOUS MASS CRYSTALLIZATION PROCESS
DOCTORAL DISSERTATION — PART II

Summary

Deduced in Part I of this article original constitutive distributed parameter mathematical model for
complete continuous mass crystallization process and containing all its composite processes:

— the primary nucleation process,

— the crystal growth process,

— the secondary nucleation process, :
has been solved in an original and analytical way. Two cases of this analytical solution by:
A° — the existence of the initial conditions,
B® — the existence of the initial and boundary conditions,
for the solutions of physical phenomena of the potential and rotational fields in relations solu-
tion —solution and solution —crystal and the mechanical energies of the crystal have been considered. The
wide scope of applications of the analytical solutions for the separate processes and whole continuous
mass crystallization process was discussed.
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W pracy oméwiono zaproponowana przez autoréw metode optymalizacji paramet-
rycznej z wygladzaniem danych poczatkowych. Do wygladzania wykorzystano estymator
jadrowy cross—validation (krzyzowej walidaciji). Zaproponowang metodg zastosowano do
wyznaczania transmisji uproszczonych. Przedstawiono przyklady stosowania metody.

W pracy przedstawiono wyniki zastosowania metody optymalizacji parametrycz-
nej [1] z wygladzaniem danych pomiarowych za pomoca estymatora jadrowego
cross — validation [3]. W metodzie, zaproponowanej przez autoréw, przyjmuje si¢. ze
dane odpowiedzi obiektu mierzone w dyskretnych punktach czasu obarczone sa
bledami losowymi. Identyfikowane sa wspdlczynniki transmitancji. Przyjmuje si¢
transmitancje mozliwie niskich rzedow. Wykorzystuje si¢ je do projektowania

“suboptymalnych ukladéw sterowania oraz budowy. szybko dzialajacych ukladow

automatycznego sterowania (stad poszukiwanie mozliwie niskiego rzedu transmitan-
cji), a takze w badaniach symulacyjnych. Proponowana metode mozna réwniez
zastosowa¢ do doboru nastaw regulatorow [2].

W metodzie przyjmuje si¢, ze odpowiedZ 1dentyﬁkowanego ob1ektu obarczona
jest bledem losowym o rozkladzie normalnym. Zaklada si¢, ze odpowiedz W mierzo-

"nych punktach t, jest dana wzorem:

7)) = y(8) + e,
gdzie ¢, jest bledem losowym o rozkladzie normalnym, za$ / jest rzgdem przyjetego
modelu. Majac dane #,i j,(t,) (k = 1,2, ..., M; I = 1, 2, ...) oblicza sie estymujaca
funkcje y,(f) wykorzystujac estymator cross—validation CV.
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Estymator ma postag:

M
Y FE)K(e—1)/h)

.VI(t)_ = ‘-lM iy, - ' {0)) |

Y K(@—t)h)

i=]

gdzie funkc_]a K(1), zwana Jqdrem jest gestoscia pewnego rozkladu, a h nazywa si¢
-szerokoscia okna.
W metodzie przyj¢to

0  dlar < —1

K(t) ={ 15(—t2—1)/16 dla —1 < t < 1
0 o dlat > 1,

natomiast szerokos¢ okna 4 jest wybierana metoda cross validation. W tej metodzie,

dla kazdegoi=1,2,...,Midla naturalnego ! konstruowany jest estymator

R0 )K( —t,)/h)
m”(t) = =L ﬁ;‘; s
Y, K(te—t)/h)

Ji
J=1

czyli estymator jadrowy zbudovx;an); na punktach _
(t, 7)), oo (tg—h Fitiz1))s Wizrs Fi(tin1))s -oen (tags Fi(tg))-

Szeroko$é okna h minimalizuje sume kwadratow

M
Y, (Fut) — my(t;, h))z,_

i=1

w przedziale

1 3 max min |£,—1¢;] |..
Mg

Estymator ten wygladza dane pomiarowe i pozwala wyznaczy¢ wartosci funkcii y,(£)
w dowolnym punkcie ¢ € [0, #,,], gdzie #,, przyjmuje maksymalng warto$¢
argumentu z pomiaréw. Jest to bardzo istotne przy matej ilosci punkt()w pomiaro-
wych. Majac dane wartosci w dowolnych punktach mozemy ‘wyznaczy¢ odpow1edz
obiektu. ;

Zaklada sxq, ze odpow1edz obiektu opisana jest funkcja postaci:

F(t, o, a,, ..., 0) = Z 8oy, 0y o5 o) filt, 0y, 0y, i, 0), )

i=1
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gdzie &, sa nieznanymi wspélczynnikami, / jest rzedem przyjetego modelu, funkcje g;
sa dowolnymi funkcjami zaleznymi tylko od a;, funkcje f; sa dowolnymi funkcjami
ciaglymi, ktorych postac i ilo$¢ jest zalezna od rozwiazania roOwnania rézniczkowego
opisujacego rozpatrywany model. Nieznane wspolczynniki «; minimalizuja sume

N o
Z [yi(tj) - F(t oy, &y, .oy )13 ’ 3)
J=1
gdzie N > [, t; € [0, t4,,]), y/(¢;) sa warto§ciami wyznaczonego estymatora jadrowego
w punktach ¢; Chcac wyznaczy¢ nieznane wspolczynniki korzystamy z warunku
koniecznego na istnienie minimum, ktéry w tym przypadku ma postac:

N, : ) oF(t, a,, ..., a
> 2{y; - F(t;, a,, oy, -..a))} ¢ aloz. D _ 0 @)

=1

dlai=1,2,..,1L
Warunek (4) prowadzi do nieliniowego uktadu réwnan. Uklad ten rozwigzujemy
korzystajac ze zmodyfikowanej procedury Taylora—Spatha. Problem doboru war-
toéci poczatkowych przyblized o,(i = 1, 2, ..., [) nie jest tutaj rozpatrywany.
Prezentowana metod¢ zastosujemy do modelu, ktory jest opisany transmitancja
drugiego rzedu. Dla sprawdzenia dokladnosci metody proces bedziemy symulowaé.
Zaklada si¢, ze model jest opisany transmitancja postaci:

yz(s) - 1

x6) . GFa)G+by &)

G,(s) =

Odpowiedz obiektu opisanego transmisja (5) na skokowa funkcje wymuszajaca Jest
nastepujaca funkcja:

1 1 1
W tym przykladzie przyjmujemy @ = 2 i b = 5, wowczas tfansmitancja 5)
przyjmuje postaé: _ A )
7,0) _ 1
x(s) s2+7s+10°

G,(s) =

a odpowiedz (6) postaé:
P® = 01 = (6)e™>* + (/15)e~",

Funkcj¢ y,(¢) rozpatruje si¢ w przedz1ale [0,¢4,,]. ‘WartoSC ¢,,, wyznacza si¢ z za-
leznosci:
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t ¥,(0 7,0 7.0 7.0
dokiadne bez wygladzania | z wygladzaniem
h = 0.766 h = 0.643
p =01 p =02
0.0 0.000 0.000 0.000 0.000
02 0.013 —0.003 0.013 0.013
04 0.034 0.019 0.034 0.034
0.6 0.053 0.046 0.052 0.052
08 0.068 0.055 0.066 - 0.066
1.0 0.078 0.072 0.076 ~0.076
12 0.085 0.082 0.083 0.083
14 0.090 0.093 0.088 0.088
1.6 0.093 0.089 - 0.091 0.091
18 0.095 0.093 0.093 0.093
20 0.097 0.094 0.095 0.094
22 0.098 0.096 0.096 0.095
24 0.099 0.096 0.097 0.096
2.6 0.099 ' 0.097 0.097 - 0.097
2.8 0.099 0.096 0.97 0.097
3.0 0.100 0.097 0.097 0.097
32 0.100 0.100 0.098 0.097
34 0.100 0.097 - 0.098 0.097
3.6 0.100 0.105 0.098 0.097
38 0.100 0.101 0.098 0.097
4.0 0.100 0.100 0.098 0.097

lyc - y(tkan)l <& glee Ye = }im y(t)'

gdzie ¢ jest dostatecznie mala liczba nieujemna.
Zaburzamy y,(f) bledem losowym nalezacym do przedzialu [—p, p], ktory ma
rozklad normalny o odchyleniu standardowym ¢ =0.05, gdzie p jest zadana wielkos-
cia. Przeprowadzono badania dla réznych wartosci p, ktore fizycznie odzwierciedlaja
bledy wynikajace z pomiaréw (dokladnos¢ przyrzadow, doktadnos¢ odczytu itp.).
A wiegc, zaklada sig, ze dane sa warto§ci pomierzone funkcji 7, () w 10 punktach
(M = 10) nalezacych do przedzialu [0,4]. Majac dane (¢, 7,(%;,) (G = 1, 2, ..., 10)
mozna zbudowaé estymator jadrowy y,(¥), a nastgpme obliczy¢ nieznane wspolczyn—
niki a i b, ktore minimalizuja

i t k 1 1 e 1 e by 2
',.=l<y’(f)_ (E)-i_a(a 5 The-a° ))

Dokladno$é uzyskanych wynikéw zalezy od iloSci punktéow pomlarowych (M), od

poziomu bledu jakim obarczone sa wielkoSci mierzone (p) oraz od N. Przeprowadzo-

no badania dla réznych M, piN.I1tak dlap = 0.1, M = 10i N = 20, otrzymano
= 1.98, b = 5.16 transmitancj¢ jest postaci
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7,8 _ 1 @
x(s) s* + 7.1400s + 10.2168° :

Gz(s) =

Natomiast p = 02, M = 10 i N = 20 ofrzymano a =1 98, b = 518
i transmitancj¢ (5) ma postaé:

x(s) ~ ¥ + 716005 + 10.2564° ,

G,(5) =

, Wartoéci odpowiedzi ukladéw oisanych transmitancjami (7) i (8) na skokowa
funkcje wymuszajaca podane sa w powyzszej tabeli.

Wnioski

Proponowana metoda jest szczegolnie przydatna do wyznaczania modeli uprosz-
czonych w przypadku matych iloSci zaburzonych danych pomiarowych. Punkty
posrednie wyliczone sa za pomoca estymatora jadrowego. Uzyty tutaJ do estymacji
jadrowej estymator cross —:alidation daje dobre wyniki.
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A. TRZMIELAK —STANISLAWSKA, J. HALAWA
PARAMETRIC IDENTIFICATION-METHOD WITH SMOOTHING THE INITIAL DATA

Summary

The paper discusses the method of parametric optimization with the smoothing of the initial data.
For the smoothing purpose use is made of the cross—validation kernel estimation. The method propsed is
used for determining simplified transfer functions. Presented in the paper are also examples of using the
above method.
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Warszawa, ul. Towarowa 28. Konto: PBK XIII Oddziat Warszawa nr 370044-1195-139-11. ,,RUCH” S.A.
zapewnia dostawg pod wskazanym adresem poczta ‘zwykla w ramach optaconej prenumeraty.

° ; Da zagranice v

— »RUCH” S.A. Oddziat Warszawa, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28. Konto: PBK XIII Oddzat
Warszawa nr 370044-1195-139-11. Dostawa odbywa si¢ poczta zwykla w ramach optaconej prenumeraty,
z wyjatkiem zlecenia dostawy poczta lotnicza, ktérej koszt w petni pokrywa zleceniodawea.

Prenumerata ze zleceniem dostawy za granice jest o 100 % wyzsza od krajowe;j.

Dostawa zamdwionej prasy nastgpuje:
— przez jednostki kolportazowe ,,RUCH” S.A. — w sposéb uzgodniony z zamawiajacym,

— prenumerata pocztowa — pod wskazanym adresem, w ramach oplaconej prenumeraty.

Terminy przyjmowania przez ,,RUCH” S.A. wplat na prenumeratg krajows i zagraniczng oraz przez Poczte
Polsks (tylko prenwmerata krajowa): ’ ) :

sRUCH” S.A. Poczta Polska
— do 20 XI nal kw. roku nastgpnego —do25XI na I kw. roku nastgpnego
—do2011 na II kw. —do251  nall kw.
—do20V na HI kw. —do25V na III kw.
— do 20 VIII na IV kw. : — do 25 VHI npa IV kw,

Biezace numery moina nabyé w Ksiegarni Wydawnictwa Naukowego PWN, ul. Miodowa 10,
00-251 Warszawa. Réwniez mozma je nabyd, a takie zaméwic (przesytka za zaliczeniem pocztowym)

we Wzorcowni Oérodka Rozpowszechniania Wydawnictw Naukowych PAN, Patac Kultury i Nauki, 00-901
Warszawa. o

UWAGA!

Poczynajac od 1993 r. prenumerate naszego czasopisma prowadzi réwniez Zaktad Kolportazu Wydawnictwa
SIGMA-NOT. Zaméwienia na prenumerate nalezy skiadaé w terminach kwartalnych. Wplata na II pétr.
wynosi 60 000 zt : .

Warunkiem przyjecia prenumeraty jest wplata na konto wartoéci zamoéwionych egzemplarzy. Wplat na
prenumeratg nalezy dokonywaé na blankietach do wplat na rechunki bankowe na korito:

Zaktad Kolportazu Wydawnictwa SIGMA-NOT Sp. z o.0.
00-950 Warszawa nr PBK III O/Warszawa 370015-1573-139-11

Zaktad Kolportazu oferuje réwniez mozliwoéé zamawiania prenumeraty ze zleceniem wysyltki za granice. Jej
cena jest dwukrotnie wyzsza od ceny prenumeraty normalnej, a zlecajacy powinien podaé dokladny adres
odbiorcy za granica. Dodatkowych informacji udziela:
Zaklad Kolportazu Wydawnictwa SIGMA-NOT Sp. z 0.0.
00-716 Warszawa, skr. pocz. 1004, ul. Bartycka 20.
Telefony: 40-30-86, 40-35-89, 40-00-21 w. 249, 295, 299
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Analy31s of additive noise introduced by sampling time jitter
~ in sampling frequency converters
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Received 1993.04.02

Authorized 1993.09.11

Sampling frequency converters are electronic systems aimed to change sampling rate.
In principle they work in purely determistic way but a kind of sampling time jitter (STJ) can
occur in such systems. This STJ is a result of the specific unsynchronized way of sampling
applied in sampling frequency converters and causes errors which can be considered as an
additive noise. In the paper a short analysis of this additive noise is given. It is shown that -
the STJ has as a rule the uniform probability distribution which is the start point to obtain
the additive noise parameters: the mean value and the correlation function. Obtained
results allow also to assess the influence of the STJ on the accuracy of measurements and
signal processing in sampling systems similar to frequency converters like digital oscillo-
scopes with clock controlled sampling moments.

1, INTRODUCTION

In electronic systems with sampling, like digital oscilloscopes, digital waveform
recorders, data acquisition systems, sampling frequency converters [1] and many
others we cannot neglect random unstability of. sampling time. Because of inherent
noise or chaos like phenomena real sampling points are randomly shifted on the
time axis. This shifting is called the sampling time jitter (STJ). The STJ introduces
errors to measurements or signal processing and limits significantly accuracy of
electronic systems with sampling. The paper deals with the STJ caused in sampling
frequency converters by the way of sampling or more precisely by chaotic phenom-
ena present in sampling frequency converters. In the section 2 we introduce shortly
simple mathematical model of sampling with the STJ. In two next sections we
answer the question how the STJ changes statistical properties of the input signal.
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2. MATHEMATICAL MODEL OF SAMPLING WITH TIME JITTER

Assume - the analog input signal f:R—R of the given sampling system is
a periodic, (B(R), B(R)) measurable function sampled in time points t,, t,,...,t,, (in
particular we can have t, = k- At). Let T(t,) be the random variable describing the
random shift of the real sampling point t,+T(t,) related to assumed, deterministic -
one t,. Therefore we can describe the all sampling process by a random sequence
(f(t,+T(t;)))s21- To assess errors introduced by the STJ we have first to assess the
value er(t) ¢ f(t+T(t))—f(t) for a fixed sampling point t (particularly for t,,
t,,....ta). If the signal fis a (B(R), B(R)) measurable function (for instance f is
continuous) then er(t) is a random variable for each sampling point t but its
probability distribution depends on f and is in most cases dlfﬁcult to calculate
exactly.

Denote by #'(A, w,) a set of real band limited (by w,) functions over R with
values in the interval [— A, A)]. The worst case function (i.e. most sensitive to the STJ)
from A (A, w,) is sinusoid f(t) = A -sin (w,t). As a result we have for fe #'(A, w,)

D2(er(t)) = D2(S/t+T(1)) < A2wiD*(T(). @1

"The above error assessment deals with arbitrary sampling system where the STJ is
significant.

A deterministic signal f'R—R can be treated as a stochastic process (Q(t)) ez
defined as Q(t)(w) = f(t) for eacht € R, w € R. Then, we assume in the sequel that
the considered input signal is a random one (Q(t) .x Which is more general approach.
For example in appendix it is shown (theroem A.1) that if the function f:R—R is
periodic then under certain assumptions (not specially restrictive) f can be consider-
ed as stationary stochastic process in the strict sense.

To be formally correct we also assume in the sequel that the input s1gnal is a real,
stochastic process (Q(t)),cx  F ®B(R) measurable (where & =a(Q(t); t € R)).

3. STOCHASTIC PROCESSES WITH TIME JITTER

Assume, we know probabilistic properties of the real measurable stochastic
process (Q(t) cx. In this section we would like to answer the question: how the STJ
described by the real stochastic process (T(t))..z changes statlstlcal properties of the
process (Q(T(t)+1)),.z and of the error process (e(t)) er E Q(t+T(t))— Q(t)ex (i-€)
additive noise caused by the STJ). Hence we would hke to asses influence of the
“continuous jitter” or in other words phase noise on the random signal (Q(t) ez In
the sequel we state properties of the stochastic processes (QEt+T1)) 1er» (€(t)) ex and

‘random sequences (Q(kAt+T(kAt))ez, (e(kAt))4ez, related to uniform sampling of
the random signal with the STJ.

In all theorems of this section we assume that the stochastic process (Q(t)) ez is
a real # sB(R) measurable stochastic process and o-fields # = o(Q(t); t € R) and
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.o(T(t), t € R) are independent, i.e. jitter is independent from the process (Q(t)),cz.
Under these assumptions using theorem A.4 from the appendix we can, obtain
n-dimensional distributions of the process Q(t+T(t)),.x and (e(t)) .z from n-dimen-
sional probability distribution of the process (Q(t));cx i (T(t))scx-

In the case of (Q(t+T(t)),x using formula (3.9) and the theorem A.5 we obtain for
every n € N, every B € B(R") and every vector (t,,...,t,)) € R, t, <t, <...<t,

P(Qt, +T(t,))s Qt, +T(t,),...:Q(t, +T(t,) € B) =
3.0

= [ PG+, Q1) Q1) BR300,
R* ’ : .
where D = (T(t,), T(t,),..., T(t,)). For (e(t)).x the situation is a little more
complicated. Denote by f'a function given by the formula
f:RZ” e (Xl, .yl’ X2, yz""sxn’ yn)_)(xl_yl’ xz_yé""xn_yn,) € R” and by T(t),
-a random variable defined for every t € R by the formula T(t)(w) = t for every
w € . Using theorem A.4 we have

P((e(t,)e(t,), - €(t,)) €B) =P((Q(t, + T(t )),Q(t,).Q(t, + T(t,),Qt,),...QL+ T(t,))e

efTi(B)= f P((Q(x):Q(y,).Q(x,):Q(Y,),---.QX).Q(y.) €

R2n

Ef—-l(B)) PG(d(xpypxz:yZ’-;--sxmyn))=

where G (t, +T(t,),T(t,).t,+T(t,).I(t,),....t,+ T(t,),T(t,)). The random variable
(T(t,),1(t,).... I(t,)) has the one point probability distribution then it is independent
from the random variable (t,+T(t,),t,+T(t,),....t,+T(t,)). Therefore using the -
~ Fubini theorem we have:

= f P((Q(t, +%,),Q(t,).Q(t; +X,),Q(t,)s -, Qs +%,),Qtn)) €
R*

Ef_l(B)) PD(d(Xl,XZ,...,.X,,)), ’ ‘

where D = (T(t,), T(t,),...,T(t,))-

Theorem 3.1 Assume (Q(t)),x is a real, stationary in the strict sense, # B(R) -
measurable stochastic process (where & = o(Q(t); t € R). If a real, stationary the
strict sense stochastic process (T(t)).x (describing sampling time jitter) and the
stochastic process (Q(t)),.x are independent then the stochastic processes
(Q(t+T(t)),ex and (e(t)x are.stationary in the strict sense. If additionally the
stochastic process (Q(t)),x is stationary in the wide sense then the stochastic
_processes (Q(t+T(t))),cz and (e(t)) .z are stationary in the wide sense too.
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Proof. At first we prove that the stochastic process Q(t+T(t)) e is stationary in the
strict sense. To do it we have to show that every n € N, every vector (tl, tyseensty)
eR" t, <t,<...<t,,everyt € R and every B e B(R") we have

P((Q(tl +T(t1))3Q(t2 +T(t2))’- . -sQ(tn+T(tn))) € B) =

= P(Q(t, +t+T(t, +1)),Q, +t+T(t,+1)), ..., Q(tn+f+T(tn+t))) € B).

Indeed, because o-fields a(T(t); t € R) i 6(Q(t); t € R) are independent, then using
theorem A.4 and stationary property of process (Q(t)).cx i (T(t)):cr We obtain

PQ(t, +T(t),Qt, +T(t,)),---,Qtw+T(ts)) € B) =

(3.2)

= | PCQE).QE,)....QE.)) € B) Pe(d(E .- A)) =

o
R’l

where K = (t, +T(t,).t, +T(t,),....t,+T(t,).

= |P((Qet, +I).Q(t,+1,), ..., Qt, +E)eB) Py, 15, ..., T))=
B R"
where D = (T (t,), T(tz) - T(t,).

o

= | P(Q(t,+t+,),Qt, +t+1)),....Q¢,+t+E)) € B) P,({,.L,,....T,) =

o
R"

where L = (T(t, +),T(t,+1),...,T(t,+1)

= P((Q(E1)5Q62)='-°3Q(fn)) € B) PW(d(fl s'fzs"wfn)):
R
where W = (t, +t-+T(t, +0,t, +t+T(t, +1),0..t,+t+T(t,+1)
= P((Q(t, +t+T(t, +1)),Qt, +t+T(t, +1)),...,Qt,+t+T(t,+1))) € B).

In the case of the error process e(t) € Q(t+T(t))—Q(t) our reasoning is similar.
We have to prove that for every n € N, every B € (R"), every t € R and every vector
(t,sts,-.-.t,) € R" such that t; <t, <...<t, the following equality holds

P(Q(t, +T(t,)) — Q(t,)— Q(t, + T(t,) — Q(t,), ..., Qlt,+T(t,))—Q(t,)) € B) =

= P((Qt, +t+T(t, +1) — Q(t, +£),Q(t, +t+T(t, + ) — Qt, +1),...,

Q(t,+t+T(t,+1)—Q(t,+1t) € B). (3.3)
Let f denotes a function defined by the formula:

SRS (X;,%, v X2) > (Xy — X5 X3 — X500 X2n_1 —Xa4) € R” and T(t) for teR are ran-
dom variables given as_T(t cu) t for each weQ then the condition (3.3) can be
written in the following way:
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P(Q(t, +T(t)),Q(t;).Qt, + T(t,).Q( ). QL+ T(1,).Q(t,) € S 71(B)) =
= P(Q(t, +t+T(t, +1),Q(t, +1),...,Q, +t+T(t,+1).Qt,+1) € fT1(B).  (34)

Hence using theorem A.4 and stationary properties of the stochastic process
_ (Q())1er and (T(t)) ez We obtain.

PQQt, +T(E))QUE QU + T(t,)),Q(L,); - Qt, + T (¢, ).Qt) S TH(B)) =
= P((Q(t, +T(t,),Q(T(t,).Q(t, +T(t,).QT(t,).....Qt, + TN QTN
efTi(B)=

- f P((Q(). Q) Q). Q) Qx ) Qe

. R*" ) '

Gf—l(B)) PH(d(xlaylsxl’yzr":xn’yn)): )

where H = (t, +T(t,)),T(t )t, + T(t,) T(t,),...t,+ T(t,),T(t,))

- f PQUt, +%,,Q0 ), +5,),Q0, ) Qs+ %),Q) €

Ran

Ef— I(B))PM(d(x1ay1 X55¥55-- .X,,,y,l)) =
where M = (T(t,),T(t,),....T(t,)T(t,))

- f PQE+t, +50,Q+Y e QE+ £+ X )QLEH V) E

RZII

e fTIBYP AR LYK Ya)) =

= fP((Q(tHl +x,),Qt+y )., Qt+t,+X,),Qt+ Y, ))€
R?n
S7B)) Ps@(x Y e X¥u D)=
where S = (T(t+t,),T(t,),....Tt+t,).T(t,) _
= P((Q(t, +t+T(t, +1),Q(t +t,);....Q +t,+T(t, +1)),Qt+t,))ef ™ *(B))
Hence the formula (3.4) is satisfied which gives as result (3.3) Q.E.D.
Remark. In the similar way we can prove the following modification of the theorem

3.1. If the stochastic process (Q(t))..z satisfies assumptions of the theorem 3.1 and
the stochastic process (T(kAt))iz is a stationary sequence of the real random
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variables independent from (Q(t)).,.x then the stochastic processes (e(kAt))..z and
(Q(kAt+T(kAt))) .~ are stationary too.

From the theorem 3.1 theorems from the appendix we obtain also the following
theorem: o '

Theorem 3.2 If (Q(t)).x is a real # eB(R) measurable stationary process (where
F =0oQ(t); t € R)), (T(t)),.x an arbitrary real process describing jitter, and
processes (Q(t)) er, (T(t)) <z are independent then the STJ do not change 1-dimen-
sional probability distributions i.e. for every t € R probability distributions of the
random variables Q(t) and Q(t+T(t) are equal. Hence in particular if Q(0) e L*(Q,
M, P) then E(Q(t)) = E(Q(t+T(t))) for every teR and similarly if Q(0) € L2(Q, M,
P) then D2(Q(t)) = D?(Q(t+T(t))) for every teR.

Remark. If a real stochastic process (Q(t)) .z is continuous and the process describimg

jitter (T(t)) .z is continuous then processes (Q(T (t))) ez, (Q(T(t) +t)) .z and e(t)),.z are
continuous too. It follows immediately from definition of the continuous process.

Theorem 3.3 Assume (Q(t)).z is a real #eB(R) mesurable (where # = o(Q(t));
teR)) stochastic process of the second order with the mean value m(t) and the
autocrorrelation function R(t, s). If the stochastic process (Q(t)),.x and process
describing jitter (T(t)) ..z are independent and the following condition (3.5) is fulfilled

m(t+T(O)),R(E+TE).t+T(E)eLL(Q, M, P) for every teR (3.5)

then the stochastic processes (Q(t+T(t)),cx and (e(t)),.r are second order processes
too and the mean value and the correlation function are given by the formulae -

m, (t) € E(Q(t+T(t))=Em(t+T(t))) (3.6)

R,(t,,t,) a E@Q(t, + Tt NQ, +T(t,)))=ER(t, +T(t,).t, +T(t,) 3.7
m,(t) € Et)=m,(H)—m() (3.3)
Rz(tl,tz)‘EE(e(tl)e(tz)) =R(t,.,t,)+R,(t,,t,)—ER({,t,+Tt,)—ERE, +T(t,)t,)
(3.9)

Proof. of the above theorem is based on the following lemma.

Lemma. If (X(t)).er is a real measurable stochastic process defined for a measurable
space of parameters (T, #) and for every t € T there exists E(X(t)) then the function
Tat—-EX)t)) € R is (B,B(R)) measurable. :

The simple proof of this theorem will be ommitted.

Corrollary 3.4 If a stochastic process (Q(t)) .« is a real measurable stochastic process
of the second order and (T(t)) ..z is an arbitrary real stochastic process then _
1) functions Rat-m(t) € E(Q(t)) € R and R?>(t,;t,)>R(t,.t,) ¥ E(Q(t,)Q(t,)
€ R are respectively (B(R), B(R)) and (B(R2), B(R)) measurable.

2) m(t, +T(t,)), R(t,.t,), R(t, +T(t,), R(t, +T(t,),t,+T(t,)) are andom variables.
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Proof. The fact that (m-) is a measurable function and m(t, +T(t,)) is a réndom

‘variable follows immediately from the lemma. The stochastic process (Q(t)),cz is

measurable, then processes (Q(t,))¢,,)er: and (Q(t))¢ 1, )ers are measurable too.

- Hence a process (Q(t,),Q(t,))¢,yer: is mesurable. Because multiplication of real

numbers is a continuous function from R? to R then it is also a Borel function and
the process (Q(t,)Q(t,))¢,r)ex is measurable. Therefore from the lemma we obtain
that the function R23(t,t,)=R(t,,t,) € E(Q(t,)Q(t,)) € R is (B(R?), B(R)) measur-
able. Point 2) is a direct consequence of the point 1) Q.E.D.

Proof of the theorem 3.3. Because R(t+T(t), t+T(t)) e LY(Q, M, P) from the

theorem on change of variables (theorem A 5 from the appendix) we obtain
for every fixed t e R -

f R(t+T(t),t+ T(t))dP= j R(t+t,, t+t,)Pr (@dt,)= J ( J Q3(t+t,)dP)P,(dt,)
0 R ' R 0

The integrated function QZ?*(t+t,) is nonnegative and & eB(R) measurable as

-a function of the variable (w,t,) where & =a(Q(t); teR). Hence from the Tonelli

theorem we obtain, that the function (w,t,)-»>Q2%(t+t,)(w) is an element of
L1(2x R,# ¢B(R),PePp,). Because o-fields # and o(T(t)) are independent, the
measure PePp, on %eB(R) is induced by the measurable function

(id, T(1)):23 w—(0,T(w)) € 2% R from the probabilistic measure P. Hence from the

theorem on change of variables (theorem A.6) we have Q?(t+T(t)) € L1(£2, M, P).
Hence the process (Qt+T(t)),cx is a stochastic process of the second order. On the
other hand, the process (e(t)) . is the second order process too. It follows directly
from the fact that the processes (Q(t)),cx and (Q(t+T(t)),.z are second order
processes. We compute now the mean values and corelation functions of the
processes (Q(t+T(t)) ez and (e(t)),.x The o-fields # and o(T(t), teR) are indepen-
dent then using theorem A.6. we obtain for every t € R. '

m, (D¥E(Q(t+ T(1))) =E(E(Q(t+T(t))|o(T(t))) =E(E(Q(t +t,)) |, - rio) = E@(t+ T(t))
R (t,,t,) ¢ EQ(t, +T(t,)Qt,+T(t,))=

=E(EQ(t, +T(t,)Q(t, + T, NIo(T(t),T(t,))))=

EE(Q(t, +T)Q(t, +E) ¢, i-cregrep) = BER(, +T(t,),t, + T(t,),

m,(t) & E(e(t)) =E(Q(t+T(t))—Q(t))=m, () —m(t),

R, (t,,t) ¥ E(e(t,)e(t,)) =E(Q(t; +T(t) - Qt, NQ(t, +T(t) —Q(t,))=

=R, (t,,t,) +R(t,,t,)—E(Q(t, + T(t,)Q(t,)) — E(Q(t, + T(t,)Q,))=

=R, (t,,t,) +R(t,,t,)—BR(t, +T(t,).t,) ~ ER(t,.t, +T(t,)) QED.
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Remark 1. Assumption (3.5) can be replaced by one of the following “more
physical” assumptions.

1) the mean value m(t) and the correlation function R(t,s) are continuous and jitter
is bounded i.e. there exists such a e>0, that for every t € R, |T(t)| <e

2) there exists such a M >0, that for every t € R, |m(t)}, R(t,t}<M _

3) the process (Q(t)).x is bounded ie. there éxists such a M>0, that for every
(t,w) e RxQ, |Q(t,w)| <M

4)The stochastic process (Q(t))x is stationary in the wide sense.

Corrollary 3.5 If we sample a random signal uniformly i.e. in time points kAt; keZ
then (under assumptions of thew theorem 3.3) random sequences
(Q(kAt+T(KAt)) ez and (e(kAt))ez are stochastic process of the second order. Their
mean value and correlation function are given for every k, n € N by formulae

m, (k) ¥ E(Q(kAt+T(kAt)) =E(m(kAt+T(kAt))) (3.10)

R, (k,n)*E(Q(kAt + T(kAt))QAt + T(nAt) = E(R(kAt+ T(kAt),nAt+T(nAt)) (3.11)

'm,(k)=m, (k) —m(kAt) | | (3.12)
R, (k,n) =R (kAt,nAD) + R, (k,n) —E(R(nAt kAt -+ T(kAt))) —

— E(R(nAt+T(nAt),kAt) , ' (3.13)

Corrollary 3.6 Let a real % eB(R) measurable process (Q(t);er (Where
F =0(Q(t);teR)) be stationary in the wide sense with the mean value m(t) and the
correlation function R(t). If the stochastic process (T(t)),.r describing jitter is
stationary and processes (Q(t)),.x and (T(t)).x are independent then processes
(Q(t—T(t))) cr and e(t)) .z are stationary in the wide sense and their mean values
and correlation functions are given for teR, by the formulae

m,(t) = m(t) = const; m,(t) =0 (3.14)
R,(t) = ER(t+T()—-T(0)) = f R(t+x)Pg(dx), (3.15)
oy .

where G = T(t)—T(0)
R, () = R, (&)+R®-ER(t+T(0)—ERE—TO)). (3.16)

Proof. From the corrollary 3.4 we obtain that the correlation function R(") is BMR),
B(R) measurable. Because |R(t)]<R(0) for every t € R, then for arbitrary random
variable X, we have R(X) € L!(£2, M, P). Then the condition (3.5) and remaining
assumptions of the therorem 3.3 are fulfilled. Stationary in the wide sense of
processes (Q(t+T(t)) ez and (e(t))cx follows formulae (3.6)—(3.9). Equations (3.14)
are direct consequences of (3.6) and (3.8).
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Formulae (3.15) and (3.16) follow from Squations (3.72, (3.9) and stationarity of
the process (T(t))cx- Indeed, denoting by R, (t,,t,) and R,(t,.t,) correlation func-
tions respectively of (Q(t+T(t))) ez and (e(t)),.x we have ‘

R, (t,,t)=E®R(t, +T(t,)—t,~ T(t,)= f R(t, —t, +X)Pg(dx)= f R(t, —t, +X)Py(dx)

R R
where G = T(t,)—T(t,) and H = T(t, —t,)—T(0)
R,(t,.t,)=R(t, —t,)+R,(t, —t,)—E®R(, —t, —T(t,))-ER(, + T(t,)—t,)

D_enoting t = t, —t, we obtain formulae (3.15), (3.16). Q.E.D.
We obtain similar resuits for uniform sampling.

Corrollary 3.7 If a process (Q(t)) ez is a real # sB(R) measurable (where # =o(Q(t);
teR)), stationary in the wide sense process with the mean value m(t) = m, and
a correlation function R(t) and stochastic process (T(kAt),., is stationary and
independent from (Q(t)),.z the random sequences (Q(kAt+T(kAt)),., and
(e(kAt)).z are stationary in then wide sense and their mean value and correlation
function are given by the formulae: :
m, (k) = m(kAt) = m,, m,(k) = 0 for every keZ and

R, () = j R(kAt+x) Po(dx) (3.17)

R
where G = T(kAt)—-T(0)
R,(k)=R,(k)+R(kAt)—-E(R(kAt+T(0))) — E(R(kAt - T(O))) (3.18)

Remark 1. For t = 0 from the formula (3.16) and for k = 0 from the formula (3.18)
we obtain a formula on a error process power E(e2(t))=R,(0) =2(R(0) —E(R(T(0))).

Remark 2. If (under assumptions of the corrollary 3 7) (T(kAt)),.z is a sequence of
independent random variables then

R .

where % denotes convolution of probabilistic measures. If additionally a random
variable T(0) has a probability density function f then

R, (@)= REAt-+1) | £()./ (=0l @)L, (@)= | R{At+x)£() £ (t— )L, [d(x.1).
R R R?
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Remark 3. If we do not assume in the theorem 3.2 and corrollary 3.6 stationarity of
the stochastic process describing the STJ then as it follows from the formulae

(3.6)—(3.9) processes (Q(t-+T(®))ser> (&(t)rer> (QKAt+T(KAL))) ez and (e(kAL)).z
do not have to be stationary in the wide sense.

Remark 4. If (Q(t)),.z is a .”/"'QB(R)' measurable and stationary (in the wide

sense) stochastic process independent from the process (T(t)).x describing
jitter then from the formula (3.18) we have E(e?(t)) = 2(R(O) ER(T(t))
for every teR.

Example. Assume a random sequence (T(kAt),., describing the STJ is a stationary
Gaussian stochastic process and random variables T(kAt), keZ have the Gaussian
probability distribution N(0,¢). If the process (Qt)).r is a real stationary in
the wide sense and Z# eB(R) measurable process then from the theorem 3.7
we obtain that the error process (e(kt))sz is stationary in the wide sense with
the mean value equal to 0 and

E(ez(kAt)) 2(R(0)— EGR(T (0)))) 2(R0) — \/— R(t) cxp(— 2%) 1,@@t).
.If the stochastic process (Q(t)) ..z has a special density S(w) then

E(e?(kAt))= 2< f S(w)],(dw)— ;__ j( f exp(jot—t? /(202))S(a))11(dw))11 @dt)=
) ’ 2nay/2n s \Y -

Using the Fubini theorem we obtain after simple calculations:

1 o
== fS(w)(l —exp(—(wa)?/2))], ([dw).
R .
If the band of the stochastic process (Q(t)) ez is limited i.e. S(w)=0 for |w|> w, then

E(e*(kAt))=(1/n) j S(w)(1 —exp(— wo)?/2)]; (dw)
[—0,.0,] '

If additionally ¢ < +/27/w, then because of syminetry S(w)=S(— w) we have (after
using series expension) the following assessment

E(e*(kAt)) < (0%/(8m) f - S(w)w*l,([dw).

[_"’v'ma]
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' 4. SAMPLING TIME JITTER IN SAMPLING FREQUENCY CONVERTERS

A sampling frequency converter scheme (see [1]) is shown in the Fig. 4.1. It works
in the following way. A real random analog input signal (Qt)),.z (a stochastic
process) is sampled with the sampling circuit | with a frequency 1/T,, where T, is
a sampling period. Assume, (Q(t)) .z is a real, % sB(R) measurable?, statxonary in
the wide sense process (Where & = o¢(Q(t); teR)).

Input |{Sampling circuit #1 Sampling circuit #2
Q(T’ with the sampling |— —>|with the sampling

period 'I‘1 T‘ period T2

Interpolator Output
l———

Fig. 4.1 Sampling freqtiency converter.

"~ Values of the signal between samples of the sampling circuit 1 are computed with
the period T, with interpolating circuit (T; is a distance between interpolation points
and course T < T,). The method of sampling and interpolation is shown in the
Fig. 4.2. We assume that T,/T, e N. If T, /T; = 1 the interpolation is not applied.
The sampling circuit 2 resamples the input signal with a frequency 1/T, (T, > T,).
We assume that clock generators which control sampling circuits are independent
i.e. unsinchronized. As a sampling value taken by the sampling circuit 2 in the
‘moment t we admit Q(kT,), where k is an integer fulfilling the equation |kT;—t|
= L“é‘i |nT,—t].

Qlt,w}

* Values
computed by an

interpolation

i
i
!
i
1
|
!

I

(—T —)(-—T —>th —|

circult

0 I(,._T —>| t
T

H 2 H
Samp! lng moment of the clrcult. 2 Samplling momentof the clrcult 2

Fig. 4.2 Way of sampling in the sampling frequency converter.

As a result (we neglect interpolation errer) caused by deterministic shifting (in
time) of the sample can be considered as an error caused by the STJ with the
- uniform probability distribution in the interval A = [—T,/2, T;/2). More precisely,
assume the sampling circuit 2 reasamples the input signal in the moments kT,.
Because clock generators controlling the sampling circuits are independent, we can
admit that T(0)® 2 ¢ (the random variable describing the STJ in the moment 0) has
the uniform probability distribution on the interval A and the STJ is described by
the random sequence (T(kT,))cz, where T(kT,) = [£+KkT,+T, 27 —T;/2, k e Z,
and [x], for x, a-€ R, a >0 denotes min{x—ka > 0; k € Z}. The random variable

1 If a real stochastic process (Q(t),., is continuous then it is # ®B(R) measurable.



458 T. Adamski Kwart. Elektr. i Telekom.

¢ has the uniform probability distribution on the interval A then for every
k € Z a random variable T(kT,) has the uniform distribution on A. T(kT,) denotes
the random shifting of the k-th real sampling moment kT, +T(kT,), in comparison
with the deterministic one kT,. '

From the theorem A.1 we obtain that (T(kT,))z is a stationary (in the strict
and wide sense) sequence of random variables. Because ¢ and (Q(t)) .z are indepen-
dent then (T(kT,))rez and (Q(t).er are independent too. Therefore from the
theorem 3.7 we have that (Q(kT, +T(sz)))keZ and (e(kT,))rez (Where e(kT,)=
Q(T,+T(kT,))—Q(kT,) is an additive noise introduced by the STJ) are stationary
(in the wide sense) sequences of random variables.If the ratio T, /T, ¢ Q the
probablhty distribution of the random variable ¢ can be mot1vated as follows.
Denote V(k'T,))) =

= [V(0)+T,;2+kT,];]-T;/2, k € Z. For k=0 we have a fixed value of phase
shift V(0) of T(0) (i.e. V(0)=T(0)}w)). The b13ect1on

S:([—T,/2, T;/2]ox—>[x+T;/2+T, ]y —T;/2€[~T,/2, T;/2] is an ergodic funct1on
(see [9]) and S* = SeSe...S=V(k-T,) then from the ergodic theorem (Theorem
A.5 from the appendix) we obtain for an arbitrary Borel subset B € B((—T,/2, T,;/2])

lirh (i> ( § (VK- Tz)) L®) @.1)

No—c0 N l

“where 1, is the Lebesque measure on R. Assume the sampling circuit 2 can choose (as
a start pomt) an arbitrary sampling moment (among N, consecutive sampling
moments k-T,), with the same probability 1/N,. In this 51tuat10n it follows from
the equality (4.1) that probability distribution of the introductory phase shift (i.e. £)
can be considered as uniform. :

Principles of two possible solutions of the sampling circuit 2 are shown in the
Fig. 4.3. In the first circuit (Fig.4.3 a) the random variable T(kT,) has for every
k € Z the uniform probability distribution on the interval [—T;, 0]. In the second
circuit (Fig.4.3 b) the signal which controls the multiplexer MUX choose the sample

RL R2 R!, R2 R3-registers
FROM QUTPUT
INTERPOLATOR
.CLOCK 1 wR WR CLOCK 2 .
— Tl—-—) —— T -

CLOCK I CLOCK 2

R1 [r2 R3 | mux
FROM OUTPUT

INTERPOLATOR

Fig. 4.3 Two possible solutions of the sampling circuit 2.
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nearest (in time) to the time point kT,. But in this solution a sample on the outpuf is
delayed (the delay is even T;). As a consequence we obtain that the random variable
T(kT,) has for every k € Z the uniform probability distribution on the interval
[—T;/2, T;/2]. We admit in the sequel that random variables T(kT,); k € Z have just
this probability distribution. '

Very similar effects like described above occur in digital oscilloscopes with
fixed grid of sampling moments and stroboscopic way of sampling. In such
systems a measured signal is repeated (in most cases it is simply a priodical signal)
but the moment of his start is randomly situated compared with grid of sampling
moments. Detailed analysis is almost the same as in the case of sampling frequency
converters. _

Our aim in the next section is to assess parameters of the additive error noise

(e(sz)) kez-

5. ADDITIVE NOISE PARAMETERS IN SAMPLING CONVERTERS

In the section 4 we verified that assumptions of the theorem 3.7 are fulfilled.
Then according to the formulae (3.17) and (3.18) the mean value
m, (k)=E(Q(kT,+T(T,)) and autocorrelation function R, (k)=E(Q(kT,+
+T(kT,))Q(T(0))) of (Q(KT,+T(KT,))i~ are given for every k € Z by the following
formulae: m, (k) =m(kT,)=E(Q(kT,) and

R, (k)= f R(kT, +x)Pyyy(dx), ¢.D
% :

where Pyy, is the  probability distribution of the random variable
Y(k)=T(kT,)—T(0). Similarly, if m,(k) and R,(k) denote the mean value and
autocorrelation function of the error noise e(kT,)).z then m,(k))=0 and

R,(k)=R, (k) +R(T,)—ER(KT,+T(0))) —ER(KT, —T(0))). 5.2)
From the above formula we obtain that the error 1_10ise power is even

B(EA(T,)=2(RO-BRTKT, ) =2RO) — f ROL@). (53
A

If a stationary in wide sense stochastic process (Q(t)) ez has a spectral density
S(w) then using the Fubini theorem and the property of symmetry S(w)=S(—w)
we have :

E(ez(sz))=2(517—t J‘S(a))ll(dw)— Ti f (% fS(w)ej“"ll(dw))ll(dt))= 5.4
R

R A
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1 o
T f S(@) f e#1, @)1, [dw))=
A

R

_ g : sin(wT;)/2)

= n( fS(co)(l— @I )ll(dw)> : .(5.4 cd.)
FA : ,

If the power density function S(w)=0 for |w| > w, i.e. the band of the random
signal is bounded then :

sin((@T,)/2)

sear,) = 2 ([ swa - S

[0,,]

) 1,(dew)). (5.5)

Using the power series expansion of the function (sm x)/x we have for every
xeR,x # 0

sin X 1 x2 + x4
x 315
2 . -
and for 0 < %] < 1,0< 1 — S“}‘(x < ’% (5.6)

. 2 ) ) .
In practice we have ’—I"E > 2w, (because usually assumptions of the sampling theorem

i

are fulfilled) and T; < T,, then —21 « 1for 0 < o < w, and using the formula (5. 6).

we have

2

| BEOT) <

0?S(w)], (dw) 6.7
0w,]
It follows from formulae (5.7) and (5.5) that the power of the error signal is bounded
by const. - T# (then roughly speaking less T; less power.) but small T; complicates
‘(real time) computations in interpolating circuit. Using the formula (3 18) we can
also compute the correlation function R,(k) of. the error process ekT,))kez-
Because the random variable T(0) is symmetric the fromula (3 18) can be written in
the followmg way

R,(K)= f R(KT, +x) Pg(dx)+R(KT,) — 2ER KT, +T(0))), (5.8)
R

where G = T(kT,)—T(0). The difference R(kT,)—2E(R(kT,+T(0))) can be com-
puted in the similar way as in the case E(e?(kT,)). To compute the first term of the
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.formula (3.18) we e have to find first the probability distribution of the random variable

Y(k)
‘Y(k)":fT(sz)—T(O)=[f+kT2+Tl-/2]T‘—[f-|_-T,./2]T‘=
- ([E+T,/20p+ KT )7, — [E+T/2)y,. (5.9)

The random variable [£+T,/2], has the uniform probability distribution on [0, T,)
then the random variable Y(k) has the following two points distribution

POY(O=KT,ly, = "%, R(Y(R)=KT,I5,~T;) = Kaliang
R (0= [RET, 4 0P(dx) = RE&T, + [T JT)LZ]T*JFR(kT KTy T)&iﬂ

R

where G=T(kT,)—T(0).1f2 T,/T;=m, /m,eQ, where m,,m,eZ and GPD(m, ,;m,)=1
and we denote T, /m =T,/m,=w then [kT ] =[km, w],, ., =wlkm,], . An element
[m, ], €Z,, ={0,1,.. —1} is a generator of the add1t1ve group of ‘the ring Z,,
Because GPD(ml, mz) 1, then {[km 1]m ; ke Zy=7, and therefore for every keZ
there exists such a k,€Z,, ,that Y(k)= Y(ko) Hence there exist only finite number m,

_of different probabhhty distributions of the random variables Y(k) forkeZ.IfT, /T 1

¢ Q then the set {[kT,];; k € Z} is dense on the interval [0, T;] and [k, T,]; #[k,T,] .,
for every k,, k, € Z and k, # k,. Therefore for every k,, k, € Z and k, # k,
probability distributions of the random variables Y(k,) and Y(k,) are different.

Remark. It is easily seen that formulae (5.5), (5.7) are true also in a case an arbitrary
random sequence (T (kAt)),.- describing the STJ if only random variables T(kAt) have
the uniform probability distribution on the interval [—T,/2, —T,/2] for every k € Z. For
example the sequence (T (kAt)),., can be a sequence of independent random variables.

CONCLUSIONS

It was shown in the paper that the STJ present in sampling frequency converters
has (with probability 1) the uniform probability distribution.

Statistical parameters of jittered input signal and error noise introduced by the
STJ can be computed with proved formulae.

2 It can be easily proved that if T, and T, are treated as random variables and a two dimensional
random variable (T,, T;) has the probability density function f:R?—R then the probality of choosing T,
and T;, so that T,/T; € Q is equal to zero. In particular it holds the random variables T; and T, are
independent with uniform probability distributions.



462 T. Adamski Kwart. Elektr. i Telekom.

The STJ occurs in digital oscilloscopes with fixed (clock controlled) grid of
sampling moments is very similar to the above described model of the STJ in
sampling converters then obtained results can be also useful in accuracy assessement
of digital oscilloscopes and waveform recorders.

APPENDIX

Theorem Al. If /:[0,27)—R is a B((0,2n), B(R)) measurable function, (A,§):2—R?
a two dimensional random variable on the probabilistic space (£2, 9, P) and a real
random variable ¢ has the uniform probability distribution on the interval [0,27)
and ¢ and (A,)) are independent then the stochastic process (Af' ([¢t+ @lon ) rers
where [x],; = min{x—k 2% > 0; k € Z} for x € R) is stationary in the strict sense. If
additionally the function f is bounded and the random variable A € L%(Q, M, P)
then the stochastic process (A - f([¥t+ ¢ls:))er is stationary in wide sense.

Proof. 1) For evry tt,,....t, € R, t, <t, <...<ty,, a function
G:R3 a(x13x25x3)_)(x1f([x2t1 +X3]2,,,X1f([X2t2 +x3]2n)5'--axl f(xztn+x3]2n)) e R" is

(B(R%), B(R") measurable because for every i = 1.2,....n, function =;°G is
(B(R3),B(R)) measurable, where 7;:R"3(x, X,,....X,)—X; € R ie. m; is a projection.
'2) For every x € R a random variable [x+¢];, has the uniform probability
distribution on [0,2x]. Similarly, a random variable ¢ ¥ [t+ ¢],, for arbitrary fixed
t € R has the uniform probability distribution on [0,27). This follows from the
Fubini theorem and the assumption that random variables ¥ and ¢ are independent.
More precisely, let B € B(R), and denote C={(x,.X,) € R?; [x,t+X,];; € B} then we

obtain

P([ll’t+ (p]Zn: € B) = E(X([!IIH'Q’]"EB}) = J‘ xc(xlsxz) P(lll,q))(d(xl’xz)) =
R? .

r

= XC((prz) PIII ® qu(d(xpxz)) = J(ch(prz) Pzp(dxz)) Pw(dx1) =

R? R R

~ [pucopuan,) = f P(lx, 1+ 0l € BBy (dx,) = 2E 002D,

o

R R

where C, denotes the section of the set C for fixed x, € R, i.e. C,, = {X,€R;
[x,t+x,], €B}. .

3) For arbitrary B, € B(R), denote A ¥ {[yt+¢),, € B,} € B} € o([Yt+¢Lx)
c M and B, = {(x,y); [xt+y];, € B;}. The random variables (A,}) and ¢ are
‘independent then we have from the theorem A.6
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P([Yt+ ¢LneB, |o(A ) =P(A,|o(AY))=E(x, | (A V) =E(xp ¥,0) lo(A4) -
1,(B,~(0,2m))
2n

Hence, for every A, € o([yt+¢],,) and A, € o(A,¥), we obtain |

=B(x5,%,0)) |y =P([xt+ ¢],.€B,)| .o = = P(A).

P(A,A,) = f P(A, [o(A ) dP = P(A)P(A,),
AZ
then o-fields a((p) i a(A) are mdependent

4) To prove stationary of the stochastic process (A St+0le)) er We have to prove,
that for each n € N, each B € B(R") and each sequence tt,t,,....t, € R,
t, <t,<...<t, the following formula is true

P((ASf@Wt, +0L.), Af (Wt, + @ae)s-- - AS (Yt +¢]r)) € B)=
=P(ASTY(t, + 1)+ 0L, ASTY(E,+1)+ 0l Af (L, +1)+0Le)) € B)
or equivalently we have Py ,(G™1(B)) =P, (G (B)) (*).

Because the random variables (A,)) and ¢ are independent then Py ;=P ¢)®P¢
and similarly, because (A,) and ¢ are independent then we have P, , =P, »e

The random variables ¢ i ¢ have (as we proved it in the point 2) the same
probability distribution, then (*) is true.

5) Stationarity in the wide senseé when the function f is bounded and the random
variable A e L2(Q, A, P) is obvious. Q.E.D.

the interval [0,2n) can be replaced in the above theorem by an arbitrary another one
[0,a).

Corrollary A.2 Under assumptions from the above theorem the stochastic processes
(Asin(ft+ @) ,er 1 (A[¥t+ @)sn) ez are staionary in the strict sense. If additionally .
A e L2(Q, I, P) then these stochastic processes are also stationary in the wide sense.

Theorem A.3 (Birkhoff— Tchinchin ergodic theorem)

Assume (M, M, p) is a probalistic space with the complete measure y, fe L1(M, M,
) and T:M—-M is an endomorphism of the space with measure (M, M, u). If
a dynamical system (M, MM, u, T) is ergodic then for u almost each x € M, we have

tim L% p(ri) = f £66) ),

n—co n k=1

where T¥ = T+T-...-T.

k

The proof can be found in [8].
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Theorem A.4 If (Q(t)) .z is a real # sB(R) measurable, stochastic process, where
F =a(Q(t); teR), T,T,,..T, arbitrary real random variables and o-field
F =0(Q(t), teR) and o(T,,T,,...,T,) are independent then for every B € B(R")

P((Q(Tl),Q(Tz)’5Q(Tn)) € B)= P((Q(tl):Q(tz)s'":Q(tn))EB) P(Tl.Tz,....T,,) (d(tp' ..,t"))
R*

If additionally for every t,.t,,....t, € R, where t; # t; for i # j random variable
(Q(t,).Q(t,)-.-,Q(t,)) has a density probability function f, , . : R">R™ (related to
Lebesgue measure in R” and f; , ., (X;,X,,...,X,) as a function of the random
variables (t;.t,,. ..ty X 5%55e.-X,) € R¥ is (B(R?),B(R)) measurable and for every
i # j, P(T;=T;)=0 then a density probability function f of random variable
(Q(T,),Q(T,,....,Q(T,)) is given by the formula

f(Xl,XZ,.-.,X") = J‘fll,tz,...,t,(xlsxzs“'sxn)P(Tl,...,T,)(d(tl5t2r"9tn))'
K .

Proof. see [10].

Theorem A.5 (theorem on variables change)

If (x, M, ) is a space with a measure p, (Y, &) a measurable space, functions T:(X,
M, w— (Y. F), f:(Y, F)-(R,B(R)) are measurable and a v a measure induced on
the measurable space (Y, &) by he function T, then )

Dfe LY, F,v) E‘f.,TeLl(X,iUt,u)

Z)ffody=ffdv
X Y

Theorem A.6 Let (2, M, P) be a probalistic space, X, % ), (Y,%,) measurable
spaces, h:(X x Y, % ,)—(R,B(R)) a measurable function, £, n random variables
£, M, P)>(X,B,), 1:(2, M, P)>(Y, %), F o-field, F =M, o) =& , and h({.n)
e LY(Q, M, P) then : ' :

D) BEm|F) = EQEDIF |-y
2) if additionally random variable ¢ is independent from % then

B(EM|F) = EQE)y=y

LIST OF SYMBOLS

(2, M, P) — probabilistic space
dist(A,x) — distance between a set A and a point x in a metric space
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N — set of natural numbers

Z — set of integers

Q — set of rational nnumbers

R — set of real numbers

R* — set of nonnegative real numbers, R* = {x e R; x > 0}
C — set of complex numbers

BX) — o-field of Borel sets of metric space X

X, %) — measurable space

1, — Lebesgue measure on R

L”(Q M, P) —p > 1, set of all random variable having the p-th moment
L*R, £,1,) —p > 1, set of p-th power integrable real functions over R

D2(X) — variance of the random variable X

[xl, — real number x modulo a > 0 ie. [x], ¥ min {x— ka>0 ke Z}
GPD(n,m) — greatest possible devider of integers n and m

Heu, — product of measure u,, u, :

A (A,o,) — a set of real band limited (by w,) functions over R with values in

oo

10.

11.

12.

the interval [— A,A]
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T. ADAMSKI

ANALIZA SZUMU ADDYTYWNEGO WPROWADZONEGO PRZEZ NIESTALOSC
CHWILOWA MOMENTU PROBKOWANIA
W KONWERTERACH CZESTOTLIWOSCI PROBKOWANIA

Streszczenie

Mimo, ze konwertery probkowania pracuja w spos6b deterministyczny, w systemach tego typu
wystepuja zjawiska, ktére w swej istocie sa réwnowazne losowej niestaloSci momentu probkowania.
Niestalo§é ta wynika z braku synchronizacji pomigdzy sygnatem zegara wpisujacym dane do konwertera
i sygnalem zegara, w takt ktdrego dane sg odczytywane. Pojawienie si¢ niestato$ci momentu probkowania
prowadzi do wystapienia bledéw wartosci probek odczytywanych, co mozna zinterpretowac jako szum
addytywny nakiadajacy si¢ na dyskretny wyjsciowy sygnal uzyteczny. W pracy zostaly przeanalizowane
statystyczne wiasoici tego szumu oraz obliczone jego parametry, wartosci §rednie oraz funkcje ko-
relacyjne. Uzyskane wyniki pozwalaja na oceng dokladnoici dziatania konwerteréw czgstotliwosci
probkowania i systeméw zblizonych do nich sposobem dziatania — takich jak np. oscyloskopy cyfrowe.
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ciami optycznymi; bowiem pobudzenie i wyjicie elektrondow poza krysztal realizuje sig
prostymi lub nieprostymi przejéciami optycznymi. Wyjasniono, ze od wymienionych przejsé
zalezy wydajno§é kwantowa fotoemisji, ktora jest funkcja.energii fotonow.

1. WSTEP

Wedhig wspolczesnych teorii process fotoemisji sklada si¢ z trzech etapow:
a) absorpcji optycznej, b) transportu pobudzonego elektronu do powierzchni (elek-
tron moze traci¢ energi¢ podczas tego procesu) oraz c) wyrzucenie elektronu poprzez

€
upp  ——— e e e e e e —
A e
JOU I ORI (R —— _.4_____. b
°1 X
2
S p. § p. {
k"] f E.
% hy
o ° E
k= hy
: b,
w / / i v
Pasmo (
alencyjne

A

Rys. 1. Trzy stopniowy model fotoemisji z poiprzewodnika (y — powinowactwo elektronowe, Eg

— przerwa energetyczna, E, — poziom prézmi, o, — wspéliczynnik absorpcji dla wzbudzenia do stanéw

powyzej poziomu proézni). Jak pokazano, elektron moze traci¢ energie w poszczegolnych etapach
transportu zanim osiggnie powierzchnie
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"powierzchni¢ do prozni. Te etapy emisji sa zilustrowane na rys. 1. Na kazdym z tych
etapow decydujacy jest pewien mechanizm efektoéw fotoelektrycznych, ktory wywie-
ra wplyw (ten mechanizm) na przebieg krzywych N(E) [1].

2. EMISJA FOTOELEKTRYCZNA I JEJ ENERGETYCZNE ROZKLADY

W przypadku powierzchni realnych prébka jest trawiona, lub inaczej obrabiana
przed jej zamocowaniem w proézniowym urzadzeniu pomiarowym. Czyste, lub
odkrywane w proézni powierzchunie krysztali, sa wytwarzane w tej samej wysoko-
prozniowej komorze. Kilka cykli oczyszczania, lub operacja lupania moga by¢
przeprowadzone wewnatrz komory polaczonej z mieszkiem wysokoci§nieniowym.

W pomiarach fotoemisji dobrze odgraniczona monochromatyczna plamka $wiat-
la jest ogniskowana poprzez okienko kwarcowe na pozadanym obszarze powierz-
chni probki. W celu eliminowania fotoemisji z innych czgsci komory wiagzka Swiatla
jest orientowana prostopadle do powierzchni. W ten sposob §wiatlo odbite, jak od
zwierciadla, moze opuscic komorg tym samym okienkiem, przez ktére weszlo.
Pewna cze§é wiazki, (okolo 10%), jest czasem wydzielona i zogniskowana na
- fotoczulym detektorze dla zmierzenia natezenia Swiatla.

Dla okre§lenia strumienia fotonéw, w tym pomiarze absorbowanego przez
probke, jest wymagana znajomo$¢ wspolczynnika odbicia R powierzchni w funkcji
‘diugosci fali. Jest to mozliwe dla wielu potprzewodnikéw; w innych przypadkach
mozna mieé zastrzezenia mierzac odbicie na zewnatrz, podczas gdy probka znajduje
sie w komorze prézniowej i jest mato dostgpna. Prad fotoemisji jest czgsto tak maty
(10712 A), ze potrzebne jest zastosowanie czutych technik pomiarowych, ekranowa-
nie polaczen z elektrometrem, lub modulowane §wiatlo ze wzmacniaczem (eliminacja
wptywu pradéw ciemnych). Dla eliminaciji falszywych pradéw emisji z powierzchni
innych niz probka, montuje si¢ ja na izolacyjnym podlozu, a wszystkie inne czgsci
ukladu sa na potencjale ziemi i stuza jako kolektor. Nie jest konieczne, jesli prog
emisji jest w zakresie widzialnym, bo woéwczas emisja z innych powierzchni jest do
zaniedbania.

Rozklad energetyczny emitowanych elektronéw N(E) moze by¢ okreslony kilko-
ma sposobami, migdzy innymi przez magnetyczne odchylenia toréw elektronow [2].
Na osiagniecie przebiegu N(E) naklada si¢ kilka efektow i kilka mechanizméw, przy
czym jedne mechanizmy odgrywaja duza rol¢ na prawym zboczu wykreslanego
rozkladu, a inne w obszarze niskich epergii — czyli na lewym zboczu, gdzie
najsilniejszym ,,thumikiem” elektronéw jest ich rozpraszanie, szczegélnie z glgbszej
geometrycznie warstwy. Niskoenergetyczne elektrony sa o wiele silniej rozpraszane,
niz te z pobliza szczytu pasma walencyjnego.

Przy nalozeniu si¢ na siebie kilku funkgcji, z ktoérych jedna decyduje o wzroscie
liczby elektronéw z coraz glebszych poziomoéw, inne za§ wplywaja na zmniejszanie
sie¢ N(E), musi istnie¢ przedzial, w ktorym wystapi maksimum tego przebiegu N(E)
‘pozostajacego pod wplywem kilku czynnikéw. I jest to przyczyna maksimum
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‘krzywej. Jesli lewe zbocze jest w przyblizeniu prostoliniowe, to gltéwnym mechaniz-
mem rozpraszania jest objetosciowe (na drodze elektronu do powierzchni) roz-
proszenie elektronéw, ktorych Srednia droga swobodna jest proporcjonalna do E.
Jesli zbocza sa wklgsle — dolacza si¢ przejécie przez barierg. -

W literaturze naogot szacuje si¢ odleglos¢ energii maksimum krzywej (Ey,,) od
zera energii kinetycznej. Wedlug autora, bardziej istotnych informacji udz1ela34
polozenia Ey__wzgledem wysokoenergetycznych koncow rozkladéw E,..[3—6]

Widma energetyczne elektrondéw w funkgji ich energii kinetycznych odzwiercied-
laja wigcej cech fotoemisji niz rozklady wydajnosci Y(hv); sa one bardziej czule na
subtelnosci struktury pasmowej oraz na strukture elektronowa powierzchni [7— 12].

3. PRZEJSCIA OPTYCZNE I WYDAINOSC FOTOELEKTRYCZNA |

Wydajnoéé z funkcji dhugosci fali padajacego Swiatla mozna zmierzy¢ eks-
perymentalnie. Pobudzenie'} wyjscie elektronow z pasma walencyjnego przez fotony -
hv realizuje si¢ prostym lub sko$nym przejsciem optycznym [13 —22]. Wykazano
[23], Zze w nieobecnoSci bariery potencjalu przy powierzchni pasma danego pél-
przewodnika sa niezagigte (rys. 2a). Rys. 2b przedstawia wykres energii elektronéw
w funkcji skladowej z wektora falowego k dla pasma walencyjnego i pasma
przewodnictwa.

: A
a) E"—‘"I— b} j E:
A \
X
’ MWrer
. E '

c

-

. Energia elektronu

v

Y

z . ke
Rys. 2a. Model ptaskich pasm energetycznych pél'przewodnika

Rys. 2b. Wykres energii elektronéw w funkcji skladowej z wektora falowego k. Schematyczne przed-
stawienie przejs¢ prostych i nieprostych biora‘cy_ch udzial w fotoemisji w warunkach pasm plaskich

V4 prze_1sc1am1 prostymi i meprostym1 wiaza sie prog1 proste i nieproste- hv, i hv,
Dla przejscia prostego prdég emisji nazywany jest progiem prostym, lub proglem
przejsé prostych, a dla przejécia nieprostego wprowadzono nazwg progu niepros-
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tego. Dla przej§¢ nieprostych prog E, fotoemisji odpowiada energii fotonow hv,,,
roéwnej energetycznej odleglosci pomigdzy szczytem pasma walencyjnego i poziomem
prozni. Pzy czym energia fotonu wymagana w koniecznym przeniesieniu momentu
pedu jest do zaniedbania. Stad E, = x + Eq. Dla przej§¢ prostych wektor falowy
k jest zachowany i w konsekwencji (rys. 2b) ogblnie wymaga sic do wzudzenia
fotoemisji wyzszej energii fotonu hv,. Na wielko§¢ energii progowej przej§é prostych
- E,, moze wplywaé fakt, czy pobudzone elektrony podlegaja mozliwym do oszacowa-
nia rozproszeniom na fotonach porzedzajacym ich wyjscie z krysztatu [24]: Jesli nie ma
rozproszen, E, bedzie wigksze niz E, o energi¢ dziury wytworzonej ponizej szczytu
pasma walencyjnego, z dodaniem energii kinetycznej emitowanego elektronu w kierun-
ku réwnoleglym do powierzchni, ktory to kierunek nie jest modulowany przez emisj¢.
Rozproszenia moga zmniejszy¢ prog przejsé prostych, poniewaz nie spelniaja one
wymagania stalosci prostopadlego momentu. Rozproszenia moga czasem przeoriento-
wywaé kierunki elektronéw o nizszych energiach umozliwiajac im wyjscie z krysztatu.
Mozna oczekiwaé, ze fotoelektryczna wydajno$¢ wolno roénie jefli energia hv
przewyisza prog przejs¢ nieprostych, a gdy za$ prog prosty jest przekroczony wtedy
-pokazuje gwaltowny wzrost wydajnosci i bardziej wydajny proces pobudzenia
zaczyna byé dominujacy [25; 26; 11].

Kane [27] wyprowadzil teoretycznie funkcje wydajnoéci w poblizu punktéw progo-
wych dla ogélnej postaci struktury pasmowe] i dla réznych proceséw pobudzenia
i rozproszenia. Teoria ta jest oparta na rozpatrzeniu przebiegu w funkcji gestosci
standéw, przy czym przyjmuje sig, Ze absorpcja optyczna i prawdopodobienstwa
przejsé nie zmieniaja si¢ ostro blisko progu. Analiza wykazuje, ze kazdy z wprowa-
dzonych proceséw daje wydajno$é powyzej progu E, w postaci prawa potggowego .

Y ~ (av — E)" ¢y

gdzie m przyjmuje wartosci catkowite lub potéwkowe pomiedzy 11 5/2 w zaleznosci
od typu pobudzenia i rozproszenia.

Odpowiednie energie progowe beda wyraznie réznié si¢ w przypadku istnienia
bariery potencjalu przy powierzchni w poréwnaniu z pasmami plaskimi; beda nizsze
dla zagiecia pasm w dot Vg > 0, a wyzsze dla zagiecia pasm w gore Vg < 0, co jest
przedstawione na rys. 3a i 3b. Przyjmuje sig, ze przejécia pochodza z punktu tuz
ponizej warstwy tadunku przestrzennego przy zalozeniu, ze penetracja Swiatla
i glebokosci wyrzutu elektronéw sa dostatecznie duze dla takich przejsc.

Dla przejé¢ nieprostych prog E,  bedzie zredukowany o warto$é qVs. Z drugiej
strony dla przejé¢ prostych nalezy wziaé pod uwagg, ze pobudzenie energia progowa
wprowadza teraz mniejsza warto$é |k,| odpowiadajaca nizszej energii dziury pozo-
-stawionej w pasmie walencyjnym. Zredukowanie wartosci E, bedzie wigksze niz qV
o wielkosé zwiazana ze szczegblowa struktura obu pasm. Prog prosty moze wigc by¢
zmniejszony w przyblizeniu o bqVy, gdzie wspétczynnik liczbowy b > 11 ZaZWYCZaj
jest okre$lany eksperymentalnie [12]. : ‘

W celu obliczenia calkowitej wydajnoéci nalezy catkowaé w glab od powierzchni
krysztahn rozwazajac zar6wno efekt zagiecia pasm, a takze oslabienie Swiatla
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Rys. 3a. Model zagigtych pasm energetycznych poéiprzewodnika

"Rys. 3b. Schematyczne przedstawienie przej$¢ prostych i nieprostych bioracych udziat w fotoemisji

w warunkach warstwy akumulacyjnej

(zmniejszenie nateZenia §wiatla) i liczby emitowanych elektronow w funkcji gleboko-
§ci. Pierwszy efekt jest okreSlony przez ustalenie prostych i nieprostych progoéw
w pewnym punkcie ,,z” o potencjale V jako: E, +|e[(V—Vjy) dla przejscia niepros-
tego i E, +ble[(V— Vs) dla prostego [28 —31; 23 24]. Wspolczynnik b przyjmuje si¢
jako mezalezny od ,,z”.

Oslabienie emisji wraz z glgbokoscia jest wprowadzane przez parametr / okres-

1 1\t
lony jako (l_ 7 gdzie /, oraz I, sa odpowiednio glgbokoscia absorpcji optycz-

nej i glebokoscia wyrzutu elektrondéw; obie wartosci przyjmuje si¢ jako stale
w zakresie stosowanych dhigosci fal. Stad, jesli rozpatruje si¢ nierozproszone
przejcia proste oraz nieproste, wydajnos¢ moze by¢ wyrazona w postaci:

Yhv) = any § [hv — Eppe — q(V — V)32 e7# dz +
0 . .

+ a, § [hv — E,, — bq(V — Vs)] e * dz
0

Calkowanie jest przeprowadzone tylko w tym zakresie wartosci ,,z”, w ktorym dla

-danego hv funkcja podcatkowa daje dodatnie wartosci.

Wspolczynniki a,, i a, sa odpowiednio proporcjonalnymi mnoznikami dla
przejs¢ prostych i meprostych Te wspolczynniki podobnie jak mnoznik b moga by¢
okreslone przez liczbowe obliczenia calek i przystosowanie otrzymanej krzywej do
danych do$wiadczalnych. Oczywiscie tylko dla hv mniejszych niz prog prosty,

stabszy mechanizm przej$¢ nieprostych bedzie rozwiazywalny do§wiadczalnie; w do-
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‘datku do pobudzenia objgtoSciowego i proceséw rozproszenia nalezy rozwazyé
podobne procesy wprowadzajace udziat powierzchni (nizsza czgs¢ tablicy 1). W tej
sytuacji dwa gléwne rodzaje moga byé rozréznione. Pierwszy zawiera pobudzenie
objetosciowe jak poprzednio, lecz teraz powierzchnia bardziej niz objeto§é uczest-
mczy w wymiarze momentu. Prog dla tego typu przejicia bedzie taki sam jak prog
przejsc nieprostych, obje¢tosciowych, czyli y + Eg; jednakze wartoéci wykladnika
»m” beda zaleze¢ od tego czy powierzchnia jest dyfuzyjnym czy zwierciadlanym
»rozpraszaczem” elektronow, jak pokazano w tabhcy 1.

Drugi rodzaj proceséw powierzchniowych zawiera fotoemisje z zajetych stanéw
powierzchniowych. W zwiazku ze wzglednie mala gestoscia tych stanéw wydajnosé
fotoelektryczna w tym przypadku bedzie znacznie mniejsza niz dla pobudzenia
ob_]gtoscmwego Jednakze, skoro prog emisji ze stanéw pow1erzchmowych lezy
ponizej y + Eg, taka emisja moze by¢ wykrywalna jako maly ,,0ogon” na wykresie
Y(hv).

Dla fotoemisji z pOJedynczego dyskretnego rozlozenia stan6w powierzchniowych
-zlokalizowanych przy energii Eg, prog bedzie dokladnie réwny: y+E,—Eg. W przy-
padku ciaglego rozkladu stanéw zlokalizowanych prog bedzie odpowiadatl emisji
z najwyzszych wierzchotkowych pozioméw (jesli wszystkie stany leza ponizej E, (i -
stad sa w pelni zajete), lub bedzie odpowiadal emisji z poziomu Fermiego, jesli on
przechodzi poprzez stany [32 —35]. Zalezno$¢ funkcjonalna wydajno$ci od hv bedzie
rozna w tych dwoch przypadkach (Tablica 1).

‘Kane rozwazal takze przejScia z pasma powierzchniowego, ktére moze byc
. obecne na idealnej powierzchni. Charakterystyki fotoemisji zaleza w tym przypadku
od tego czy wektor momentu K réwnolegly do powierzchni jest, czy nie jest
zachowany oraz czy prog pojawia si¢ przy poziomie Fermiego czy daleko. Te cztery
procesy sg przedstawione w ostatnich wierszach tablicy 1.

4. STANY ELEKTRONOWE NA REALNEJ] POWIERZCHNI
POLPRZEWODNIKA

Na powierzchni realnej, na przyklad krzemu, réznorodno$¢ wiazan miedzy
atomami krzemu, tlenu i pary wodnej oraz obecnosci defektow i innych zanieczysz-
czen, prowadza do powstania ztozonej struktury stanéw elektronowych, ktore dla
swobodnych no$nikéw ladunku moga stanowié centra pulapkowania lub rekom-
‘binagji [36; 37]. ‘

Wykazano, ze na powierzchni realnej krzemu (o ‘przecigtnej koncentracji
~ 1015 m™~2) zlokalizowane sa (na granicy pélprzewodnik — warstwa tlenku) stany
»Szybkie,, [38 —41]. Natomiast stany ,,powolne” na powierzchniach realnych krzemu
ulokowane we wnetrzu tlenku charakteryzuja si¢ znacznie dhuzszym czasem wymia-
ny nosnikow siegajacym nawet do kilku godzin. Opracowano juz kilka modeli
struktury energetycznej tych stanow elektronowych [43—45].
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UWAGI KONCOWE

W praktyce, szczegblnie w procesach technologicznych stosowanych w mi-
"kroelektronice, wystepuje powierzchnia realna polprzewodnika otrzymana w wy-
niku réznorakiej obrobki. Poniewaz pozostaje ona zazwyczaj W kontakcie
z atmosfera powietrza, obojetego gazu technicznego, lub niewysokiej prozni,
pokrywa si¢ cienka warstwa naturalnego tlenku o zlozonej strukturze fizyko-
— chemicznej [42]. _

Granica fazowa polprzewodnik — tlenek naturalny wywiera znaczny wplyw na
przebieg zjawisk elektronowych w obszarze przypowierzchniowym, wykorzystywa-
nym w konstrukcji przyrzadéw pélprzewodnikowych [43; 44]. _

Wieloletnie prowadzone przez autora badania fotoemisji z powierzchni realnych
pozwalaja stwierdzi¢, ze uzyskiwane wartoSci wyznaczanych parametréw nie zawsze
sa powtarzalne, zwlaszcza przy braku whasciwej kontroli i stabilno$ci fizyko — chemi-
cznej struktury takiej powierzchni, a czgstokro¢ zanizone. T akie pomiary prze-
prowadza si¢ raczej dla celow technicznych niz naukowych. Dlatego, duzo doklad-
niejsze wyniki uzyskuje si¢ stosujac badania tzw. powierzchni atomowo czystej
uzyskiwanej poprzez lupanie krysztalow w ultrawysokiej prozni rzedu 1071° Tr.
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J. WOJAS
ANALYSIS OF PHOTOEMISSION OF ELECTRONS

Summary

In the paper there is presented concise analysis of external photoemission efect and its correlation

with optical transitions, for electron excitation and escaping out of crystal is realized by direct or indirect
optical transitions. There is explained that photoemission quantum yield which is function of photon
energy depends on above mentioned transitions in this paper.
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FFT jako algorytm postprocessingu zadan syntezy pola
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Praca jest uzupetieniem i rozwinigciem metody oceny jakosci pol przedstawionej
w [5]. Istoig proponowanego obecnie algorytmu jest zastosowanie szybkiej transformaty
Fouriera do oceny jakosci pola bgdacego przedmiotem optymalizacji.

1. WSTEP

Celem zadan syntezy pola elektromagnetycznego jest uzyskanie rozkladu potenc-
jalu wektorowego (sktadowych wektora indukcji) o $cisle okre§lonym ksztalcie.
Odpowiednie postawienie problemu, przy wykorzystaniu metod teorii pola, prowa-
dzi do rozwiazania bliskiego zalozeniom. Uzyskane rozwigzanie mozna zoptymali- »
zowaé w sensie odpowiedniego kryterium.

W pracy zaproponowano zastosowanie algorytmu FFT do iteracyjnej optymali-
zacji rozktadu pola, uzyskanego jedna z klasycznych metod teorii pola. Przed-
stawiona metoda moze by¢ takze z powodzeniem zastosowana (po niewielkich
modyfikacjach) do oceny jakosci innych przebiegbw N—D. :

2. ISTOTA METODY

Proponowana metoda, w swoich podstawowych zalozeniach, jest zblizona do
algorytmu przedstawionego w [5]. W [5] wskaznik jakosci pola konstruuje sie
w oparciu o kryterium zawartosci pasozytniczych czgstotliwo$ci harmonicznych,

‘uzyskanych w wyniku filtracji cyfrowej 2--D. Przebiegiem wejSciowym algorytmu

byl rozklad bledu bedacego réznica miedzy zalozonym, a uzyskanym rozkladem
potencjatu wektorowego. W niniejszej pracy natomiast proponuje si¢ zastosowanie
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FFT do zdefiniowania wskaznika jakosfci pola bedacego przedmiotem syntezy,
a nastgpnie optymalizacii. : : ,
Obliczenie wskaZnika jako$ci przebiega wg nastgpujacego schematu:

1. Okreslenia rozkiadu I'(x, y) bedacego przedmiotem syntezy
I'(x, y) = 1(x, y) + ¥(x, y) o M

gdzie: I'(x, y) — rozkiad pola uiyskany w wyniku syntezy
I(x, y) — zalozony rozklad pola ,
&(x, y) — przebieg odksztalcajacy I(x, y) — zakl6cenie.

2. Analiza Fouriera szybka transformata przebiegu I'(x, y)

F(m, )] = FLim, n)]+F[&(m, )] = F(m, n)+F(m, n) @
: x v o
gdzie: m = s’ m =012,.,M
=2 =
n= Ay’ n=20,12,..,N.
3. Okreslenie maciérzy modutéw harmonicznych przestrzennych

Fy(m, n) = |#(m, n)l, Folm, n) = |Fm, n). - ©)]

4. Okreélenie wskaznika jakosci

)

gdzie f(m, n), f;(m. n) — elementy macierzy F, i F; odpowiednio.

Nalezy zauwazy¢, Ze obecnie nie jest niezbedny dokladny opis rozkladu I(x, y).
Wystarczy tylko informacja, ktére harmoniczne przestrzenne w rozkladzie I'(x, y) sa
szkodliwe, a ktore uzyteczne.

3. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Proponowana metodg zastosowano do oceny jednorodnosci pola magnetycznego
w przykladzie optymalizacji ukladu przewodéw pokazanego na rys. 2 w [5]. Uklad
ten byl szczegolowo analizowany w [7].

Zadanie optymalizacji, przykladow dotyczy przypadku p =10, i takiego
doboru kata o, przy ktorym w obszarze: _

0={xy:0<x<06R,, 0<y<O06R,} ®)
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pole bedzie jednorodne (tj. skladowe wektora indukgji B (x, y) = const i B,(x, »)
"= 0). Przykladowy przebieg linii A = const przy u = 10 po i @ = 60° pokazano na
rys. 3 w [5].

Rownania opisujace rozklad potencjalu wektorowego w obszarze okreSlonym przez
(5) zostaly przedstawione w [7]. Stanowia one podstawg¢ do obliczenia skltadowych
wektora indukcji B, i B,. Sktadowe te obliczono metoda rézniczkowania numerycz-
nego funkcji potencjalu wektorowego A(x, y), wykorzystujac jednowymiarowa
interpolacje czteropunktowa:

, 1T 3P2—6P,+2 3p2_2P, 1
(@) = - [— —w—z*'p—J’(fPo—hq») + _¢2—¢y(%)_
P . ]
3P3—2P,—2 3P2 |
= 22 gy + 2T ot 20, | ©
gdzie: y — funkcja rézniczkowana

¢ — zmienna x lub y

h, —Agp

Py — (9= @,)/h,.

Uzyskane macierze B, (m, n) i B, ,(m, n) stanowia dane wejsciowe algorytmu opisane-
go w punkcie 2.

Algorytmu tego uzytb dwukrotnie: -
okreslajac hy, i hy,, przy czym przyjeto nastgpujace oznaczenia w(4)
a) I'(x, ) < B(x, ») | » | | ¥

M N 1 '
( Y Y fim, n)>2 = /0,0 = If[Bx(m.‘_n)]l, m=n=0 ®

m=0 n=0
M N : 1 M N 1 M N 1
( S 3 fim, ,,))2 - ( S ¥ riom, n))z B ( S ¥ 1B, n)w)z )
m=0 n=1 - m=0 n=0 m=1 n=0
b) I'(x, ) = By(x, ) | ' (10)

M N - 1
( X Zofw (m, n)) ( X X IFBm, n)]|2>2 an

W rozpatrywanym przykladzie przyjeto M =N=31 poszukujac optymalnego «,
przy ktorym hp_i hB przyjmuja wartosci minimalne. Uzyskane wyniki iteracyjnej
optymahzacp o pokazano w posta01 wykresow hyp (o) i hB () na rys. 1.
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hg, a) hy, b)
025 035 =~
N 030 / \ /1

020 —R— ' / \ /

\\ 025 / /
015 \ ' 020 // \ /
010 \\ 015 \\ /

\ 010
008 \ P Vi
\// Q,OS /
10720 30 40 50 60 70 80 30 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Rys. 1. Przebieg zawartosci pulsacji zakidcajacych wektor ]?: a) w kierunku OX, b) w kierunku OY

4. WNIOSKI I UWAGI

W wyniku przeprowadzonych obliczenn uzyskano minimalne wartosci hg, dla

= 59° i hy_dla a = 62°. Biorac pod uwage charakter obu krzywych: wyrazne

minimum hB dla o = 59° i przebieg hy w zakresie o od 60° do 65° z bardzo mala

pochodna, przytho o optymalne, réwne 60,5°. Nalezy podkresli¢, ze w czasie

iteracyjnego poszukiwania optymalnego a w pierwszym kroku przyjeto M=N=7

w celu skrocenia czasu obliczen algorytmu oceny jednorodnos$ci pola. Nastgpnie
stopniowo siatke zageszczono, az do M=N=31.

Mozna zauwazy¢, Ze przedstawiona metoda jest jedna z wielu. Przykladem
podobnego algorytmu jest metoda opisana w [5] wykorzystujaca do analizy jedno-
rodnoéci pola pasmowo — przepustowy filtr cyfrowy. Algorytm ten jest jednak duzo
bardziej czasochlonny od przedstawionego w niniejszej pracy. :

PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono metode oceny jakosci pol magnetycznych z wykorzys-
taniem szybkiej transformaty Fouriera. Metoda ta zostala zastosowana w przy-
kladowym zadaniu optymalizacji ukladu przewodéw generujacych pole.

Jako kryterium optymalizacji przyjeto jednorodnos¢ pola w okre§lonym ob-
szarze, ktorego wskaznikiem byla zawarto$¢ przestrzennych czestotliwosci zakldoca-
jacych skladowe B, i B,. Przedstawione rozwazania i uzyskane wyniki obliczen
numerycznych wskazuja na celowo$¢ stosowania nowoczesnych metod cyfrowego
przetwarzania sygnaléw jako algorytmdéw postprocessingu zadan syntezy pola.
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E. KORNATOWSKI

FFT AS THE ALGORITHM OF POSTPROCESSING OF AN ASSIGNMENT
OF THE FIELD SYNTHESIS

Summary

In this work the supplement and display of the method [5] of valution quality the fields is presented.
The essence of the proposed algorithm is the application of the Fourier transformation for an assignment
of the field that is object of optymalization.
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Square loss function while minimized in recursive way results in adaptive algorithms
which are relatively simple. Among the different kinds of linear adaptive digital filtering
algorithms there are optimal ones which are called fast [3], due to the sophisticated way of
performing calculations. However, in this paper the linear adaptive filter with constant step
of adaptation is of concern alone in review form. Though being suboptimal only the
constant step filter is of importance. The reasons in favour of it are; the simplest
implementation among all linear adaptive filtering algorithms and the lack of divergence.
Though many brilliant authors have paid attention to this kind od problems [1 —31], the
topic of adaptation is just the one of these areas of interest which deserve continued
attention in view of impressive developments in hardware and architecture of digital
systems. In contrast to the recent approach of Bellanger [3], the comparison with Kalman’s
filter has been added, though similar one, one can find in Haykin [25]. The conditions under
which the variance of adaptive filter coefficients is computed have been risen to the
conditions -of adaptation well posed. The effects of quantization on filter’s performance
have been considered showing the existence of optimal step of adaptation well established.
The concept of normed space can be used to show the convergence of adaptive algorithm
in pleasant way. The approach of the paper is aimed towards the refinement of
recursive schemes in view of their importance in communication, control, system identifica-
tion etc. . :

1. INTRODUCTION

The square loss function, being related to the notion of energy is the very
reasonable one. Moreover, it results in adaptive algorithms rather simple, especially
in linear case. New trends in the architecture of digital systems towards high signal
processing ability, including parrallel processing via systolic arrays, wave front
.processors etc., while offered at low prices make the improvements of performance
of existing systems by even complex algorithms possible. Being considered in this
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paper the adaptive digital filter with constant step of adaptation is well suited for
meeting the real time of performance reasons. It is relatively simple and not
divergent. The least squares method in digital adaptive filtering is characterized in
chapter 2. The comparison with Kalman’s filter is done in chapter 3. The linear
adaptive filter with constant step of adaptation .is considered in chapter 4 in detail.
Quantization and blocking effects are described in chapter 5, while end comments
are provided in last chapter.

2. METHOD OF LEAST SQUARES

The task of adaptation is [1, 3, 33) to find the minimum in respect to D(n) of:

C,{D(M} = Y L[x(K), y(k), D(m)]= Y w" *[y(k)~ D' @X(K)F, (1a)
k=1 k=1
while
1°. L is a loss function and 0«w<1 (w = 1) positive scalar

20, x(k), k=1,... is the input state waveform of system under consideration, x(k)=0
for k<1.

30, D(n) = col [Dy(),..., Dy_(m)] is the vector of FIR coefficients [4].

40, y(k), k=1,... is the observed waveform of one dimension or reference one.

50, X(k) = col [x(k),... x(k—N+1)].

If (k) = DT(m)X(k) is given an interpretation of FIR filter response then x(k) is aﬁ
excitation obviously. In other words the task of (1) is to match the output j(n) of
FIR filter while excited by x(k) to the observation or reference y(k), k=1,...

N—1
H(k) = DT@X(k) = Y, Dymx(k—1). , (1b)
i=0
By equalizing the gradient of C‘o(n) in respect to D(n) to zero one obtains

V ) = — 3 wiHp(k)—DT XK = 0 Qo)

D(n) k

n
=1

.or

n

T wr (k) — DT X R TXET = 0. (2b)
k=1

Let

R, (m ¥ Z wh~ X (k)X (k)T 2¢)
» k=1
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and
P €Y whEp()X (k). 2d)
k=1
Then from (2b)
1T = DT(n) R . (n) 2e)
or
(Rxx(n)T = Rxx(n))
R.:mD®) = r,,(n) (2f)
and
D(») = R () r,u(m), (3a)
R = [r&@lyw  4Jj=0,...,N-1 (3b)
rii(m) = i x(k+Dx(k+)w"k, i= O,...; N-—-1. (3o)
k=1
On the other hand
ryx(n) = [r;"x(n)]le: l = 0:---; N_l (3d)
ri.@m = Zn: yExk+dw*  i=0,.,N-1. (3e)
k=1
Now, let y and x be stationary in wide sense and
R, LEXEXE)}, 1, = E{y()X(K)}. (4a)
Then
1 — w"
B{R.()} = T—— R, @b)
1 — n
B{ry®} = T ry- (40)

That is why R (n) has the meaning of the estimate of autocorrelation matrix, while
ry.(n) is the estimate of crosscorrelation vector.
If n - oc (ergodic case!) the vector of the optimal coefficients of the filter is:

Dopt = R;xl L (5)

One can notice that the weighting factor w has no effect on optimal solution in
this case. The (5) and (3) are called Yule—Walker equations for evolving and

1 jn this case the ergodicity means the existence of the estimates of the expressions under consideration
while » tends to the infinity equal to their space counterparts of (4a) form in mean squared sense.
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stationary filter respectively. However recursive realations are required in adaptive
filtering. First

R, (n+1) = wR. () + Xn+1DXT(n+1) ' (62)

_ rye@+1) = wr,(m + yE+1D)X@E+1). (6b)
_Secondly

- D@+1) = RZAMwr,,(n) + X(@n+1Dy@n+1) (79)

W) = WR,,(MD@) = [R.,(n+1) — X+ D)X (n+1)ID@) (7b)
Eventually
D(r+1) = D) + R+ DX@+Dy(nr+1) — XT(n+1)D®)]. ®)

This is is the recursion for filter’s coefficients. However (8) is the special case of
a recursion considered in [1, 33], while the sequence of adaptation gain is optimal,
even globally optimal in this linear case. The following expressions are known
respectively

e,(n+1) ¥ y(n+1) — XT(n+1)D(®) (%a)

as ”a priori” error -
e,(n+1) ¥ yn+1) — X' (n+1)D@n+1) (9b)

as “a posteriori” error and _
G(n+1) = R (n+1)X(n+1) (9¢)

as adaptation gain.

3, COMPARISON WITH KALMAN’S FILTER

Linear filtering while optimal in probabilistic meaning [2] is given in terms of}

19, State equation

' X = Alk+1, B)x, + w,

Xnxx1s Aonens Wk o

w,~N(0, Q). N(0, K) stands for the normal distribution of zero mean and K matrix
.of correlation.

E{x,w} =0, k=0,1,..
20, Observation equation
7 = Ch)x, + v,
Vb CEmxn> Vi,
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E@w} =0, kI=01,...
v, ~ N(0, R)).
30, State prediction equation.
= AgECl, A = Ak, k—1)
%3 = X,
4°, Variance equation "a priori”
Pt' = APIIAT + Qk
59. Variance equation “a posteriori”
Pt' =P + CTR;IC, P3 =P
C = C(k).
6°. Filter gain equation
K, = P 'CT(CP{'CT + Ry)™! = PECTR L.

7°. State estimate equation

2= 251 4 K (y, — CEEY, k=0,1,..

Now, let the state equation be

D(n+1) = D(n) (10a)
and the observation or reference one '
y(n) = XTm)D@) + v(n). ' (10b)
Then from 1°—7° _
D(n) = Dr—1) + K [y(n) — XT@D@—1)] (109)
K(n) = PX(m)R,? ’ (10d)
PY' = Pioi” + XmR, 1 X(n)". (10e)

One can compare the least squares approach and the one based on the optimal linear
filtering theory. It turns out that (8) and (10c) are the same if

1°. (10a) is the state equation

20, (10b) is the observation equatlon
30, P* = R!(n)

40, effective R, = 1

5°, weighting factor w= 1

In view of comparison the disturbing noise can be weighted by effective R,
# 1 on one hand and a kind of forgetting can be introduced on the other by w<1.
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The effective R, equals 1 in view of shortering (see 10e and 10d) while the noise v(n)
is stationary and no knowledge about the initial state is assumed (Fisher’s model is
valid [5]). Besides, the identity of 3° may arise interest. However, if the normal
distributions were defined with reciprocal to P;_; matrix (n=0, 1,...) the complete
accord would be gained. Moreover P; can be given the interpretation of the
information matrix in Fisher’s sense [5]. Also any initial condition is introduced in
natural way within probabilistic approach by an initial normal distribution. In view
of the results of information theory the normal, gaussian model is of the worst case
type approach in any situation. Adaptive filter with constant step of adaptation is
considered next.

4. ADAPTIVE FILTER WITH CONSTANT STEP

 The performance of adaptive filter with constant step of adaptation is given in
terms of recursion .

D(n+1) = D(n) — %w,,m e2(n+1) (11a)

0 < & is scalar,

or ' '
D(n+1) = D(n) + 6 X(n+1) €,(n+1). (11b)

‘While comparing with (8) one can notice that the simplification in respect to optimal
case relies on substitution

Ril(m+1) =361 (Iy«y is an identity matrix) (11c)

From algorithmic point of view the performance of adaptive constant step filter is at
cost of '

1°, 2N+ 1 multiplications
2°. 2N additions
30, 2N active memory cells.

First, the problem of filter’s stability can be discussed in terms of “a priori” €, and
”a posteriori” €, errors.
g,(n+1) = y(r+1) — D'+ D)X(n+1) =
= y(@+1) — D) + [X(n+1De, (n+ DI X@n+1) =
=€,(n+1) [1 — 6X(n+1)TX(n+1)] (12a)

"The criterion of less expected “a posteriori” than “a priori” error value [3] can be
used as stability condition.
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Under the hypothesis of no correlation between €, (n+1) and the second factor
of (12a);

E_{|€2|} = E{lg, I} E{Il—&X(n+l)TX(n+l)|}. (12b)
As a matter of fact the filter is stable if
0 < §6/2 < 1/(No2) (12¢)

while 6 = E{x(n)?} is the power of waveform x(n) (n=1,...).
There is a safety margin used in practice [3]:

0 < 6/2 < 1/(cNa2) (12d)

and c is about 3.
The hypothesis about the statistical correlation of factors of (12) becomes valid
while near optimal performance is being gained by the filter. It is known that steady

x(n-N+1)

%x(n) =1 -1
O—> © © o o ©

°©o 6 0o 0 o T-m ~—(———E—(——
X .

y{n)

¢ © ©o o ©

Fig. 1. Adaptive transversal filter with constant step of adaptation.

state error is introduced by constant step algorithm [1, 3] which results also in
residual error. If # tends to the infinity and the data x(n) (input signal) and filter’s
coefficien are not correlated then from (11b)

"y« — R ED(m) = 0 (13)

n—->oC

or[ E {}} = E lim{-}]
n—oc n—cc
Dy = E {D(®)} = RGlr,. (14)
-That is why the mean values of filter’s coefficients are equal to their optimal values
in steady state. As a matter of fact the steady state mean saquared value of filter’s

coefficients is of interest. Suppose # tends to the infinity. Then
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o2 (n|D@)= E{e}()|D(n—1)} =E {{y@)—D'(r-)X@PDEr—-1)} =
=E{y®)*} —2D7(n—Dr,, () + DT - 1R, (m)D@E—1)=

=E{y()?}-D'(n—-1R, (mDEr—-1) : (15a)
in view of
R, (D@ = r, () (15b)
and
D(n—1) = D(n). (15¢)

If the optimal coefficients are used instead od actual ones then according to (14)
02, % B{e}()Dp} = B{y()*} — DLR (%) Dot =
 E{ym?} — Do = E{y(®)*} — ri R @), ®). (15d)
Moreover '
Dot — D))" R (1) [Dope — D(@)] =
= DI, Ry ()De + D) R (D() — 2DLR()D(r) =
= DLR (0D + DR (ID@) — 2D5ur, () =
= D) Ry (D) — Dy Ry (Do | | (162)
-That is why v
o2 (n|Dm) = o2 . + (Dopt — D®)" R (m)(D o — D)) (16b)
Now, let -

1R, (mW=R,,; n—>
2°. R,; = UTdiag(1) U, uuT =1,

A 0

0

diag() =

Y Aot _Inxn

A, is the i eigen value of R, i = 0,..., N—1.
3°. D’'(n)=U D, —D(n).

Then :
o2 (®|D@m) = o  + D'(n)" diag (4,)D’(n) (16c)
or

oZ@IDM) = 0%+ Y 1 D@y (16d)
i=0 '
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Now, the equation (11b) can be transformed into

—=UD(n+1) + UD,,; = —UD(m)+UD,,— 6 UX(n+1)e,(n+1) (17a)
or :
D'(n+1) = D'(n) —3 UX(n+1)e, (1+1). (17b)
In addition ‘ : '

D'(n+1)D'(n+1)T =[D’(n) — SUX(N+ De, (n+ D]D’'(n)—o6UX(n+1)e, (n+1)]" =

=D'(m)D’'(n)" —d¢e,(n+ 1)D'(MX(n+1)TUT +

— 6UX(n_+ l.)e1 (n+1)D'(n)T +62UX(n+1)e2(n+ 1)X(n+1)TUT =

= D'®D' ()T —SUX(n+ 1)e,(n+ 1)D'(n)T +

—oD'(me, (n+ DX(n+1)"UT+62UX(n+ ei(n+1)TUT. (18)
Also

€,(n+1) = y(n+1) — DT@X(n+1) = .
= y(+1) — DL X(n+1) + Doy — DEYTX(n+1) =
= y(n+1) — DL X(n+1) + D'M)TUX@n+1) =
= y@+1) — DL, X(n+1) + X(n+1)TUTD'(n) =
= o(N+1) + X(n+1DTUTD'(n) =
= o(n+1) + D' UX(n+1) (19a)
and
(1) & y(n+1) — DI, X(n+1). (19b)
With aid of (19) the (18) is
D'(n+ DD'(n+1)T =D'D'T — $UX(v+ XTUTD)D' T+
— 8D+ D' TUX)XTUT 4 52UXe2XTUT, (20)
Supposse [3]:

{ The conditions of adaptation well posed}

19 E{oXTUT} = E{v}E{X"UT} =0

20, E{D'D'TUXXTUT} = E{D’DT} E{UXXTUT}
30, E{UXXTUTD'D'T} = E{UXXTUT}E{D'D'"}
4°. E{e?UXXTUT} = E{e?} E{UXXTUT}
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Then
E{D'(n+1)D'(n+ I)T} =E{D'(n)D'(n)T} — ddiag(4,) E {D'MD'(n)T} +
—6 E{D'M)D'(n)T} diag(1,) + 62E{€?} diag(4,) =
= [I—25diag(1)]E {D'(m)D'(m)"} +6E { €} }diag (1,), @D

In Bellanger [3], 1°—4° have been formulated as hypotheses. One can strengthen
these assumptions and refer to 1°—4° as to the conditions of adapatation well
posed. As a matter of fact the lack of the correlations of 1°—4° reflects the fact of
otimal performance of adaptive procedure.

Similar reasoning due to Kailath in filtering theory case gave rise to the innovation
formulation of Kalman’s filter.

‘Next, the expected value operation can be taken of both sides of (16¢c) in

respect to D(n):
o2() = 02+ ATB{D?*()} A = 0ol(lys-rs, 1) 22)
In view of (22) the equation (21) is |
E{(D'(n+1)D7(n+1)} =[[—25 diag(4,)] E{D'®D'®)"} +
+62 a'e _ diag(1)+0*AT E{D'()?} diag(L,) (23)
While the main dlagonal of both sides of (23) is of interest one gets '
E{D"2(n+1)} =[1—2 ¢ diag(4,)] E{D"?(m)} +

+6%2 A + §?AAT E{D'(n’} @
Or equivalently
E{D?(n+1)} = AE{D"*m)} + &02__A, (25a)
where
A =1 — 25 diag() + %02 A, (25b)

The concept of norm can be used to establish convergence:
[All: < [[A]l;; = max Z Iaijl (25¢)
i

{11, I2 are the spaces of the sequences summable in absolute and in square sense, of

finite dimension in this case}.
The condition of convergence which follows from the requirement

Al < 1is; : (26a)
0<1—251+521(21)<1 (26b)

j=0

0<i< N-1
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or
1 1
Y 4
J=0
Moreover from (21)
E (D)D)} = 2 o2 () 1 an
Also from (22)
o(x) = 02 + 5 Noka2 e
Finaly
. o2
o2 (cc) = Clmin . 29
1— g N o2
If
R,, = UT diag(4,) U and y = Ux then
»Ty = xTUTUx = xTx and E{yy”} = diag(),).
That is ;zvhy
E{x"™x} = NoZ =E{wT} =) .
Moreover (see (24))
E{D'(n+1)?} = diag(1~51)°E{D'(m)?} + 52 A (302)
and '
B{D'(n)?} = diag(1—84)"E{D'(0)} + 6202 A, (30b)
Also ((22), (30b))
oi(m) — o2 = AT diag(1-04,)*"E{D"*(0)} (30c)
and
02 (0) = AT E{D'(0)?}. (30d)
That is why if
a2 (n) = a2 (0) e="//2 (30e)
then
AT E(D'2(0)} [1—1/(z_/2)] = AT diag(1—264,)E {D"(0)}. (309)
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From (30f)
1
AT E{D’%(0)} - =~ SAT diag(4,)E {D'2(0)} (30g)
and )
N—1 :
Y 4 E{D?O} |
T, = 5 5 (30h)
Y 4 E{D'*(0)}
i=0
Thus
}'min 1 . < 'q‘max 1 30i
T 35S T2 0 co
If the eigenvalueé are not widespread then
o1 300
Te = anc 5 ( J)

In view of (25b) the greatest speed of convergence (minimal norm of A) is for

1 1

min — N—1 = Noz (30k)
A ¥
j=0
The time constant for this step of adaptation is
1. = N. 30D

€min

5. QUANTIZATION AND BLOCKING EFFECTS IN THE
ADAPTIVE FILTER WITH CONSTANT STEP OF ADAPTATION

When the additional quantization noise is taken into account the equation (11b)
should be changed into

N—-1

D(n+1) = D) + X+ D[yn+1D)-XT+DD@+ Y, whl+ W, (1)

i=0
By vector W, = col(wg,,..., wg') the effective quantization noise of the
multipliers marked as Q, in fig. 2 is being modelled. Furthermore

W,, = col(wg,,..., wy ') is the effective quantization noise of the multipliers marked

as Q, in fig. 2.
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x(n-N+1)

-——)—ng © 0000 —o s

y(n)

6 0 0 0 o __ +

Fig. 2. Adaptive transversal filter with constant step of adaptation and quantization effects. -

The equation (31) can be changed into

—UD(®n+1) + UD, = —UD(n) + 6UD,, +

— SUX(n+D[e,(m+1) + Nf wil+ W, (32a)

i=0

or

D'(n+1) = D'(n) — SUX(n+1)[e,(n+1) + Nf wil+w,.  (32b)

i=0

"In comparison to (21) the additional term is introduced.

Suppose

1°. The quantization noise sequence of step g is white noise like and uniformly
distributed [3,4].
20, There is no correlation between noise, data and coefficients of the filter.

Under these hypotheses the additional term is
N-1 N—1

E{UX(@m+1) ¥ wi 6X(m+1)TUT Y wi} + E{W, W]} =

i=0 i=0

-~ s2diag(i) N L 4 Uy, (33)
T ITD)
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Moreover from (21) (see also (27))

5 1
NZy 4 L8 gaaon @y

5
() Ty —
E{D"™(ec)™} (°°)I+2 2 T2%12

2
Furthermore the modification of (22) is at addition of quantization power N

12'
That is why
.az(oc) — o2 +NZLZ +N02cr2(oc)—+N2 éq—§+iq—iN (35a)
% (22) % in 12 212 0 251277
or
1 Ng? N 41 5 42
2 —_ 2 2 —
78,() 5 ["Emﬁ 2 Tt NI
1 — — No2
2
1 Ng2- No2o Ng2
_ 2
ST ["Elmm+ 2 <1+ 2 Tawiz)f O
1 — - No?2
2
While
; ~ 1+ gNai (36a)
.one gets
' o Ng?2 giN Ng?2
2 ~ g2 hd 2 2 x 11
02 (o) = aelm<1 + 2Nax> + 12 (l + > 5) -+ 2% 12 +

0 N2o2q2 No2é o N g2 -
2T <1+ 2 >+2N w12

5. Ng3 .
~ 2 _ 2 — 12 2
=, (1 + ZNUx) + - (1 + No28) +

N g? N2 43 :
Ngi Neoi 4 36b
Tt 4 T (36b)
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By the calculation of the derrivative of (36) in respect to & and equating to zero
one gets
2NoZq7 1 4}

2 2 - 11
Uelmino-x + 12 5212° (360)
That is why
1 Ng2 '
N T / g (36d)
in % € min
or
g _ 1 qo_ Ng% '
opt =2 ——— while — < L : (36e)
2‘\/5 O-E X 650.61111111

The existence of optimal step of adaptation oo Can be explained as follows. The
greater the step of adaptation the greater residual error. On the other hand the less
the step of adaptation the greater impact of quantization noise. Namely, the results
of multipliers with Q, quantizing effects are embedded in greater quantization noise
relatively, giving rise to blocking phenomenon.

The blocking effects, due to the nonlinear mechanism of quantization can take
place in the digital circuitry of the filter if [3]:

[ox(n—i)e, (m)| < q,/2. (37a)
‘Suppose that; ‘

-1°. The elements of dX(n)e, (n) vector are not correlated each with the other,
2°. Uniformly distributed in [—g,/2, 4,/2] closed interval and
3°. The input signal is the white noise like.

Then the blocking condition is [3]:

E{6%ei(m) X(n)X(n)T}=?—§ I=0% E {IE [€MXMIE e, mWX@T]}  (37b)

|n=oc

E {-(m} = E{-(n) | n large}.

. n~ac
While input signal and filter’s coefficients are not correlated and the discrete time
n tends to the infinity:

R lE~ {e, XM} = R |E~ {XM[y(m) — XT(mD@E—-1)} =

=Rt r,,(m — R R E {D(n—1) = D(n) — D, (37¢c)
ln=oc
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That is why
E {R (D) — Dop)][Rs:(D(®) — Do)’} = E{e2(mXmX )7} =

n—=>xC

-4y  (38)
12 5 | _

Now, from (38a)

q%
E{(D(n)—Dopt)(D(n)_DoptT I(xx1 52 1121 Rxxl"—" 52 12U dlag(ﬂ' 2)IJT (38b)

That is why
2 N-1
E{[D(®) — Doul[D(®) — D]’} = <12 5) Z AT, (38¢c)
i=0
The last quantity in hand can be called the blocking radius [3]
N—1 '
p* ¥ (q,/128)* ). A%, (384d)
i=0

If No26 « 1 (as usually valid in practice) then from (36b)

0 Ng2 N 42 .
o2 ~ 2 i Y
2 (o) = aE (1 + = Nax) + P + 512" 39)

To express the error while aél _ is dominant it is reasonable to assume [3]:
min .

1 g5 _ Nagi
Z g2 N2 _ 211
3% = NG = %1 “0)
The kind of balanced expression can be gained this way.
Now, let the binary representation of g, be
;= D270 (41a)
while b, is the number of bits and
D, = ID|, = max |Dj| (41b)
0<gig<N-1
stands for the greatest filter’s coefficients. According to (40)
2 DZ 2 c? ' o2
2 = S gy = 5 Dbl g % TATDRG @2

Imin Imin
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‘The meaning of A, & is the amplification factor.
€ .
Next, from (42b) fmia
b, = log,t, + logz( i~ >+1og2A,'. \ 43)
¥y
Moreover { y(n) = D)X T(n)} .
0} = E{y*(m)} = D'm)RD®) > Ay, DT(MD(n) > Ay, D2,y (44a)
That is why
Dmax O < ax/V 'q’min ’ (44b)

ay

On the other hand the number of quantlzatmn levels with ¢, step can be estimated as

follows
g, = max{x(n), y(n)} 2=¢:-D,
If
102 > ¢2 and
2°) |x(1)| max = 40,
‘then .
, = 4o, 276D,
From (40)
a4 1 . F: ,
221)2 2223Gém5g222 ea-glmngZZE
That is why

1 .
b, =2+ 3 log,7. + log,A, + log, %‘.

y

FINAL REMARKS

(45a)

(45b)

45c¢)

(45d)

The linear adaptive filter with constant step of adaptation has been described in
detail. It is rather simple and not sensitive to divergence. The effects of quantization
have been explained while showing the existence of the optimal step of adaptation.
Also the blocking phenomenon has been considered. The detailed expressions being
derived can be very useful on designing stage. Moreover the case of the filter with
constant step of adaptation has been embedded in the problem of optimal linear
filtering. Just the knowledge of relations between the different approaches to the

‘similar kind of problems can give meaningful insight into understanding the
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algorithms, making their modifications and improvements. The linear filter of this
paper can be used while designing adaptive digital filters, fast and optimal on each
stage of adaptation and possesing the properties of short term and long term
convergence [32]. '
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M. ZOLTOWSKI
O LINIOWEJ ADAPTACYJNEJ FILTRACH ZE STALYM KROKIEM ADAPTACJI

Streszczenie

Rezultatem rekursyjnej minimalizacji kwadratowej funkciji strat sa wzglgdnie proste adaptacyjne
algorytmy. Wérdd nich mozna wyrdzni¢ szybKie algorytmy optymalne [3], szybkie dzigki pomyslowej
metodzie obliczania. Tym niemniej w tym artykule przedmiotem rozwazan w formie przegladowej jest
liniowy filtr adaptacyjny ze stalym krokiem adaptacji. Chociaz jest to filtr suboptymalny to jednak jest
waznym filtrem. Za jego znaczeniem przemawiaja: najprostsza realizacja sposréd wszystkich liniowych
algorytmow filtracji adaptacyjnej i brak rozbieznosci. Chociaz wielu §wietnych autoroéw poéwiecilo uwage
tej klasie probleméw [1—31], problem adaptaciji lezy w tym obszarze wiedzy, ktéry zasluguje na staly
uwage wobec znacznego rozwoju mozliwosci i architektury systeméw cyfrowego przetwarzania sygnatow.,
W poréwnaniu z niedawnym ujeciem Bellangera [3], zostalo dodane pordéwnanie z filtrem Kalmana,
chociaz podobne mozna znalez¢ u Haykina [25]. Warunki, przy ktorych oblicza si¢ wariancj¢ blgdu
wspblczynnikéw filtru zostaty podniesione do warunkéw adekwatnie sformutowanego problemu adap-
tacji. Rozwazajac efekty kwantowania pokazano istnienie dobrze umotywowanego optymalnego kroku
adaptacji. Mozna uzy¢ pojecia przestrzeni unormowanej w celu wykazania zbieznosci adaptacyjnego
algorytmu w sposob elegancki. Artykut ten jest skierowany w strong ulepszania rekursyjnych algorytmow
wobec ich istotnego znaczenia w telekomuniakcji, sterowaniu, identyfikacii itp.
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While representing the task of adaptation the solution to the cost function optimiz-
ation by the numerical algorithm which performs the adaptation procedure is considered.
Adaptive filtering, running the adaptive procedure within digital circuitry, can be refered to
the related problems being formulated as four different approaches; 1) The method of
Recursive Least Squares, 2) The Filtering Theory, 3) Stochastic approximation, 4) Model
Reference Adaptive Systems [1 —39]. Though many brilliant authors have paid attention to
this kind of problems they are still of interest for while being at the advent of numerous
practical implementations should be weighted carefully and intensively. Just the knowledge
of relation between the different approaches to the system interference, well understood, in
order to obtain required information in terms of the set of parameters can give considerable
insight into understanding the algorithms, making their improvements and modifications.
This idea is being partly compromised in this paper within unified approach in review form.
The proof of short term (transient) convergence of stochastic identification type algorithm
has been originated by the author within circuits theory oriented approach using the notion
of pulse response and norm space concept. Though similar can be found in Haykin [29] and
Bellanger [11] in linear and constant step of adaptation case. The extension to include
nonsmooth case within one approach is proposed by using sigmoidal function, which
proved useful for neural networks [37]. Linear adaptive filtering is characterized at the end.

1. INTRODUCTION

New trends in the architecture of microprocessors towards high signal processing
ability including parallel processing via systolic arrays, wave front processors etc.,
while offered at low prices make chance for practical implementation of even
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complex algorithms in order to improve the performance of existing systems or
realization of new ones not feasible before. The problem of adaptation is just the one of
these areas of interest which deserve continued attention in view of recent develop-
ments in hardware and architecture od digital systems. In this paper the problem of
daptation is considered in terms of optimization of cost functional according to new
data available for processing. The problem is stated in chapter II and the recursive,
stochastic approximation type scheme is presented to provide the solution. The
constant step of adaptation case of this scheme is given in chapter ITY, which requires
less hardware complexity and exhibits very good convergence properties but at the
expense however of convergence speed. The algorithms with step diminishing,
including the optimal ones, are treated in chapter 4, where the original proof of the
convergence in'white and coloured disturbing error sequences cases is provided. The
considerations of chapters 2 and 3 are performed using familiar to electric and
-electronic engineer related notions of the discrete time system transfer function and
pulse response function. In chapter V the problem of algorithm optimization is
addressed from the two points of view: the minimization of the coefficients of the filter
error variance sequence and the one of the recursive scheme of form (3) gain sequence.

The equivalence of these approaches in linear case is pointed out twice; in this chapter
and chapter 7 in relation to Kalman’s filter. The effects of nonsmoothness are held in
chapter 6, where the way of treatment within the unified approach of previous chapters
using the neural network example is shown. Eventually, the linear adaptive ﬂltenng is
characterized in chapter 7. The last chapter provides end comments.

2. THE TASK OF ADAPTATION

One can consider the following problem. Find the minimum of functional

min C{D®)} = min E [L{x, y(m), n, D®)}] =
D(n) D(m) X[Y 1)

= min jL{ x, y(n), n, D(n)} p(x, n|y)dx
D) %

n=1,.

while ‘
1°. D(#) gy, is the ﬁnknown vector being looked for (of N dimension)
2°. L'is the convex loss function

3°, p(x, n|y) is the density of conditional probability of vector xeX (X is the '
state space) while yeY (Y is ‘the space of observations or reference one)
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4°. The parameter n stands for a discrete time sequence.

5°. E {} stands for the conditioned on Y mean value of the expression in
XY
brackets in respect to X.

Moreover the case of unknown p(x, n|y) is of interest. If x is a stationary process
then the estimator j(x, n|y) of this density can be formulated:

peenly) = 5 3 8 =201 y®) @

The d(u) of (2) stands for Dirac function. .
With p of (2) in hand the criterion of optimization is
3 2
C{Dm)} = - Y. LIx(k), y(k), D@)] )
k=1
or ‘ '

¢, (D)} = kz Lix(®), y (&), D). @

The optimization of (3) in respect to D(n) should be performed in recursive way
while new observations are taken into account subsequently to modify D(x) from
previous stage at each step. Moreover, in view of ergodic theorem it is importnant to

"assure that

min &{D@) —» min C{D(m)) G
D(») "< D(n) 4

i.e. the minimum of the original cost function is gained in stationary, ergodic regime
while » tends to infinity. b

The conditions, under which p(x, n|y) — p(x|y), while n tends to the infinity are
described in ergodic theorems [39, 38]. For the stationary distribution p(x]y) exists
by adequate statement of identification task, the convergence takes place in .#?
space in view of statistical ergodic theorem [39)]. In view of this theorem also, the
mean in respect to time of (3) is convergent to the one in respect to space. The
minimization of both sides results in (5).
Unfortunately, the convergence just considered is generally in mean and may be very
slow one from the practical point of view. The additional conditions, which are
known as mixing properties are required [38]. For the mixing properties are closely
related to the spectral ones of the dynamical system the convergence in mean
squared sense of the error sequence of filter’s coefficients is of concern in this paper.
The spectral properties of the system are taken into account in terms of the transfer
function concept in 3 or jw variable which is familiar to electric and electronic
engineer. The notion of the functional space is used in the proof of convergence.
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The unimodal loss function has also been assumed, while the practical treatment
of many external points can be performed by the decomposition into unimodal
parts. _ _

The latter criterion C{D(n)} of (3) can be optimized while the equence of D(n),
n=1,... evolves according to '

D(r) = D(n—1) — diag y() V5 LIx(®), y(n), D(n—1)] (62)
¥,(0) 0 |

 diag (%) = . (6b)

0 @
D@)yx1 = col [D,(®),..., Dy(m)] (62)

and the gradient of L is
oL oL

VLle = col [a—])—l gerey 'a—li'v ] ) (6d)

‘New correction of D(#) is performed to make the minimum of C be gained at every

step of this recursive algorithm. Though this form is the most suitable one for
numerical processing it is worth while to consider another form of (6) in order to
address the question of the short term stability:

D() = D(n—1) — diag y(») E {V, L[x(n), y(»), Da—D1I} +

X!Y
+ diag ym){ E VpL[x(), y(n), D(n-1)] — VpL[x(n), y(n), D#n—-1]} (Ta)
X|Y :
In view of -
E V, Lx(n), y(n), D(a—1)] = ¥, C{D@—1)} " L)
_ XY
(D is
D) = D(n—1) — diag y(n) Vp C{Dn—-1)} + diag y(n) Z(n-1) (Tc)
and '
Zm—1) €V, C{D(n-1)} — V, L[x(n), y(n), Dr—1)] =
= E VpL[x(n), y(m), D(n—1)] — VpLIx@), y(»), D(r—1)]. (7d) -
XY

D While the loss function is convex and ‘smooth (with bounded derivatives) this interchange of limit
and integration is justified by Lebesgue theorem. On the other hand the any difference such that the
equality of (7b) does not hold true exaetly can be accounted for in Z(n) of (7d).
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If the term Z(n) of (7c) is neglected the optimization following (7c) is in accord with
minimization of C{D} by gradient algorithm. That is why Z(n) of (7c) can be given
the meaning of disturbance while » tends to the infinity.

Suppose D” is the optimal, stationary limit of D(n) while n —» oc. Then the next
form of (7c) is '

D) — D' = D(n—1) - D* —-diag y(n) V3 C{D'.}[D(n-—l) -D'1+
+ diag y(n) {V} C[D’ ][D(n—1) — D'] —V,C[D’ + Dn—-1) — D']} +

+ diag y(n)Z(n—1) (8b)
V3 C{D'} = “g];%{l;])} , Lj=1L.,N (8b)
Let

AD(n) ¥ D(n) - D’ (8c)
e(n—1) ¥ V3 C[D'1AD(n—1) — V, C[D* +AD@®—1)] 8d)

while ' '
lim e = 0; () = 02 (|AD(m—1)]?). (8e)

D(m)—-D*

Then around D* _
AD(n) = AD(n— l)—diagy(n)VﬁC[D']AD(n—.l)+diagy(n){e(n— D+Z(n—1)} (9)

Furthermore the spectral representation of matrix V3 C[D"] of (9) while symmetric
and positively definite is;

V3 C[D'] = Udiag 4, UT; U: U UT = I (identity matrix) is unitary
P |
diag A, = . (10

That is why (9) can be transformed to
AD(n) = AD(n—1) — diag y(n) U diag 4, UTAD(n—1) +
+ diag y(n) [e(n—1) + Z(n—1)] (11a)

2 0 stands for the quantity of the same order of value as given in parenthesis.
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and
UTAD(n) = UTAD(n—1) — UTdiag y(n) U diag 4, UTAD(n—1) +
+ UTdiag y(n) [e(r—1) + Z(n—1)]. (llb).
Moreover, while ‘ | .
AD’(r) & UTAD(n) (11¢)
| AD'(n)=[1—diag () 4,] AD'(r—1)+diag 7,(n) UTle(@—D+Z(— D). (119)

In view of (11d) each of N scalar cases instead of the vector one can be
considered: '

ADj(m) = [1=y,(») 4] A Di(n—1) + 7, 8i(r—1) (12a)
i=1,.,N
gi(n—1) LU {em—1) + Z(n-1)}]; ‘ (12b)

-and .

[x); of (12b) stands for the i-th coordinate of x.

" 3. ALGORITHMS WITH CONSTANT STEP

While adaptation is performed at constant rate the algorithms performing the
task of adaptation are called the ones with constant step. In this case

@ =9, i=1L.,N (13a)

ADj(n+1) = (1—y; ) ADE(’?) + v, €:(m) (13b)
n=20,1, ...

It is convenient to introduce & -Laurent transformation next. It is given for the time
sequence {a(n)} by

oC

#(3) = Z{am} £ Y a()z™" (14)
n=0
Now, let :
v Z{ADi(m)} = AD()- (15)
"Then one gets by transforming the both sides of equation (13b)
3AD(3) — 3AD}(0) = (1—7:4) ADi(3) + »:Z{&i()} (16a)
or . ' :
3AD;(0) Vi

T A 3 = (=mhp Z{ei(m)}. (16b)

AD;(3) =
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On the other hand, the time domain form of (16b) after the inverse & ~ 1-Laurent
transformation is

ADi(n) AD;(0) k,(n) + ¥, Z k (n—1—k)ei (k) (17a)
with . |
k(m = (1—y,A)" 1(n) = 33'_1(K1(3.)}= g_l{i——(ls—yTi)} (17b)
and '

0 n<0
1) = [1 ::0 ]

'Now one can easily notice from (17) that if

0 <79 =0 then 11—y < 1 (18a)
A, > 0).
Also:

1°.The initial deviation from the optimal vector of coefficients dlmemshes at
rate given in (18a):

AD}(0) k() ~ 0. (18b)

n—cc

29. The steady state fluctuations while # tends to the infinity are given by

ADI) =3, 3 ky(i—1—K) i) (180)

or
AZi(3) = 737 'K,(3) Z{&i(m)} (18d)
in 3 variable.

3% If P,;(w) is the spectral density function of &}(k) in stat1onary case then the
one of ADj(n) in steady state is:

Pupi(@) = v K (e")] P,y(w). (18¢)

"Thus the steady state variance o2 Ap;of oscillations (the source of residual
error [12]) is

T

1 .
0%p; = e f P, p;(w) do. (18%f)

T
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Also from (13b) directly:
v o

o2 >~ - & 18
A R (138)

and o2 is the variance of &}(n) when white sequence of random variables in
stationary case.

4°, The following estimation is in hand as well

) n 1(1\2
n—voc k=0 i
. (18h)
1 . | Z { i (k) } PP
= .2 —_— Jor * —_—
s | el T o
- _ a=c/
[im stands for limes superior and
ei(k) k<n
&l = . 18i
® [ 0 k>n (180)
In stationary case
035 = Oip; : (185)
and
’ 2
P,,(w) = Iim _lg;{f";"_))}_l_ B (18k)

n—>o

3=c’

It follows from the presented approach that the attenuation of residual error is
“always at the cost of the prolonged transients of adaptation. It is more advantegeous
but more difficult for hardware requirements reason to implement the variable
sequence of coefficients instead of constant one. However better trade off between
the steady and the transient behaviour can be gained this way.

4. ALGORITHMS WITH STEP DIMINISHING
While the sequence of adaptation gain {y(n)} is diminishing the algoritm under
consideration is
AD(n+1) = [1 — 7,(n+1)4] ADj@) + v,(n+1)i(®) (192)
i=1,.,N, n=01,...
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The homogeneous equation can be studied first;

ADi(k+1) = [1 — y,(k+1)4,] AD}(k). (19b)

Let :
 u[lk=m |
ok m=|:0k9ém. (19c)

Then the unit pulse response at time instant n due to the unit pulse d(k—m)
excitation view of (19b) is :

0 n<0

H(n, m) = 1 n=m+1 (20a)
n—1 .

I 1—y,(k+1)4, n>m+1.

k=m+1

Now, according to superposition principle

n—1
ADi(n) = H(n,—1) AD{(0) + )}, H(n, m) y,(m+1) ei(m) 1)
m=0 ]
=1
n=0,1,.. (Z )= 0).
]
Suppose
Eei(k) = 0, o%=E{s’} < (22a)
and {&{(k)} sequence is white, k=0, 1,... . '
Then :

sp() = His,— )ADIOF + T Hn, mpyh(m+Dadm).  @20)

m=0

As a matter of fact the following estimations are valid:

Lemma 1 .
If y,(m) = 0 (1/m) then : (23a)
| H(n, m)* = n—lz 0(m?) (23b)
and
Y. H(n, m)?y,(m+1) = 0(1). (23¢c)

m=0

Lemma 1 can be readily verified by the examination of €23b) and (23c) in view of
(23a).
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Lemmma 2
Suppose

1°. 6@, = Im|p(m)|, im = limes superior - (24a)

n—oC

k=1
2°.b(k) = 2 H'(k, m)a(m) (24b)

or shortly
b=H'a
3°.
Ym Z|H (k, m)|<oc, k>m ' : (24¢)

k=0

Then the norm ||H'|, of the operator H'in the normed space of sequences with ||,
norm is : :

k—1 .
|H'l, = Tm ) |H'(k, m)]. (24d)
k~oc m=0 . .
Proof
Ent(k/2)
bl = || X H'(k, m) a@m)+ Z H'
m=0 m=Ent{k[2)}1

<Ilim ZIH'(’C m)| ||a(m)llo, Ent (n)= Entier ().

k—»ocm [

On the other hand if
a*(m) = signum H’(k, m) and|a*||, =1 then
' k—1 k—1
b*(k) = Y |H'(k, m)| and |6*|| = Tm b* (k) = [m ), |H'(k, m).

m=0_ ko k—oc m=0

‘That is why the preposition of lemma 2 holds true. The following theorem can be
stated in view of lemma2; '

Theorem 1
Suppose

1°. The sequence of variances evolves according to (22) while (21) is valid.

20, y,(m) = 0(A/m)..
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Th
- lim 63 ,(n) = O, | (25)
and m ' ‘
lim PV (JAD!(n)] > €) = 0. 26)
Proof?

Let H'(n, n—m) = H(n, m)*y,(m+1). Then a view of (21, 22) and lemma 2
loZp;lle < IH'lly 17:(m) 62(n—1)[|, = 0. O

The norm of H' is finite in view of (23c). Moreover the convergence in the mean
squared sense implies the one in probability;
(Chebychev inequality)

0 < &P(lx—x,| > €) = [ eBp@dx < [ (x—x,7 p()dx = o2.

|x=x,l
x(1) » y(n)

x(1) y(n)
———»— ki(n, 1) e ——

Fig. 1. Two systems connected in series being modelled by their individual unit pulse functions and the
equivalent system.

Now, let find the equivalent unit pulse function of two systems of fig.1 connected in
series while modelled by their unit pulse functions.

Lemma 3
The equivalent unit pulse function is:

k(n, n—m) = y(m+1) irkz(m, m—1ik,(n, 7). ' X))

i=0

D P stands for the probability that...

2 The expression of (24a) is the example of the norm in quotient space. Zero of this space with || |,
norm is the equivalence class of all sequences convergent to zero in normal meaning. To complete the
proof within the normed space concept it is enough to show that the sequence of variances is of zero
norm. :

9 p(x) stands for the probability density function.
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Proof
In view of fig. 1:

yn) = zn:kl(n, n—m)y(m+1) i k,(m, m—i)x()

m=0 im0 n"‘m=i

= zn: y(m+1) i kz(m, m—i)k,(n, i)x(n—m) = i k(n, n—m)x(n—m)
k=0 i=0 m=0

and

k(n,m—m) = y(m+1) i k,(m, m—i)k,(n, i).

. i=0
Consider also following;
Lemma 4
Suppose

10, k,(n, i) = 0@/n) (28a)

20, k,(m, m—i) = 0(e —2m—) (28b)
Then

Y k,(m, m—i)k,(n, i) = O(m/n). (28¢0)

i=0

Proof
Z k.z(m‘ m—i)kl(n' l') =0 (Z efﬂ(m—i) i/n) >~
- =0 i=0
=~ 0( f e—atm= j/n di) = 0 (m/n).
i=1

_Conclusion

The preposition of theorem 1 can be extented for coloured noise sequence
{ei(m)}:
gim) = Y, k,(m,m—k) ef/(k) 29
i=0

with {£7(k)} white and of finite variance and k,(m , m—k) = 0(e —a(m=K) In view of
lemma 4 (23c) still holds true with

i k,(m, m—i)H(n, i) = 0(m/n)

i=0

instead of H(n, m) of (20a).
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5. ON THE OPTIMAL GAIN SEQUENCE

Suppose .
1°. {&i(n)} of (19a) is white and stationary:

E{ei(m)?} = o*
2°. E{AD{(n)?} = o2(n).
Then from (19a) ,
ai(m) =[1 — 4y@P o} (n—1) + y}(n)o? (30a)
n=1,., i=1,.,N.

The variance of the vector of the unknown coefficients AD’(n) evolves according to
this equation. Now the optimal gain sequence can be obtained by the minimization
of variance sequence. From (30a) by equating the first derrivative to zero in respect
to y,(n) one gets '

WPe) = 15 + (30b)
and
ljo}(n) = ljo}(n—1) + a?;, 0 < a = (4,/0)%. (30¢c)
That is why ‘
ljo?(n) = na?. . (30d)

_As a matter of fact the optimal gain sequence changes like
Yy n) = 1/n. ' (30e)

This is just the case being considered.
Second method for the definition of optimal gain sequence can be based on the
~ cost function C[D(n)]. While the first method is of theoretical meaning rather in this
case the second is the practical one. The knowledge of the state and the observation
or reference vectors is required only instead of the density being estimated so far as
the algorithm proceeds. The known conditions under which these two approaches
are equivalent will be reminded next. The cost function of (3) is

S

CD@] = ; 3 Lix(®, y, Da—1) -

— diag y(m)VpL[x(®), y(), D(n—1)] (3la)
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The condition  for the optimality is readily obtained from (31a) by . gradient

calculations:

Y, CD]=~ 5 LV,LLxy(.D()]diagV oLLx(1) (). Dn— D=0,

(31¢)

Significantly the minimum of the cost function is gained in respect to adaptation
gain and coefficients’ vector together. However, in view of (31) the optimal gain
sequence can be calculated generally in approximate way only by the linearization of

‘the cost function while

ZVDL[X(k), y(k), D(n—1) — diag y®)VpL[x(n), y(), D(n—1)] = 0

k=1

n= 1,...

‘Namely, suppose

D) — D(r—1)|| « 1 and

ZVDL[x(k), y(k), D(n—1) — diag y@V,L[x(n), y(®), D(n D=0

k=1

Then by Taylor series expansion

S V,LIx(8), (8, Din—1)] — ki V3 LLx(K), y(k), D(n—1)]
k=1 - =1

- diag 7°”‘(n)VD L [x(m), y(), D(n D] =

(32a)

and -
2L(x, y, D) .
2y o e P Y ,j = 1,...,N.
V? o I: oD, aDi ]NXN "/ :
While
K@ £ Y V3L[x(k), y(), D(n—1)]

k=1 ’

(B2c) is

K(n)diag y™(1)Vp L{x(n), (), D(n—1)] = VpL[x(®), y(), D(n—1)]

(32a)

(32b)

(32¢c)

(32d)

(32¢)

(32f)
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Eventually
' Y (n) = [diagV,L[x(n), y(n), D(r—1)]"* -

- K~1(m) VoL[x(n), y(»), D(n—1)] | (32¢)

It is well known [5] that the minimization of variance within probalistic approach
to filtering problem (method I) and the minimization of square cost function
(method IT) are equivalent in linear case. As far as the optimal gain sequence is of
concern the methods under consideration are equivalent also when # tends to infinity
and linear model resulting from linearization is valid. Within simplifications in hand

‘the optimal gain sequence

Yo m) = 0(1/n) | (33)

asymptotically in both cases. However the problem of filter divergence arise in the
filters with diminshing gain. The origin of divergence and improvements can be
pointed out while the comparison with Kalman’s filter is being done within
probabilistic approach [5]. Roughly, to avoid divergence filter’s gain should be kept
constant after its small value has been achieved. However there are some differences
between the tasks of filtration and identification and that is why this problem
deserves further treatment [17].

6. THE EFFECTS OF NONSMOOTH CASE OF OPTIMIZATION
PROBLEM

The effects od quantization can be taken into account by additional disturbance
called quantization noise in any algorithm. It is a rule of thumb to make the effects
of quantization negligible.

One can also try to approximate any nonsmooth problem by smooth one while

‘the problem od convergence is to be answered. To be more specific let consider the

information processing by neuron of fig. 2 in brief way.

input-output

input Y{ weight function output yJ
Y1
2 3 welghted
input
yz P )(‘j .
0.1 T : f
3 3 :

Fig. 2. Information processing in neuron.
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The cost criterion is usually expressed as
1
=32 0= 4)s (342)

where y; of (34) is the excitation level of j element in upper layer of j—s and d; is the
desired output from the layered structure of neural network. The weighted input x;
by w;; of fig. 2 is ’

x; = Y, Yiwy- ' (34b) -
- ’

“The treshold calculation by the input—output function of fig. 2 is modelled by
smooth sigmoidal function yielding the output y;
_ 1
NET e
According to backpropagation algorithm the gradient calculation in respect to the

weights is calculated backward from the last output layer of neurons to the first,
input one, according to

(34¢c)

. 0C .
1. ¢A ¥ —=y.—d
J ayj J o i
oC oC dy;
2 gl ¥ — = ——— =¢A,y,(1-y;)
= 3%, 0y, dx 17 =25)
(35)
3 (gw daf ac — a_c_ixi — (gI
’ ¥ owy - 0x; 0w, = L%
oC dC ox;
4. %Ald:f'—— = — = Z%Iwi’.
;7 0x; 0y; j Y

The gradient is calculated at step 3 for j-layer and the calculations propagate
backward while using the result of step 4 for upper layer. With gradient in hand one
can update the neural network with an algorithm of (6) form. In view of (1) the
probalistic meaning of neural adaptation can be imposed either. -

7. LINEAR ADAPTIVE FILTERING

Linear adaptive filtering usually invoques the programmable filter structure of
fig. 3. and is remarquably well developped for Communication and Control applica-
tions [11, 27, 28, 29, 35]. '
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x(n) y(n) y(n)
Programmable
Digital Filter —--—-——-> <:
input reference
signal //\\
’ e(n)

AL
Updating coeffi-

:> cients Adaptive <:
Algorithm

Fig. 3. The principle of operation of adaptive filter.

The error sequence e(n) of fig. 3, produced by substracting the output j(n) of the
digital filter from a reference waveform y(n), is used together with the input
sequence x(n) to update the filter coefficients while following the optimization
procedure. The adaptive filters are classified according to [11]

1) the optimization criterion

2) the algorithm for coefficients updating

3) the programmable filter structure

4) the type and dimensionality of signals processed.
In the case of vector D(n) of FIR filter coefficients and vector X(n) of input data:

D(n) ¥ col{Dy(7),..., Dy ()}
X(n) ¥ col{x(m),..., x(m—N+1)}

the error e(n) sequence is; e(n) = y(n) — DTMW)X(#).
The optimization criterion may be of mean square form of (1) with

L{x, y(), n, D®)} = [y(m) — DTmXm]* (36a)
The criterion

&,(D()} = z Wk y(k) — DI (WX(D)}? (36b)

“can be viewed as the one of form (4) with overweighting the last data by the scalar

w = 1:0 « w < 1. The calculation of the optimal gain sequence of paragraph V or
direct optimization of (36b) in respect to D(#) yields the normal, Yule— Walker
equation '

D(n) = Ry (0, () (37a)
with

Ry() = 3w XX E)T (37b)
k=1 )

ryx(®) = Z w"= kX (k) y (k). (37¢)-
k=1 .
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The criterion (36b) is often used as prior one without any staistical and probabilistic
interpretation attached. It turns out that this form of adaptive filter is also
optimal in probabilistic sense as the linear Kalman’s filter is [5], resulting thus
in procedure optimal at the each step of adaptation in deterministic and probabilistic
meaning [34].

There are two main classes of the apphcatlon of adaptive filtering; system
correction and system identification (see fig. 4 and fig. 5).

input output /
u(n) Corrected x(n) Adaptive 1 vm) y(n)
———1 systenm Filter -

/ e{(n)

Fig. 4. The application of adaptive filter to system correction.

Identified
System

x(n) Adaptive ]
Filter )
/ r e(n)

Fig. 5. The application of adaptive filter to system identification.

FINAL REMARKS

The problem of adaptation has been stated as the cost function optimization task.
The question of convergence has been answered in circuit theory oriented way being
familiar to electric and electronic engineer. The problem of the short term conver-
gence, on the transient stage of adaptive device, while seeking for solution, has been
of concern. The algorithms with constant and diminishing steps have been consider-
ed. The approach of this paper is aimed towards the refinment of recursive algorithms
in view of their increasing importance for practical applications due to the recent
developments in hardware. With the knowledge of different approaches and results
for this kind of problems one can try to answer further ones of practical interest

[17].
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M. ZOLTOWSKI

KROTKOCZASOWA ZBIEZNOSC ALGORYTMOW ADAPTACYJNEJ FILTRACJI
W TEORIOOBWODOWOPODOBNYM UJECIU

Streszczenie

Przedstawiono rozwigzanie problemu adaptacji jako zadanie optymalizcji, ktére jest wykonywane
przy pomocy numerycznego algorytmu. Adaptacyjna filtracja realizowana przez procesor cyfrowy
posiada zwiazki z roéznymi powiazanymi ze soba dziedzinami takimi jak: 1) Rekursyjna metoda
najmniejszych kwadratéw, 2) Teoria filtracji, 3) Aproksymacja stochastyczna, 4) Identyfikacja adap-
tacyjna z modelem —odniesieniem [1—39]. Chociaz wielu $wietnych autorow poswigcilo uwagg tej
problematyce to jest ona nadal intersujaca, gdyz wkracza w obszar licznych zastosowan praktycznych,
wymagajacych dalszych przemyslen koncepcyjnych i szczegblowych. Dlatego znajomos¢ zwiazkow
pomiedzy réznymi metodami wydobywania informaciji w postaci zbioru parametr6w odnosnie badanego
-ukladu moze poglgbi¢ rozumienie algorytmow, da¢ wglad w ich ulepszanie i modyfikacjg. Taka idea
przyéwieca tej pracy, ktora ma charakter przegladowy. Dowdd twierdzenia dotyczacego krotkoczasowej
zbiernosci (zbieinosci prowadzacej do stanu ustalonego) algorytmu identyfikacji typu aproksymaciji
stochastycznej jest pomystem autora i wykorzystywane sa w nim pojgcia zaczerpnigte z teorii obwodow
takie jak odpowiedz impulsowa, czy rowniez pojecie przestrzeni unormowanej, chociaz podobne ujgcia
mozna zauwazyé u Haykina [29], lub Belllangera [11} w przypadku liniowym i stalego kroku adaptacii.
Zaproponowano rozszerzenie rozwazati w ramach jednolitego, spbjnego rozwiazania, gdy pojawiaja si¢
nieciggloéci, w oparciu o funkcj¢ sigmoidalna, ktora z powodzeniem stosuje si¢ do opisu sieci neuro-
nowych [37]. Na koticu scharakteryzowano liniowa adaptacyjna filtracje.
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D-réwnowazno$é struktur uktadow
realizujacych funkcje wymierne
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Otrzymano 1993.03.15

Autoryzowano do drukiu 1993.09.01

D-réwnowaznos¢ struktur ukladow to ich réwnowaino§é w sensie przeksztalcenia
izomorficznego i 2-izomorficznego. W pracy przedstawiono algebraiczne kryteria oraz
algorytm D-réwnowaznoéci struktur ukladéw realizujacych funkcje wymierne.

1. WPROWADZENIE

Dla klasy uktadéw zawierajacych skupione, liniowe i stacjonarne elementy (SLS)
[4, 10] dowolna funkcja ukltadowa taka jak admitancja, transmitancja, impedancja
jest funkcja wymierna parametru sterujacego. Jak wiadomo, uzyskiwane w procesie
syntezy uktadéw rozwiazanie jest w wigkszosci przypadkéw niejednoznaczne [1, 2, 7,
8]. Moze bowiem istnie¢ wiele ukladéw, o rdéznych strukturach topologicznych
i réznych wartosciach tworzacych go elementow, ktore spelniaja postawione zadame
syntezy, czyli sa to uklady réwnowazne wzgledem przyjetych kryteridw.

W procesie syntezy topologicznej.[14, 15] interesuje nas tylko rodzaj i sposob
polaczenia poszczegblnych rodzajow elementéw zakladajac, ze kiedy kazdy element

- uktadu ma warto$¢ rowna jeden. W procesie syntezy topologicznej generowane sa

struktury ukladéw, ktore moga byé migdzy soba réwnowazne. Istnieje wiec koniecz-
no$¢ podzialu wygenerowanych struktur ukladéw na klasy struktur réwnowaznych
wzgledem przyjetych kryteriéw réwnowaznosci. W ogdlnym przypadku rownowaz-
no$¢ struktur uktadéw mozna sformulowaé nastgpujaco: ,,Dwie struktury ukladéw
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G% i Gy sa rbwnowaine (wzglgdem zadanych kryteriow), jeSli istnieje funkcja .
rownowartoéciowa, ktéra odwzorowuje struktur¢ akladu G} w strukturg ukladu
Gy, czyli f Gy= G i odwrotnie ™1 Gi=> GY;.

Jak wiadomo [10] uklad SLS mozna odwzorowal w postaci grafu, ktorego
struktura jest konsekwencja okreSlonej konfiguracji polaczef elementéw ukladu..
W ogdlnym przypadku kazdemu ukladowi SLS mozna przyporzadkowaé graf
skierowany odwzorujacy jego strukturg. Dwie struktury uktadéw SLS odwzorowane
w postaci graféw skierowanych sa w tej samej klasie rownowaznosci, wtedy i tylko
wtedy, gdy pozostaja ze soba w relacji izomorfizmu. W niniejszej pracy tym typem
réwnowazno$ci ukladow nie bedziemy si¢ zajmowac: :

Wazna podgrupe uktadéw zawierajacych elementy SLS stanowia uklady, ktore
zawieraja tylko elementy odwracalne i pasywne SLSOP. Ukladom SLSOP mozna
przyporzadkowaé graf nieskierowany odwzorujacy ich struktury. Jak pokazano
w pracach [12—14] ,,Dwie struktury ukladéw SLSOP odwzorowane w postaci
grafow skierowanych sa w tej samej klasie rownowaZznosci, wtedy i tylko wtedy gdy
pozostaja ze soba w relacji izomorfizmu lub 2-izomorfizmu”. Ten typ réwnowazno-
§ci bedziemy nazywaé D-réwnowaznoscia rozpatrywanych struktur uktadow. Zaga-
dnienie izomorfizmu graféw (odwzorujacych struktury uktadéow SLSOP) znalazto
swoje rozwiazanie w postaci szerokiej palety algorytméw pozwalajacych stwierdziC
réwnowaznoéé graféw w sensie przeksztalcenia izomorficznego [4, 10]. Dotychczas
nie opracowano. algorytmu pozwalajacego stwierdzi¢ 2-izomorfizm struktur ukla-
dow [12—14]. v

Niniejsza praca jest kontynuacja prac [12, 13]. Przedstawiono w niej nowe
spojrzenie na zagadnienie D-rownowaznofci struktur uktadéw SLSOP. Rozwazania
dotyczace D-réwnowaznoécei struktur ukladow w niniejszej pracy zilustrowano na
przykladzie ukladéw czwoérnikow skladajacych si¢ z dwéch rodzajow SLSOP
elementow.

2. ELEMENTY ANALIZY TOPOLOGICZNEJ CZWORNIKOW

Mozna wyrdznié w zasadzie trzy grupy ukladow elektrycznych skladajacych si¢
z dwéch rodzajow elementéw [4]. Sa to: uklady RC, RL,; uklady skladajace si¢
_elementdw typu R, G i elementow sterowanych typu R-q, G-g, uklady zawierajace
pojemno$é C i przelaczang pojemno$¢ SC. W pracy [4] wykazano , Ze istnieje
wzajemna transformacja wyzej wymienionych typéw ukladéw. Jeden rodzaj ele-
" mentéw w tych uktadach bedziemy nazywali elementami typu {t,} i charakteryzowa-
li admitancja {Y};-¢,}, natomiast drugi rodzaj elementéw bedziemy nazywali ele-
mentami typu {z,} i charakteryzowali admitancja { Y- t,}. Nalezy zwr6ci¢ uwage, ze
parametry {¢,} i {¢,} sa wielko$ciami bezwymiarowymi i stuza tylko do wyodreb-
nienia danego typu elementéw w rozpatrywanych ukladach.

Schemat blokowy uktadu czwérnika (czterokoficéwkowego) pokazano na rysun-
‘ku 1. Na rysunku tym zaproponowano roéwniez sposob tworzenia pelnego grafu
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Rys. 1. Czwérnik; 2 — schemat blokowy, b — numeracja galezi w jego unigrafie

(tzw: unigrafu [4]) odwzorujacego uklad czwérnika w funkcji liczby jego wierz-
chotkéw. Taki ,rozszerzajacy si¢” w zaleznoSci od liczby, wierzcholkéw unigraf
czwoérnika ma t¢ zalete, Ze galaz o danym numerze jest zawsze incydentna do tej
samej pary wierzcholkéw uktadu, co ma istotne znaczenie w procesie ich syntezy

-topologicznej. Dla czwérnika (rys. 1.) przyjmujqc za punkt odniesienia wezel w,,

czyli V,,=0 réwnania okreslajace zaleznoéci migdzy pradami a napieciami [1, 3] maja -
postac:

1
Vie = Z (A11'11+421'12_A31'13) ' )

. 1
Vae = Z ' (A12 '11+A22 'Iz_Asz '13) 2

1
Vio = Z : (Als '11+A23 'Iz_Ass '13) 3)

Poniewaz

U, = Vi “@
Uz = Vs — Vi ®

to rownanie impedancyjne czwdrnika mozna zapisaé w postaci:

A11 Az1_A31
A12“A13 A22+A33—A32_A23

U,

U.

2

_1
T4

I

1
L.

()




526 Z. Wroébel Kwart. Elektr. i Telekom.

Poniewaz macierz impedencji jest symetryczna (d4;;=4j), dlatego mozna ja
zapisa¢ w postaci: : '
' 1
Z(t,,t,) = A

A11 Alz_Ala
A12"Als Azz+A33_2A23

Macierz admitancji zwarciowych czwérnika otrzymuje si¢ przez inwersj¢ i ma
ona postac:

Q)

1
Y(,.,t,) = .
(¢, 1) Ayyy2+ 411,332 441,25

A22+Ass_2A23 AIS_AIZ
A13—A12 A11

- ®

Aby wyrazi¢ elementy macierzy Z(t,,t,) oraz Y (¢,,¢,) ukladu czwornika po-
przez odpowiednie iloczyny admitancji {Y};#;} elementow typu {z,} i admitancji
{ Yy t,} elementéw typu {¢,} skorzystamy z rezultatéw otrzymanych w pracy [4, 5].

Celem skrécenia zapisu wprowadzimy nastgpujace oznaczenia:

Hi(t,,t,) = > iloczyn admitancji elementow
:szzzliie tworzacych dendryt 1-drzewowy ©)
l-drzew};we T‘; (tp tz) )
Hu(t,t,) = > iloczyn admitancji elementow _
:szgit;ie tworzacych dendryt 2-drzewowy (10)
‘ dewzwe T‘i)j,kl (t 19 tz)
Hjpolt, 1) = > iloczyn admitancji elementéw
wszysikic’ tworzacych dendryt 3-drzewowy an
dendryty -
3-drzewowe T?.jk,o (t 1 tz) .
Poszczégélné elementy macierzy Z(t,, t,) moina'zapisaé w postaci:
4,y = Hjo(t, 1) 12
Alz_Als = ng.o(’v tz) - H'is.o(tp t2) (13)
Ay +4,,—2Ay3=H o (2, 1)+ Hj o (¢, 1,)+2 Hy5 4(8: 1) (14)

Aby wyrazié otrzymane zaleznoSci poprzez dendryty 2-drzewowe zwiazane
z wierzcholkami wejéciowymi {w,,w,} i wyjsciowymi {w,,w,} ukladu czwornika,
nalezy zwrbcié uwagg, ze kazdy dendryt 2-drzewowy T%,(t,, t,) ukladu posiadajace-
go wierzcholek w, jest albo dendrytem 2-drzewowym T%,,(t;,%,) lub dendrytem
2-drzewowym T%,0(t,,2,). Stad dla ukladu czwornika parametry HY, o (¢;,1,)
HS o (t,,1,), HS o (t,1,) mozna zapisaé w postac:

H'iz,o(tp tz) = H'iz.so (t1’ t2) + H']).23,0(t1’ tz) (15)

Hg.o(tp tz) = H;s,o(tl: tz) + Hg,zo (tp-tz)' (16)
Hg,o(tp t2) = ng.o(tp 12) + Hg.zo(tl’ tz) an
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Korzystajac z powyiszych zaleznosci rownania (13) i (14) mozna zapisa¢ w po-
staci:
4,,—4,,=H7, 3 (t1’ t2)+H 123.0 (t1 tz) His, 20 (t1 tl)“
~_H';23,o(t1t 12 3o(t13t ) H13 2o(t1st2) (18)
A, —A4y,—24,,=H}, (t1_= L)+ HS o (t,,t,)—2 - HY 5 o (£, 8,)=
=H'2‘;'3.0(t13 t2)+Hg.30 (tp t2)+H 32,0 (tp t21+H3.20 (tp tz)_
-2 'Hg&o (tls t2)=Hg,30 (tp tz)"Hg.zo (tp t2)=Hg.3 (tp_ tz) (19)

Tak wiec macierz impedencji rozwarciowych uktadu czwérnika mozna zapisaé

w postaci:
1
Z(t,t,) =

H(,,t,)

. H'i.o (t;[’ 2) H']J.Z 3(t1’t) H13 20(t1’ tl)
HgZ.SO(tl:tz)_H’is.zo(tptz) H.3(t19t2)

Aby uzyskaé analogiczna forme zapisu dla macierzy admitancji zwarciowych .

Y (¢,,¢,) (wzor 8) nalezy dopelnienia algebnraiczne 2-ego rzgdu A, wyrazié przez

sume iloczynéw admitancji elementéw wszystkich dendrytow 3-drzewowych
H}u0(t,,,) co mozna zapisaC w postaci:

Ayje = Hijp, (2, t,) (21)

Z definicji dendrytu 3-drzewowego [>, 4] wynika, ze dendryt 2-drzewowy

T%.0(t, t,) po zwarciu jego w; wierzcholka z wierzchotkiem w, (i wykresleniu petli

powstalych po tym zwarciu) tworzy dendryt 3-drzewowy T3, (¢,, t,). Korzystajac

z powyzszych rozwazan mozna zapisac:
Ay, =HY 50 1) =HYs,0,0 (L 1)V HY 55,0 (1) HHY 5,50 (5 2,)  (22)
All 33=Hg 3, D(tp t2)=Hv2 3, 0(11’ t2)+H »23,0 (t1 t2)+H1 3, 20(t19 tz) (23)

Stad sume dopeelnien algebraicznych 2-ego rzgdu wyste;pujch w zaleznosci (1.8)
mozna zapisac:

Ayy,22 + 411,35 + 2° 441,55 = H'13_2,0(t1,kt2) + H’i,zs.o(tptz) +
+ HY 550t t) + Higso0(tyst,) + Higso(t:1,) +
+ Hg.a.so(tptz) - 2'H‘1.23.o(t1’t2) = Hgs.z,o(tl’té) +.
+ H’i.z,so(tptz) + H'iz.B.o(tl’tz) + H'i.s,zo (tl’ tz) (24)

(20)

Tak wiec macierz admitancji zwarciowych ukladu czwérnika, mozna zapisac
w postaci:

: 1
Y(t o1 = v v v '
(1 2) Hgs,z.o(tptz)+H1.2.3o(tptz)+H12,3.o(t1’t2)+H1.3.2o(t1’tz)
z.3(t1’t2) H'is.zb (tptz)—H'iz,so(tl’tz) (25)

|H13'20 (tl’t ) H12 30(t1:t2) H'i,o (tp tz)
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a)

b)

c)

d)

]

W, Vaa ;\g/a
Yis
5
Yas /4 Vo |
%o =,

struktura 543,84

) 0t,tt,00

Te(tate) t,0 0 t,t,0
A B

TM3tY) | Ot,t.t,00

0 0 t.t,t,0

Wiz 0 t,0%,t,0

Tt | 0tit.t,00

t,£,0¢,0 0

t,t,t,000

A B
0 t4 0 tzth :
20 0 £.£,0
[TI IY t;0 t,0t,0
T‘l (t‘litz) tit1040 t:O
t,0 t4t,00
£;,0t50 0
THESED) | 20 0 t.£,0
00t,t,00
Too(th,t3) 0£.0t,00
14,000
00t,0t.0
0 t10 to tzo
W (g g1) | 00,070
T4.0(t4ytz) 0 t404t20 0
tzo 0 t40 0
t,0t,000
4 (10 g2 t.000t,0
T"no (t‘lxtz) tzo 0 tZOZO
TZI:?'(ti stg_) 0t,0t400
" 00 0 t,tz0
Tes(ta:t?) 01,0t,00 | 3
2%4
A (20 £2) | 00 0 &;t,0
Taa(tht3) .0 0 Ozt:O 2 .
Tiesolt ) 0
T:'z:so(tg it ;) 0
Thao®otD)| €0 00,0 | 4
T4’25.20(ti\t g) ot,0t,00 4
Trs2o(thts)| 0t.0¢,00 | 4
Trao(ts:t}) 0
T4’:2,3o (t: t :) 0
T*l’:z,so(t?nt:) t,00000 A
Toso(tit?) 0
Tiso(t3t2)] 0000+,0 1
Tis20(t?t2) 000t,00 1
ThotStd) 000t 00 4
T ol td)] 0t,0000 | 4
0

Tos20(t3:t2)

Rys. 2. Czwormiki skladajace si¢ z dwuch rodzajow elementéw;

a — schemat; b — bi-graf; ¢ — multigraf; d — unigraf;

tabela — dendryty k-drzewowe konieczne do okrelenia jego parametréw
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Korzystajac z powyzszych rozwazan w tablicy 1 zestawiono pozostale parametry
‘a2, 1), by (2, 1,), hy; (1,1,), gi;(2,,t,) charakteryzujace wlasnoéci czwoOrnikow.

Z otrzymanych zaleznofci wynika, Ze poszczegblne parametry x5 (25, 1,)
[xij(tp tz) € z;5 (tl’ tz) vyij(tp tz) v aij(tl, tz) v bij(tp tz) v hij(tp tz) v gij(tp tz)]
charakteryzujace wlasnosci czwornikéw sa wyrazone tylko poprzez odpowiednie
sumy iloczynéw admitancji elementéw tworzacych dendryty k-drzewowe
(k=1 v 2 v 3) Hi(¢}, 1), Hjxi(t; 1), Hija, o (¢, t,). :

Na rysunku 2 pokazano przyklad czwérnika skladajacego si¢ z dwoch rodzajow
elementéw. W tabeli na tym rysunku zestawiono wszystkie dendryty 1- 2-
1 3-drzewowe, skladajace si¢ z element6w typu {z,} i {¢,} konieczne do wyznaczenia
parametr6w rozpatrywanego ukltadu. Istnienie w dendrycie k-drzewowym elementu
typu {t,} zaznaczono litera ¢,, natomiast wystepowanie elementu typu. {t,}
— litera ¢,. :

Jak wynika z powyzszych rozwazan oraz prac [12] dany parametr charak-
teryzujay uklad czwérnika skladajacego si¢ z dwéch rodzajéw elementéw mozna
w ogllnym przypadku zapisa¢ w postaci funkcji wymiernej typu:

za (t 12 t 2)
Xyt ty) = el 26)
gdzie: o

Hi, (t,,1,); Hip(t,,t,) — odpowiednio sumy iloczynéw admitancji elementéw
typu {z,} i {¢,} tworzacych dendryty ka=drzewowe w liczniku i dendryty
kb-drzewowe w mianowniku funkcji wymiernej opisujacej parametry czwornika.
W ogblnym przypadku H? (t,,t,) mozina zapisa¢ w postaci:

A= > i foww] @n

nyx—v—k (T§(e), 13 .
gdzie: o
my — liczba elementow typu {¢,} wystgpujacych w dendrycie k-drzewowym.
ny — v-k-ny, — liczba elementéw typu {¢,} wystgpujacych w dendrycie
k-drzewowym.

o (™, t5%) — dendryt k-drzewowy skladajacy sie z ny, (ny=v-k, v-k-1,..., 1, 0)
elementow typu {¢,} oraz my (ny=v-k-ny;) element()w‘typu {,}.
Parametr H}(t,, t,) mozna rowniez przedstawi¢ w postaci:

_ . .
Hi(t,,t,) = > A, . tw-t» (28)

ny=v—k

My Ny
Ay, = = [T [1 (7] (29)
TR(5 139
Nalezy zwroci¢ uwagg, ze wystgpujace we wzorze 1.28 wyrazy ¢7* sa wielko§ciami
bezwymiarowymi i sygnalizuja nam Ze w danym iloczynie admitancji wystgpuje
ny, elementéw rodzaju {¢;}. Wynika stad, ze licznik i mianownik funkcji wymiernej

gdzie:
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opisujacej parametry X;;(¢,,¢,), to wielomiany zmiennej ¢, (lub £,). dla uktadéw RC,
RL, to wielomian zmiennej s, dla ukladéw skiadajacych si¢ elementéw R, G i ele-
mentéw sterowanych typu R-g, G-g, to wiclomian zmiennej g, dla ukladow
zawierajacych pojemno$é C i przetaczana pojemno$¢ SC, to wielomian zmiennej z.

W procesie syntezy topologicznej interesuje nas tylko rodzaj i sposOb polaczenia
poszczegblnych rodzajow elementéw (zaklada sig, Ze kazdy element ukladu ma
wartoéé rowng jeden). Sposéb polaczenia poszczegélnych elementéw okresla struk-
ture topologiczna ukladu.

Mozna wyrbdznié trzy podstawowe sposoby prezentacii danego obwodu w po-
staci grafu [4]. Sa to: unigraf, multigraf i bi-graf. Na rysunku 2 przedstawiono
modele czwornika skladajacego si¢ z dwoch rodzajow elementéw {t,} i {¢,}
w postaci bi-grafu (rysunek 2.c), multigrafu (rysunek 2.d) i unigrafu (rysunek 2.e).

Struktury ukladéw bedziemy zapisywac w postaci ich macierzy.

Macierz unigrafu odwzorujacego uklad ma postac:

G'(1)} = [gyle - (30)
gdzie: :
L jesli unigraf zawiera j-ta galaz.

&y = {O; w przeciwnym przypadku.

¢ — liczba kolumn
Liczba kolumn jest réwna liczbie galezi w grafie zupelnym o v wierzcholkach

[e=(v-1)-v/2].
Macierz multigrafu odwzorujacego uklad ma postac:
G’ (12)} = [glj] 1*e (31_)
gdzie:

_ {ps jesli multigraf zawiera p rownoleglych j-tych galezi.
By = 0; w przeciwnym przypadku.

Macierz bi-grafu odwzorujacego uklad elektryczny ma postac: _

Gv(tptz)} = [gij]Z'e (32)
gdzie:
5 jeSli i-ty rodzaj elementu {#;} jest j-ta galaz bi-grafu.
845 = Y 0; w przeciwnym przypadku.

Dla ukladu zaprezentowanego na rysunku 2. macierze G (%), G"k(t2) iG”(t,.t,) .
maja postac: | € €y € €3 O e,
G* (1) =11 1, 1, 1, 1, 0]

11, 1, 1, 2 1, 0]

G*(12)

o 1 1 1 0 0
1

G* (1, 1) = o 0 1 1 0
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W procesie syntezy topologicznej struktur kanonicznych zaktada sig, ze im-
mpedencja kazdego elementu ukladu ma warto$é rdwna jeden. Wowczas wzor 1.27

przyjmuje postaé:
0
Hit, 1) = S (LT, 13} (33)

n,=v—k
gdzie: ,
M o I
LTy 1) = > [[1e)-I1@p] 34
T} 1) v
LT} (¢, t3) — liczba dendrytéw k-drzewowych sktadajacych sie z n,, elemen-
tow typu {¢,} i ny=v—k—n,, elementéw typu {¢,}, istniejacych w bi-grafie ukladu
zawierajacego v wierzchotkow.
Dla ukladu z rysunku 1.2 parametr H{ (¢,,¢,) ma postaé:

Hi(t, ) =16 8) + 5% 8) + 611 8) + 1-(13- 8)

Struktury kanoniczne uktadéw bedziemy charakteryzowaé wyraZzeniem:

o
<LTi(f} 13> = > {LTi(f}, 134)} (35)
ny—v—k
<LTi(ty, t7»)> — uporzadkowany zbior (od ny=v—k do n;=0) liczb
dendrytéw k-drzewowych zlozonych z ny, elementéw typu {#,} i ny=v—k—n,
elementow typu {¢,}, (w skrocie <LTj(z,,1,)>).
Dla ukladu z rysunku 2 parametr <LT}(¢,,?,)> ma postaé:

<LTi(t,t,)> = <1,5,6,1>

Z przytoczonych rozwazan wynika, ze parametry czwoOrnika mozna charak-
teryzowaé w postaci funkcji wymiernej (1.26) zawierajacej w liczniku i mianowniku
odpowiednie wielomiany Hj(¢,,¢,), lub w postaci uporzadkowanego zbioru
<LT}(t,,t,)> (1.35).

Nalezy zwrdci¢ uwage, Ze. zapis parametréw czwornika w postaci upo-
rzadkowanego zbioru <LTj}(¢,,t,)>, daje nam dodatkowa informacje o liczbie
wierzchotkéw w ukladzie. Uporzadkowany zbior <LTj(z,,1,)> zawiera zawsze
v-k+1 elementow, przy czym jeSli ktory§ ze wspllczynnikéw wielomianu
Hi(t;, t,) jest rowny zeru, to w <LT((t,, t,)> wpisujemy w' to miejsce
zero [12, 14].

3. MACIERZ DENDRYTOW 1-DRZEWOWYCH

Z definicji dendrytow 2- i 3-drzewowych [12, 14, 15] wynika, ze sa one tylko

',,fragmentami” dendrytow 1-drzewowych istniejacych w danej strukturze ukladu.

Majac wigc wygenerowane dla danego czwoOrnika dendryty 1-drzewowe mozna

latwo zapisa¢ wszystkie jego parametry (tabela 1). Zanim przejdziemy do sprecyzo-
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wania warunkow D-réwnowaznosci struktur ukladow zdefininjemy macierze dend-
rytéw 1-drzewowych unigraféw, multigraféw i bi-grafow.

Macierz dendrytéw I1-drzewowych D{T9 (f)} unigrafu G"(f) odwzorujacego -
strukture ukladu nazywamy:

DT (9} = [y B>
gdzie:

d,

ij =

1; jeSli i-ty dendryt 1-drzewowy zawiera j-ta galaz unigrafu.
0; w przeciwnym przypadku. '

q — liczba wierszy
e — liczba kolumn.

Liczba wierszy macierzy D{T" ()} jest rowna liczbie dendrytow 1-drzewowych
T (¢) istniejacych w rozpatrywanej strukturze uktadu.

Liczba kolumn macxerzy D{T% (¢)} jest rowna liczbie galezi w graﬂe zupelnym
o v wierzchotkach. .

Macierz dendrytéw 1-drzewowych D{T% (£2)} multigrafu G®(#2) odwzorujacego
strukturg ukladu nazywamy:
. D{T}(2)} = [d;ls.e @37
gdzie: '

rownoleglych j-tych galezi multigrafu
0; w przeciwnym przypadku.

d,; =

i

{ p; jeSli i-ty dendryt 1-drzewowy zawiera p

Macierz dendrytéw 1-drzewowych D{ T (1)} bi-grafu G”(z,, t,) odwzorujacego
strukture uklad ma postac:

G, t,)
D (T (£2)

Dla ukladu zaprezentowanego na rysunku 2. czwornika macierze dendrytow
-1-drzewowych D{Tj (f)} D{T(:2)} i D{T} (¢,,t,)} maja postac:

DT (1,,1)) = (38)

D{T{(n}= D{T1(2)}= D{T} (s, 1)} =
€gs €55 €45 €35 €5, € €gs €55 €45 €35 €35 € - g5 €55 €5 €3, €5, €4
0,1, 1, 1, 0,0
1, 0, 0, 1, 1, 0
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0,0, 1, 1, 1, 0 0,0 1,2 1,0 0,01, 2 1, 0
0,1,0,1, 1, 0 0,1, 0, 2,1, 0 0,1, 0, 2,1, 0|
0,1, 1, 1, 0, 0 0,1, 1, 2,0, 0 0,1, 1,2, 0.0
1, 0,0, 1, 1, 0 1,0, 0, 2, 1, 0} 1, 0,0, 2,1, 0
1,0, 1,0 1, 0 1,0, 1,0, 1, 0 1, 0,1, 0,1, 0
1,1, 0,0 1, 0 1, 1,0, 0, 1, 0 1, 1, 0,0, 1, 0
1, 1,0, 1, 0, 0 1, 1,0, 2,0, 0 1,1, 0, 2, 0, 0]
1, 1, 1, 0, 0, 0 1,1, 1, 0, 0, 0f 1,1, 1,0 0,0

Nalezy zwr6ci¢ uwagg, ze z macierzy D{TY (¢, ¢,)} latwo uzyskaé poszczegblne
dendryty 1-drzewowe T7 (¢,, t,) struktury czwornika (tabela na rysunku 1.2) poprzez
»przypisanie” poszczegblnym galeziom podmacierzy D{TY (£2)} elementow {¢,}
i {¢,} zgodnie z podmacierza G"(t,,,)}. W przypadku gdy w podmacierzy
d{T7(2)} wystgpuje cyfra 2 (w ukladzie wystepuja réwnolegle elementy), to

'z danego dendrytu 1-drzewowego podmacierzy D { T (t2)} powstaja dwa dendryty

1-drzewowe T7 (¢, t,) bi-grafu.

4. D-ROWNOWAZNOSC STRUKTUR UKLADOW

Réwnowaino$¢ struktur dwoch ukladéw SLSOP bedziemy definiowaé naste-
pujaco:

»Dwie struktury ukladow G} (¢,, t,) i Gir(¢,¢,), sa rtownowazne, jeli kazdemu
elementowi danego rodzaju {¢;} ukladu G} (¢,,t,), mozna przyporzadkowac element -
takiego samego rodzaju ukladu G, (¢,,¢,), oraz jeli strukturalne funkcje wymierne
X,;(#,, t,) opisujace poszczegdlne parametry ukladu Gj(z,,¢,) maja analogiczng
posta jak strukturalne funkcje wymierne X;;(¢,, ¢,) opisujace wiasnosci ukladu
G?I (tp tz)”-

Z powyzszej definicji rOwnowaznosci struktur uktadow oraz zaleznosci 26 i 27
wynika, ze dwie struktury sa réwnowazne jeli licznik HY, (¢;, t,) i mianownik
Hj, (25, ¢,) strukturalnej funkcji wymiernej X;;(z,, ¢,) opisujacej dany parametr
X,;(t,, t,) (wyrazony poprzez sumy iloczynéw admitancji elementoéw tworzacych
odpowiednie dendryty k-drzewowe) uktadu G} (¢,, ¢,) jest rowny licznikowi Hf, (¢,,
t,) i mianownikowi Hj, (¢,, ¢,) strukturalnej funkcji wymiernej X; (z,, ¢,) opisujacej

dany parametr X;;(¢,, t,) ukladu Gy (¢,, t,). Innymi stowy, kazdy dendryt

k-drzewowy T} (¢,, t,) wystepujacy w liczniku lub mianowniku funkcji wymiernej
opisujacej dany parametr ukladu G7(z,, ¢,) ma swojego odpowiednika w funkcji
wymiernej opisujacej analogiczny parametr uktadu G} (¢,, ¢,). Ten typ rbwnowaz-
nosci struktur ukladéw bedziemy nazywaé D-réwnowaznoScia (réwnowaznoscia
dendrytow k-drzewowych).
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W procesie syntezy struktur kanonicznych ukladéw SLSOP metoda przegladu
hierarchicznego [14, 15], nalezy stwierdzi¢ rébwnowazno$¢ poszczegélnych struktur
odwzorowanych w postaci unigrafu, multigrafu i m-grafu. Zagadnienie D-réwno-
waznosci dwoch struktur ukladow dotyczy wige: '

1. D-ré6wnowaznosci unigraféw ukladow.

2. D-réwnowazno$ci multigrafow ukladow.

3. D-réwnowaznosci m-graféw ukladow.

Wykazemy, Ze pojecie rownowazno$é struktur ukladéw SLSOP realizujacych
funkcje wymierng obejmuje zarowno rownowazno$¢ w sensie przeksztalcenia izomor-
ficznego jak i 2-izomorficznego grafow nieskierowanych odwzorujacych ich struktury.

W teorii uktadéw SLSOP [1, 8] rownowazno$¢ definiuje si¢ nastgpujaco: ,,Dwa
‘uklady sa réwnowazne, jedli ich strukturalne macierze obwoddw réznia si¢ tylko
permutacja wierszy i kolumn”. ’ :

W teorii graféow [3, 11] wykazano ze: ,,Dwa grafy maja t¢ samga strukturalng
macierz obwodu, wtedy i tylko wtedy, gdy sa one 2-izomorficzne lub izomorficzne”.

Z powyiszych twierdzet oraz z faktu, ze macierz podstawowych obwodow
powstaje z dowolnie wybranego dendrytu 1-drzewowego i cigciw ukladu wynika, zZe
D-réwnowaznoéé struktur ukladéw SLSOP dotyczy zardéwno przeksztalcenia izo-
morficznego jak i 2-izomorficznego.

Twierdzenie 1. : :

Dwie struktury ukladéw G}(¢,, t,) i Gy (¢, t,), sa D-rbwnowazne, jesli ich
macierze dendrytéw 1-drzewowych roznig si¢ tylko permutancja wierszy i (lub)
kolumn, (kiedy maja odpowiednio$¢ macierzy dendrytéw 1-drzewowych).

Dowéd: ‘

1. Konieczno$¢:

Z definicji D-réwnowaznoéci wynika, ze dwie struktury sa réwnowazne jesli
opisujace ich parametry funkcje wymierne maja identyczna posta¢. Jak pokazano
tabeli 1 kazdy parametr opisujacy fizyczne wlasnosci czwoérnikéw, wyraza si¢
poprzez funkcje wymierna ktorej licznik i mianownik to sumy iloczynéw admitancji
poszczegblnych elementow tworzacych dendryty k-drzewowe. Jak pokazano wyzej
macierz D{T% (¢,,¢,)} zawiera wszystkie wystepujace w danej strukturze ukladu
‘dendryty k-drzewowe, a tym samym mozna na jej podstawie wyznaczy¢ wszystkie
parametry charakteryzujace dany uklad. :

2. Dostatecznosc¢:
Macierz D;{#} (¢,,1,)} zawiera pelny zestaw dendrytéw k-drzewowych koniecz-

nych do okreslenia parametrow struktury ukladu gy (¢,, t,)- Macierz Dy {#5 (¢,,2,)}

zawiera pelny zestaw¥endrytow k-drzewowych koniecznych do okreSlenia paramet-

réw struktury uktadu Gy (¢,,t,). Jesli macierz D {T} (¢,,,)} struktury G (#;,1,),

mozna permutacja kolumn i (lub) wierszy przeksztalcié w macierz Dy {T] (¢,,2,)}

struktury G¥ (¢;,¢,), to parametry ukladow G} (t,,t,) i Gir (2, ,) sa opisywane za

pomoca identycznych funkgji topologicznych, czyli uklady te sa réwnowazne.
c.n.d.
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. Parametry x,,;={x, €z, v yy;vayv byv hyv g}
charakteryzujgce wlasno$ci czwérnikéw (czterokoncéwkowych)

x
n 12 21 22
z Hl.o le.so»—Hu.ao Hn.zo_le.so Hz.z
H, H, H, H,
¥ Hz.s Hls.zo—le.so H12.30—H13.20 _Hl.o
ZH, i, jx, IH, i, jk, 0 IH 1, jk, 0 ZH, i, jk, 0
. Hz.o EH“," o . H, Hz'3
Hls.zo._Hu a0 H:s.zo_sz.so Hls.zo_Hu.so Hxs.zo"'sz.ao )
H XH, -H H
b 2,3 i, Jk, O 1 1.0
H:z.so—Hls.zo le.so_Hn.zo -le.so_Hu.zo le.so_Hls.zo
h ZH, 0 _ H 50~ His0 Hys0—Hisi0 H,
Hz.s Hz.s ' Hz.a Hz.a
g H H13.20_le.3o Hu.z'.o_le.ao 2:Hl..ik.o
Hl.o Hl.o Hx.o Hx.o
gdze:

H = H\t,, 1)

Hyo, = H o1, 1)
Hyy = H, 0, 1)
Hyzg0 = Hipso(ty 1)
Hysn0 = Hysaolfy, 1)

zHLJk.O = Hu.:.n(’p tz)"'”x.z.:o(’p 13)'*'Hu.z.o('p't:)+H1.3.zu('u ’3)

Podzialu wygenerowanych w procesie syntezy topologicznej metoda przegladu
hierarchicznego unigraféw i multugraféw na klasy ich struktur topologicznie réwno-
waznych bedziemy dokonywa¢ korzystajac z nastgpujacych twierdzen.

Twierdzenie 2.

Dwa struktury ukladow w pdstaci multigrafow G}(#2) i G (¢2), sa topologicznie
réwnowazne jeli ich macierze dendrytow 1-drzewowych D {T' (£2) } r6znia si¢ tylko
permutacjg wierszy i (lub) kolumn, (kiedy maja odpow1edmosc macierzy dendrytéw

1-drzewowych).
Dowéd:

Twierdzenie 3.

Dowdd powyzszego twierdzenia jest analogiczny do dowodu twierdzenia 1.

Dwa struktury ukladow w postaci unigrafow G}(i) i Gy (9, sa topologicznie
réwnowazne jeéli ich macierze dendrytéw 1-drzewowych D { T ()} roinia si¢ tylko
permutacja wierszy i (lub) kolumn, (kledy maja odpow:edmosc macierzy dendrytow

1-drzewowych).
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Dowad:
Dowéd powyzszego twierdzenia jest analogiczny do dowodu twierdzenia 1.1.

5. ALGORYTM — ,,D-ROWNOWAZNOSC STRUKTUR UKEADOW?”

Z twierdzen 1, 2 i 3 wynika, ze aby stwierdzi¢ D-réwnowaznos¢ dwoch stru-
ktur (unigraféw, multigrafow i bigraféw) ukladéw nalezy wygenerowa¢ ich ma-
cierze dendrytéw 1-drzewowych, a nastgpnie wykona¢ w najgorszym przypadku
el q! permutacji wierszy i kolumn (e — liczba wierszy, ¢ — liczba kolumn),
co moze si¢ okaza¢ trudne do wykonania nawet przy uzyciu szybkich kom-
puterébw. - . '

W procesie syntezy topologicznej metoda przegladu-hierarchicznego, w pierw-
szym etapie generuje si¢ struktury kanoniczne unigraféw a dopiero w drugim etapie
tworzy si¢ w nich struktury bi-graféw ukladéw. Wynika stad, Zze w pierwszym etapie
syntezy istnieje tylko konieczno$¢ stwierdzenia D-réwnowaznosci unigraféw. W pra-
ktyce dla unigraféw reprezentujacych struktury ukladéw, liczbe krokéw koniecz-
nych do stwierdzenia ich D-rOwnowaznosci mozna wyraznie zmniejszy¢, biorac pod
uwage nastepujace fakty. Z definicji D-réwnowaznosci dwoch struktur unigrafow
uktadow wynika, ze dwie struktury sa D-rownowazne jesli:

1. Moce zbioréw weztéw odpowiednio unigrafow Gi{#} i G} {#}, sa row-
noliczne.

2. Moce zbioréw galezi odpowiednio unigraféw G}{#} i G} {#}, sa rownoliczne.

3. Moce zbiorow galezi incydentnych do odpowiadajacych sobie wierzcholkow
-wejéciowych {w,,w,} i wyjsciowych {w,,w,} odpowiednio unigrafow Gi{#}
i G4 {8}, sa rownoliczne. Warunek ten wynika z faktu, ze w dowolnych przeksztal-
ceniach struktur ukladéw tylko galezie incydentne do wierzchotkéw brzegowych
przeksztalcaja si¢ same w siebie.

Réwniez liczbe koniecznych permutacji zarowno wierszy jak i kolumn macierzy
D{T? ()} mozna w istotny sposob zredukowal. Zdefiniujemy pomocniczg macierz
jednowierszowa A=[a]]

A = 4. e

gdzie:

q
a; = Y d ' (40)

i=0
Sposéb redukcji liczby koniecznych permutacji kolumn macierzy dendrytow
1-drzewowych, zilustrujemy na przykladzie dwoch D-réwnowaznych struktur uni-
graféw ukladow pokazanych na rysunku 3. Dla rozpatrywanych struktur uktadow
wygenerowano rowniez ich macierze D {3 (9} i Dy {£] ()} oraz macierze A;i Ayy.
Poszczegblne wyrazy macierzy A to sumy ,jedynek” w kazdej kolumnie macierzy

D{T{ (9}
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Rys. 3. Topologicznie réwnowazne czw6rniki; a, b — czwérniki, ¢, d — bi-grafy struktur czwornikow, e,

f — unigrafy struktur czwérnikow, G5 (f), D5 (2)

D{T3(t,, t;)} 4° () — macierze charakteryzujace

unigrafy
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Rys. 4. Hlustracja permutacji elementéw a; w macierzy A% charakteryzujace unigrafy z rysunku 1.3

Rozwazmy permutacje kolumn macierzy D;{T5 ()} w D {T} ()}. Permutacje
kolumn macierz D {T% ()} w Dy {T} ()}, moga dotyczyé tylko tych kolumn ktore
maja identyczne wartosci elementow a; w macierzach A, i Ay Ilustruje to rysunek 4.
Petle wlashe dotycza zawsze kolumn d; i dj; ktore reprezentuja galaz wejSciowa

‘e, e{w,,w,} i gataz wyjsciowa e, e{w,, w,} w macierzach D {T3(#)} i Dy {T7 (9}.
Tym sposobem catkowita permutacje f: D {77 () }= D {T% (f)}, mozna podzieli¢
na cykliczne permutacje dotyczace tylko tych kolumn ktére maja taka sama wartos¢
elementu a; w macierzach A; i Ap. - ,

Nalezy zwroci¢é uwage na fakt, ze zaprezentowana metoda redukcji liczby
permutacji kolumn macierzy D{Tj(f)} jest szczegblnie efektywna dla struktur
o wigkszej liczbie wierzcholkéw {liczba kolumn macierzy dendrytéw 1-drzewowych
zalezy od liczby wierzchotkow e=1v-(v—1)/2} kiedy prawdopodobienstwo, ze wiele
kolumn ma identyczna wartoéé elementu a; macierzy A wyraznie maleje.

Liczbe koniecznych permutacji wierszy macierzy D{T7 ()} mozna rdéwniez
w istotny sposéb zredukowaé, poprzez tzw: uporzadkowanie leksykograficzne [2]
‘poszczegblnych dendrytow 1-drzewowych. :

Uporzadkowanie leksykograficzne wystgpuje wtedy kiedy kazdy nastgpny wiersz
w macierzy, traktowany jako reprezentacja liczby naturalnej w systemie dwoj-
kowym, ma wicksza wartosc. ‘

Uporzadkowanie leksykograficzne szczegdlnie latwo daje si¢ zastosowa¢ do
sortowania wierszy w macierzy D {T% (/) }. Analogiczny algorytm mozna zastosowaé
do stwierdzenia topologicznej réwnowaznosci multigrafow i bi-graféw struktur
czwornikéw, korzystajac z macierzy odpowiednio D{¢7(£2)} i D{¢] (t;.,). Upo-
rzadkowanie leksykograficzne w macierzy D{T75 (¢;,2,)} dotyczy tylko wierszy jej
podmacierzy D{T4 (¢2) }.
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D-EQUIVALENCE STRUCTURE CIRCUITS REALIZING RATIONAL FUNCTION

Summary:

D-equivalence structure circuits is equivalence in the sense of iéomotphic and 2-jsomorphic transfor-
mation. Algebraic criteria and algorytm D-equivalence structure circuits realizing rational function were
presented in-this paper.
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W pracy przedstawiono procedurg syntezy topologicznej struktur kanonicznych meto-
da przegladu hierarchicznego, pozwalajaca wygenerowa¢ wszystkie mozliwe struktury
topologiczne czwérnikow. Przedstawiono warunki realizacji minimalno-elementowych stru-
ktur czwornikéw. Procedurg syntezy topologicznej zilustrowano na przykladzie minimal-
no-elementowych struktur czwornikow.

1. WPROWADZENIE

Synteza ukladéw jest zwykle rozumiana jako zbiér metod umozliwiajacych
wyznaczenie rodzaju i warto$ci elementow oraz sposobu takiego ich polaczenia, aby
otrzymany w efekcie uklad fizyczny realizowal zadana zalezno$¢ funkcyjna [3].

Procedire syntezy ukladéw mozna w zasadzie podzieli¢ na dwa odrgbne grupy
zagadnieni: , '

" — synteze topologiczna ukladow.

— syntez¢ parametryczng ukladow.

- Pod pojeciem syntezy topologicznej ukladow - bedziemy rozumie¢ generacje
wszystkich mozliwych struktur topologicznych tych ukladoéw, oraz ich podzial
wedlug zadanych kryteriéw na klasy struktur rownowaznych. W procesie syntezy
topologicznejinteresuje nas tylko rodzaj i sposob polaczenia poszczegblnych ro-
dzajow elementéw (przyjmujac, ze kazdy element ukladu ma warto$¢ roéwna
jeden). Sposéb polaczenia poszczegdlnych elementow okresla strukture topologezna

. uktadu.
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Pod pojeciem syntezy parametrycznej ukltadow, bedziemy rozumie¢ opracowanie
algorytméw umozlwiajacych takie wyznaczenie rodzaju wartosci poszczegblnych
elementow tworzacych wygenerowane struktury topologiczne, aby skonstruowany
w efekcie uklad posiadal pozadane wlasnosci zewngtrzne. Nalezy zwroci¢ uwagg, ze
w prachach dotyczacych syntezy ukladow zawierajacych skupione, liniowe, stacjona-
rne odwracalne i pasywne (SLSOP) elementy. pierwszemu etapowi syntezy czyli
generacji struktur kanonicznych po$wieca si¢ niewiele uwagi. W wiekszosci prac
strukture ukladu zadaje si¢ a priori (np: struktury drabinkowe, mostkowe itp.)
koncentrujac uwagg przede wszystkim na drugm etapie syntezy poszukujac zwykle
rozwigzan optymalnych ze wzgledu na zadany parametr funkcji celu procesu syntezy.

W procesie syntezy topologicznej generowane sa struktury uktadéw ktére moga by¢
miedzy soba réwnowazne. Istnieje wigc konieczno$¢ podzialu wygenerowanych
struktur ukladéw na klasy struktur rOwnowaznych wzgledem przyjetych kryteriow
rownowaznosci. Pojecie rownowaznosci uktadow mozna rozpatrywaé w roinych
aspektach. Dla ukladow SLSOP roéwnowazno$¢ definiuje si¢ nastgpujaco: ,,Dwa
uklady sa rdwnowazne, jesli ich strukturalne macierze obwodoéw rdznia si¢ tylko
-permutacja wierszy i kolumn”. Ten typ rownowaznosci w pracy [9] zdefiniowano jako
D-réwnowazno$é (réwnowazno$é struktur ukladéw w sensie przeksztalcenia izomorfi-
cznego lub 2-izomorficzne). Problem generacji pelnego zbioru struktur kanonicznych
ukladéw SLSOP, to wazny problem teorii obwod 6w lezacy na pograniczu teorii grafow
[1, 5] i kombinatoryki [2]. Dotychczas nie opracowano kompleksowo zagadnienia
generaciji struktur kanonicznych ukladow SLSOP. Zwigzane jest to przede wszystkim
z faktem, ze dotychczas nie opracowano kryteriow rownowaznosci pozwalajacych
podzieli¢ generowane w procesie syntezy struktury na klasy struktur D-rownowaznych
(w sensie przeksztalcenia izomorficznego i 2-izomorficznego). Opracowany w pracy [9]
algorytm pozwalajacy stwierdzié¢ D-réwnowazno§¢ dwéch struktur uktadow pozowlil
na nowo spojrze¢ na zagadnienie syntezy struktur kanonicznych uktadéw.

Niniejsza praca jest kontynuacja prac [7, 8]. Przedstawiono w niej nowe nie
standartowe kombinacyjno-strukturalne podejécie do zagadnienia syntezy topologi-
cznej ukladow. Wyniki syntezy struktur kanonicznych zilustrowano na przykladzie
czwornikow (czterokoncoéwkowych) skladajacych si¢ z dwoch rodzajow elementow,
ze szczegdlnym uwzglednienem generacii struktur minimalno-elementowych.

2 GENERACJA STRUKTUR KANONICZNYCH CZWORNIKOW

W procesie syntezy topologicznej interesuje nas tylko rodzaj i sposob polaczenia
poszczegblnych rodzajéw elementéw (przyjmujac, ze kazdy element ukladu ma
‘wartosé réwna jeden). Sposéb polaczenia poszczegdlnych elementéw okresla struk-

ture topologiczna ukladu.

W procesic syntezy topologcznej generowane struktury ukladéw, moga byc
miedzy soba topologicznie rownowazne. Istnieje wigc konieczno$é podziatu wygene-
rowanych struktur na klasy struktur topologicznie rébwnowaznych, co mozna
dokona¢ korzystajac z twierdzef 1, 2 3 pracy [9].
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Strukture znajdujaca si¢ na perwszym miejscu liniowo uporzadkowanego cagu
struktur tworzacych dana klase réwnowaznoéci (podobienstwa) bedzemy nazywal
kanonicznym reprezentantem klasy rownowaznosci struktur. Kanoniczny reprezen-
tant klasy rOwnowaznosci struktur jest oczywiscie zalezny od przyjetej zasady
liniowego uporzadkowania styruktur, a wigc wlasno§¢ ,,byca kanoncznym reprezen-
tantem klasy rownowazno$c struktur’ nie jest immanentna cecha struktury. Struk-
tura kanoniczna jest nezmiennkem przeksztalcen topologcznych struktur uktadow.

Struktur¢ kanoniczna unigrafu bedziemy oznaczali G*(r), multigrafu - G”(s2)
a bi-grafu G (¢,, ¢,).

Strukture kanoniczna unigrafu bedzemy charakteryzowal hczbamx dendrytow
k-drzewowych LTj(f), multigrafu LT (¢2) natomiast struktur¢ kanonczna bgrafu

~czwornika bedziemy charakteryzowali uporzadkowanymi zbiorami < LT3 (¢,,t,)> [6].

Typem struktury kanonicznej ukladu bedziemy nazywamy przedstawiciela tych
struktur kanonicznych, ktoére charakteryzuja si¢ analogcznym typem uporzadkowa-
nego zbioru <LT;(t,,,)>.

Typ uporzadkowanego zbioru <LTj{(¢,,t,)> zawiera tylko trzy wartoéci liczb
dendrytow k-drzewowych <L, 1, 0>. Jesli: LT; (z,,¢,)>1=1, LT} (tl,tz) 1=1,
LT;(¢,,t,)=0=0.

Syntez¢ topologiczna struktur kanonicznych czwornikéw mozna prowadzié
metoda przegladu bezposredniego lub przegladu hierarchicznego [7, 8]. Jak wynika
z pracy [8], bardziej efektywna jest metoda przegladu hierarchicznego. Nizej przed-
stawiono procedurg syntezy topologicznej struktur kanonicznych czwo6rnikéw meto-
da przegladu hierarchicznego.

Algorytm syntezy topologicznej struktur kanomcznych czwornikow metoda
przegladu hierarchicznego zawiera dwa etapy:

1. Generacj¢ struktur unigraféw ukladéw i podzial ich na klasy struktur
kanonicznych G (7).

2. Tworzenie bigrafow w poszczegolnych klasach struktur kanonicznych uni-
grafébw G (f), oraz podzial wygenerowanych struktur czwornikéw na klasy ich
struktur kanonicznych G(¢,, t,).

2.a. GENERACJA STRUKTUR KANONICZNYCH UNIGRAFOW CZWORNIKOW

W procesie syntezy topologicznej czwornikéw metoda przegladu hierarchicz-
nego, zgodnie z zalo9zeniami przedstawionymi w pracy [8], bedziemy rozpatrywaé
tylko te umgrafy, ktorych liczba gal@m 1, spelnia zaleznosc

bl <2 (=) | )

Ograniczenie od dohu liczby gal§z1 w unigrafie czwornika wynika z faktu, Ze
unigraf jest cyklicznie spojny wzgledem obu par wierzcholkéw brzegowych {wy, w,}
i{w,,w,} gdy ma co na]mmej v galezi. .

Ograniczenie od gory liczby galezi w-unigrafie czwormka dotyczy jak pokazano
nizej, struktur minimalno- elemenowych tworzonych jako sumy mnogoSciowe
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dwéch dendryt()w i-drzewowych o v—1 galeziach. Z wygenerowanych struktur
unigraféw spelniajacych warunek 1, nalezy wigc wydzieli¢ te struktury ktoére sa
cyklicznie spbéjne wzgledem obu par wierzcholkow brzegowych. Procedur¢ po-
zwalajaca stwierdzi¢ spojnos¢ unigrafu czwornika wzgledem obu par wierzchotkéw
brzegowych wejsciowych {w,, w,} i wyjéciowych {w,,w,} moina zapisa¢ w postaci:

PY Wy, w3 0) 0 GO (t) = PE(wg,wy31) | Q@
Pg(wz,w 1) (G = PY(w, w0 €)
u PY(wy,w, ) = G°(f) @
O Ptormen = €0 IN©

gdzie: ,
PY(wg,w; ), P{(w,,w,; 1) — macierze Sciezek odpowiednio wzglgdem wierz-
chotkéw {wgy, w,} i {w,,w,} unigrafu ukladu.

Rownama (2) i (3) daja odpowiedZ na pytanie, czy i-ta Sciezka wyznaczona
wzgledem wierzcholkéw {w,,w,} oraz j-ta Sciezka wyznaczona wzgledem wierz-
chotkéw {w,,w,}, sa S§ciezkami unigrafu czwoérnika. Réwnania (4) i (5) daja
natomiast pdpowiedz na pytanie, czy otrzymane z dwoch pierwszych réwan Sciezki,
zawieraja wszystkie galezie wystgpujace w danym unigrafie.

Tabela 1
Struktury unigraféw G 4(f) czwornikéw ‘
N ¢ 1:/(1);((1;1 LT4, .0 | LT% LLTTi(t) LT% LT% .
_ 12,30 13.20 1,0 2,3 1
1 1,1,1,1,1,1 X 1 1 8 8 16 6
2 1,1,1,1,0,1 X 0 1 5 5 8 5
2a 0,1,1,1,1,1 X
2b 1,0,1,1,1,1 1 0
2¢ 1,51,0,1,1
3 1,1,0,1,1,1 X 1 1 4 8 8
4 1,1,1,1,1,0 E 8 4
5 1,1,0,1,1,0 X 1 1 4 4 4 4
6 1,0,1,0,1,1 [] 1 0 3 3
6a 0,1,1,1,0,1 X 0 1 2

Struktury kanoniczne unigraféw G*(f) zaznaczono pogrubiong czcionka.
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W tabeli 1 zestawiono wszystkie struktury unigraféw G*(¢) spelniajacych
réwnania 1—5, dzielac je na klasy ich struktur kanonicznych (zaznaczonych
pogrubiong czcionka). Nalezy zwroci¢ uwage, ze w procesie przeksztalcenia wierz-
chotkow {wg,w,} = {w ,w;} lub {w,,ws} => {w,,w,} unigrafu G"(¢), dendryty
T12.50®) = Ty5,20(8) i Ty3,0) = Ty,50(0. dlatego tez do danej klasy struk-
tur kanonicznych bedziemy zalicza¢ struktury G(9)|, i G°(9)|y ktérych

. Ti250 D =T1320 011 Ty520 Olir=T15.50 O lur-

2.b. GENERACJA STRUKTUR KANONICZNYCH CZWORNIKOW G* (t,.t,)

‘Majac wygenerowane struktury kanoniczne unigrafow czwoérnikéw G (£), mozna
przejs¢ do tworzenia w nich struktur zawierajacych poszczegdlne rodzaje elementéw

{t,}i{t,}.

Mozliwe sa rézne warianty ,,wypelnienia” zadanej struktury kanonicznej uni-

'grafu G’ (f) elementami typu {z,} i {z,}. Zbior elementéw danego rodzaju {¢;}

wechodzacych w sklad -struktury czwoérnika bedziemy nazywali mono-strukturg
i oznaczali- E(t;). Procedurg ,,wypelnienia” zadanej struktury kanonicznej unigrafu
G’ (¢) elementami typu {z,} i {¢,}, mozna zapisa¢ w postaci:

E@ 60 = @) ©
UP® =60 )

Pierwsze rownanie daje odpowiedz na pytanie — czy mono-struktura E¥(¢,) zawie-
raja si¢ w strukturze G”(#). Drugie r6wnanie daje odpowiedZ na pytanie — czy
utworzona jako suma mnogoS$ciowa mono-struktur E¥(¢,), struktura czwérnika
G’ (¢,,1,) zawiera wszystkie galgzie struktury kanonicznej G* ().

W procesie syntezy topologicznej funkcja celu jest generacja wszystkich mozliwych

-struktur uktadow i ich podzial na klasy struktur topologicznie rownowaznych (struktur

kanonicznych). Taki cel ma bardziej charakter poznawczy, pozwala stwierdzi¢ ze przy
danym naborze elementéw istnieje skonczony zbiér struktur kanonicznych ukladow.
Korzystajac z wynikéw prac [8, 9], latwo mozna wygenerowac pelny zbior struktur
kanonicznych czwdrnikoéw. W praktyce istnieje czesto koniecznoS¢ generacji struktur
ktére realizowataby funkcje wymierne o maksymalnym stopniu licznika i mianownika
przy minimalnej liczbie elementéw tzw. struktury minimalno-elementowe.

3. MINIMALNO-ELEMENTOWE TYPY STRUKTUR KANONICZNYCH
CZWORNIKOW

Strukture czwoérnika nazywamy minimalno-elementowa, jesli realizuje parametry
xij (t_p tz) [xij (tl: tz) € Zij (tls tz) \4 yij (tl, tz) \4 aij (tp tz) \4 bij (tlf tz) \4 hij (tp tz) \4
v gi;(t,,1,)] (tabela 1 w pracy [9]), w postaci funkcji wymiernej o maksymalnym



546 Z. Wrobel Kwart. Elektr. i Telekom.

stopniu wielomianu licznika i mianownika wzgledem {t,} lub {¢,} przy minimalnej
liczbie poszczegblnych rodzajow elementow {z,}. '

Z tabeli 1 pracy [9] wynika, Zze parametry opisujace parametry czwornika sa
funkcjami wymiernymi, ktérych licznik i mianownik to wielomiany iloczynéw
admitancji poszczeg6lnych elementéw uktadu tworzacych:

1. Hj(t,,t,).

2. HY o (8,5 15).

3. HY 4 (t,,t,).

47 H,50 (81 82)s Hisz0 (1, 1)

5. HY ;.30 (tp 1), Hz.3.0 Y 1), Hi 3,20 (tp t,), His,z.0 (¢ t)-

Nizej przedstawiono warunki jakie musza spelnia¢ dwie monostruktury E(¢,)
i E*(t,) aby utworzena z nich (zgodnie z réwnaniami 6 i 7) struktura czwornika,
realizowala funkcje wymierna o maksymalnym stopniu licznika lub mianownika
w postaci wielomianéw HE(¢,,t,), przy minimalnych liczbach n(¢,) i n(t,) po-
szczegoOlnych rodzajow elementow.

3.5 STRUKTURY MINIMALNO-ELEMENTOWE REALIZUJACE H® (¢,, 1,)

Twierdzenie 1

Czwbrnik o v wierzchotkach zawierajacy dwa rodzaje element6w o admitancjach
(Y- t,} i {Yyt,} realizuje wielomian HY (t,,t,) licznika lub mianownika funkcji
wymiernej Xj; (¢,,¢,) o maksymalnym stopniu wzlgedem {¢,} typu:

HE(t,t) = Aoty 15 + Ay 7283+ ... +

+ Ay tdot"2 4+ Ay, o290ty ®)
cow postaci jego uporzadkowanego zbioru <LTj4(¢,,t,)> mozna zapisac: '
<, LTS(t57%t8), . ovive - L LTI, 7Y, 1> )

.wtedy i tylko wtedy gdy:
G'(t,,t,) = Ti(t,) w T1(t,) (10)
gdzie: _

T3 (t,) — dendryt 1-drzewowy o v wierzcholkach skladajacy si¢ tylko z elemen-
téw typu {¢,}. o

T% (t,) — dendryt 1-drzewowy 0 v wierzcholkach skladajacy si¢ tylko z elemen-
tow typu {¢,}.

Dowdd:

Konieczno$é:

Z zaleznosci 29 pracy [9] wynika, ze 4,0 jest suma iloczynéw admitancji tylko
elementéw typu {¢,}, tworzacych dendryt 1-drzewowy, a zatem maksymalny stopiefi
 wielomianu w stosunku do elementéw {z,} bedzie miat warto§é ¢77'. Analogicznie
Ay, to suma iloczynow admitancji tylko elementow typu {¢,} tworzacych dendryt
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I-drzewowy, w zwigzku z tym maksymalny stopién wielomianu w stosunku do -
elementu {¢,} bedzie mial wartoéé ¢3! 12 czwornik musi zawieraé co najmniej »-1
element6w typu {7} tworzacych minimum jeden dendryt 1-drzewowy skladajacy si¢
tylko z elementéw typu {¢,}. Aby za$ wielomian wyrazenia (8) miat stopien (¢9-27)
czwornik musi zawieraé co najmniej v-1 elementow typu {¢,} tworzacych minimum
jeden dendryt 1-drzewowy, skladajacy si¢ tylko z elementéw typu {t,}.

Tabela 2
Dendryty k-drzewowe w pelnym unigrafie G4(7) konieczne do wyznaczania parametréw charakteryzujacych
czwérniki .
Model ’ T4 T4
T41) T4 T4 T4 T4 12,30 13,20
1 topol. 1.0 2.3 12,30 13.20 12'30 13’20
100011 ,: 000010
A, 100010 | 100010 | 100010
101010 :] 100000
A
010101 [>< 000100
A, 010100 | 010100 010100
011100 ><] 010000
000011
otoo11 | [N\ | 010010 oloo01 | 000010 | 010000 | 000010 | 010000
Bl
000101
101010 Z 100100 | | o001 | 100000 | 000100 100000 | 000100
B
001110 7| ggi(l’(l)g 000110 | 000010 | 000100 | 000010 | 000100
BZ
011000 .
101010 N 101000 110090 000010 | 010000 | 100000 | 010000
001011 [—| 001010 | 000011 | 000010 _ 000010
c* '
101001 | | | | 101000 | 100001 | 100000 100000
c .
001101 [/] 001100 | 000101 000100 000100
c-
011001 N 011000 | 010001 010000 010000
- | 100010 | 100010 000010
100110 Z 100200 | 000110 | 100010 | o0ol00 | e | 000100
D+ . :
o 100010 | 100010 000010
110010 X 010010 | 110000 000010. 010100 | 100000 010000
D , .
010010 | 010110 000010 | 000100
010110 | 3| 010100 | or0170 | 200010 | o1on00 | Lo 010000
D-
010100 | 010100 010000 | 000100
10100 | X 100100 | 100100 | 100000 | 010100 | 5n000 | 010000

Kursywg oznaczono ,,niepelne’” dendryty k-drzewowe
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Dostateczno$é:

Warunkiem dostatecznym aby czwornik realizowal wielomian 8 przy minimalnej
liczbie elementéw obu typow jest minimalna liczba dendrtyow 1-drzewowych czyli
LT (¢%,9)=1 oraz LT} (#3,t5)=1. Aby byly spelnione powyzsze warunki,
czwbrnik musi zawieraé tylko »-1 elementdéw typu {¢,} tworzacych dendryt 1-drze-
wowy T (¢,), (tym samym LT} (¢3!, 89)=1) oraz zawieraé tylko v-1 elementow
typu {¢,} tworzacych dendryt 1-drzewowy T (¢,), (tym samym LT (¢}, 5 H=1).

c.n.d.

Rozpatrzymy wspélzaleznosci konfiguracji dendrytéw 1-, 2- i 3-drzewowych
w pelnym unigrafie czwornika, ilustrujac rozwazania dendrytami k-drzewowymi
czwérnika (czterokoticowkowego) o v=4 wierzcholkach (Tab. 2). :

W pelnym unigrafie wszystkie dendryty 2-drzewowe typu T7 , (f) powstaja tylko
z tych dendrytéw 1-drzewowych T7 (¢) ktore zawieraja galaz migdzy wierzchotkami
w, i w,. Po ,zwarciu” (opuszczeniu) tej galezi (w naszym przypadku e, e{w,,w,})
z dendrytow 1-drzewowych T (f) powstaja dendryty 2-drzewowe typu Tj (D).
Analogicznie wszystkie dendryty 2-drzewowe typu T? . (f) powstaja tylko z tych
dendrytéw 1-drzewowych T () ktore zawieraja galaz miedzy wierzcholkamiw, i w,.
Po ,,zwarciu” (opuszczeniu) tej galezi (w naszym przypadku e, e{w,,w,} z dendry-
téw 1-drzewowych T (f) powstaja dendryty 2-drzewowe typu T% 5 (). Dendryty
2-drzewowe typu T%, 50 (8), T**3+20(2) sa dendrytami ,,tranzytowymi’’ przenoszacy-
mi informacje z wejécia (wierzchotki {w,,w,}) do wyjscia (wierzchotki {w,, w,}).

Jak latwo zauwazyé, czes¢ dendrytow 2-drzewowych typu TY , (), ma analogicz-
na strukture jak dendryty 2-drzewowe typu T 5 (f) (Tab. 2).

Najprostszy sposob generacji dendrytow 2-drzewowych typu T, 30 ®
i T8, ,0(f) w pelnym unigrafie mozna zapisa¢ w postaci: '

T30 () = T35 () = Tiz00() V Tisz0 () (11

Dendryty 2-drzewowe typu T3, 50 () przenoszacymi informacj¢ z wejscia do wyjscia
z znakiem ,,+”. Dendryty 2-drzewowe typu T®, ;0 (f) przenoszacymi informacje
z wejécia do wyjécia z znakiem ,,—"".

' Wszystkie dendryty 3-drzewowe typu T 5300 Ti2,3.0 () T1a.20 ), T45.2.0(0
powstaja z dendrytow 2-drzewowych typu T30, Tia,20(8) PO ,,opuszczeniu,,
pewnych galezi. . -

Dendryty 3-drzewowe T3 ;.30 (8 T1z2,3.0 (?) powstaja z dendrytow 2-drzewowych
T?, 40 (2) PO ,,opuszczeniu” galgzi e, €{w,,w,} lub ege{w;, Wy}, co mzna zapisa¢
w postaci:

TY,:30(8) — ;= TY.2.50 () (12)
T%,,30(8) — €6 = T3 25,0 (13)

Dendryty 3-drzewowe T 5,20 (£); T, 5.0 () powstaja z dendrytow 2—drzewoW}'ch
TY5,20 () PO ,,opuszczeniu” galezi e e{w,, w,} lub e, e{w,, Wy}, coO mozna zapisac
w postaci:
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Ti5:0(0 — e, = T ,3,0() (14)
Ti350(0 — ey = T;5,,0(0) s

Z powyzszych rozwazaf wynika, ze obecnosé lub brak w dendrycie 1-drzewo-
wym galezi brzegowych e, e{w,, w,} i lub e, €{w,, w,}, nie ma wplywu na strukture
dendrytow 2-drzewowych i dendrytéw 3-drzewowych. Dendryty 1-drzewowe two-
rzace zgodnie z réwnaniem (10) struktury czwérnikéw, mozna podzielié na cztery
grupy, ze wzgledu na ,,uczestnictwo” elementu wejsciowego { e,} i elementu wyj-
Sciowego {e,} w dendrycie T? (t,), oraz sposobu tworzenia dendrytéw 2-drzewowych
typu T, (2), Tg.; (s Tiz30 (), Tis20(t), T30 )y Tigs0 (), 13,20 (2
T1s,2,0 (£, (Tab. 3).

Grupg A tworza te dendryty 1-drzewowe ktére zawieraja element wejsciowy {e,}

lub element wyjéciowy {e,}, oraz utworzone z nich denddryty 2-drzewowe T1,()

i T3,5(#) sa sobie rowne. Grupe t¢ dzielimy jeszcze na dwie podgrupy AliA,
(Tab. 3 i 2). Dendryty 1-drzewowe T% (¢,) podgrupy A, zawieraja v-2 elementéw,
ktore uczestnicza w tworzeniu dendrytéw 2-drzewowych typu TY o (t), T5.5(t),
T7.30 (). Dendryty T4 (¢;) podgrupy A, zawieraja v-2 elementdw, ktore uczestnicza
w tworzeniu T o (¢), T35 (), T1s,20 (1)- :

Grupe B tworza te dendryty 1-drzewowe ktdre zawieraja element wejsciowy { e}
lub element wyjsciowy {e,}, ale utworzone z nich dendryty 2-drzewowe T,
i T3 5 (¢) nie sa sobie rowne. Grupe t¢ dzielimy na dwie podgrupy B 1 1 B,. Podgrupe
B, tworza te dendryty 1-drzewowe, ktore zawieraja element wejéciowy {e,}. Zawie-
rajg one v-2 elementy ktore uczestnicza w tworzeniu tylko T% ; (¢,), oraz v-3 elementy
ktore uczestnicza w tworzeniu T , (¢,). Podgrupe B, tworza te dendryty 1-drzewo-
we, ktore zawieraja element wyjSciowy {e,}. Zawieraja one v-2 elementy ktore
uczestnicza w tworzeniu tylko T% , (¢,), oraz v-3 elementy ktére uczestnicza w two-
rzeniu T ,(¢;) (Tab. 3 i 2.2). Dendryty T (¢,) grupy B nie tworza samodzielnie
dendrytow T9, ;0(f) i Ti;,,0(t). Zawicraja bowiem tylko /=v—3 + 1 galezi
mogacych uczestniczy¢é w tworzeniu dendrytu 7%, ., (¢) i /=1 + v—3 galezi moga-
cych uczestniczy¢ w tworzeniu dendrytu T4, ,,(¢) (Tab. 3 i 2).

Grupe C tworza te dendryty 1-drzewowe ktbre zawieraja element wejsciowy {e,}
i element wyjsciowy {e,}. Dendryty T (¢,) grupy C zawieraja v-3 elementy, ktore
uczestnicza w tworzeniu ,,niepelnych” dendrytow T ,(¢,) i T% ,(¢) (Tab. 3 i 2).

-Dendryty T7 (¢) grupy C nie tworza samodzielnie dendrytow T, ., (£) 1 T, 5, (€.

Zawieraja bowiem tylko /=v-3 + 0 galezi mogacych uczestniczyé w tworzeniu
dendrytu T, 5, (f) i /=0 + -3 galezi mogacych uczestniczyé w tworzeniu dendrytu
T33.20(t) (Tab. 3 i 2). Dendryty T (¢) grupy C zawieraja v-3 elementy tworzace
,-niepeine” dendryty T, 5, (#) bedziemy oznaczali C*, a dendryty T" (¢, zawieraja-
ce v-3 elementy tworzace ,,niepelne” dendryty 77, ,, (¢,) bedziemy oznaczali C~.
Grupe D tworza te dendryty l-drzewowe ktore nie zawieraja elementu wejs-
ciowego {ep,} i elementu wyjsciowego {e,}. W tworzeniu dendrytéw T? ,(z),
T5.5(t), TY,350(t) i Ti;5,,(t) uczestnicza wszystkie v-1 elementy dendrytéw
T (kt). Dendryty T () grupy D zawsze tworza t%,(t), T% , (). Dendryty T (¢,



Tabela 3

Liczby galezi uczestniczacych w tworzeniu dendrytéw k-drzewowych T'3(t) ktérycli podstawa jest:
a) Dendryt T (t)

CoTa T4 T4 T4 T4 Tt2.30 Tis.2.0
. 1 1.0 2.3 12,30 13.20 T4 T4
. 142,30 1.3+20
LT4(t) v—1 v—2 v—2 v— v—2 v—-3 v—3
A — _
A 1 v—1 v—2 v—2 v v—3
A, v—2 v—3
v—-3 1 v—3 1
B B, v—1 b2 v—34 : : : :
B -3 -2 . . - .
2 Y v 1 p—3 1 v—3
c* v—3 0 v—3 0
c & v—1 v—2 v—2 : : : :
0 v—3 0 v—3
D* v—2 1 v—3 1
D _— v—1 v—2 v—2 : : : :
D i v—2 1 v_3
b) Dendryt T3, ()
. T4 T4
T? T?.O T;-B T?l-JO T?B.ZO T:2'3~° . Tis'z'o
1,2,30 1.3.20
LT*(1) v—1 v—2 v—2 v—2 v—2 v—3 v—3
-2 v—3
A A v—2 p—2 v—2 Y
A, v—2 v—-3
B, v= v= 1 v—3 1 v—3
v—3 0 v—3" 0
ct i . B .
C = v—-2 v—2 v—3 : : : :
c 0 v—3 0 v—3
c) Dendryt T3 5 (t)
T4 T4
Tt | The | The | Thao | Thao | it | pd2%°
1.2,30 1.3.20
LT* (1) v—1 v—2 v—2 v—2 v—2 v=3 v—3
p—2 1)—.3
A A p—2 -2 v—2
A, v—2 v—3
B e v v—3 1 v—3 1.
B |—— v-2 ; s : :
B, v=3 v— i v—3 1 v—3
c* v—3 0 v—3 0
C — v—2- v—3 v—2 : = : :
c 0 v—3 0 v—3

[550]
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grupy D moga samodzielnie tworzy¢ T, 5, (2) i T41.50 (£)- Dendryty T3 (t;) grupy
D zawierajace v-2 elementy tworzace dendryty T3, 5, (f) bedziemy oznacza.h D+,
a dendryty T7 (t) zawierajace v-2 elementy tworzace dendryty T'%,,,, (¢) b@dzwmy
oznaczali D™ (T ab. 312).

PoniewaZ obecnos¢ lub brak w dendrycie 1-drzewowym galgm brzegowych e,
i e, niec ma wplywu na struktur¢ dendrytéw 2-drzewowych T3 ,(z), T35 (2),
T35,30 () 1 TY5,50(t;), czwornik w ogdlnym przypadku mozna utworzyé jako:

. Gv(tlstz) = Tlgl (tl) Y Tng(tz) ) (16)
gdzie: '

 Tii(t) — dendryt k-drzewowy (T5(t) v T%,(t) v T5.(t)) skladajacy si¢
tylko z elementow typu {z;}.

Mozna sformulowacd jeszcze trzy twierdzenia analogiczne do twierdzenia 1 i udo-
wodni¢, Ze istnieja jeszcze trzy typy minimalno-elementowych struktur kanonicznych
czwornikéw wzgledem parametru HY (¢,.¢,). Typy mlmmalno-elementowych struktur
kanonicznych czwérnikéw reahzu_]qcych wielomian HY (¢,, t,) o maksymalnym stop-
niu zmiennej ¢, przy minimalnej liczbie elementow {t1} i { tz} zestawiono w tabeli 4a.

3.b. STRUKTURY MINIMALNO-ELEMENTOWE REALIZUJACE HY (t,,1,)

Zgodnie z zaleznoScia 27 pracy [9], poszczegllne skladniki wielomianu
kH] , (¢,,kt,), powstaja jako iloczyny admitanciji elementow tworzacych dendryty
kT9,0(¢,,2,) w strukturze G°(¢,,¢,) czwérnika. Dendryty k-drzewowe T7, (¢,) two-
rzace zgodnie z zaleznoscia 16 struktury czwornik6éw, mozna ze wzgledu.na sposéb
uczestnictwa ich w HY ,(¢,,¢,) podzieli¢ na trzy klasy.

Do pierwszej klasy zaliczamy dendryty 1-drzewowe T (¢,) grupy D. Tworza one
zawsze wigcej niz jeden dendryt T, (¢), a zatem dla t;,=¢,, LT , (¢57%, t3)>1, oraz
dla t;=¢,, LT} , (29,155 >1.

Do drug1ej klasy zaliczamy dendryty 1-drzewowe T} (#,) grupy AvB, v C oraz
~dendryty 2-drzewowe T, (t) [A vB, v C]. Tworza one zawsze tylko Jeden dendryt
T1°(t) a zatem dla t;=¢,, LT , (t';z, t9)=1, oraz dla t,;=¢,, LT} o (t3,¢3)=1.

Do trzeciej klasy zaliczamy T7(¢;) [B,], oraz T ,(¢;) [B,]. Nie tworza one
samodzielnie dendrytu ], (¢), a zatem dla t,=1,, LT o (¢5%,t9)=0, oraz dla t;=¢,,
LT, (t3,¢5%)=0. Majac po trzy klasy dendrytow T%, (¢,) i ¢, (¢,), mozna zgodnie
z rOwnaniem 16 utworzy¢ dziewieé (32) typoéw minimalno-elementowych struktur
kanonicznych czwoérnikow. Minimalno-elementowe typy struktur kanonicznych
czwornikéw, realizujace wielomian HY ,(¢,,t,), uszeregowane wzgledem postaci
typu uporzadkowanego zbioru <LT { ,(¢,,%,)> zestawiono w tabeli 4b.

3.c. STRUKTURY MINIMALNO-ELEMENTQWE REALIZUJACE H?, (t,,1,)

Analogicznie mozna wykazaé, Ze istnieje dziewieé typow minimalno-elemen-
towych struktur kanonicznych czwérnik6w realizujacych wielomian H7 ; (¢, ¢,).
W tabeli 4 zestawiono warunki jakie musza spelnia¢ dendryty k-drzewowe



Tabela 4.

Typy minimalno-elementowych struktur kanonicznych czwérnikéw realizujacych:
Q) Hi(t, t,)

Lp

GY (tp ’2)=

<LTY(t,, t,)>

<L, I,...L1>

1 | TY(t,)[AVBvCvD] U T (¢,) [AvBvCvD]

TY (t,)[AVBVC] U T (1,) [AVvBVCVD]

<0, ... 1>

3 | TY (1) [AVvBvEVD] U T (¢,) [AVBVC]

<Ll ...1,0>

4 TY (t,) [AVBVC] U T () [AVBvC]

<0,1,...1,0>

gdzie:

TY(, 1)=T(t, ) v Tha(, 1)
T¥ (1) [AvBvC] — dendryt 2-drzewowy utworzony z dendrytéw 1-drzewowych grupy [AvBvC].

b) Hyo(ty, 1) i Hys (6, 1)

gdzie: <LTY (1, ,)> = <LTY (1, 1,)> v <LTL, (¢, £,)>

TY@IEJ=[T] (@) v T1o (@[AvB,vC]
TY (DIE)=IT} () v T7, (1)1[AVB,vC]

d) H;’Z.BO ('1’ ’z) i H:,s.zo ('1’ '2)

Lp GY (1, ;)= <LTY (1, t,)> GV (t;, )=

1 TY (t,)[D] U TY (1,) D] <LI..... I I> TY (1,)[D] U TY (1) [D]

2 TY (¢,)[E,]u TY (1) [D] <t I..... I I> TY (t,)[E,]u TY (1,)[D]

3 TY (1,)[IDIu TY (4,)[E ] <LI..... I 1> TY (1,) D1 U TY (1) [E,]
4 TY (1) [E,JU TV (1) [E] <LI..... I 1> TY (1) [E,JU TY (1) [E,]
5 | Tii(t)BJuT}(,)D] <0,1..... LI> TY,(t)[B,]U T¥ (¢,)[D]

6 TY 4 (t,)B,]U T (1,)[E] <0,1,..... 11> TY o (1) B,1u TY (1) [E,]
7 TY(t,)DlV T3 ;(t,)B,] <L..... 1, 0> TY(1)ID]u TY () [B,]
8 | TL()EJUT()B] | <LL.....L0> TY (1) [E,10 TY 0 (4)B,]
9 TY . (t,)B,]u Ty (t,)[B,] <0,1,..... L 0> TY (1) B,Ju TY (1) B,]

Lp <LT 72,30 (11 1)> GV (1, )= <LT {3,20 (t35 1)>
1 <LL..... 11> TV (1) AU TE ()IA] <0,0,..... .0, 0>
2 | <UuI..... 0,0> TV (1) [A,]U T (1,)1A,] <0,0,..... 1>

<LL..... 10> , , <0,0,..... 10>
3 <LI..... L 0> TE()IAJUTE() [BVC <0,0,..... L 0>
<LL..... L I> v v <0, L..... , 10>

4 <LL..... L L0> LA T ()ID] <o, I..... LI>

<0,0,.. ... 11> TY(t)IA,]U TL ()IA] <1, I..... 0, 0>
<0,0,..... 0,0> TV (1) [A,] U TE () A,] ,L... .. 1>
<0,0,..... Lo> , , <10 ... .. 10>
7 <0,0,..... 10> T (1)[A;]V Tk (&) [BvC] <L L..... L0>
<0.1..... LI> . , ‘ <LL..... LI>
8 | <oL..... LI> TY()IA]V Ti () D] <LL..... LI>
<0,I....., 1> v v <0, ..... , 1, 0>
91 <oL..... L1> TE (1) BYClU Ty (1)[A,] <0 IL..... “Lo>

[552]
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c.d. tabeli 4

0 | Serehe T () BYClO T () [A,] DS SR
no| S res | HeBauTiesa DA T
b | Sl | Temauiom | i
9| Srln | mememens | i
W | SN || TG SE
15| SenlUEel (O IV S N g e 254
6 | SILUIn TY () D]V TY () D] SLUIn

Kursywa oznaczone mozliwosé istnienia w uporzadkowanym zbiorze <LTY (1, 1,)> danej liczby LT} (£} =%, ¢4).

T} (%), aby utworzone struktury czwornikow, byly minimalno-elementowe wzgle-
dem parametru H , (¢,,2,).

Jak wynika z powyzszych rozwazan w wielomianach HY(t,,1,) HY,(z,,kt,)
i Hj4(t,,t,), tylko wspolczynniki Ap,,, i ay,; moga przyjmowac warto$é zero.
Pozostale wspolczynniki rozpatrywanych wielomianéw sa zawsze wigksze od zera.

3.d. STRUKTURY MINIMALNO-ELEMENTOWE REALIZUIACE H®, | (t,,1,) i HY, . (t,51,)

Nalezyt zwréci¢ uwage, ze w tworzeniu dendrytow T4, ;,(Z,,%,) nie biora
udzialu zawsze elementy e, e{w,,w,}, e, €{w,,w;}, e;€{wy, w,} i e;e{w,,w,} czyli
wszystkie kombinacje galezi incydentnych do dwoch zbioréw wierzchotkow {wl, w,}
i {w,,w,}. Natomiast w tworzeniu dendrytow T 1320 (t;,,) nie biora udziah
elementy e, €{w,;,wy}, e, e{w,,w,}, e,e{w,,w,} i e;e{wy,w,} czyli wszystkie
kombinacje galgzi indydentnych do dwéch zbioréw wierzcholkéw {w,,w,}
i{w,,wy}.

Dendryty k-drzewowe T} (t,) tworzace zgodnie z zaleznoscia 16 struktury
czwoOrnikéw, mozna ze wzgledu na sposéb uczestnictwa ich w tworzeniu wielomianu
HY, 50 (24, 1)1 His,5 (t,, t,) podzieli¢ na cztery rozmyte klasy.

Do pierwszej klasy zaliczamy dendryty () grupy A, (gdzie:
Tp()eT (@) v T4,,(@) v T3 5(8)). Tworza one zawsze dendryt T, 5, (£;), a wige
dla t;=t,, LTY, 5, (¢5%,t9)=1, oraz dla t;=¢,, LT3, 5, (¢, £5>)=1. Dendryty T}(t)
grupy A, nigdy nie tworza samodzielnie T73;,,(¢;,¢,), a wigc dla f=t¢,
LTy, 2o(t‘l*z, kt9)=0 i LTY,,,(t5,t3)=0, oraz dla ti=t,, LT ,,(1%,25)=0
1 LT 3,50 (4,13 2)=0.

Do drugiej klasy zaliczamy denddryty T} (%) grupy A Tworza one zawsze
dendryt Tp%;.,0(t), a wiec dla #;=t, LT%;,,(t%? t°) 1, oraz dla t=t,
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LT?, ,,(t%,¢5)=1. Dendryty T}(z) grupy A, nigdy nie- tworza samodzielnie
T1250(t 1), 2 wige dla =1¢,, LT, 30 (‘t’fz’ £)=01i LTiz.so(t'i-sat%)‘_"O’ oraz dla
L=ty LT'iz,so(tg’tgz)=0 1 LTY;3.30 (ti,t';:’):O. '

Do trzeciej klasy zaliczamy. dendryty T(z) [B v C] (gdzie: Ti(t)eTi (%) v
T? . (z)). Dendryty T} (t) grupy B i C nie tworza samodzielnie dendrytu 77, 50 )
ani T%,,0(t). Zawieraja bowiem w B, i C*. maksymalnie v-3 galezie mogace
uczestniczyé w tworzeniu dendrytu T3, 5, (t,) oraz w B, i C maksymalnie v-3 galezie
mogace uczestniczyé w tworzeniu dendrytu T ,,(t;) (Tab. 3). Dla f,=¢ zawsze
LT,50(t75 D=0 i LT3,,,(t5%19)=0, oraz dla f;=1,, LT3, (3, t59=0,
i LTY, 50 (83, 1°%2)=0. o :

Do czwartej klasy zaliczamy 7% () [D]. Dendryty T7j(¢) [D] moga tworzyé
samodzielnie dendryt T%, ;o (#) lub %5 ,,(¢). Zawieraja w [D*] v-2 galezie uczest-
niczace w tworzeniu dendrytu T%,.,(z) [wtedy dla f=t, LT3, 5, (t5%9)=1
i LTY, 0% 19)=0], oraz (D7) v-2 galezie uczestniczace w tworzeniu dendrytu-
TYs.z0(t) [wtedy dla t;=t, LT, 5, (£52%,£9)=01 LT 50 (¢5% £9)] (Tab. 3).

Majac po cztery klasy dendrytow T (¢,) i Tk (¢,), mozna zgodnie z réwnaniem
16 utworzyé szesnascie (4?) grup typoéw minimalno-elementowych struktur kanoni-
cznych czwoérnikow realizujacych wielomiany HY, 30 (¢, 2,) 1 H1s,50 (t,,t,). Minima-

‘Ino-elementowe typy struktur kanonicznych czwornikow, realizujace wielomian
HY, 0(t,,8,) 1 HYs,50(t,, ), zestawiono w tabeli 4d. .

3. STRUKTURY MINIMALNO-ELEMENTOWE REALIZUJACE HY_ . (6,,1,), H3,y o (tsty):
H‘;-S-ZO (’l’ ’2) i H';J.z.o ('1’ ’2)

W pelnym unigrafie z dendrytéw 2-drzewowych Tp7, s (9 po ,,opuszczeniu”
galezi e, €{w,, w,} powstaja dendryty 3-drzewowe T, 5, (£), natomiast po ,,opusz-
czeniu” galezi'e,€{w,,w,} powstajg dendryty 3-drzewowe T, 3,0 (0. g

Analogicznie w pelnym unigrafie z dendryt6w 2-drzewowych T%,.,,(f) po
,,opuszczeniu” galezi e, e{w,,w,} powstaja dendryty 3-drzewowe T7 ;,,, (£), nato-
miast po ,opuszczeniu” galezi e, e{w,,kw,} powstaja dendryty 3-drzewowe
T%, ,.0 (D). Zgodnie z tabela 3 dendryty 3-drzewowe T 5.30(0), TY,,3,0(0 tworza
analogicznie jak dendryty 2-drzewowe Ty, 3, (f) cztery klasy, i podobnie dendryty
3-drzewowe T%.s,0(), Ths..0() tworza analogicznie jak dendryty 2-drzewowe
T .50 (B) cztery klasy.

4. PRZYKLAD SYNTEZY TOPOLOGICZNEJ STRUKTUR
KANONICZNYCH CZWORNIKOW

Jako ilustracje rozwazan niniejszej pracy, nizej przedstawiono wyniki syntezy
topologicznej struktur czwérnikéw o v=4 wierzchotkach. Strukture kanoniczna
G*(t,,t,), bedziemy charakteryzowaé uporzadkowanymi zbiorami <LTj (t,,t,)>.
W tabeli 5 zestawiono przykladowo struktury kanoniczne czwOrnikow (cztero-
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Tabela 5.
‘Typy struktur kanonicznych czwornikéw typu
G4 (1), 1)= T‘} tuTi@,)
a G*(t) LT{(t,, 1)
b - G* (‘z) LT:’ LT:.o‘ LT;.:; LT?s.zo LT‘;z.ao LT?
| Nr G*(1,, t,) LT3, LT}, LT%550 | LTs20 ?
A B C D E F G H
a 1,1,1,1,1,1 16 8 8 1 1 4
b 1,1,1,1,1,1 16 8 8 1 1 4
001011
1 110100 1.7.7.1 1.52 1.5.2 0.1.0 0.0.1 1.3
010101 ‘ -
2 101010 1.7.7.1 14.3 34.1 0.0.1 1.0.0 22
010110
3 101001 1.7.7.1 25.1 2.5.1 0.1.0 1.0.0 kN |
a 0,1,1,1,1,1 8 5 0 1
b 0,1,1,1,1,2 13 8 0 1
001011 .
4 010101 1.5.6.1 1.3.1 14.3 0.0.0. 0.0.1 1.2
001101
5 010011 1.6.5.1 1.3.1 1.5.2 0.0.0 0.1.0 1.2
010011
6 001101 1.5.6.1 1.3.1 2.5.1 0.0.0 0.1.0 2.1 .
010101 ' .
7 001011 1.6.5.1 1.3.1 34.1 0.0.0 1.0.0 2.1
b 0,1,1,1,2,1 12 7 7 0 1 4
001011
8 010110 1.5.5.1 14.2 14.2 0.0.0 0.0.1 1.3
001110 '
9 010011 1.5.51 24.1 1.4.2 0.0.Q 0.1.0 22
010110 :
10 001011 1.5.5.1 24.1 2.4.1 0.0.0 1.0.0 3.1
b 0,1,1,2,1,1 13 7 8 0 2 4
001101
11 010110 1.6.5.1 14.2 1.5.2 0.0.0 0.1.1 1.3
001110
12_ 010101 1.5..6.1 24.1 14.3 0.0.0 0..1.1 2.2
010101 : :
13 001110 1.6.5.1 14.2 34.1 0.0.0 1.1.0 2.2
010110
14 001101 1.5.6.1 24.1 2.5.1 0.0.0 1.1.0 3.1
a 1,1,0,1,1,1 8 5 8 1 1 4
b 1,1,0,1,1,2 12 4 12 1 1 4
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cd.—tabela 5.

A ‘B c D E F G 'H
010011 . o

15 100101 1.5.5.1 1.2.1 282 .| 0.1.0 0.1.0 22
010101

16 100011 1.5.5.1 1.2.1 3.6.3 1.0.0 0.0.1 2.2

b 1,1,0,1,2,1 13 6 1 - 2 1 5
010011 :

17 100110 1.5.6.1 132 2.72 0.1.1 0.1.0 2.3
100011

18 010110 1.5.6.1 132, 3.6.2 0.0.1 1.1.0 23
010110

19 100011 1.6.5.1 2.3.1 2.6.3 0.1.1 1.0.0 3.2
100110

20 010011 1.6.5.1 231 2.7.2 0.1.0 1.1.0 3.2

a 0,1,1,1,0,1 4 3 3. 0 1 2

b 0,1,1,2,0,2 12 5 8 0 2
001101

21 010101 1.5.5.1 1.3.1 1.4.3 oon. 0.1.1 1.2

: 010101

22 061101 1.5.5.1 1.3.1 34.1 0.0.0 1.1.0 2.1

b 0,1,2,1,0,2 12 5 5 0o 1 2
001101

23 011001 1.5.5.1 1.3.1 1.3.1 0.0.0 0.1.0 11

b 0,2,1,20,1 12 8 8 - 0 4 4
010101

24 011100 | 151 1.4.3 34.1 000 | 121 2.2

a 1,1,0,1,1,0 4 4 4 0

b 11,1,0,2,2,0 12 8 9 2 2
010110

25 100110 1.55.1 242 2.5.2 0.1.1 1.1.0 33

b 1,2,0,2,1,0 12 9 9 1 4 6
010110

26 110100 1.5.5.1 2.5.2 2.5.2 0.1.0 1.2.1 33

_koficowkowych), typu G*(t,,t,)=T%(t,) U Tt (t,). Wygenerowane typy struktur
kanonicznych czwérnikdéw pogrupowano wedtug trzech kryteriow:
Typu struktury kanonicznej unigrafu G* (&).
Typu struktury kanonicznej multigrafu G* (£2).
Uporzadkowanych zbioréw <LT} (t,,t,)>.
W praktyce, czesto interesuje nas warto§¢ tylko ~jednego parametru
<LT}(¢t,,t,)> struktury ukladu. W tabeli 6 zestawiono przyklady typow struktur
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Struktury kanoniczne czwérnikéw G (¢, ¢,) realizujgcych wielomian & %2.30 (41, 1,) W postaci

<LT%;,50(t, '2)> =<1,1,0>

Tabela 6.

- -

Nr G, 1) <LT{(t,, t,)>
' LT} LT3, LT3s LT%550 | LT 150
100110

1 . 1551 | 24 25. 1. 1.
10110 . 2 5.2 1.1.0 0.1.1
110010

2 1551 | 252 | 24 1.1.0 1.
010110 2 ! 0.11
100110 v

3 1561 | 23. 272 1. 1.
010011 1 7.2 1.1.0 0.1.0
110010

4 1561 | 272 | 231 1.1.0 0.1.0
001110 _

5 110010 1420 | 240 | 231 1.1.0 0.1.0
000110 :
100110 :

6 1420 | 231 24.0 1.0 1.
010010 231 24 ! 0.1.0

7 100011 1651 | 132 | 362 1.1.0 0.0.1
010110

8 101010 1651 | 362 | 132 1.1.0 0.0.1
010110 »

9 100010 0241 | 132 | 132 1.1.0 0.0.1
010110

10 100110 1561 | 232 | 242 1.1.0 0.0.0
001011

11 110010 1.651 | 242 232 110 | 000
001011

12 100011 1651 | 142 | 341 1.1.0 0.0.0
001110

13 roloro 1561 | 341 14.2 1.1.0 0.0.0
010011

14 100010 1551 | 131 | 341 1.1.0 0.0.0
001011

15 101010 1551 | 341 13.1 1.1.0 0.0.0
001011 :

16 100011 1220 | 131 3.2.0 1.1.0 0.0.0
001010

17 101010 1220 | 320 13.1 1.1.0 0.0.0
000011

18 Loooro 0221 | 131 1.3.1 1.1.0 0.0.0
001011
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kanonicznych czwérnikéw, ktére charakteryzuja si¢ jednakowa postacia wielo-
mianu  HY,.,(t,,¢,), ktérego  uporzadkowany  zbiér ma wartos§é
<LTY, 5 (¢, kt))>=<1.1.0>.

5. ALGORYTM SYNTEZY TOPOLOGICZNEJ

Algorytm generacji struktur kanonicznych czwornikoéw zawiera dwa podstawo-
we etapy:

1. Generacj¢ struktur unigraféw czwérnikéw i ich podzial na klasy struktur
kanonicznych.

I1. ,,Wypelnienie” struktury kanonicznej unigrafu dendrytami T} ()1 Th(ty)
zgodnie z réwnaniem 16,-a nastgpnie podzial otrzymanych struktur na klasy
ich struktur kanonicznych.

Przystepujac do generacji struktur kanonicznych unigraféw, nalezy zwrocié

uwage na nastgpujace fakty: '

1. D — réwnowazne struktury unigraféw maja jednakowsa liczbe wierzcholkow.

2. D — réownowazné struktury unigraféw maja jednakowa liczbg galezi.

- 3. D — rownowazne struktury unigraféw maja odpowiadajace sobie galezie
brzegowe (dla czwornikow {e,,e,}).

4. Liczba galezi w unigrafie spelnia warunek 1.

Biorac pod uwage ww fakty, ogélnie proces generacji struktur kanonicznych
unigraféw zawiera nastgpujace etapy: _

o Dla zadanej liczby wierzchotkow, generujemy wszystkie mozliwe macierze
jednowierszowe G (f) o stalej liczbie kolumn (e=v- (v-1)/2) i stalej liczbie jedynek
— odpowiadajacych poszczegélnym galeziom. '

« Sprawdzamy obecnos¢ lub brak galezi brzegowych {e,}, {e,}.

« Sprawdzamy sp6jno$é unigrafu zgodnie z zaleznoécia 2 i 3 (korzystajac
z wygenerowanych macierzy $ciezek w pelnym unigrafie).

« Generujemy macierz D{T%(#)} []i sprawdzamy rownowazno$é topologiczng
unigrafu w stosunku do juz istniejacych klas unigrafow, korzystajac z algorytmu
opisanego w pierwszej czgsci niniejszej pracy. .

Algorytm generacji struktur bi-grafow G (¢,,t,) w danej strukturze kanonicznej
unigrafu G’(¢) i ich podziatu na klasy struktur kanonicznych G*(¢,,t,) zawiera
nastgpujace etapy.

Pierwszy etap to znalezienie w danej macierzy D{T{ (O} wszystkich par dend-

rytow t-drzewowych ktore spelnialyby rownanie 16.

Drugi etap to generacja macierzy D {T7 (t,,t,)}, poprzez wstawienie w macierzy

D{T% ()} cyfry 2 w miejscu gdzie dendryty 1-drzewowe T3 (z,) i T (2,) maja

galezie rownolegle, oraz dopisujac macierz G (¢,,1,)-

Trzeci etap to podzial wygenerowanych bi-graféw G: (¢,,t,), na klasy ich

struktur kanonicznych, metoda opisana w pracy [ ].
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W praktyce czesto nalezy zachodzi konieczno$¢ generacji struktur czwérnika
charakteryzujacych si¢ zadana postacia parametru Hj(¢,, t,). Dla parametr
Hi(t,t,), Hi,(t,t,) i Hjyi(t,,t,) ich typy uporzadkowanych zbiorow
<LTi(t;,t,)>, <LT},(t,,t,)> i <LT}4(t,,t,)>, maja éciéle okreslona postaé
(tabela 4a i 4b). Struktury kanoniczne G°(t,,¢,)=T} (¢,,1,) U Th (¢,,t,) charak-
teryzujgce si¢ danym typem uporzadkowanego zbioru <LTR(¢,,t,)> generuje sig

-zgodnie z wyrazeniami zestawionymi w tabeli 4a i 4b.

Sytuacja jest bardziej zlozona w przypadku parametrow’ H?Y, . (t,,t,)
i Hiy,50 (2, 1,) struktury G”(t,,t,) tworzonych z T (t) klas B, C, D dla ktérych
uporzadkowane zbiory <LTY, 5, (¢;,,)>, <LTY; ,, (¢,,£,)> nie sa jednoznacznie
zdefiniowane, poniewaz zgodnie z tabela 3 w tworzeniu dendryytéw T%, ., (t5t,)
i T3,50 (4, t,) moze uczestniczy¢ rézna liczba elementéw dendrytow T (¢, 2,).

BIBLIOGRAFIA

1. N. Deo: Teoria graféw i jej zastosowania w technice i informatyce, Warszawa: PWN, 1980

2. W. L ip sk i: Kombinatoryka dla programistéw. Warszawa, WNT, 1982

3.K. Mikotajuk, Z Trzask a: Elektrotechnika ieoretyczna — analiza i synteza elektrycznych
‘obwodéw liniowych. Warszawa PWN 1984

4. ME. Reingold, J. Nievergeli, N. Deo: Algorytmy kombinatoryczne. Warszawa:
PWN, 1985 '

5. MNS. Swamy, K. Thulasiiraman: Graphs, networks and algorythms. New York:
Wiley — Interscience, 1981 ’
6.Z. Wrobel: Funkcie strukturalne graféw ukladéw dwdjnikéw i czwérnikéw skladajacych sie
z dwdch rdzajow elementow. Kwartalnik Elektroniki i Telekomunikacji, 1991, 37, z.1—2, ss.35—52
7.Z. Wrbbel: Synteza topologiczna struktur kanonicznych bigrafow ukladéw dwéjnikow, Czesé I.
Metoda przegladu bezposredniego. Kwartalnik Elektroniki i Telekomunikacji, 1991, 37, z.1—2,
§5.67—83 o

8. Z. Wr bbel: Synteza topologiczna struktur kancnicznych bigrafow ukladow dwdjnikéw, Czesé II.
Metoda przegladu hierarchicznego. Kwartalnik Elektroniki i Telekomunikacji, 1991, 37, z.1-2,
§5.85-97 ’

9. Z. Wr 6 b e I: D-réwnowainosé struktur ukladéw realizujacych funkcje wymierne. Kwartalnik Elektro-
niki i Telekomunikacji, 1993, t.XXXIX, z.3

Z. WROBEL

TOPOLOGICAL SYNTHESIS OF CANONICAL STRUCTURES OF
BIGRAPHS TWO-PORT CIRCUITS CONSISTING OF TWO KINDS OF ELEMENTS

Summary,.

Procedure of topological synthesis of canonical structures by means of hierarchical rewiewing method,
allowing to generate all possible topological structures of two-port circuits was shown in this paper.
Condition of realizing minimal-elements of two-port circuits was shown in this paper. This synthesis
procedure was illustrated by the example of minimal-elements of two-port circuits.
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The paper presents the computer program MICAP assigned to the analysis and design
of linear microwave integrated circuits. The frequency-domain analysis is based on the
nodal method together with sparse-matrix method. MICAP analyzes the circuits with
distributed, lumped, and active elements of any topology as well as handles resistors,
conductors, inductors, capacitors, voltage-controlled current sources, and multiport ele-
ments, such as transistors, described by their scattering or admittance parameters. Futher-
more it handles the built-in models of bipolar and unipolar microwave transistors as well as
microstrip transmission lines and built-in models of some frequently used microstrip
discontinuities. the effects of dispersion and the thickness of the strip film are also included. -
MICAP is therefore particularly useful to analysis and esign of linear hybrid microwave
integrated circuits where the technology, circuit lay-out and circuit functions are simul-
taneously considered.

1. INTRODUCTION

Computer-aided analysis and design of microwave circuits, particularly when
very fast and personal computers with large memory are easily accessible, is
nowadays a widely spread habit in microwave engineering and scientific practice.
The existing computer programs deal with the analysis of the non-linear microwave
‘circuits in the time-domain [6, 25] and in the frequency-domain [3, 4, 6, 15,
22]) as well as the analysis, optimization and synthesis of linear ones [3, 5,
6, 13, 18, 19, 23, 24].

Furthermore noise and statistical analyses and multiparameter optimization
together with lay-out problems, modeling and real-time measurements of the
element parameters as well as full workstations are possible [3, 6, 13]. Usually
programs for the analysis and optimization of microwave circuits of arbitrary
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topology are based on the S scattering matrix or Y nodal-admittance matrix [3, 5,
6, 10, 13, 16, 18, 20, 24]. The transfer [T] and chain [A] matrices.are also widely
used in the case of cascade circuit structures [5, 10, 16, 19, 23]. The inspiration to
develop the program described below was to create on instrumental tool for an
analysis and design of hybrid microwave integrated circuits (MICs). For this
reason the features of the microstrip line have been preferentially included.
MICAP (Microwave Integrated Circuits Analysis Program), developed for this
purpose, analyzes the linear MICs in the frequency domain using the nodal
description of the circiut and exploiting the sparsity of the Y nodal-admittance
matrix. The sparse-matrix method results in computer memory savings, higher
efficiency and accuracy of calculations. The program is capable of handling
(among others) things the built-in models of the microwave transistors and the
microstrip line discontinuities as well as including effects of dispersion and the
thickness of the strip film.

2. NODAL SPARSE-MATRIX APPROACH

MICAP is based on the nodal analysis of the microwave circuit, which results in
the matrix .description (1): '

YV=L ¢))

where Y is the nodal-admittance matrix of order wx e, V and I are co-element
column vectors of nodal voltages and currents respectively and ¢ is the number of
the circuit nodes. The method is efficient and non-specific enough to analyze a wide
variety of circuits of arbitrary topology. Furthermore the structural symmetry and
sparsity, numerically dominant main diagonal and facility of direct construction of
Y result in the wide usage of the nodal description in computer applications {1, 2, 5,
10). From a mathematical point of view the equation (1) is the sparse system of
linear complex equations of form (2)

Ax=b @)

The solution to (2) is very often obtained by means of a Doolittle algorithm, where
the A matrix is divided into a two-factor formula of the form A=LUand L, U,
which are the lower and upper triangular matrices respectively [2, 21]. The solution
of (2) is based on L and U matrices as below:

Lz=b z=L"'b (3
Ux=2z x=U1L"1b. [C))

Before reordering the Y nodal-admittance matrix its non-zero structure is stored
using the static storage system called a row pointer/column index scheme as
illustrated in Figure la. This scheme uses two integer arrays. The first TUR contains



TOM XXXIX—1993 MICAP — The computer program... 563 -

al 12 i w b)
1 £ -
2 b
o
i e -
w ko

Fig. 1. Static storage .chemes of the ¥ matrix non-zero structure before () and after its ordering (b)

¢ pointers and the pointer IUR(k) represents the starting location in the second
pointer array IUC of nonzeros associated with row & of the admittance matrix. The
array IUC includes the column indices of all off-diagonal nonzeros in each row of
the original Y matrix [1]. Both arrays are determined by means of the localization of
the numerical values inserted into Y by the microwave circuit elements. The
Y matrix is reordered using any.of the near-optimal algorithms proposed in [1, 17].
After reordering the Y it is very convenient to store nonzeros by means of the
storage scheme given in [2] and shown in Fig. 1b. DIAG array stores all of the
clements of the main diagonal, the UPACK array stores in packed form, the
nonzeros placed in the upper triangular part of the Y and the LPACK array stores
the nonzeros in the lower triangular part of the Y.

The elements of UPACK are stored by rows and the column indicies of nonzeros
associated with every row are placed in ascending order.

Such an approach demands the renumbering of the element nodes but it
considerably increases the effectiveness of the LU factorization and the forward and
back substitutions. For the localization of the nonzeros of UPACK the new arrays
of pointers IUR1 and IUCI have to be determined in a similar way to those of IUR
and TUC above. The elements of LPACK are stored by columns and, because of its
structural symmetry to UPACK, the same arrays of pointers IUR1 and IUC1 can be
used. The values of the impressed sources b in (2) are stored in array X, which is also

-used to store the values of vectors z and x during the forward and back sub-

stitutions.

3. THE PROGRAM STRUCTURE

The overall structure of MICAP is shown in Fig. 2, where its main stages are:
input, preparation for analysis, numerical analysis and output.

The input stage consists of algorithms dealing with the processing of input data
and its modifications during microwave circuit design. MICAP input language has
been specifically designed for use by circuit- designers and contains a dozen '
diagnostic messages designed to assist the user in correcting input errors.



PRINTING OF THE
OUTPUT DATA

. INPUT :
. READING AND PROCESSING ERROR MESSAGES :
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. OF THE INPUT DATA ] .
. BUILDING AND LISTING
. OF THE DATA BASE
: PREPARATION
: DPETERMINING OF THE (Y} BASIC NON-ZERO :
. . L e e .
. MATRIX NON-ZERO STRUCTURE STRUCTURES :
GPTIMAL GCEDERING :
G OF T X | :
ORDERIN HE [Y) MATRI STRATEGIES :
ADDRESS CODES OF THE e BASIC ADDRESS :
CIRCUIT ELEMENTS ' CODES :
. ANALYSIS :
. ] FORMULATION OF THE L([Y] ADDRESS T
. IN PACKED FORM INFORMATION :
: SPARSE-MATRIX SOLUTION OF BUILT-IN MODELS .
THE CIRCUIT EQUATIORS LIBRARY R
. OUTPUT 5
. CALCULATION OF THE .
. CIRCUIT PERFORMANCE .

Fig. 2. Overall MICAP structure

The preparation stage refers to the sparse-matrix approach. The nonzero
structure of the Y admittance matrix is determined and next it is reordered with
respect to the minimum number of new non-zero elements arising during the ordering
and the minimum number of long, time-consuming numerical operations. In order to
effectively formulate the ordered nodal equations in packed form, address codes have
been introduced. All the above is executed once only for a given microwave circuit
structure and, despite its complexity, the time réquired to accomplish this is usually
negligible in comparison to the one necessary to repeated circuit analysis.



TOM XXXIX —1993 MICAP — The computer program... 565

The analysis stage comprises the formulation and solving of the packed nodal
equations in order to determine the circuit functions in the given frequency band. As
has been stated above, the rapid formulation of the packed nodal equations is
assured owing to the address codes. Furthermore it should be noted, that the
rearrangement of non-zero pointers in order to satisfy the rule of ascending order of
the column indicies in array IUCI also makes the procedure of numerical solving of
(2) easier and considerably faster.

The output stage includes the procedures dealing with calculating the circuit
functions and printing output data.

4. PROGRAM FUNCTIONS

MICAP is assigned to steady-state analysis of the linear hybird microwave
integrated circuits of arbitrary topology in the frequency domain.
For the given frequency range the program:
— leads the analyzed microwave circuit to the equivalent two-port between the
given input and output ports as shown in Fig. 3,

Py P/ _ P, P
: MICROWAVE : '
: - : R
Rs [J : CIRCUIT : -
Ky * K] Ky, K,

Fig. 3. Equivalent two-port of analyzed microwave circuit

— calculates and prints parameters of the equivalent two-port as well as the circuit
functions, '

— calculates the dispersion of microwave elements,

— exploits the built-in models of bipolar and unipolar microwave transistors,

— exploits the built-in models of microstrip line discontinuities.

The program enables both calculations for a given network and modifications of
its elements values and/or structure.
MICAP handles resistors (R) and conductors (G), capacitors (C) inductors @),
voltage controlled current sources (S), two- and three-terminal elements (DF and TF
respectively), bipolar and unipolar microwave transistors (MT) and transmission
lines (TL), as well as microstrip line discontinuities (DS).
The elements of DF and TF types enable their measured [S], [Y] and [A] parameters
to be included. directly into the calculations. The opportunity to define the parame-
ters of the microstrip lines and their discontinuities by means of geometry,
dimensions and material properties as well as automatic calculation of the dispersion
are useful in the analysis and design of hybrid MICs.
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5. PREPARING OF MICROWAYVE CIRCUIT TO ANALYSIS

MICAP allows an analysis of microwave circuits whose distributed parameter
elements can be described by means of the substrate parameters (b, &) and the
dimensions of the microstrip lines (w, /, f), see Fig. 6. This makes it possible to
recognize MICs in conjunction with their hybrid technology by taking into account
the relevant circuit lay-out. In this case in order to make the equivalent circuit of the
MIC it is necessary to determine the reference planes showing the places of
connections the distributed and lumped circuit elements. .

A designer denotes the planes of reference arbitrary. However, in the case of
microstrip line discontinuities, the reference planes have to be the same as the ones
“of the built-in program models. It deals particularly with microstrip line bends and
T-junctions (see Table 5 and Table 6). : : :

It is assumed that the signal source and load impedances (R, and R, respectively) are
two-terminal elements of type R, G or DF. The analyzed microwave network is of
arbitrary topology and it can incorporate any elements handled by the program. Its
nodes and all of its elements have to be numbered separately, beginning from 1. The
order of the circuit node numbers is optional because of the applied ‘sparse-matrix
algorithms. ' ,
Furthermore the desired frequency range, circuit functions and prospect circuit
modifications should be also given.

6. THE STRUCTURE OF THE INPUT DATA

The general view of the input data structure, with the main commands that are
‘displayed and the data blocks, is shown in Fig. 4.

6.1. COMMANDS

The main commands are obligatory and occur as separate items of meaning given
below.

‘MICAP — Opens the data for a given circuit and starts the program.

DATA — Gives information about the introductory commands and begins the
input of the data blocks. _

MODY — Enables modification of the input data. The main rules of the circuit

data modification are given later, with a description of the circuit
element records.

ANAL _ Starts the numerical analysis of the microwave circuit.

STOP — Stops the program.

The introductory commands, which are all optional, are located before the data

blocks and mean the following:
TITL — Precedes the title of the problem.
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MICAP

LIST
TABL
DISP
JENS
GETS

'BERRY
MARK
ZN Z,
EPSR ¢
HEIGHT #
THICK ¢

4

INTRODUCTORY

COMMANDS - 4
DATA Yeou
) S “% Nov Comncndo>

" DATA BLOCKS

" Yes
tho Modl!‘lcctlon} MODY

Ne

ANAL

Yesn

‘——4——-&<nd of Input Doto}

STOP

Fig. 4. General view of MICAP input data structure

Prints the input data in its original form.

- Lists the content of the program arrays dealing with the input data.

Runs the calculations of microstrip line dispersion.

The dispersion of microstrip line is calculated according to the
formulas proposed by Hammerstadt and Jansen in [12] or by
Getsinger in [8]. When both commands are omitted the first of them
is assumed by the program. 4

The Y nodal-admittance matrix reordering is performed using the
ordering strategies given by Berry [1] or Markowitz: [17]
Characteristic impedance.

Dielectric constant of the substrate.

Substrate height.

Thickness of the microstrip film.

It is assumed that ¢,, A, ¢ are the same for all network elemets and if omitted, then
the typical values of &,=10, /=0,7 mm, t=5 um are accepted by the program. Z,
given here deals with the elements when their characteristic impedance is omitted on
the input list. By default Z,=50 £.
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6.2. DATA BLOCKS

There are five data blocks in the program and each of them starts with the
relevant heading which means the following.
SOURCE The data blocks deal with the signal source and 1oad impedances of

LOAD the microwave circuit, respectively. It is assumed that both of them
are two-terminal elements described by means of R, G or DF.
MICNET ‘Deals with the data concerning the microwave circuit and describes

: its elements and topology using any of the circuit elements handled
by the program (R, G, C, L, S, DF, TF, MT, TL, DS). Furthermore the circuit input
and output ports as well as the reference node (numbered as zero) have to be given.
FREQUENCY Identifies the desired frequency range of the analysis. There. are
three possibilities for defining the frequency points: the first permits
a choice of indivdual points and the remaining two deal with the linear and
logarithmic steps in the frequency band. MICAP sets all the frequency points in the
ascending order.
OUTPUT MICAP leads the analyzed microwave circuit to the equivalent
two-port between required input and output ports. For the given
signal source and load impedances (R,, R;) the following circuit functions are
calculated: transducer and operating power gains (G,, G,), insertion loss (L), voltage
gain (K,), current gain (K;) and stability factor (K). Furthermore input and output
immitances (Y, Zin, Your» Zow), reflection coefficients (I';, I',,) and voltage
standing wave ratios (pi,, Po.) are computed. Additionally, microwave circuit
equivalent two-port [S], [Y] and [A] matrices are available. .
Each of the above data blocks ends with keyword END.

7. DESCRIPTION OF THE CIRCULT ELEMENTS

The data dealing with the elements of any kind (R, G, C, L, S, MT, DF, TF, TL,
DS) appear on the input list as groups of relevant elements. These groups can be
given in any order and the sequence of the elements creating them is also arbitrary.

.7.1. LUMPED ELEMENTS (R, G, C, L, S)

MICAP holds lumped resistors (R), conductors (G), capacitors (C), inductors (L)
and voltage-controlled current sources (S). The records of lumped elements are
given in Table 1, and their structure is of the form:

[In, ®, K,R, HI W = v;J

where I is replaced by the relevant element identifier (R, G, C, L, S); W is the
element value identifier and n, P, K, R, T, v are element numbers, nodes and value.
‘The data fields are separated by commas and the record ends with a semicolon. In
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) Table 1
Lumped Elements of MICAP
Lumped Elements Record Form
P R
1 _ VCCS j Uek é yoUek | Sn, P-K,R -T)W =g, ¢, I;
K T
Gn
G P 0—1?——0 K ‘Gn, (P—K) W=g;
) .
Rn
R |P °_‘;—° K Rn, (P—K) W=r;
' Cn .
3 C po——}F——o«k Cn, P—K) W=c;
C
Ln
4 L P O—leYY\—o K Ln, (P—-K) W=];

the case of VCCS, its transadmittance is equal to y,=g,+j(w C,—1/wL ), where
w is the considered angular frequency and v consists of g,, C,, L,. The conductors
and resistors use the same set of numbers. When modification of the element is
necessary, apart from its identifier and number, only medified data fields have to be
given.

7.2. TWO- AND THREE-TERMINAL ELEMENTS (DF, TF)

MICAP holds two- and three-terminal elements which can be described by their
admittance [Y], scattering [S] or transfer [A] parameters. The parameters x(f)
obtained at the ith frequency f; are complex and can be given using polar or
exponential form. The description of two-terminals (DF) consists of one main
record:

| DFn, XXXX, (P — K) RN = r,;

and some additonal records of the form: _
[F=f, Relx(D] Imlx(I] or [F=f x| aglx(]]

where DF, F, RN are the identifiers of the main and additional records as well as
characteristic impedance Z,; XXXX is the element code given in Table 2 and refers
to the admittance or scattering element parameters; n, P, K, r,, f; are the values of
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the element number, nodes, Z, and the ith frequency. Similarly the description of
three-terminals (TF) consists of the main record

| TFn, XXXX, (P— K—R)RN- H

and some additional records of the form

=
Re[x,; (D] Imlx;, ()] Relxy, ()] Inlx:, (D] (*)
Rel[x,; ()] Im[x,; ()] Relx,, ()] Im[xzz(f;')] B
or
F=/
|%1, D] arglxy, D] xR arglx;, (D] B (%)
X200 arglx,; D] 1%, (D arglx,, ()]
or
Re[xu(fi)] Imx,; (D] x5, (R arglxy, ()] ()

[x, (D] argle,; ()] Relx,, ()] Im[x,, (f)]

where TF is the identifier of the main record and the meaning of the other
symbols is similar to the DF element case. The TF element code (see Table 2)
refers to the form of [Y], [S], and [A] two-port parameters. The TF element can be
recognized to be a two-port or three-port as shown in Fig. 5. It should be noted
that the order of the P, K, R element nodes refers to the two-port parameters as

follows:
X113 X1z | . | Xpp Xpx
X231 X33 Xgkp XKk

In the case of the DF and TF element modifications, it is only necessary to repeat the
element identifier, its number and code. Next only the altered additional records,
either nodes or Z,, have to be given.

a) : b)
P ' o o TFn LK
fyl,(s] [yl,(s]
lA] ' [A]
VP VK
R
R=0 va
O > 0 O~ —)
0 0

Fig. 5. MICAP TF-type clement as two-port (a) or three-port () element
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7.3. BUILT-IN MODELS OF MICROWAVE TRANSISTORS MT)

Although previously described lumped elements (R, G, C, L, S) enable modeling
- of microwave transistors, their built-in models are very useful. MICAP holds two
built-in models of bipolar junction transistors BJTs and unipolar GaAs MESFETs,
as shown in Tabie 3. Their record is of the form:

MTn, XXXX, (P—K—R), par(l),. . . par (i), . . . par (k)

“where MT is the identifier of the microwave transistor; » is its number; XX XX is the
transistor code and P, K, R, par (i) are the numbers of transistor external terminals
and its ith parameter value respectively. The detailed description of the transistor
code as well as the order and meaning of its ith parameter are given in Table 3.

7.4. TRANSMISSION LINES

From among many elements of distributed parameter MICAP holds transmis-
sion lines, open- and short-circuited stubs as well as coupled microstrip lines. The
parameters of this group can be given in various ways. Very useful is the installation
of microstrip line described by means of its dimensions w, ¢, / as well as height 4 and
permittivity &, of the substrate, see Fig. 6a. The record dealing with this element is as
follows.

| TLn, XXXX, P—0,K—0) W = w, L — /.

where TL, W, L are the identifiers of transmission line, microstrip width and length
respectively; XXXX is the element code shown in Table 4; n, P, K, w, / are the values
of the element number, ports, microstrip width and length. The remaining parame-
ters ¢, ¢, h are assumed to be the same for all microstrips and given as part of the
introductory commands. The admittance parameters of these elements are cal-
culated using the formulas given in [12], where the effects of the microstrip thickness
‘are included. Dispersion is calculated with the formulas given in [8, 12]. The
microstrip thickness may be also neglected i.e. t=0.

When the designer defines the TLs using their characteristic impedance Z,,
length / and propagation constant y=a«+jB, the record is given as follows:

TLn, XXXX, (P—0,K—0) Z=Z, L =1 ALFA =q, BETA = ;|

where TL, Z, L, ALFA, BETA are the idntifiers of relevant quantities and the
element code XXXX is given in Table 4.
Furthermore another record is possible:

| TLn, XXXX, (P—0,K—0) Z=Z, L=|, ALFA=o, VFW=y,,, |

where the VFW, v, are the identifier and value of the relative phase velocity defined
as vy, =v/c, whereas v, and c are phase velocity and the speed of light respectively.
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Table 4
Transmission Lines of MICAP
Transmission line TL ) :
type Data The record form
"~ Tin g, h
P K rs 18
P = ={
1 e ; wolt NLPT W=w, L={
bz,
2 |0 b — 4, a‘:’ ﬁ’ TLn, |DCCT [(P-0K-O) Z=Z, L=l ALFA=a, BETA=§
Trons.mission Z 1 »
3 line o b DCVT| Z=Z,, L=I, ALFA=¢, VFW=v,;
% v, : o
TLn & b, s
4 P NLPZ W=w, L=£
w, It
51 % Zaﬁl TLn, |DCCZ| , (P-0) | Z=Z, L=I, ALFA=c, BETA=§
6 Short stub | Zo . DOVZ| | 2=, L=l ALFA=q VEW=v,,
y Vw
7 P Tin | Wk NLPR W=w, L=/
?“——I w, Lt
| Z, !
8 o y « °‘; ? TLn, |DCCR| , (P-0) Z=Z,, L=l ALFA=u, BETA=8
Y T fw .
9 Open stub Z, |, DCVR Z=7,, L=l, ALFA=e, VFW=v,,;
%, vy, ~
p Tin K &,
R y T h
10 TLm W TLn, |NLPC| , TC=nm,D=d;
0 I
Coupled. lines t

It should be pointed out, that Z, and y depend on frequency and if dispersion is to
be taken into account both these quantities should also be updated by the user for
every frequency point. It is, of course not necessary in the case when the geometry
and dimensions of microstrip line are given (the first of the records above). In the
case of stubs, possessing only one input port (P—0), the other port (K—O) should
be removed from the above records. MICAP also holds coupled microstrip lines
(Fig. 6b). For these lines the record is given as follows:

[TLk, NLPC,TC = nm, D= 4|

where NLPC, k are the coupled line code and number; TC, D are the identifiers of
the separate microstrips TLzn and TLm, creating the coupled line and the distance
d between them.
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Fig. 6. Pictorial representation of microstrip () and coup]ed microstrip (b) cross-sectional geometry

When TL group elements are modified only their identifier, number and code are to
be repeated and only the altered values should be given.

7.5. BUILT-IN MODELS OF MICROSTRIP LINE DISCONTINUITIES (DS)

One the most powerful features of MICAP are the built-in models of typical
microstrip line discontinuities (DS) frequently used in practice. MICAP handles the
discontinuities concerning opened, gap in microstrip, step in width, right bend,
compensated right bend, right bend with change in width, symmetric and asymmet-
ric T-unctions [7, 9, 10, 11].

In general it is assumed that the discontinuities are determined by previously
extracted microstrip lines (TL). It must be underlined that the reference planes (T
and Y) of the discontinuities must be retained as shown in the relevant figures in
Table 5 and Table 6. The dimensions of the microstrip lines creating the
discontinuity are determined with respect to these refrence planes. The above
approach is particularly convenient for the user, because it is easy to introduce
any of the built-in discontinuities. The general record of the group DS is as
follows:

[DSk, XXXX, TL =mxn, X = 1]

where DS, TL, X are the identifiers of discontinuity, microstrip lines creating the
discontinuity and additional parameter respectively; XXXX is the discontinuity code
given in Table 5 and Table 6; m, x, n are the numbers of the microstrip lines creating
the discontinuity and v is the value of the parameter. The detailed records dealing
with particular discontinuities as well as the reference planes are given in Table 5 and
in Table 6.

In the case of T-junctions there are introduced six separate cases depending on
the symmetry and the type of the microstrip lines TLx perpendicular to the other
two TLn, TLm, as shown in Table 6. If any of the microstrip creating the
discontinuity is modified then these changes are also automatically taken into the
discontinuity equivalent model calculations. In this case the records dealing with
group DS are not to be altered.
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Table 5
Built-in Models of Microstrip Discontinuities of MICAP
. o . [Discontinuity]
Discontinuity type Reference planes in MICAP record form
: T '
L po th 1 DSk, OPEN,
1 Opened end é !' ! TL=mn;
T 0 OPEN
a1 TP orm e TRk SOAP g TLM Ting SGAP,
2 Ga ! : | ! ! = =
= o T T2 0
T T p_Tn  RSTE g Tlm
¥ T ? |DSk, RSTE
. . ] ] [l ] 3
3 | swpinwian | T ) | | 10/ SR R
| O \ { 0 )
T T T
~1Ttn p TLn gk RIGH R Tlm T
N T Tm 1 N/ T |Dsk, RIGH
4 Right bend 1 0' % % go TL=n m;
T2 ™ T2
TLn
TLn P K
T
5 Compensated T_"'_.._E____-_] ! j DSk, COMP,
right bend - ot —34 TL=n;
v T 12 :
T2 CcoMP
. Tin —— P TLn ‘K NBEN g TLtm 5
R}ght bend . - - < % 9 [DSk, NBEN,
6 with change M i | W H { TL=n:
. . ( & s R ’y =1,
in width 0 18 i 0
T2 o T2
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8. INPUT AND OUTPUT PORTS

MICAP recognizes the analyzed microwave circuit to be a two-port as shown in
Fig. 3, where its input (P, —K) and output (P, —K}) ports are connected to the
signal source port (P, —K,) and load port (P,—K,) respectively.

The record dealing with external ports is of the form:

[Z@—K) | or [Z®,—K;, P;-K)]

for source, load and analyzed microwave circuit respectively.

9. MICROWAVE AMPLIFIER ANALYSIS USING MICAP

The microwave amplifier, shown in Fig. 7a, assigned to operation in the S-band
has been analyzed using MICAP. The simplified equivalent circuit of the amplifier
intended for small-signal frequency analysis is shown in Fig. 7b. Initially blocking

O
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Fig. 7. S-band microwave amplifier (#) and its simplified small-signal equivalent circuit (5)

and coupling capacitors are short-circuited and microstrip discontinuities and bias
circuity are not taken into account. Three-terminal elements TF1 and TF2 represent
microwave bipolar transistors described by their [S] parameters given at chosen dc
operating point. The matching microstrip lines (TL1, TL2’, TL3, TL4, TL5) and
these of the bias circuity (TL6, TL7, TL8, TL9) are determined by alumina substrate
parameters ¢,=9.95, h=1.5 mm and metal strip thickness £=10 ym. The length and
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Table 7

MICAP Input Data of the Microwave Amplifier in Figure 8b

INCLUDED

DS1,0PEN,TL=4 ;
DS2,0PEN,TL=5;
DS3,TIST,TL=41011;
DS4,TJIAO,TL=1253 ;
DS5,COMP,TL=2;
DS6,COMP,TL=3;
DS7,COMP,TL=5 ;
DS8,COMP,TL=5;

"MICAP
THE MICROWAVE AMPLIFIER - DISCONTINUITIES

HEIGHT 1.5

THICK 10

EPSR 995

DATA

SOURCE

R1,(-0)W =50. ; Z(1-0) ;

END

LOAD _

R1,(1-0)W=50. ; Z(1-0) ;

END

MICNET

R1,(9-10)W =26.E3;
R3,(13-14)W=33.E3; R4,(14-0)W =100
C1,8-1)W=150E-12; C2,(12-18)W =150E-12;

. C3,(16-17)W =150E-12; C4,(9-0)W =1.E-9;
C5,10-00W=1.B-9;  C6,(13-0)W=1.E-9;
C7,(14-0)W =1.E-9;

R2,(10-0)W =300.;

TLI,NLPT,(1-02-0)W=5. , L=12.96;
“TL2,NLPT,(18-04-0)W=1.4 , L=4.05 ;
TL11,NLPT,(11-0,12-0)W =14 ,L=20 ;
TL3,NLPT,(15-0,16-0)W=0.8, L=17.61;
TLANLPR,(11-0)W=14 , L=488 ;
TL5,NLPR,(15-0)W=0.8 , L=2891;

TL6,NLPT,(2-0,9-0)W=0.2 , L=183
TL7,NLPT,(3-0,10-0)W=0.2 , L=18.3
TL8,NLPT,(4-0,13-0)W=0.2 , L=18.3
TL9,NLPT,(15-0,14-0)W=0.2, L=18.3

e ue we ue

TL10,NLPT,(3-0,11-0)W =14, L=24
TL12,NLPT,(5-0,15-0)W=1.4, L=3.0
TL13,NLPT,(17-0,6-0)W=1.4, L=16.
TL14 NLPT,(7-0,8-00W=1.4 , L=4.1

.
’
>
>
)

DS9,COMP,TL=5;

TF1,S3MF,(2-3-0)RN =50. ;
F=1.7E9
0.608 166. 0.123 77. 2.09 65. 0.442 -66.

TF2,S3MF,(4-5-0)RN=50. ;
F=1.7E9
0.608 161. 0.136 81. 2.37 61. 0.385 -66

2(7-0,6-0) ;

END

FREQ
IFR: 1.7E9 ;
END

OUTPUT
GAMI, GAMO, KPSK ;
END

ANAL
STOP

width of relevant microstrips are given in MICAP input list in Table 7 (TL2' consists
of TL2 and TL11). The signal source and load impedances (R, and R;) are 50
resistors. The frequency range considered is 1.5 Hz+ 1.9 GHz with a linear step.
The desired circuit functions are input and output reflection coefficients Iy,
I',.. (GAMI, GAMO) and transducer power gain G, (KPSK). The results are given in
Fig. 9. (dashed lines). The amplifier lay-out is presented in Fig. 8a, where the
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Fig. 9. The circuit functions I',,, I', , and G, of the amplifier modeled in Fig. 7b (dashed line) and in Fig. 8b
(solid line). )

reference planes (T) are marked in order to introduce the majority of microstrip
discontinuities. The equivalent circuit of the microwave amplifier prepared on the
basis of its lay-out is shown in Fig. 8b. There are 14 transmission lines recognized,
where TL2' is represented by TL2 and TL11; TL10 and TL12 are contact pads of the
transistors TF1 and TF2 collectors; TL13, TL14 deal with the input and output of
the amplifier. Furthermore 9 discontinuities are considered of the following type:
OPEN (TI4, TL5), COMP(TL2, TL3, TLS), TJST(TL4, TLI10, TL11) and
TJAO (TL12, TLS5, TL3). The others were omitted here because they have negligible
influence on calculation accuracy. In the case of TJST, the microstrip TL10 is
perpendicular to TL4 and TL11 and the effects of discontinuity are considered in the
T6 reference plane. Similarly, for TJSO the perpendicular microstrip is TL5 and T13
is the affected plane.
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The microstrip geometry, values of the coupling C1, C2, C3 and blocking C4,
C5, C6 capacitors, bias circuity resistors R1, R2, R3, R4 and the records of the
discontinuities are given in Table 7. Furthermore for clarity the data of TF1 and TF2
at only one frequency point f=1.7GHz is inserted there. The results of the
calculations for one frequency point f=1.7 GHz are shown in Fig. 9. (solid lines).
The microwave amplifier example described above illustrates the abilities of MICAP
and its usefulness in the design of hybrid MICs.

10. CONCLUSIONS

The MICAP program is intended for the analysis and design of linear microwave
integrated circuits. Its algorithms are based on the nodal-admittance Y matrix
together with sparse-matrix technique. Such an approach results in accuracy and
efficiency of calculations and savings for the computer memory as well. MICAP
handles lumped (R, G, C, L, S), distributed parameter (TL) and multiport (DF, TF)
elements. '

Built-in models of bipolar and unipolar microwave transistors (MT) are also
accessible. Furthermore MICAP handles built-in models of microstrip line and its
- discontinuities (DS) based on their geometry. Therefore MICAP is a particularly
useful tool for the analysis and design of linear hybrid MICs, where technology,
circuit lay-out and functions are to be recognized simultaneously. One of the very
handy and useful features of MICAP is its input language specifically oriented for
use by microwave circuit designers. 1t contains many diagnostic messages designed to
assist the user in correcting input errors. Furthermore MICAP also holds diagnostic
tests dealing with the accuracy of the calculations. Because of the applied general
nodal circuit description and sparse-matrix technique MICAP is capable of effective
analysis of a wide variety of linear microwave circuits, particularly hybrid MICs.
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Z. MUSIALOWSKI

MICAP — PROGRAM KOMPUTEROWY DO ANALIZY 1 PROJEKTOWANIA LINIOWYCH
’ SCALONYCH UKLADOW MIKROFALOWYCH

Streszczenie

W pracy przedstawiono komputerowy program MICAP przeznaczony do analizy i projektowania
liniowych mikrofalowych ukladéw scalonych. Analiza w dziedzinie czgstotliwoéci bazuje na metodzie
wezlowej w powiazaniu z metods rzadkiej macierzy. MICAP analizuje uktady z elementami roziozonymi,
- skupionymi i aktywnymi o dowolnej topologii oraz dysponuje rezystorami, konduktorami, induktorami,
kondensatorami, zrodlami pradowymi sterowanymi napigciowo i elementami wielowrotowymi, takimi
jak tranzystory, opisanymi ich parametrami rozproszenia lub admitancyjnymi. Ponadto dysponuje on
wbudowanymi modelami mikrofalowych tranzystoréw bipolarnych i unipolarnych oraz mikropaskowymi
liniami transmisyjnymi i wbudowa.nyml modelami kilku czgsto uzywanych nieciagtosci niesymetrycznej
linii paskowej. Efekty zwiazane z dyspersja i grubocia paska sa rowniez zawarte. MICAP jest dlatego
szczegblnie uzyteczny w analizie i projektowaniu liniowych hybrydowych ukladéw scalonych, gdze.
technologia, rozklad elementéw i wlasnosci sieci sa jednoczesnie rozwazane.
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A photoacoustic measurement system based on concept of virtual instruments is presented.
Replacing hardware operations by software reduces size and cost of the arrangement and
improves its metrological properties e.g. chopping frequency range, accuracy, time of
measurement. Implementation of additional operation like filtering or further data processing
is easy while in traditional arrangement requires some additional hardware or is not possible.

INTRODUCTION

In first photoacoustic instruments only non-resonant cells have been used [1, 2].
But it has been found in 1970’s that sensitivity of the method can be significantly
increased by the use of resonant cells [3, 4]. Since then a lot of different types of
resonant cells have been invented [2, 5, 6] and nowadays nonresonant cells are not
very often used. However if a resonant cell is to be used, its resonance curve must be
determined very precisely. It is of great importance because even a small deviation
~ from the resonance frequency decreases the output signal from the chamber. The
higher Q factor is, the stronger is the decrease.

If a lot of number of measurements should. be performed and a high accuracy
should be obtained, the best solution is to use an automatic measurement system. In
recent years some photoacoustic experiments carried out by means of such systems
have been reported [7+11]. However in all of that solutions the changes of the setup
structure in comparison to traditional experimental ariangement are rather small.
Main parts of the setup e.g. chopper, lock-in amplifier are used in the same way asin
traditional arrangements and only some interfaces to the computer are added. It is-
the goal of this work to realize an automatic measurement system based on concept
of virtual instruments [12], that is to design such a system in which hardware would
be replaced by software as far as possible.
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1. STRUCTURE OF THE SYSTEM

Structure of the system is shown in Fig. 1. The main elements of the system are
described below.

I8M PC COMPUTER

, IR
WAVEF ORM CURRENT | LED i
GENERATOR DRIVER - $\
(PC_CARD) [-T WINDOW SAMPLE
1
&
CROPHONE
DIGITAL E //;
WAVEFORM //
RECORDER BAND-PASS Z
(PC_CARD) {7 AMPLIF IER
DIGITAL
GAIN
CONTROL
(OPTION)

Fig. 1. Block diagram of an experimental arrangement for photoacoustic measurements. Structure of the
system based on concept of virtual instruments

A. SOURCE OF RADIATION

In most experimental arrangements laser or high power arc lamp is used
as a source of radiation [2, 5, 6, 13]. Modulation of the emitted light can
be obtained by means of electro-optic or acousto-optic modulator, though
mechanical chopper is still thé most popular choice [2, 5, 6, 13]. Application
of a light emitting diode as a source of modulated light has been also reported
[14]. The main drawback of the last solution is small output light power.
However LED diode is small, cheap and its light 1ntens1ty can be easy modulated
with the frequency of 0 Hz-1 MHz Moreover modulating signal can be of
any shape (square, sine, triangle etc.) and stability of the light modulation
frequency is equal to stability of the modulating signal frequency. Besides
in some applications commercial IR LEDs working in the 0.78+1.0 ym range
can be used. Output light power that can be obtained from such IR LED
diodes has typical value of 1-+100mW. In this work a LD271 (Litronix)
diode was used. LD271 is a commercial IR LED which can emit up to
16 mW of an average light power at the wavelength of 0.95 ym. The diode
was controlled by a waveform generator card buffered with a simple current

driver (Fig. 1).
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B. SIGNAL RECORDER

Pressure changes in the photoacoustic cell used in this work were detected by an
_electret microphone TONSIL — MEO 55. Signal from the microphone was increased
by the gain of about 10 in a simple band-pass amplifier built of two op-amps
(NESS534A, LM318). In this way the level of the signal was matched to the input
voltage level of a waveform recorder card. The card used in experiments had 8-bit
resolution and 10 MHz maximum sampling rate. The signal was recorded with the
resolution of 100 points a period, hence it was possible to record the signals which
repetition rate were up to 100 kHz. Such high frequencies are much above the upper
bandwidth limit of the microphone, but can be useful if a piezoelectric detector is used
[15, 16]. Recording of a full waveform not only its amplitude and/or phase gives more
information about the effects which occur in chamber. Hence applying a waveform
recorder instead of a lock-in detector should improve metrological properties of the -
system. Small voltage resolution of the recorder can be a disadvantage, but can be
easily compensated by means of an amplifier with a digital gain control. Precise
self-calibration of the circuit can be done in configuration shown in Fig. 2.

DIGITAL
IBM PC COMPUTER ATTENUBTION
CONTROL
© |WAVEFORM LI BarTENUATO
GENERATOR
(PC CARD) T ‘
R
T
G
G
DIGITAL | 5
WAVEF ORM
RECORDER BAND-PASS
(PC_CARD) f—| aMPLIF IER
DIGITAL
GAIN
—— CONTROL
1/0
(PC CARD)

Fig. 2. Block diagram of a self-calibration arrangement for the system from fig. 1

C. SOFTWARE

The system was tested by means of a simple program for photoacoustic cell
measurements. A flow chart of the program shown in Fig. 3 describes the principle
of operation of the system.
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Fig. 3. Flow chart of a program for photoacoustic cell measurements performed in the setup from fig. 1

At first the program reads some basic parameters of the measurement. Then for
each test point the same loop (LOOP_1) is performed. At first a modulation
frequency in the generator and a new sampling rate in recorder are set. The ratio of
the frequencies is always constant and equal 1:100, which makes each period of the
signal consisted of 100 samples. But more important is that constant ratio of the
frequencies simplifies subsequent signal processing, because all the parameters of
digital filtering, averaging etc. are constant and independent of the frequency. In the
next step one trace of the signal is recorded. The waveform recorder is triggered by
the waveform generator (Fig. 1) in order to obtain full synchornization between the
modulating and recorded signals. If an ,average” option is switched on, the
operation of signal recording and summing the samples is repeated again and again
according to the set number of averages (LOOP_2). Setting of the ,filter” switch
determines whether digital filtering of the signal proceeds or not. Values of the
amplitude and phase of the signal are determined by the least-square method. When
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the last iteration in LOOP_1 is finished some additional calculations can be
performed and the results of the measurements are presented on the computer
screen. Certainly the results of any mentioned operation can be at any time written

-on a disk for further data processing or displayed on the screen in userdepending

format. The contents of the screen can be at any time copied on a printer.

2. RESULTS AND DISCUSSION

A typical photoacoustic response recorded in the system is shown in Fig. 4a. The
SNR of the observed signal is not very high but can be significantly increased by
passing the signal through a three-pole low-pass digital elliptic filter (Fig. 4b).

\/\\/ \/\\/\\/ \/\\/ \/\/ \//\

N S AN A
o W W W W e Y

d.

/\/\/\/\ JANVANVANNA
YARVARVARY VARVIRVARAVARV/

Verﬁcclh resolution: 8 bits

Horizontal resclution: 100 points/period

Fig. 4. Comparison of a typical photoacoustic response before and after digital signal processing.
(a) Single trace of the recorded signal. (b) Strong noise reduction as a result of filtering. (c) Original shape of
the signal obtained by averaging of 100 traces. (d) Nearly pure sine wave observed after filtering of the

averaged signal
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However this method eliminates all the harmonics of the signal. The original shape
of the microphone response can be reproduced by signal averaging (Fig. 4c).
~ Averaged signal passed through the mentioned filter gives nearly pure sine wave
_(Fig. 4d). It should be noticed, that filtering changes the signal phase. However the
value of the phase deviation is known and constant, hence it can be easily corrected
in final calculations. ' ' ‘

The system presented in this paper was used for determination of resonance
curves of a Helmholtz resonator. The cell was equipped with a carbon black sample.
The resonance curve obtained in the measurements is presented in Fig. 5.
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Fig. 5. Photoacoustic signal amplitude versus modulation frequency

The amplitude of the recorded signal is related to the value of the least significant
bit of the waveform recorder. As can be seen, the experimental values (solid line) are
close to the theoretical ones (small circles) obtained from the calculations of the
extended Helmholtz resonator model [17, 18]. Noise reduction due to signal
averaging and very good properties of the least-square method lead to good
agreement between the theoretical and experimental values even in the range of
small amplitudes. A :

Concept of virtual instruments applied. in photoacoustic experiments gives
promising results. The size and cost of equipment are considerably reduced.
Additional functions e.g. temperature control, light power determination can be
easily implemented. Due to high upper limit of the frequency modulation both
microphone and piezoelectric detectors can be used.
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T. STARECKI

NOWA METODA POMIARU KOMOR FOTOAKUSTYCZNYCH

Streszczenie

W artykule przedstawiono fotoakustyczny system pomiarowy skonstruiowany w oparciu o ideg
przyrzad 6w wirtualnych. Zastapienie operacji sprzgtowych oprogramowaniem radykalnie zmniejsza koszt
i rozmiary ukiadu pomiarowego oraz poprawia jego parametry metrologiczne np. zakres czgstotliwosci
modulacji, dokladno§¢, czas pomiaru. Latwa jest tezimplementacja dodatkowych operaciji jak np. filtracji
czy dalszej obrobki wynikow. W przypadku tradycyjnych ukladow pomiarowych operacje te wymagaly
stosowania dodatkowego sprzetu lub nie byly w ogdle mozliwe.
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W pracy adaptowano - metod¢ uzmienniania stanéw poczatkowych (ang. shooting
method) do analizy uktadéw linjowych o okresowej odpowiedzi stanu ustalonego. Jest to
metoda komputerowa pozwalajaca wyznaczy¢ w efektywny sposob okresowa odpowiedz
stanu ustalonego ukfadu liniowego. Metoda jest efektywna, gdyz jeden okres odpowiedz -
stanu ustalonego jest wyznaczany od razu, bez potrzeby analizy czasowej ukladu
w przedziale, w ktorym trwaja procesy przejéciowe. W ukladach zawierajacych podukiady
o malym tlumieniu (np. uklady prostownicze, wzmacniacze rezonansowe, powielacze
czestotliwoSci) procesy przejSciowe trwaja przez dziesiatki i setki okresow nadmiernie
wydluzajac czas analizy w przypadku, gdy interesuje-nas wylacznie stan ustalony. Metoda
w wersji przedstawionej w niniejszej pracy moze by¢ zastosowana do analizy tylko
uvkladéw liniowych lub tych ukladow nieliniowych, w ktorych czgéé nieliniowa mozna
zamodelowac stosownym zrédlem napigciowym lub pradowym. Takie modelowanie jest
na ogdl mozliwe z zadowalajaca dokiadnoscia w ukladach prostowniczych, wzmac-
niaczach klasy C, powielaczach czestotliwosci, itp. W pracy zlustrowano dzatanie
metody na przykladach analizy wzmacniacza klasy C i podwajacza czgstotliwosci
21/42 MHz. Metoda uzmienniania stanow poczatkowych jest metoda analizy w dziedzinie
czasu i jest alternatywna wzgledem analizy w dziedzinie czestotliwosci.

1. WPROWADZENIE

W komputerowej analizie ukladow elektronicznych jedna z czgsciej wykonywa-
nych analiz jest analiza w dziedzinie czasu. W jej wyniku otrzymuje si¢ pelna
odpowiedz ukladu z zanikajacymi procesami przejsciowymi, az do osiagnigcia stanu
ustalonego. Sa uklady, dla ktérych jest mniej istotna znajomos¢ proceséw przejs-
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ciowych, a praktycznego znaczenia nabiera mozliwo$¢ szybkiego wyznaczenia okre-
sowej odpowiedzi stanu ustalonego. Uniwersalne programy komputerowej analizy
ukladéw elektronicznych, takie jak PSPICE, NAP2, MCAP, wyznaczaja pelna
odpowiedz uktadu. Niepotrzebnie jest przeprowadzana analiza w dlugim przedziale
czasu zanim zanikna procesy przejsciowe (trwa to dziesigtki a nawet setki okresow)
i osiagniety bedzie okresowy stan ustalony. W takich ukladach jak filtry, wzmac-
niacze rezonansowe, wzmacniacze klasy C, powielacze czgstotliwosci, prostowniki,
interesuje uzytkownika ksztalt odpowiedzi okresowej w stanie ustalonym. Przy-
kladowo wystarcza znajomo$é jednego okresu odpowiedzi do przeprowadzenia
analizy znieksztalcen metoda szeregu Fouriera.

Istnieje wiele metod pozwalajacych wyznaczyé okresowa odpowiedz ukladu
nieliniowego w stanie ustalonym z pomini¢ciem, lub znaczna redukcija czasu analizy
przypadajacego na przedzial, w ktérym trwaja procesy przejsciowe: |

 (a) Metoda szeregdw Volterry [1]

(b) Metoda réwnowagi harmonicznych [2]

() Metoda rownania catkowego [3] '

(d) Metoda uzmienniania stanéw poczatkowych (ang. shooting method) [4, 5, 6].
W niniejszej pracy adaptowano metod¢ uzmienniania stanéw poczatkowych dla
przypadku analizy ukladu liniowego, skupionego, stacjonarnego. Metoda uzmien-
niania stanéw poczatkowych ma na tle innych metod t¢ zalet¢ uzytkowa, ze pozwala
wykorzystaé dobrze opracowane i rozpowszechnione podprogramy catkowania
réwnan roézniczkowych opisujacych uklad elektroniczny. Stosujac inne metody
trzeba opracowywaé od podstaw stosowne programy komputerowe. Jest to metoda
analizy w dziedzinie czasu i jest alternatywna wzgledem analizy w dziedzinie
czgstotliwoscei. o

Metoda uzmienniania stanéw poczatkowych ma szereg odmian [4, 5, 6, 7].
W niniejszej pracy jest prezentowana jeszcze jedna odmiana metody polegajaca
zasadniczo na adaptowaniu metody do analizy uktadéw liniowych. Nie wyklucza to
jednak calkowicie mozliwoéci stosowania jej do analizy w okreslonych sytuacjach
ukladéw nieliniowych. W pewnych ukltadach ich czgé¢ nieliniowa moze by¢ z do-
stateczna dokladnoécia zamodelowana jako zrédlo napigciowe lub pradowe. Przy-
kladowo w tranzystorowym wzmacniaczu klasy C lub powielaczu czestotliwosci
-wyjécie tranzystora modeluje si¢ Zrédiem pradowym obcietego przebiegu sinusoidal-
nego o okre$lonym kacie odcigcia 6. Podobnie w prostowniku diodowym cz¢sé
prostownicza uktadu przed filtrem wygladzajacym moze byé przedstawiona jako
zrédlo napieciowe przebiegu sinusoidalnego wyprostowanego jednopoléwkowo
(prostownik jednopoléwkowy) lub dwupotowkowo (prostownik dwupolowkowy).

2. METODA ANALIZY

Zostanie wyprowadzona metoda analizy polegajaca na adaptowaniu metody
uzmienniania zmiennych stanu dla przypadku analizy ukladu liniowego.
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Niech uklad liniowy bgdzie opisany macierzowym réwnaniem stanu o postaci
normalnej

dx(®
dt

gdzie x(z) jest n-wymlarowym wektorem stanu, za§ w (?) Jest wektorem pobudzen.
Rozwiazanie rOwnania (1) jest postaci

= Ax(®) + Bw(), x(1) = x,, )

t

x(f) = ®(t—t)x, + Jq—)(t—r)ﬁ\;'(r)dr, V)

%

gdzie ~ .
D(t—t,) = eht-% ©))

jest macierza tranzycji (przenoszenia) stan6w. Rozwigzanie dane wzorem - (2)
zawiera pelna odpowiedz ukladu, lacznie z procesami przejSciowymi. Stan ustalony
moze by¢-wyznaczony z tego wzoru jako stan po dostatecznie dlugim czasie
analizy

t

X () = nm[d's(t-to) x, + f ®(t—7) Bw(z) dr]. @)
e 23
Jezeli wektor pobudzen jest T-okresowy
w() = w(t+T) 5)
to istnieje rozwiagzanie okresowe rownania (1)
x(0) = x(t+T). (6)

‘Metoda uzmienniania stanéw poczatkowych polega na poszukiwaniu takiego stanu
poczatkowego x|, poczawszy od ktérego rozwiazanie réwnania stanu (1) jest
rozwigzaniem okresowym stanu ustalonego (6), z pomini¢ciem proceséw przejs-
ciowych. '

Uzmienniony stan poczatkowy x zostanie wyznaczony z warunku okresowosci

(6) zapisanego dla dowolnej chwili poczqtkowej t, (najczgsciej ¢, =0)
x(t;) = x, = (t,+7T). @

Wartos¢ X (t,+T) moze by¢ wyznaczona ze wzoru (2) i wtedy warunek okresowosci
(7) przyjmie posta¢ rOwnania

t,+T

= &(T) x, + fq's(t—r) Bw (r) d ®)
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0 poszukiwanym rozwigzaniu
1, 4T

= [i_gS(T)]_l J‘é(t—r) ﬁv;(t)dt, | ®

%

gdzie I — macierz jednostkowa o wymiar_ach nxn. Calkowanie roOwnania stanu
(1) poczawszy od stanu poczatkowego x, okre§lonego wzorem (9) daje od
razu odpowiedZ okresowa stanu ustalonego, z pominigciem procesOw przej-
$ciowych. Wyprowadzony wzor (9) mozna zinterpretowac jako wynik zastosowania
pojedynczego kroku iteracyjnego algorytmu Newtona z metody Colana Tricka
[5] dla ukladow nieliniowych, w ktérym wykorzystano uproszczenia wynikajace
z zalozenia liniowosci ukladu.

Spos6b wykorzystania wzoru (9) w obliczeniach numerycznych zalezy od przyje-
tej metody analizy ukladu elektronicznego. Jezeli uklad jest analizowany metoda
zmiennych stanu, to jest znana macierz A i warto§¢ macierzy tranzycji stanéw @ (T)

oblicza si¢ bezpoérednio ze wzoru (3)

B(T) = eAT, T o)

Wystarczy jednorazowa analiza uktadu w przedziale czasu [z, ¢,+T] dla zerowego
stanu poczatkowego x,(f,)=x, =0, aby zgodnie ze wzorem (2) wyznaczyé
‘wartoSc catki

1y+T

= J‘ii(t—r)v;(t)dr an

H

x(t,+T) |

xo=0

potrzebna do obliczenia )—c; z zaleznosci (9).

W uniwersalnych programach analizy komputerowej ukladéw elektronicznych
(np. PSPICE, NAP2, MCAP) jest powszechnie stosowana analiza uogélniona,
metoda nap1¢c wezlowych [8]. W tym przypadku nie jest znana macierz A, i aby
wyznaczyé. @ (T) nalezy wykonaé n-krotnie g.nahz@ uktadu w przedziale czasu

[t t,+T], przy zerowym pobudzeniu w(f)=0 i jednostkowych stanach poczat-
kowych '

1] 0] [0 ]
0 1 0

xP=| | x@= , , x® =] | (12)
0] 0] oL

Przy tych warunkach bedzie zgodnie ze wzorem (2)
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' [E(U (to+T), xP(t,+T), . . ., x® (t0+T):|=)_((to+T)=<5(T) I=3(T) (13)

Tak wigc, aby bylo mozliwe wyznaczenie stanu poczatkowego J_CZ) ze wzoru (9),
nalezy przeprowadzié¢ analize ukladu w przedziale czasu [t),7,+T] w_sume
(n+1)—krotnie. Jeden raz przy zerowych warunkach poczatkowych x,=0, aby
wyznaczy¢ catke (11), i n razy przy jednostkowych stnach poczatkowych i zerowym
pobudzeniu w (£)=0, aby wyznaczy¢ warto$¢ macierzy tranzycji stanow (13).

3. PRZYKLADY OBLICZENIOWE

Dwa przyklady obliczeniowe ilustruja sposéb i efekty wykorzystnia wyprowa-
dzonej metody analizy. '

W pierwszym przykladzie bedzie analizowany uklad wzmacniacza klasy C o czgs-
totliwosci srodkowej f, =1 GHz (rys. 1). Wzmacniacz klasy C jest ukladem nielinio-
wym, ale czgs¢ nieliniowa ukladu shuzy tylko do przetworzenia pobudzenia har-
monicznego na pobudzenie z katem odcigcia 0. Dlatego z punktu widzenia ob-

C2=1nF

* ! i—
i -
L1 C\ uCz . R
in (@) oo, tun 2%
016nH 158.3p1- 1 508

a)

b)
tj(ﬂ fo = 1GHz 8=60°
50mA
o /Q\ 1/‘\\ > wot

-s0mA- -% + ————\\——————lf—
\ // \ /
A\ / \\ /

\\.// \-’/

Rys. 1. Wzmacniacz klasy C: a) obwéd wyijsciowy wzmacniacza, b) pobudzenie pradowe obwodu
v wyjSciowego

ciazenia R;, uklad moze by¢ przedstawiony jako liniowy obwéd wyjsciowy pobudzo-
ny przebiegiem pradowym o kacie odcigcia 6. Analiza ukladu poczawszy od
zerowego stanu poczatkowego, az do osiagnigcia stanu ustalonego (z doktadonoscia
1%) przebiega przez okoto 80 okresow (rys. 2a) i trwa 1060,96s na komputerze typu
IBM/PC/486DX. Analiza uktadu metoda uzmienniania stanéw poczatkowych po-
zwala wyznaczy¢ okresowa odpowiedz stanu ustalonego (rys. 2b) w ciagu 30,81s .
34,4 razy szybciej). W tym przypadku analiza byta przeprowadzona metoda zmien-
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Rys. 2. Napiecie wyjéciowe wzmacniacza klasy C: a) pelna odpowiedz ukiadu; b) odpowiedz w stanie
: ustalonym

nych stanu za pomoca wlasnego programu napisanego w jezyku TURBO PASCAL,
w ktorym calkowanie réwnaf stanu o postaci normalnej odbywa si¢ niejawna
metoda ‘Eulera ze wzglgdng tolerancja 0,00003. Macierz tranzycji stanow wy-
znaczona ze wzoru (10) w ukladzie jednostek pochodnym od SI; V, A, nH,

nF, ns, GHz :
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09358 0 0,002
d(M)=erT=| 0 0,9802 —0,0001 (14)
—0,0002 0,0008  0,9388
Wartoéci uzmienionych stanéw poczatkowych wyznacza si¢ w praktyce rozwigzujac
‘uklad réwnan liniowych (8), a nie ze wzoru (9) wymagajacego odwrocenia macierzy,
co zajeloby ok. 3 razy wigcej czasu obliczen. Wyniki s3 nastgpujace _
ug (0) = 0,0196V, uc,(0) = 0,0029V, i (0) =.—0,9053A (15)

Rozwiazanie wyznaczone poczawszy od tego stanu poczatkowego jest rozwigzaniem
okresowym stanu ustalonego (rys. 2b). Analiza Fouriera wyznaczonego rozwiazania
okresowego pozwala okreli¢é amplitudy harmonicznych: U;=0,9267V,
U, =0,0068V,. U;=0, 0030V oraz wspolczynnik zawartosci harmomcznych
h=0,83%.

Ten sam uklad anahzowano ta sama metoda, ale za pomoca uniwersalnego
programu PSPICE. Trzykrotna analiza ukladu przy zerowym pobudzeniu i jedno-
stkowych stanach poczatkowych daje wedlug wzoru (13) macierz tranzycji stanow

0,9391 —0,0001  0,0007
&M= 0 0,9802 —0,0001 (16)
—0,0007 0,0008 0,9389

nie r6zniaca si¢ praktyczhie od poprzedniego wyniku (14) i prowadzaca do takich
jak poprzednio wartosci stanéw poczatkowych (15). Sumaryczny czas -analizy

Lo =135.5 pF
Cl) 2 p

Ly i‘-z

T.J..Cl i'-1 ‘
30.88pF J
jtt @ ult) S
G, 76p 213.2p ” S0
”CzT TSGpF

b) Aty fo=21MHz , ©=60° -
50mAT B
-50mA f———— / A
\ / \ /
\
/
\_ N4

" Rys. 3. Podwajacz czgstothwoscx 21/42 MHz: a) obwdd wyjciowy b) pobudzenie prqdowe obwodu

wyjéciowego
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metodg uzmienniania standéw poczatkowych wyniést 6s, podczas gdy analiza ukladu
od zerowego stanu poczatkowego do osiagniecia stanu ustalonego trwala 56s.

W drugim przykladzie obliczeniowym bedzie analizowany uklad podwajacza
czgstotliwosci 21 MHz/42 MHz (rys. 3). Uklad podwajacza czestotliwodci zostal
-przedstawiony z punktu widzenia obcigzenia R, jako liniowy obwéd wyijsciowy
pobudzony przebiegiem pradowym o kacie odcigcia . Zadaniem obwodu wyj-
Sciowego jest przepuszczenie drugiej harmonicznej przy jednoczesnym sthumieniu
pierwszej, trzeciej i wyzszych harmonicznych. Analiza ukladu poczawszy od zero-
wego stanu poczatkowego, az do osiggnigcia stanu ustalonego (rys. 4a) przebiega
przez okoto 10 okresow i trwa 281 s. Analiza ukladu metada uzmienniania stanéw

20
a) ult},

vl

i

0 v !
-05 '
Os 100 200 300 400 500
t{ns]
b) 20

v, N\
[\
AR -
NN/
RNIFA /

0s 10 20 30 4
: 0 t{ns] 50

Rys. 4. Napigcie wyjéciowe podwajacza czestotliwosci 21/42 MHz: a) pena odpowiedZ ukladu,
b) odpowiedz w stanie ustalonym
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‘poczatkowych pozwala wyznaczy¢ okresowa odpowiedZ stanu ustalonego (rys. 4b)
w ciagu 47,2s (tj. 6 razy szybciej). Analiza byla przeprowadzona metoda zmiennych
stanu, znana byla macierz A i macierz tranzycji stanbw wyznczono ze wzoru (10).
Wartosci uzmiennionych stanéw poczatkowych obliczone ze wzoru (9) sa nastepuja-
ce: uc;(0) = 0,5524 V, uc; (0)=—0,3883 V, uc,(0)=0,7454 V, i, (0)= —0,0034 A,
i5(0)=0,0057 A (napigcie uc, nie bylo zmienng stanu, jest ono uzaleznione od
napieé uc,, ucs). Analiza Fouriera wyznaczonego sygnalu okresowego wyjéciowego
pokazanego na rys. 4b pozwala okresli¢ sktadowa stala i amplitudy harmonicznych:
U,=0,5423 V, U,=0,5141 V, U, =0,7830 V, U,=0,0294 V, U, =0,0064 V. Anaki-
za tego ukladu metoda uzmienniania stanéw poczatkowych, ale za pomoca progra-
mu PSPICE trwala 11s, podczas gdy analiza ukladu od zerowego stanu poczatko-
wego do osiagniecia stanu ustalonego trwala 18s. W tym przykladzie efektywnoéé
metody uzmienniania stanéw poczatkowych jest mniejsza niz w poprzednim przy-
kladzie, gdyz procesy przejsciowe trwaja w ukladzie znacznie krocej. Dodatkowo,
jesli macierz tranzycji stanow jest wyznaczana wedlug wzoru (13), to efektywnos¢
metody maleje proporcjonalnie do liczby zmiennych stanu, co wiaze si¢ z nakladem
czasu na n-krotna analize uktadu przy jednostkowych stanach poczatkowych.

4. ZAKONCZENIE

Przedstawiono efektywna metod¢ analizy ukladéw liniowych o okreSowej od-
powiedzi stanu ustalonego. Metoda ta jest adaptacja metody uzmiennienia stanéow
poczatkowych, znanej dla uktadéw nieliniowych, na przypadek uktadéw liniowych,
skupionych, stacjonarnych. Wyprowadzono wzory pozwalajace obliczy¢ takie war-
toéci zmiennych stanu, poczawszy od ktoérych calkowanie réwnaf rézniczkowych
opisujacych uklad elektroniczny daje poszukiwane rozwiazanie okresowe stanu
ustalonego. Mimo Ze metode opracowano dla uktadow liniowych, to moze ona by¢
stosowana do analizy tych uktadéw nieliniowych, w ktérych czg$¢ nieliniowa daje sig
przedstawié jako zrodlo napigciowe lub pradowe. Ukladami tego typu sa prosto-
wniki, wzmacniacze klasy C, powielacze czgstotliwosci. Zamieszczone dwa przy-
klady obliczeniowe wskazuja na efektywno$¢ metody analizy. Pozwala ona skroci¢
czas analizy od kilku do kilkudziesigciu razy w poréwnaniu z wyznaczaniem
okresowego stanu ustalonego poprzez calkowanie rownan ukladu tak diugo, ai
zanikna procesy przejsciowe.
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A. LESNICKI

THE SHOOTING METHOD IN ANALYSIS OF LINEAR CIRCUITS
WITH PERIODIC STEADY-STATE RESPONSES

Summary

The shooting method has been adapted for analysing of linear circuits with periodic steady-state
responses. It is a computer method for effective calculating of the periodic steady-state responses of linear
circuits. The method is effective because the one period of the steady-state response is calculated directly,
with no analysis necessary in the time where transient processes last. These transient processes last for
tens and hundreds of periods in circuits with lightly damped subcircuits, such as rectifiers, high-Q

. amplifiers, frequency multipliers. It unnecessary extends the time of analysis in the case we are interested
only in the periodic steady-state. In the version presented in this paper, the method can be used only for
analysing of linear circuits and these nonlinear circuits where nonlinear parts can be modeled by proper
voltage or current sources. Such a modeling is usually possible with an excepted exactness for rectifiers,
class C amplifiers, frequency multipliers, etc. In the paper, the effectivness of the method is demonstrated
on two examples. The class C amplifier and the frequency doubler 21/42 MHz have been analysed. The
class C amplifier and the frequency doubler 21/42MHz have been analysed. The shooting method is
a time domain method and is an alternative method in relation to frequency domain methods.
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Opisano metodyke oceny jakosci obiektéw metalowych — na przyktadzie kontroli
drutéw wolframowych i molibdenowych. Przedstawiono nowe kierunki, jakie pojawily si¢
w badaniach nieniszczacych opartych na wykorzystaniu zjawiska pradéw wirowych w od-
niesieniu do réznych sposobow podejscia do wstegpnie przetworzonych w uktadach defekto-
skopow sygnalow przetwornikoéw wiropradowych.

1. WSTEP

Procesy zapewnienia jakosci maja na celu takie ustalenie warunkéw produkcji,
procesdw i serwisu, aby spetnione by¢ mogly oczekiwania klientow, takie, jak zgodnosé
z dokumentacja, przydatnos¢ do okreSlonego celu, brak uszkodzen, minimalny
wymagany zakres napraw oraz stosowno$¢ wartosci produktu do jego ceny. Istme_]e
wobec powyzszego potrzeba opracowywania systemOw monitorowania zar6wno
procesdéw wytwarzania, jak i jakosci [16] otrzymywanego produktu. Jednym z szeregu
ogniw w procesach zapewnienia jako$ci sa badania nieniszczace. Ich wdraZzanie umozliwia
wykrycie uszkodzen linii produkcyjnych i/lub defekt6w produktéw we wezesnych fazach
wytwarzania, a takZze opracowanie przez personel lub system diagnozy i podjecie
odpowiednich krokéw dla poprawy zaistnialego stanu rzeczy. Czgsto niewystarczajaca
lub zta jako$¢ produktu ma swoja przyczyne w uszkodzeniach linii wytwarzania.

Wymagania jakosciowe w stosunku do produktéw wytwarzanych przez przemyst
metalowy powoduja, ze konieczne staje si¢ wdrazanie do procesdéw wytwarzania
réoznych technik badan nieniszczacych. Do technik tych naleza: radiograficzna
(wykorzystanie promieniowania rentgenowskiego i promieniowania izotopowego),
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elektromagnetyczna (wykorzystanie zjawiska pradéw wirowych), magnetyczna, ult-
radzwigkowa i penetracyjna. Kazda z wymienionych technik oznacza si¢ specyficz-
nymi cechami, zwiazanymi z mozliwosciami zastosowan ale i z ograniczeniami
‘tychze [6, 9, 11+15, 18+24, 28, 29, 32, 3337, 39]. ‘

Systemy zapewnienia jakosci produktu i prawidlowego funkcjonowania zakladu
wytwarzajacego musza spelnia¢ wymaganie odnosnie krétkiego czasu uzyskiwania
odpowiednich informacji w zwiazku z praca w czasie rzeczywistym. Wybér wielko-
Sci, jakie maja by¢ mierzone w procesie zapewnienia jakofci, zalezy od obiektu
wytwarzanego. Podczas wytwarzania drutéw, pradow i rur do oceny proceséw
i produktow sa odpowiednie wielkosci uzyskiwane podczas badan nieniszczacych,
takich, jak wiropradowe, magnetyczne oraz ultradzwigkowe.

Mozliwosci zastosowania techniki wiropradowej ilustruja rys. 1 i rys. 2.

I Badania wiropradowe I

| Wykrywanie wad Kontrola wymiaréw Badania wlasnoSci matérialow
(Defektoskopia) (Strukturoskopia)
Wykrywanie Pomiary Pomiary
— peknigé — §rednic — .twardosci
— zawalcowan — grubosci Scianek . — glebokosci warstwy
—rys’ — grubosci warstw naweglonej
(w tym wykrywanie Wykrywanie
korozji) — pomieszanych gatunkow
materialow
~ zawartosci ferrytow
w stalach austenitycznych

Rys. 1. Przeglad zastosowan metody pradéw wirowych w badaniach qi;niszczacych

Typ wady Badania wiropradowe Inne techniki badan
penetracyjna
. . magnetyczna
powierzchniowa + ultradzwigkowa
spadku potencjatu
. . magnetyczna
podpowierzchniowa + ultradzwigkowa
e ultradzwigkowa
wewngetrzna = w.yjatkl’ex.n oblektowv radiograficzna
cienkoSciennych)

Rys. 2. Tlustracja do opisu zastosowari metody pradoéw wirowych — na tle innych metod badan

nieniszczacych
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‘Metoda pradéw wirowych moze by¢ zastosowana do defektoskopii obiektéw
(wykrywania wad), strukturoskopii (oceny struktury i wykrywania pomieszanych
gatunkow materialéw) oraz kontroli wymiaréw (rys. 1). Poszczegdlne czynniki, jakie
maja by¢ wykrywane, wplywaja na zmiany badz przewodnosci elektrycznej, badz
przenikalnos$ci magnetycznej obiektow, wzglednie jednej i drugiej réwnoczesnie lub
tez — na wypelnienie przetwornika przez obiekt lub oddalenie przetwornika od
obiektu. :

Technika wiropradowa umozliwia bezkontaktowe badanie réznorodnych pro-
duktéw, w_szczegolnosci drutow. Jej zasadniczym ograniczeniem jest stosowalno$§é
jedynie do elementéw przewodzacych prad elektryczny (metalowych). Umozliwia
przeprowadzanie, z duza szybkoscia, kontroli zar6wno poélproduktéw, jak i pro-
duktéw gotowych. _

Szczegblna cecha rozplywu w obiekcie badanym pradéw wirowych jest ich
naskorkowos$¢ wynikajaca z ograniczonej glebokoSci wnikania pola magnetycznego
(pkt. 5.3). Wykrywanie wad wewngetrznych mozliwe jest jedynie w obiektach o gru-
bosci porownywalnej z glebokoscia penetracji (rys. 2) [42].

Przedmiotem niniejszego artykulu sg zagadnienia defektoskopii drutéw.

2. CHARAKTERYSTYKA I WADY OBIEKTOW BADANYCH

Jako obiekty badane zostaly wybrane druty wykonane z materialéw niefer-
romagnetycznych. Wybrano druty wolframowe i molibdenowe, ktére ze wzglgdu na
swoje wlasciwosci strukturalne i zastosowania powinny podlega¢ 100% kontroli
nieniszczacej. Szczegolnie przydatna do ich kontroli jest metoda oparta na wykorzy-
staniu zjawiska pradéow wirowych.

' Nizej zostanie podana charakterystyka struktury i wad drutéw wolframowych
i molibdenowych. Druty te wytwarza si¢ na drodze metalurgii proszkowej. I tak na
przyklad chemicznie czysty tlenek wolframowy, po wprowadzeniu don domieszek
w postaci .krzemianu potasu i zwigzkéw glinu, poddaje si¢ redukcji wodorem.
Otrzymany w ten sposOb -proszek wolframowy prasuje si¢ nastepnie w sztaby
o przekroju kwadratowym. Sztaby te sa spiekane w temperaturze okoto 3000 stopni
Celsjusza — w celu otrzymania litego metalu. nadajacego si¢ do obrobki plastycznej.
Sposéb otrzymywania drutéw molibdenowych jest nastepujacy. Wzbogacony kon-
centrat molibdenitu, to jest rudy sktadajacej si¢ z siarczku molibdenu prazy si¢
w piecach hutniczych w celu otrzymania bezwodnika molibdenowego, ktory nastgp-
nie oczyszcza sie z domieszek. W tym celu rozpuszcza si¢ go w amoniaku i krys-
talizuje w postaci paramolibdenianu amonu. Jest to poéifabrykat do produkciji
molibdenu metalicznego. Polabrykat ten przesiewa sig, suszy si¢ i ponownie
przesiewa. Dalsze operacje sa analogiczne, jak w przypadku wolframu. Zaznaczy¢
trzeba, 7e proszek molibdenowy latwo absorbuje tlen.

Nastepujace po sobie kolejno operacje kucia nagrzanych sztab wolframowych,
jak tez molibdenowych, a dalej mlotkowania pretéw oraz przeciggania drutow,



606 A. Lewinska-Romicka Kwart. Elektr. | Telekom.

majace na celu stopniowe zmniejszenie ich przekroju, powoduja powstawanie
wldknistej struktury. Struktura taka jest charakterystyczna dla otrzymywanych
-drutow. ' : .

W toku ciagnienia krysztaly ulegaja stopniowemu wydluzeniu, co nadaje drutom
silnie zaznaczong tekstur¢ w calym przekroju. Tego typu tekstura wraz z malg
spojnofcia migdzykrystaliczng powoduja, ze druty bardzo czesto zawieraja roznego
rodzaju nieciaglosci takie, jak peknigcia, rozwarstwienia, a takze — niezgrzane
pustki oraz wtracenia. Czgsto wady tego typu przebiegaja wzdluz plaszczyzn
miedzykrystalicznych — w kierunku osi drutéw [19]. -

Pod wplywem ciagnienia, jak juz zaznaczono, krysztaly metalu przeksztalcaja si¢
w cienkie wldkna, ktorych orientacja pokrywa si¢ z osia drutdéw, co zostanie
zilustrowane na zamieszczonych zgladach metalograficznych. Widkna wydhuzaja sig,
a ich $rednica maleje wraz ze zmniejszaniem $rednicy drutéw. Jednoczeinie ze
wzrostem stopnia deformacji ziaren zmniejsza si¢ porowatos¢ drutow. Przy wyzarza-
niu (w temperaturach 1100—2300 stopni Celsjusza) zachodzi rekrystalizacja pierwo-
tna. Widkna wolframu ulegaja rozpadowi i tworza si¢ drobne ziarna réwnoosiowe.
W temperaturach 2400—2500 stopni Celsjusza zachodzi rekrystalizacja wtorna.

" Male ziarna zrastaja si¢ tworzac duze krystality.

~ Czysty wolfram, ze wzgledu na wysoka temperatur¢ topnienia oraz dobre
wladciwoéci wytrzymalo§ciowe w wysokich temperaturach, znalazt w postaci drutow
zastosowanie glownie do produkcji zarnikéw do lamp zarowych, katod oraz
grzejnikéw do lamp elektronowych duzej oraz malej mocy, do wyrobu elementow
grzejnych do piecow oporowych oraz elektrod do lamp rentgenowskich (katody
i antykatody), a takze do $wiec zaplonowych i w postaci pretéw — jako elektrody do
spawania i zgrzewania. Czysty molibden w postaci drutéw znalazl zastosowanie
przede wszystkim w technice wysokiej prozni i w radiotechnice do produkcji
elektrod do lamp elektronowych, do wyrobu pretéw podtrzymujacych widkna
zarowe w lampach Zarowych oraz elementéw grzejnych w piecach oporowych, itp.
Piece molibdenowe znalazly zastosowanie do spiekania wyprasek molibdenowych
i wolframowych w atmosferze wodorowej. Z molibdenu wykonuje si¢ réwniez
elektrody do topienia szkla. :

Dla zilustrowania celowosci implementowania nieniszczacej, wiropradowej
kontroli drutéw wolframowych i molibdenowych przedstawione zostang przy-
kladowe fotogramy zgladow metalograficznych wzdtuinych (nietrawionych i tra-
wionych) drutéw molibdenowych o §rednicach od 0,05 mm do 1,02 mm. Zaobser-
wowane wady zostaly wykryte podczas badan defektoskopowych z zastosowaniem
metody indukcyjnej opartej na wykorzystaniu zjawiska pradow wirowych. Wady te
to przede wszystkim nieciagloSci makrostruktury objawiajace si¢ w postaci pustek
(na przyklad fot. 3a), wtracen (fot. 3b, c), rozwarstwien (fot. 3d) lub peknigc
(fot. 3¢). Inna kategoriag wad zaobserwowanych w drutach molibdenowych sa wady
o charakterze deformacji geometrycznych. Naleza do nich na przyklad, pokazane

. na fot. 4a, wycieki oraz przedstawiona na fot. 4b znaczna nieciaglo$¢ Srednicy
drutow. :
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Rys. 3.. Fotogramy zgtadéw metalograficznych wzdluznych drutéw molibdenowych o $rednicach:
0,05 mm (a), 1,02 mm (b), 0,3 mm (c,d) i 0,33 mm (&)
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Rys. 4. Fotogramy zgladéw metalograficznych wzdluznych drutéw molibdenowych o $rednicach:
0,05 mm (2) i 0,2 mm (b)
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?
i

Rys. 5. Fotogramy zgtad 6w metalograficznych poprzecznych drutéw wolframowych $rednicy 0,2 mm
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Rys. 6. Fotogramy zgltadow metalograficznych poprzecznych pretéw wolframowych §rednicy 2,6 mm

Dla poréwnania zostanie przedstawionych kilka przyktadéw wad drutéw i pre-
téw wolframowych. Na fot. 5 pokazano fotogramy zgladéw metalograficznych
poprzecznych drutéw o Srednicach 0,2 mm, 0,28 mm i 0,4 mm. Pokazane na fot. 5
niecigglosci drutéw wolframowych sa bardzo dla nich typowe [19]. Sa to peknigcia
(fot. 5a, c), rozwarstwienia (fot. 5b, d) oraz pustki (fot. 5e).

Na fot. 6a, b przedstawiono przyktadowe fotogramy zgladow metalograficznych
poprzecznych pretéw wolframowych (Srednicy 2,6 mm) odznaczajacych si¢ od-
powiednio pustkami oraz rozwarstwieniem, peknigciem i ubytkiem powierzchnio-
wym. Wystapienie jakiejkolwiek z pokazanych tu wad powinno eliminowaé prety,
czy tez druty z dalszej przerobki oraz zastosowan. _ '

Glownymi przyczynami wystgpowania wad drutdbw — w postaci nieciaglosci
makrostruktury — sa wady sztab i pretow mlotkowanych, a na przyklad nieciaglosci
‘parametrow geometrycznych — zly stan ciggadel.
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3. DEFEKTOSKOPY WIROPRADOWE II GENERACII

Na rys. 7 przedstawiono schemat blokowy defektoskopu II-ej generacji [18, 25,
26, 28, 41]. Jako przyktadowy obiekt badany podano tu obiekt walcowy, ktéry moze
byé kontrolowany przy uZyciu przetwornika wiropradowego przelotowego. Nie
mniej uktad defektoskopu jest ogdlny — moga by¢ w nim takze analizowane sygnaly
przetwornikoéw stykowych, stosowanych do kontroli obiektéw o réznych ksztaltach.

Przedstawiony na rys. 7 uktad defektoskopu II generacji rozni si¢ od defekto-
skopu konwencjonalnego tym, ze w ukladzie prostowania fazoczulego uzyskiwana
jest informacja odnosnie dwu skladowych napigcia wyjsciowego przetwornika:

obiekt
walcowy °

) X
1 b 2 b 3 b~ s [ s 7 gﬁg
— @ ] P

JA 10

1A

1

Rys. 7. Schemat blokowy defektoskopu wiropradowego II generacji 1 — generator, 2 — przetwornik
" wiropradowy, 3 — uklady kompensacji skladowych napigcia przetwornika, 4 — przesuwnik fazy,

5 — uklad prostowania fazoczulego, 6 — wzmacniacz, 7 — filtry, 8 — uklad nastawiania fazy (obrotu)
trajektorii, 9 — monitor wad, 10 — uklad obliczania amplitudy sygnaitu, 11° — uk!ad selekcji sygnatow

skladowej bedacej w fazie z pradem zasilajacym przetwornik (,,kierunck X) oraz
— skladowej przesunigtej w fazie o kat IT/2 (,,kierunek Y*’) podczas, gdy w defekto-
skopach konwencjonalnych uzyskiwana jest informacja o jednej sktadowe;j.

Dane co do sktadowych powyzszych sygnaléw moga byé uzyskane poprzez
rozklad tych sygnaléw w szereg Fouriera i wyodrgbnienie pierwszych wyrazéw
rozwinigcia (a,, b,) — zaleznos¢ (3.1)

u()=0,5a,+a, coswt+a, cos2wt+a, cosdwt+. . .+a, cosnwt+
+b, sinwt+b, sin2wt+b, sindwt+. . .+b, sinnwt

przy czym: T
a, = 2/T) |u(?) coswt dt

0

r 3.1
b, = (2/T) fu(t) sin ot dt,
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Rys. 8. Ilustracja do.opisu sposobow podejscia do sygnalow przetwornikow wiropradowych w defekto-
skopach konwencjonalnych i defektoskopach II generacii

Dane odnosnie tych skladowych, przy zastosowaniu odpowiedniego oprog-
ramowania, moga by¢ wykorzystane do rekonstrukcji, przedstawianych na plasz-
czyznie zmiennej zespolonej, trajektorii zmian sygnalow przetwornikéw wiroprado-
wych [18, 25, 42]. ‘

Przykladowe trajektorie zmian sygnaléw przetwornika wiropradowego przeloto-
wego zawierajacego obiekt walcowy pokazano na rys. 9, a dla przetwornika styko-
wego zastosowanego do kontroli podzespotow samolotéow — na rys. 10.

a) b) -6l
y A imu (Im2) y A Imu lim2) y b 1mU (imz)
X o
@ \
. 4 = | x‘ x;
y “ l Rel ReU
Y /% iRez) (Rez)

Rys. 9. Trajektorie zmian sygnaloéw przetwornika wiropradowego przelotowego; a, b — rdznicowego,
: c — bezwzglednego
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Rys. 10. Trajektorie zmian sygnaléw przetwornika stykowego bezwzglednego zastosowanego do kontroli
' warstw aluminium

~Na rys: 8 przedstawiono schemat funkcjonalny obrazujacy rdznice pomiedzy
podejéciem jednoparametrowym, konwencjonalnym (a), a podejsciem wieloparamet-
rowym (b), ktore moze byé zastosowane w defektoskopie II generacji.
W ukladzie przedstawionym na rys. 7 obliczana jest takze amplituda sygnalu A.
W zaleznosci od stopnia rozbudowy ukladu defektoskopu praca urzadzen wykonaw-
czych (dotaczonych do defektoskopu) mogg sterowaé sygnaly odpowiadajace skta-
dowym x i y oraz amplitudzie A sygnalu. W defektoskopach konwencjonalnych
uzyskiwana byla jedynie informacja odnoénie amplitudy sygnalu wyjSciowego
przetwornika lub w najlepszym przypadku — informacja co do amplitydy sygnatu,
o okreflonej fazie (rys. 10) — w celu zmniejszenia wplywu czynnikdéw przeszka-
dzajacych [18, 19, 42). W tym ostatnim przypadku umozliwialo to uzyskanie
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informacji na przyklad o peknigciu obiektow — przy eliminacji przeszkadzajacych
sygnaléw wywolanych przez zmiany geometrycznych parametréw obiektow. Przy
prezentacji trajektorii zmian sygnaléw przetwornikébw wiropradowych mozliwe
jest uzyskanie informacji odnoénie wszystkich rodzajow wad wystgpujacych w obie-
ktach. ‘ '

4. TRAJEKTORIE ZMIAN SYGNALOW
PRZETWORNIKOW WIROPRADOWYCH

Na rys. 9 i 10 podano przykladowe trajektorie zmian sygnaldéw przetwornikow
wiropradowych przelotowych i stykowych [18, 25, 26, 28].

Trajektorie zmian sygnaléw przetwornika réznicowego (rys. 9a, b) maja dwa
ramiona, ktére odpowiadaja przejciu wady przez dwa przeciwsobnie polgczone
uzwojenia przetwornika. Sygnal odpowiadajacy §rodkowi wady jest rébwny zeru
(§rodek ukladu wspolrzednych). Sygnat wywolany niesymetria przetwornika jest
skompensowany. Odpowiednio trajektoria zmian sygnatu przetwornika bezwzgled-
nego ma jedno ramig rys. 9c). Trajektorie o ksztalcie, jak na rys. 9a, moga by¢
otrzymane na przyklad dla nieciaglosci rur od strony $cianki zewnetrznej (pgknigcia,

‘przetop czgiciowy itp.); trajektorie, jak na rys. 9b — dla nieciaglosci polozonych od

strony $cianki wewnetrznej. Informacj¢ o potozeniu wady w zaleznoSci od odleglosci
od powierzchni obiektu zawiera faza sygnaléw przetwornikéw, co zwigzane jest

z rozkladem pola magnetycznego wewnatrz obiektu [zalezno§¢ (4.1)] [18, 28]

B = B, exp(—d+/nfuy) sin Qnft—d Jnfuy) 4.2)
gdzie: B — indukcja magnetyczna w dowolnej odleglosci d od powierzchni
' : obiektu. '

B, — indukcja na powierzchni obiektu,

f — czgstotliwo$¢ pracy przetwornika,

4 — przenikalnoS¢ magnetyczna obiektu,

y — przewodno$¢ elektryczna wlagciwa materialu obiektu.

Natomiast trajektorie o ksztalcie pokazanym na rys. 9 odpowiadaja wadom w po-
staci zmian $rednicy (grubosci §cianki) rur. Trajektorie pokazane na rys. 9 uzyskano
przy wykorzystaniu ukladu opisanego W [18, 25].

Na rys. 10 przedstawiono trajektorie zmian sygnaléw przetwornika wiroprado-
wego stykowego bezwzglednego, zastosowanego do kontroli obiektéw o réznych
ksztattach. Trajektorie z rys. 10a dotycza przypadku badania bloku aluminiowego
z peknigcieami o glgbokosciach 0,2 mm, 0,5 mm i 1,0 mm. Trajektorie z rys. 10b
i rys. 10c dotycza przypadku kontroli dwu polaczonych ze soba warstw aluminium.

‘Trajektorie z rys. 10b zostaly otrzymane dla odpowiednio 10%, 20% i 30% korozji

wierzchniej warstwy pomiedzy ta warstwa a warstwa glebsza. Jedna z trajektorii

'z rys. 10c dotyczy przypadku, gdy w spodniej warstwie wystapilo pgknigcie; druga

otrzymano przy umjeszczeniu przetwornika na $rubie laczacej warstwy. Trajektorie
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z rys. 10 otrzymano przy wykorzystaniu defektoskopu Elotest B2 nlemlecklej firmy
Rohmann GmbH.

Jak widaé z rys. 9 i rys. 10 czynniki zwiazane z réznymi obiektami, takie, jak
obecno$¢ peknigé, oddalenie przetwornika od powierzchni obiektu (na przyklad
obecno§¢ warstwy pokrycia) i zmniejszenie grubosci materiatlu charakteryzuja sig
odmiennymi pod wzgledem ksztaltu i rozpigto$ci ramin trajektoriami. Tak wigc przy
zapewnieniu odpowiednich §rodké6w mozna dazyé do rozrézniania niektérych wad
obiektdw — na podstawie trajektorii. Znane sa na podstawie dostepnej literatury
metody oceny sygnaléw przetwornikéw wiropradowych, przedstawianych w postaci
trajektorii, poprzez analiz¢ wspolczynnikow rozwinigcia trajektorii w szereg Fourie-
ra [47], analiz¢ sieci neuronowych [17, 46] oraz bezpofrednia analize ksztaltu
trajektorii [18, 25].

Trajektorie zmian sygnaléw przetwornikdw w1roprqdowych uzyskiwane sa dla
stanu dynamicznego — podczas przesuwu odcinka z wada poprzez przetwornik
(przelotowy) lub podczas przesuwania przetwornika (stykowego) nad miejscem
obiektu z wada. Informacja o dlugosci wady ukryta jest w kolejnych prébkach
sygnahlu przetwornika, skladajacych si¢ na trajektori¢. Rozpieto§é ramion trajektorii
odpowiada amplitudzie sygnalu wywolanego przez wade.

Obecnie stosowane sa trzy sposoby podej§cia do informacji zawartej w trajek-

-toriach zmian sygnalow przetwornikow wiropradowych (rys. 11): analiza amp-

litudowa, analiza fazoczula (sektorowa) i analiza sktadowej urojonej sygnatow.

Pierwszy ze sposobow podejscia do sygnalow przetwornikow polega na analizie
ich amplitudy (rys. 11). Uzytkownikowi przekazywana jest. wowczas informacja.
(mezalezme od fazy sygnaléw) odnosnie wszystkich wad wystepujacych w obiekcie
— bez rozréznienia ich rodzajow. Mozliwe jest w tym przypadku popelnienie pomylek
odnosnie jakosci obiektu poprzez klasyfikacje na podstawie amplitydy sygnalow
miejsc niewadliwych jako wadliwych. Moze mie¢ to miejsce na przyklad podczas
wykrywania p¢knig¢ — przy braku pokrycia galwanicznego na czgéci obiektu lub przy
zmianie sprzg¢zenia przetwornika z obiektem — na przyklad przy przekoszeniu
przetwornika wzgledem ustalonego w stosunku do obiektu polozenia lub w przypad-
ku niecentrycznego lub nieosiowego prowadzenia obiektu poprzez przetwornik.

a) ImU {1mZ] b) ImU(1mZ) c) ;} ImU(ImZ)

Rel
“[ReZ)

Rys. 11. Hustracja do opisu spdsob()w podejscia do sygnatéw przetwornikow wiropradowych a — analiza
amplitudowa, b — analiza fazoczula (sektorowa), ¢ — analiza skladowej urojonej sygnaiow
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W celu wyeliminowania sygnaléw otrzymywanych przy wystgpowaniu ,,pseudo-
defektéw” zaproponowana zostala analiza korekcyjna sygnaléw. przetwornikow,
polegajaca na tym, ze analizowane sa sygnaly dwu jednakowych przetwornikow
oddalonych od siebie o .okreSlona stala odleglos¢ [42]. Dla poprawy stosunku
sygnaléw do zakldceni, wywolanych na przyklad przez wady powierzchni drutéw,
moze byé zastosowana funkcja autokorelacji [38, 41]. .

Drugi ze sposobéw podejscia do sygnaldw przetwornikéw wiropradowych
polega na analizie amplitudy sygnaléw o okreslonej fazie (rys. 11), dla ktérych
trajektorie znajduja si¢ w okreSlonym sektorze plaszczyzny zmiennej zespolone;.
Przyjmowane jest przy tym zaloZenie, ze sygnaly wywolane przez czynniki
zaklocajace maja inne polozenia fazowe, co jednak nie jest zawsze spelnione
[18, 25].

Trzeci sposob podejicia do sygnaléw przetwornikdéw wiropradowych polega na
analizie sktadowej urojonej tych sygnaléw (rys. 11c). Przyjmowane jest przy tym
zalozenie, ze trajektorie moga by¢ elektronicznie ,,obracane” na plaszczyzaie zmien-
‘nej zespolonej, tak, aby trajektorie otrzymywane dla czynnikéw zaklocajacych
przyjmowaly potozenie poziome. Ten sposob podejécia jest przydatny na przyklad
przy kontroli podzespoléw samolotéw (relacje fazowe defektoskopu ustala si¢ w ten
sposéb, aby polozenie poziome przyjmowaly sygnaly wywolane oddaleniem prze-
twornika od obiektu). W tym przypadku na podstawie analizy sktadowej urojonej
sygnaldéw przetwornika jako wada moze zosta na przyklad sklasyfikowana krawedz
obiektu. '

Nizej przedstawiony zostanie opis systemu umozliwiajacego otrzymywanie i ana-
lize sygnaléow ' przetwornikéw wiropradowych, co jest bardzo istotne z punktu
widzenia potrzeb kontroli potokowej, — na podstawie zaleznosci sygnalow prze-
twornikéw wiropradowych od czasu (dtugosci probek). Odpowiada to, przy wzigciu
pod uwage wyzej opisanych sposobow podejécia do sygnaléw przetwornikow,
analizie amplitudowej. Do ukladéw wykonawczych systemu podawana jest informa-
cja o wszystkich wadach obiektu, zar6wno o nieciaglo$ciach o charakterze pgknigc,
jak i o charakterze zmian geometrii drutéw. System przeznaczony jest do kontroli
drutéw wykonanych z materialdw nieferromagnetyczaych.

5. UKLAD DO OTRZYMYWANIA I ANALIZY
SYGNALOW PRZETWORNIKOW WIROPRADOWYCH

5.1. ZALOZENIA DO UKLADU

Najbardziej istotnymi zalozeniami do ukladu sa:

1. Gtéwne urzadzenia i podzespoly ukladu: defektoskop wiropradowy, komputer
wraz z urzadzeniami peryferyjnymi. Przesuw obiektéw — w linii technologicznej
wytwarzania. :

2. Generator wewnetrzny ukladu — o czgstotliwoscei dobranej do obiektu.

3. Jednoczestotliwosciowe zasilanie przetwornikow wiropradowych.
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4. Rekonstrukcja przebiegu zmian napigcia przetwornikéw wiropradowych
w funkcji dlugosci obiektow (analiza amplitudowa).
5. Statystyczna analiza napig¢ wyjsciowych przetwornikéw

5.2. METODYKA OCENY JAKOSCI DRUTOW

Na podstawie sygnalow przetwornikow — przedstawianych w zaleznosci od
dlugosci obiektow [40] przy zaimplementowaniu odpowiedniej analizy statystycznej,
odrézniane moga by¢ dhugie wady od wad incydentalnie pojawiajacych si¢. Na
podstawie tak przedstawianych sygnaléw moga byé okreslone przyczyny powstawa-
nia wad obiektéw (w ciagu technologicznym). Do oceny jakosci drutéw moze byé
zastosowana nizej opisana metodyka rozrozniania wad drutdéw — na podstawie,
przedstawianych w zaleznosci od dlugosci, sygnatéw wyjsciowych przetwornikéw
wiropradowych.

‘Sygnaly wyjSciowe przetwornikéw podlegaja dyskryminacji amplitudowej. Na
‘wyjéciu odpowiednich dyskryminatoréw uzyskiwana jest informacja-odnoénie wy-
stepowania nastgpujacych zdarzen elementarnych:

» Istnienia sygnalow o poziomie ponizej wybranego okreslonego pozmmu progo-
wego. Niech zdarzenia te bgda okreslone jako C,.

« Istnienia sygnalow o poziomie zawierajacym si¢ pomigdzy dwoma poziomami
progowymi A i B. Zdarzenia te okre§limy jako A,.

» Istnienia sygnatdéw o poziomie powyzej wybranego progu B. Zdarzenia te
okreslimy jako B,.

Jesli w badanym obiekcie wyst¢gpuja incydentalnie niewielkie wady p0w1erzch-
- niowe, wowczas wystepuja jedynie zdarzenia C; i obiekt moze by¢ zakwalifikowany
jako ,,dobry” — na calej swojej dlugosci. W przypadku, gdy w badanym obiekcie
wystepuja na przyklad niezbyt glgbokie pgknigcia, to pojawiaja si¢ zdarzenia A; oraz
ewentualnie C; — przy zbiegu z poprzednim przypadkiem, lub — odpowiednio
wystepuja zdarzenia A; i B;. W przypadku istnienia w obiekcie dlugich wad mozemy
mie¢ do czynienia z sytuacja, gdy wystapi duze natgzenie bardzo matych sygnalow
i duze natezenie duzych i bardzo duzych sygnalow, tj. moga wystapi¢ zdarzenia

CnKk

przy czym K jest pewna wartoScia progowa ujmujaca iloSciowe wystapienie razem
zdarzen A, oraz C; (A;n C).

Wzrost intensywnoéci wystepowania bardzo matych sygnalow (zdarzenia C;) bez
przekroczenia przez duze sygnaly okre§lonego progu K, moze z duzym praw-
dopodobiefistwem by¢ przypisany zlemu stanowi powierzchni obiektu, co ma
miejsce w przypadku wystapienia niewielkich wklegsnigé i chropowatos$ci. W takim
przypadku wystapia zdarzenia

C;nK,

Z kolei pojedyficze defekty obiektu (pgknigcia, wtracenia itp.) moga by¢ diag-
nozowane, jesli wystapia poszczegblne zdarzenia 4; oraz B; — bez jednoczesnego
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wzrostu intensywnosci wystgpowéuiia najmniejszych sygnatow C lub coraz to wigk-
szych sygnaléw. Wowczas wystapia zdarzenia

(4, B)n C;n K,

W powyzej opisany sposob moga by¢ uzyskane korelacje pomiedzy poszczegoOl-
nymi typami wad (defekty krotkie lub dhugie) — a odpowiadajacymi im sygnatami
przetwornik6w wiropradowych. Jeli suma sygnaléw, ktore w ramach eksperymentu
zakwalifikowane zostana jako odpowiadajace wadom pojedynczym przekroczy
okre§lona wartoéé dla calej partii obiektu, to wowczas

Y. [(4; 9 B)n C;n K] > Smax-
partia . .
) obiektu
W praktyce oznacza to. nieprawidlowo prowadzony proces technologiczny wy-
‘twarzania obiektu. '

Natomiast w przypadku na przyklad zuzycia si¢ niektérych elementow ciagu
technologicznego moze wystepowaé chropowato$¢ powierzchni obiektu. W tym
przypadku bedziemy mie¢ do czynienia z duza intensywnoscia najmniejszych
sygnaléw (zdarzenia C;) przy braku wystgpowania ‘zdarzenn odpowiadajacych
dlugim wadom i licznym wadom pojedynczym. Wowczas zostana zarejestrowane
zdarzenia

v , _ CnkK
Moze tu mieé miejsce przypadek okresowego wystgpowania wad obiektu, ktore
moga czynié go nieprzydatnym do zastosowan.

5.3. DEFEKTOSKOP WIROPRADOWY DO KONTROLI DRUTOW WYKONANYCH
Z MATERIALOW NIEFERROMAGNETYCZNYCH

Czestotliwoéé pracy defektoskopu

W tablicy 5.1 podano wartoSci czgstotliwo$ci granicznych, przyjetych czgstot-
liwoéci pracy defektoskopu oraz stosunku czestotliwosci pracy defektoskopu do
czestotliwosci granicznych. Wartosci czestotliwosci granicznych obliczane sa wedlug
zaleznosci (5.1) [15, 28]

f, = 5066 10%/c u, D? 5.1)
gdzie: ¢ — przewodno$é elektryczna wlasciwa materialu obiektu, w S/m; dla
wolframu i molibdenu ¢=18,2 MS/m,
u, — przenikalnoS¢ magnetyczna wzgledna obiektu (dla wolframu p,=1)
- D — érednica obiektu, w mm. :

Czestotliwoéci pracy przetwornikéw odnosi si¢ do wartoSci czgstotliwosci grani-
cznych, _przyjmujac', 7e dla uzyskania duzej czuloéci wykrywania nieciagtosci stosu-
nek fIf, powinien wynosi¢ od okolo dwu do okoto kilkunastu [15, 19, 28].
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Tablica 5.1

Parametry kontroli wiropradowej drutéw wolframowych
$rednic od 0,2 mm do 1,0 mm

D[mm] | f,[kHZ | f[MHz] £,
02 696 2 2,9
0.3 309 2 6,5
0,35 227 2 8,8
04 174 1 57
0,5 111 1 9,0
0,6 77 1 12,9
0,7 57 1 17,6
0,8 44 0,5 11,5
0,9 34 0,5 14,6
1,0 28 0,5 18,0

Maksimum czulo§ci wykrywania wad przy amplitudowej detekcji sygnaldéw prze-
twornikow wystepuje dla f/f,=6,25.

Defektoskop przeznaczony jest do kontroli drutéw o Srednicach od 0,2 do
1,0 mm. Przy wzi¢ciu pod uwage powyzszego przyjeto trzy czestotliwosci pracy
defektoskopu wynoszace 2 MHz, 1 MHz i 0,5 MHz — do kontroli drutéw o §red-
nicach w zakresie odpowiednio 0,2 mm-—0,35mm, 0,35 mm—0,70 mm
1 0,70 mm — 1,00 mm (tabl. 5.1).

Tablica 52

Indukcja magnetyczna wewnatrz drutéw wolframowych w stosunku do indukeji
na powierzchni drutéw dla réznych czestotliwosci pracy przetwornika

f [MHZ] B/B,

d [mm] 0,1 0,25 0,5 1,0 2,0 5,0
0,01 0,97 0,96 0,94 0,91 0,89 0,83
0,05 088 | 081 0,74 0,66 0,55 0,39
0,117 0,73 0,61 0,50 0,37 0,25 0,11
0,2 0,59 0,43 0,30 0,18 0,09 | 0,023
0,3 0,45 0,28 0,17 | 0,08 0,03 0,003
0,37 0,37 0,21 0,11 0,04 0,01 0,001

Dane zamieszczone w tablicach 5.2 i 5.3 ilustruja zagadnienie penetracji pradow
wirowych we wnetrzu badanych drutéw. W tablicy 5.2 podan owartosci indukcji
magnetycznej wewnatrz drutéw w stosunku do wartosci na powierzchni, obliczone
wedlug zaleznosci (4.1) dla szesciu czestotliwosci pracy przetwornika, w tym — dla
przyjetych czestotliwosci. Im wigksza jest czgstotliwo$é pracy przetwornika, tym
szybciej zanika wewnatrz drutéw pole magnetyczne.

W badaniach wiropradowych przydatne jest obliczenie glgbokosci wnikania pola
magnetycznego (pradéw wirowych). Przyjeta zostala definicja opisana zaleznofcia
(5.2), zgodnie, z ktora za gleboko$¢ wnikania przyjmuje si¢ ta gleboko$¢ penetracii,
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‘przy ktorej indukcja magnetyczna maleje e-krotnie w stosunku do swojej wartosci na
powierzchni obiektu [15, 18, 19, 28].
| § = 5-105/\/fu,y (5.2)
gdzie: f — czestotliwo$§é pracy przetwornika, Hz. '
Tablica 53

Glgboko$¢ wnikania pola magnetycziiego
i pradéw wirowych dla réinych czestetliwo-

$ci pracy przetwornika
f [MHZ] 3 [mm]
0,1 0,3729
0,25 0,2358
0,5 0,1667
1,0 0,1170
2,0 0,0830
5,0 0,0530

W tablicy 5.3 podano gleboko$¢ wnikania do obiektéw, wykonanych z wolframu
i molibdenu, dla sze$ciu czestotliwosci prracy przetwornika, jak w tablicy 5.1. Jak
wynika z zamieszczonych danych przy przyjetych czestotliwoéciach pracy przetwor-
nikéw wykrywane beda przede wszystkim wady powierzchniowe i podpowierzch-
niowe drutow.

5.4 UKLAD DEFEKTOSKOPU

Na rys. 12 przedstawiono schemat blokowy defektoskopu wiropradowego prze-
znaczonego do kontroli drutéw wykonanych z materialow nieferromagnetycznych.
Przetworzone -w ukladzie defektoskopu sygnaly zawierajace informacj¢ o stanie
Jakoscmwym badanych drutéw podawane sa do komputera. Defektoskop zostal
opracowany w Centrum Uczelniano-Przemyslowym Metrologii i Systeméw Pomia-
rowych Politechniki Warszawskiej, autorzy defektoskopu A. Lewinska-Romicka,
S. Piskorski, J Papis.

Uklad defektoskopu (rys. 12) zawiera nastgpujace grupy ukladow elektronicz-
nych: generator napie¢ wysokiej czgstotliwosci, dzielnik czgstotliwosci wzmacniacze
selektywne, wzmacniacze pomiarowe, wzmacniacze odniesienia, wzmacniacze roz-
"nicowe, detektory, uklad komutacji analogowej, oraz wzmacniacz napigcia stalego.
Uktady elektroniczne defektoskopu moga pracowac z trzema wiropradowymi prze-
twornikami przelotowymi P1, P2 i P3, dzigki zastosowaniu ktérych mozliwa jest
kontrola drutdéw o trzech zakresach $§rednic. Generator GK umozliwia otrzymanie
napieé wysokiej. czestotliwosci. Generator ten jest stabilizowany przetwornikiem
kwarcowym o czgstotliwosci 5 MHz. W zwiazku z przyjetym zalozeniem, ze czgstot-
liwosci napiec, ktore zasilaé maja przetworniki wiropradowe P1, P2 i P3 w zwiazku
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p1

wot WR1 D1
WP2 P2
GK Dc ws
wo. R2
wP3 P3

WO3 WR;}——— D3

Rys. 12. Schemat blokowy defektoskopu do kontroli drutéw wolframowych i molibdenowych GK

— generator, DC — dzielnik czestotliwosci, WS — wzmacniacz selektywny, WP, WO1 +~WP3 — wzmac-

niacze pomiarowe, P1+P3 — przetworniki wiropradowe odpowiednio do kontroli drutéw o §rednicach

w zakresie 0,2 mm—0,35 mm, 0,35 mm—0,70 mm i 0,70 mm—1,00 mm, WR1+WR3 — wzmacniacze

réznicowe, D1+D3 — detektory wartosci maksymalnej, UKA - uklad komutacji analogowej, WNS

— wzmacniacz napigcia statego, M — multiplekser, PAC — przetwornik analogowo-cyfrowy, uC
— komputer, MT — monitor, UPO - ukiad przetwarzania sygnatéw, D — drukarka

2z kontrolg drutéw o wymienionych wyzej §rednicach i przewodnosci whadciwej
- 18,2 MS/m, wynosi¢ maja 2 MHz, 1 MHz i 0,5 MHz napiecia pobierane z wyjscia

generator GK podawane sa do dzielnika czgstotliwo$ci DC. Nastepnie sygnaly te
wzmacniane sa w ukladzie wzmacniacza selektywnego WS. Sygnaly z wyjscia.
wzmacniacza selektywnego WS podawane sa do trzech analogicznych do siebie
zespoléw ukladéw zawierajacych odpowiednio wzmacniacz pomiarowy WPI i prze-
twornik wiropradowy Pl oraz wzmacniacz odniesienia WO1 i wzmacniacz r6z-
nicowy WR1 a takze detektor D1 (lub WP2, P2, WO2, WR2 i D2 albo tez WP3, P3,
WO3, WR3 i D3). Sygnaly napiecia stalego pobierane z wyzej wymienionych toréw
defektoskopu podlegaja komutacji w ukladzie komutacji analogowej UKA, a dalej
podawane s3 do wzmacniacza napigcia stalego WNS. Sygnaly te dla celéw analizy
komputerowej podawane sa do komputera O C poprzez kart¢ zawierajaca multi-
plekser M i przetwornik analogowo-cyfrowy P A/C. Sygnaly przetwornikéw wiro-
pradowych, przetworzone w ukladach defektoskopu, prezentowane sa na ekranie
monitora MT oraz zapisywane sa przy uzyciu drukarki D.

Akwizycja sygnalow zawierajacych informacje o wadach drutéw pozwala na
zaimplementowanie dalszego przetwarzania tych sygnaléw w ukladzie UPO, zgodnie
z metodyka przedstawiona w p. 5.2.

Na rys. 13 i rys. 14 przedstawiono przykladowe wyniki badama (w zalezno$ci od
dhugosci) drutu wolframowego o Srednicy 0,33 mm. Wynik ten otrzymano przy

~wykorzystaniu opisanego defektoskopu. Zarejestrowano wystapienie w drutach wad

o dhugosci od okolo kilkudziesigciu milimetréow do okolo dwustu milimetrow.
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Rys. 13. Sygnal wyjSciowy defektoskopu wiropradowego DWK-101 dla odcinka drutu wolframowego
$rednicy 0,33 mm

analiza przedstawianych w zaleznosci od dlugosci drutu sygnaléw wyjsciowych
defektoskopu pozwala na przeprowadzanie analizy statystycznej, na przyklad z uzy-
ciem pakietu Statgraphics, ktéry umozliwia opracowywanie histograméw odpowied-
nio prébkowanych danych [38]. Histogramy takie stanowia charakterystyki jakosci
obiektu.
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Rys. 14. Sygnat wyjsciowy defektoskopu wiropradowego DWX-101 dla odcinka drutu wolframowego
érednicy 0,33 mm '

Obecnie w szeregu firm zagranicznych prowadzone sa prace nad okresleniem
zespoléw cech charakteryzujacych sygnaly przetwornikéw wiropradowych. W dal-
szej kolejnosci postuzy to do tworzenia baz wiedzy i budowy systemoéw eksper-
towych [1+5, 7, 8, 1014, 27, 30, 31, 43+-45].

Q

. PODSUMOWANIE

Przedstawiono problem, jakim jest nieniszczaca analiza stanu jakosciowego
wybranych obiektow, wykonanych z materialéw nieferromagnetycznych, to jest
“drutéw wolframowych i molibdenowych. Do analizy tej jest szczegOlnie przydatna
metoda wykorzystujaca zjawisko pradéw wirowych. '
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Koniecznos¢ wdrazania nieniszczacych badad wymienionych drutéw wynika
z ich duzej wadliwoéci, co zilustrowano poprzez podanie fotogramow szeregu
zgladow metalograficznych drutéw o réznych érednicach. :

Opisano metody uzyskiwania sygnalow przetwornikéw wiropradowych i analizy
tych sygnaléw przy diagnostyce ré6znych obiektéw. _

Opisano wspolpracujacy z komputerem defektoskop wiropradowy przeznaczony
do badania drutéw o §rednicach od 0,2 mm do 1,0 mm.

‘Do oceny jakosci drutow wykorzystano analizg¢ (po odpowiednim przetworzeniu)
sygnaléw przetwornikow przelotowych, przez ktore prowadzone sg druty — w linii
lub poza linia wytwarzania. Zaproponowano metodyke statystycznej oceny jakosci
drutéw. Moze ona by¢ réwniez wykorzystana do diagnozy stanu linii wytwarzania.
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A. LEWINSKA-ROMICKA

QUALITY ASSURANCE PROBLEMS IN WIRE PRODUCTION. EDDY CURRENT
NON-DESTRUCTIVE TESTING

Summary

In the article quality estimation methodology examplified to the thungsten and niolybdenum testing

is described. New trends appeared in eddy current non-destructive testing which rely on a nowel approach
to preprocessed in defectoscops networks. Eddy current transduce;s signals are presented. :
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Polska (tylko prenumerata krajowa):

»RUCH” S.A. Poczta Polska
- . . Juie—
— do20XI nalkw. roku nastepnego — do25XI nal kw. roku nast¢gpnego
— do 2011 na II kw. —do 2511 na IT kw.
—do 20V na III kw. —~do25V - nalll kw.
— do 20 VIII na IV kw. — do 25 VIII na IV kw.

Biezace numery moina nabyé w Ksiggami Wydawnictwa Naukowego PWN, ul. Miodowa 10,
00-251 Warszawa. Rowniez mozna je nabyé, a takze zaméwié (przesylka za zaliczeniem pocztowym)
we Wzorcowni Ofrodka Rozpowszzchmama Wydawnictw Naukowych PAN, Patac Kultury i Nauki, 00-901
Warszawa.

UWAGA!

Poczynajac od 1993 r. preuumerat@ naszego czasopisma prowadzi rowniez Zaktad Kolportazu Wydawnictwa
SIGMA-NOT. Zamdwienia na prenumerate nalezy sktadaé w terminach kwartalnych. Wplata na II potr.
wynosi 60 000 zt

Warunkiem przyjecia prenumeraty Jest wptlata na konto wartoéci zaméwionych egzemplarzy. Wplat na
prenumeratg nalezy dokonywaé na blankietach do wptat na rechunki bankowe na konto:

Zaktad Kolportazn Wydawnictwa SIGMA-NOT Sp. z o.0.
00-950 Warszawa nr PBK III O/Warszawa 370015-1573-139-11

Zaktad Kolportazu oferuje réwniez mozliwo$é zamawiania prenumeraty ze zleceniem wysytki za granice. Jej
cena jest dwukrotnie wyzsza 1 ceny prenumeraty normalnej, a zlecajacy powinien podaé dokladny adres
odbiorcy za granica. Dodatkowych informacji udziela:
Zaktad Kolportazii Wydawnictwa SIGMA-NOT -Sp. z o.0.
00-716 Warszawa, skr. pocz. 1004, ul. Bartycka 20. ’
Telefony: 40-30-86, 40-35-89, 40-00-21 w. 249, 295, 299



