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Rys. 10. Sygnaty przetwornika przelotowego dla wady w postaci pier§cienia szerokosci 2 mm i glebokosci 0,3
mm wykonanego od strony zewngtrznej Scianki rury a) — trajektoria zmian napiecia, b)+h) — odpowied-
nio zerowy, pierwszy, drugi, trzeci, czwarty, piaty oraz szosty wspolczynnik rozwinigcia w szereg Legendre’a
zbioru prébek napieé przetwornika

ne oraz pierScienie poprzeczne od strony zewngtrznej Scianki rur, a takze pierScienie
poprzeczne od strony wewnetrznej Scianki rur. Wykorzystywanie okreSlonych,
powtarzalnych, wad sztucznych jest podejSciem stosowanym w badaniach sygnaléw
przetwornikow wiropradowych i cechowaniu aparatury wiropradowej. Rodzaje
wprowadznych do rur wzorcowych wad sztucznych oparto na do$wiadczeniu
1 postanowieniach szeregu norm, réwniez zagranicznych [48].

Problem kontroli rur wykonywanych z materiatéw ferromagnetycznych moze byé
sprowadzony do problemu badania rur z materialéow nieferromagnetycznych, przy
zastosowaniu podmagnesowania rur do stanu nasycenia i uzyciu odpowiednich cewek
podmagnesowujacych.



TOM 411995 Metodyka charakteryzowania wad rur... 403

Przyktadowe rezultaty badan i przetwarzania sygnaléw przetwornikow, otrzyma-
nych dla czestotliwosci pracy przetwornikow wynoszacej 10 kHz przedstawiono na
rys. 10. Poszczegdlne rysunki przedstawiaja trajektori¢ i wspolczynniki rozwinigcia
w szereg Legendre’a (od zerowego do szostego) zbiorow probek sygnalow przetwor-
nika dla wady rury miedzianei $rednicy 16,3 mm w postaci pierécienia o szerokosci
2 mm i glgbokosci 0,3 mm wykonanego od strony zewngtrznej Scianki rury.

Analogicznie zostaly przetworzone sygnaly dla nastgpujacych wad sztucznych rur
miedzianych:

— nacigcia poprzecznego dlugosci 9 mm i szerokosdci 0,3 mm wykonanego od
strony zewngtrznej $cianki rury,

— naciecia poprzecznego dhugoéci 7 mm i szerokosci 0,3 mm wykonanego od
strony zewnetrznej Scianki rury,

— jednostronnego (na koticu rury) zmniejszenia zewnetrznej Srednicy rury o 0,5
mm na dhugosci 40 mm,

— otworu érednicy 3 mm przelotowego przez jedna Sciankg rury,

— otworu érednicy 2 mm przelotowego przez jedna Sciankg rury,

— otworu érednicy 1 mm przelotowego przez jedna Scianke rury,

— pierécienia szeroko§ci 1 mm i glgbokosci 0,3 mm wykonanego od strony
zewnetrznej §cianki rury, .

— pierécienia szerokoéci 2 mm i glgbokosci 0,3 mm wykonanego od strony
wewnetrzne] $cianki rury.

W odniesieniu do trajektorii zmian napiecia przetwornikow oraz trajektorii zmian
kolejnych wspolczynnikéw rozwiniecia zbioréw probek sygnaldow z szeregu Legend-
re’a, dla poszczegdlnych wad rur, nie zastosowano procedur idealizacji (wygtadzania)
ksztaltu trajektorii, gdyz nie ma takiej potrzeby w zwiazku z przedstawionym
algorytmem rozrézniania niektorych wad obiektow — na podstawie wartoSci cech
(rozdz. 3).

Trajektorie zmian napigcia przetwornikoéw, stosownie do polozenia i wielkosci
wad rur, roznia si¢ warto§ciami sktadowych napie¢, ksztattem i polozeniem fazowym
[48, 49]. Z punktu widzenia przeprowadzania klasyfikacji wad obiektow, na podstawie
przetworzonych przy wykorzystaniu wielomianéw Legendre’a zbioréw sygnalow
przetwornikéw wiropradowych, nie sa interesujace wartosci zerowego wspolczynnika
(rys. 10 b), gdyz przedstawia on warto§¢ srednia sygnatu przetwornika.

W zwiazku z tym, ze interesujaca z punktu widzenia klasyfikacji informacja
zawarta jest w wartosciach nieparzystych wspodlczynnikéw rozwinigcia (rozdz.
3), tylko one byly brane pod uwage przy obliczaniu wartoci przyjetych cech
przetworzonych sygnatéw przetwornikéw. Klasyfikacje przeprowadzono na pod-
stawie znormalizowanych wartoéci pierwszych wspOlczynnikow rozwnigcia. Na
podstawie zaleznoéci (24) oraz zaleznosci (23) wartosci sktadowych wspolczynnika
¢; obliczono dla i=1, przy wzigciu do obliczen wartosci nieparzystych wspol-
czynnikéw dla punktu, w ktorym pierwszy wspolczynnik rozwinigcia przyjmuje
warto$§¢ ekstremalnag.

Wyniki tych obliczen dla 9 wad sztucznych rur miedzianych, przedstawiono na
rys. 11. Rysunek ten przedstawia plaszczyzng cech, na ktérej odkladane sa wartosci
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Rys. 11. Reprezentacja na plaszczyznie cech wartosci cech (znormalizowanych pierwszych wspoiczynnik 6w
rozwinigcia w wielomiany Legendre’a) sygnatdéw przetwornika wiropradowego réznicowego dla 9 sztucz-
nych wad rur miedzianych
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Rys. 12. Reprezentacja na paszezyznie cech warto$ci cech (znormalizowanych pierwszych wspolczynnik 6w
rozwinigcia w wielomiany Legendre’a) sygnaléw przetwornika wiropradowego rdznicowego dla 30
sztucznych wad rur miedzianych
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cech, to jest wartosci znormalizowanego pierwszego wspélczynnika rozwinigcia przy
wykorzystaniu wielomiandéw Legendre’a zbioru probek napigc przetwornikow. Na osi
odcigtych (vide réwniez pogladowy rys. 5) na rys. 11 odlozono warto$ci znor-
malizowanego wspélczynnika C,;, a na osi rzgdnych — warto$ci znormalizowanego
wspolczynnika Cy,.

Jako ol, 02 i 03 oznaczono na rys. 11 punkty odpowiadajace wartoSciom cech dla
wad w postaci otworéw o érednicach odpowiednio 1 mm, 2 mm i 3 mm. Punkty N7
i N9 odpowiadaja wartoSciom cech dla wad w postaci nacig¢ o dlugosci odpowiednio
7 mm i 9 mm; punkt PW2 — dla pierécienia wewnetrznego szerokoéci 2 mm; punkt
Us0,5 — dla zmniejszania $rednicy rury o 0,5 mm.

Jak widaé z rys. 11 wartosci przyjetych cech — warto$ci znormalizowanego
pierwszego wspolczynnika rozwinigcia sa takie, Ze przetworzone sygnaly przetwor-
nika dla wad wprowadzonych od strony zewngtrznej $cianki rur (otwory, nacigcia
poprzeczne, rowek wzdhuzny, pierScienie) maja swoja reprezentacj¢ na plaszczyznie
cech na granicy 1 i II ¢wiartki. Diametralnie inne sa wartosci cech — dla sygnalu
uzyskanego dla pierScienia wykonanego od strony wewngtrznej $cianki rury. Z kolei
przetworzone sygnaly otrzymane dla zmniejszenia zewngtrznej $rednicy rury maja
swoja reprezentacie w poblizu $rodka ukladu wspélrzgdnych plaszczyzny cech.
Wiyniki te, jak rowniez dalsze wyniki, pokazano na rys. 12 dla 30 réznych wad rur
miedzianych, potwierdzaja shuszno$¢ opracowanej metodyki rozrozniania niektorych
wad rur — na podstawie wartosci cech — wspoleczynnikéw rozwinigcia sygnatow
przetwbrnikéw wiropradowych — przy wykorzystaniu wielomianoéw Legendre’a. J ak
widaé z rys. 11 i rys. 12 mozliwe jest poprowadzenie odpowiednich hiperplaszczyzn
oddzielajacych wartosci cech — dla réznych wad rur.

PODSUMOWANIE

Opisano metodyke charakteryzowania sygnaléw przetwornikow wiropradowych,
przy wykorzystaniu rozwinigcia zbiorow prébek sygnalow opisujacych wady obiek-
tow, w wielomiany Legendre’a. Metodyka rozrézniania probek sygnalow przetwor-
nikéw w przestrzeni cech wymaga dysponowania wartoSciami skladowj rzeczywistej
i skladowej urojonej wyjsciowego napigcia przetwornika. Metodyka klasyfikacji
sygnalow w oparciu o wartosci cech (wspolczynnikow wielomianow Legendre’a)
moze byé wykorzystana do automatycznego rozrozniania sygnalow, uzyskiwanych
dla nastepujacych wad rur, wykonanych zaréwno z materialow nieferromagnetycz-
nych, jak i ferromagnetycznych: wady zewnetrzne, wady wewngtrzne oraz zmiany
$rednicy rur.

Praca wykonana w ramach projektu badawczego Nr 3 0750 91 01;

,,System do automatycznej analizy i klasyfikacji wad obiektow przy wykorzystaniu
metody praddéw wirowych”. W sprawozdaniu z tego projektu podano bibliografie
obejmujaca 406 pozycji.
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A. LEWINSKA-ROMICKA

METHODOLOGY OF THE TUBES FLAWS CHARACTERIZATION UPON EDDY CURRENT

TRANSDUCERS SIGNALS

Summary

New trends appeared in eddy current non-destructive testing are described. These trends rely on a novel

approach to eddy current transducers signals aquisition and presentation. A method of tubes defects
characterization upon the Legendre series descriptors of the through-coil transformer transducers signals is
presented.

Key words: Eddy current transducers
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Szanowni Autorzy

L,JKWARTALNIK ELEKTRONIKI I TELEKOMUNIKACI — ELECTRO-
NICS AND TELECOMMUNICATIONS QUARTERLY” jest kontynuatorem
tradycji powstalego 41 lat temu kwartalnika pt. ,,Rozprawy Elektrotechniczne.
Kwartalnik Elektroniki i Telekomunikacji — czasopismo Komitetu Elektroniki
i Telekomunikacji Polskiej Akademii Nauk — wydawany jest przez Wydawnictwo
Naukowe PWN.

Kwartalnik jest czasopismem naukowym, na ktorego lamach sa publikowane
artykuly i komunikaty prezentujace wyniki oryginalnych oraz przegladowych prac
teoretycznych i technicznych zwiazanych z szeroko rozumianymi dziedzinami wspol-
czesnej elektroniki i telekomunikacji.

Wiszystkie publikowane w Kwartalniku artykuty sa recenzowane przez wybitnych
krajowych specjalistow, co zapewnia, Ze publikacje te sa uznawane jako autorski
dorobek naukowy. Opublikowanie w Kwartalniku wynikéw prac naukowych,
badawczych i technicznych, zrealizowanych w ramach ,,GRANTOw” Komitetu
Badan Naukowych, spetnia wigc jeden z wymogow stawianych tym pracom.

Czasopismo ukazuje si¢ w ponad poltysigcznym nakladzie i dociera do wszystkich
zajmujacych si¢ elektronika i telekomunikacja krajowych osrodk6w naukowych oraz
technicznych i do wielu instytucji zagranicznych. Jest ponadto prenumerowane przez
liczne grono specjalistow.
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Przedstawiono klasyczna i uogélniong formul¢ zagadnienia odtwarzalnosci dla kwan-
towania oraz ich interpretacjg. Okreslono na czym polegaja niedostatki ujgcia klasycznego.
Na podstawie uogdlnionej formuly utworzono model operacji kwantowania. Model umoz-
liwia objaénienie na czym polegaja zmiany w sygnale po jego skwantowaniu oraz pozwala
okrefli¢ wzajemne relacje migdzy charakterystykanfi sygnalu skwantowanego i sygnatu
pierwotnego. Z modelu wynika takze, w jakich okoliczno§ciach powstaja rozbieznosci
miedzy kwantowaniem rzeczywistym a idealnym.

Slowa kluczowe: teoria kwantowania, odtwarzalnos¢, model operacji kwantowania,
sygnal pomiarowy, estymacja, wiarygodnosc.

1. WSTEP

Model operacji kwantowania, oparty na formule zagadnienia odtwarzalnosci dla
kwantowania, stanowi konstrukcjg umozliwiajaca charakteryzacje tego przetwarzania.

K wantowanie jest operacja nieliniowa, ktéra zmienia parametry pierwotnej postaci
sygnatu. Znaczenie zmian jest zalezne od celu dyskretyzacji sygnatu i przeznaczenia
systemu, w ktorym przetwarzanie takie stanowi jedna z operacji skladowych. Dla
wspolczesnych systemow pomiarowych znaczenie to jest istotne. Specyfika komputero-
wych systeméw pomiarowych jest bowiem dwuetapowy proces przetwarzania. Etap
pierwszy polega na ewidencjonowaniu sygnali pomiarowego, ktory jest sprowadzany
do skoficzonej i dyskretnej reprezentacji. W drugim etapie wyznaczana jest estymata
prawdziwej wartoéci mezurandu (ogblna nazwa przedmiotu pomiaru [3]), w rezultacie
cyfrowego przetwarzania sygnalu. Dyskretyzacja sygnatu i wystgpujace przy tym
znieksztalcenia, maja zwiazek z wlasciwosciami estymatoréw oraz z wiarygodnoscia
wyniku pomiaru. Wymienione zwiazki sa ksztaltowane ze wzgledu na ograniczenia
wynikajace migdzy innymi z cech samej operacji kwantowania. Cechy te mozna
wyprowadzié z formuly zagadnienia odtwarzalnoéci. Na tej podstawie moze by¢
utworzony model operacji kwantowania. Jego praktyczne znaczenie polega na tym, iz:
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— ujmuje on wzajemne relacje migdzy charakterystykami sygnahu kwantowanego
i sygnahu pierwotnego, umozliwiajac okre§lanie wplywu kwantowania na estymacje
z danych dyskretnych,

— pozwala na okreslenie zwiazk6w jakie powinny zachodzié miedzy parametrami
operacji kwantowania i parametrami sygnalu, aby zapewniona byla odtwarzalno$é.

2. OPERACJA KWANTOWANIA WEDLUG PIERWOTNEJ FORMULY

2.1. ZAGADNIENIE ODTWARZALNOSCI

Kwantowanie Q jest przetwarzaniem sygnatéw, ktorych amplitudy przyjmuja
wartoéci ze zbioru nieskonczonego, na sygnaly o amplitudach ze zbioru dyskretnego
z dziedziny X. Przetwarzanie takie jest operacja nieliniowa, co stanowi niekorzystne
uwarunkowanie w analizach dotyczacych sygnalow czy wla$ciwosci systemow zawie-
rajacych kwantyzator.

Tworca koncepcji, by analize dotyczaca kwantowania przenie$¢ z dziedziny
wartosci sygnatéw do dziedziny rozktadéw wartosci — czyli statystyk sygnatéw, byt
Widrow [9]. Wskazal on, iz kwantowanie jest tozsame z procesem probkowania
funkcji gestosci prawdopodobiefistwa przetwarzanego sygnalu. Proces ten jest analo-
giczny do procesu probkowania w dziedzinie czasu, przy czym odpowiednikiem
przedzialow czasowych sa przedzialy wartosci amplitud. Wagi probek odpowiadaja
wartoSciom prawdopodobiefistw znalezienia sig sygnalu w odpowiednich przedzia-
tach. Zalety takiego sposobu podejécia wiaza si¢ z faktem, iz prébkowanie jest
operacja liniows.

W przypadku probkowania w dziedzinie czasu fundamentalnym zagadnieniem
jest odtwarzalno§¢ przebiegu na podstawie Jjego probek. Warunki sa sformulowane
w twierdzeniu o probkowaniu. W przypadku kwantowania, czyli probkowania
w dziedzinie rozklad 6w wartoéci sygnalow, takze formutuje sie warunek odtwarzalno-
Sci. Nie odnosi si¢ on jednak w tym przypadku do odtwarzalnodci samego przebiegu,
lecz dotyczy warunkéw, przy ktoérych mozna ze statystyk wielkosci skwantowanych
odtworzy¢ statystyki wielkoéci nieskwantowanych. Widrowa uwaza si¢ za tworce
teorii kwantowania oraz ,,twierdzenia o kwantowaniu”.

Ogolna teoria kwantowania zajmuje sie statystykami wielkoSci skwantowanej
i bledu kwantowania wyznaczanymi na podstawie statystyk wielko$ci nieskwan-
towanej i na podstawie charakterystyk kwantyzatora [10].

Teoria kwantowania w ujeciu Widrowa odnosi si¢ do kwantowania réwnomier-
nego i sygnalu kwantowanego bedacego zmienna losowa ciagla o znanej funkcji
gestosci. Zmienna losowa jest wartoScia ergodycznego procesu stochastycznego.
Zakres kwantyzatora jest nieograniczony.

W rezultacie kwantowania zmiennej losowej x z rozdzielczo$cia g powstaje ciag X,
o wartosSciach ze zbioru dyskretnego {x;; i=0,...,N}. F unkcja gestosci odpowiadajaca
sygnalowi skwantowanemu f, ma postaé prazkow wystepujacych w miejscach
Xx;=1i'q. Funkcje fxq na tle przquladowej Jf przedstawia rys. 1.
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fy, fx

q

Rys. 1. Funkcja ggstosci sygnatu x i x, 0,59
Intensywno$é i-tego prazka jest prawdopodobiefistwem P wystgpowania wartoSci

. 1 1 . . s
sygnalu x w przedziale xi—§q<x<xi+~q i wyznacza si¢ ja z zaleznoSci:

2
it X—X
P(x)= [ f(x)dx=£(x) *H( ; f) @
xi—éq
* — operacja splotu,
H<—Jqf> — funkcja prostokatna o szerokosci g.
Stad gestosC f, jest dana wzorem
. . X
f2 2)= X, Plig)- 8(x—ig)=P(x)" 6 (x)=0(x) '[fx(X) . H(E)] . )

Po zastosowaniu transformaty Fouriera zalezno$¢ mozna przeksztalci¢ do postaci
okre§lajacej funkcje charakterystyczna sygnali skwantowanego
u

sin-¢q sing<u—%i)
2 @ 2.
8, ()= 0m(u)s| B, —— |= qsx<u__",-)._2_qﬁ -
q ‘ . = 1 4 u—z—ni
21 5
@, (u)

?

|
|
_T 0 T
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|
|
4n :'}7[ _ _’22 L A 0 i 2_7‘: E 4n

q q q q q q q q
Rys. 2. Funkcje charakterystyczne: a) sygnatu x, b) sygnalu x,
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@ — funkcja charakterystyczna.
Relacje migdzy @, i dixq dla idealnego przypadku zilustrowane zostaly pogladowo na
rys. 2.

Warunek odtwarzalnosci dla kwantowania, w mys$l teorii Widrowa, mozna
wyrazi¢ nastepujaco:
e funkcja gestosci prawdopodobiefistwa sygnatu x, poddanego skwantowaniu w idea-
Inym kwantyzatorze, moze by¢é odtworzona na podstawie funkcji gestosci praw-
dopodobienstwa sygnalu skwantowanego X, jeSli funkcja charakterystyczna od-
powiadajaca sygnalowi x ma ograniczona dziedzing, czyli gdy

S (w)=0 dla Iul)—g @

Blad kwantowania ma wowczas rozklad jednostajny (prostokatna funkcje gestosci
prawdopodobienistwa). e

Jest to warunek (odpowiednik warunku Nyquista dla probkowania), przy ktéorym
segmenty funkcji &, nie zachodza na siebie, czyli nie wystepuje aliasowanie.
Zapewnione jest tym samym odtworzenie funkcji gestosci sygnalu pierwotnego.

Segment gléwny, zwiazany z postacia odtwarzanej funkcji, jest wyodrebniony
z &,, w wyniku filtracji dolnopasmowej (w dziedzinie u). Na podstawie zaleznosci 3)
mozna wigc zapisaé

sin g u

o, (u)-n(u-i)=d>x(u)- =&,(1)# P, (1). ®)

q 2n q

~u
2
Stad odtwarzana funkcja
o 1

Six)=f(x)* p I (g) =/£dx) * fo(%) . (6)

Zalezno§¢ ta oznacza, ze sygnal odpowiadajacy funkcji f. jest suma sygnatu
pierwotnego x i sygnatu szumu e o prostokatnej funkcji gestoéci prawdopodobiefistwa
x

1 .
/’e(X)—‘—IlT(E), M

oraz Ze x i e sg statystycznie niezalezne, sa wigc takZe nieskorelowane.

2.2. WNIOSKI WYNIKAJACE Z PIERWOTNEJ FORMULY
ZAGADNIENIA ODTWARZALNOSCI

Whiosek 1

Warunek (4) jest spelniony, gdy &, jest icile dolnopasmowa (chodzi o dolnopas-
mowos¢ w dziedzinie zmiennej u) lub gdy g—0, czyli kwantowanie zachodzi
z nieskonczenie dobra rozdzielczoécia.
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Whiosek 2

Sygnal x, ktéry jest zmienna losowa o ograniczonym zakresie wartosci, czyli
| x | <k iktory jest kwantowany z rodzielczoscia g0, ma funkcje gestosci £,
o ograniczonym no$niku. Nosnik funkcji &, nie jest wowczas zbiorem ograniczonym.
W praktyce wigc funkcja charakterystyczna nie spelnia warunku okreflenia na
ograniczonej dziedzinie. MoZe spetni¢ go jedynie z pewnym przyblizeniem.

Whiosek 3

Rozdzielczoéé konwersji a-c i funkcja charakterystyczna odpowiadajaca syg-
nalowi x musza by¢ ze soba w odpowiedniej relacji, aby warunek odtwarzalnosci dla
kwantowania spelniony byt z odpowiednio dobrym przyblizeniem (rys. 3).

funkcja gestosci rozdzielczosc
prawdopodobienstwa «—— | konwersji a-¢
lub

rozktadu wartoéci sygnatu

———= odtwarzalno§¢ |[<

Rys. 3. Wzajemne powiazania miedzy sygnatem przetwarzanym a konwersja a-c

Whiosek 4

Mozna wyodrebni¢ dwa zasadnicze sposoby podejcia do zagadnienia modyfikacji
operacji kwantowania, aby w rzeczywistych uktadach konwersji a-c blad kwantowania
zachowywal pozadane wlasciwoéci, a ogolnie —aby polepszy¢ warunki odtwarzalnosci:

__ rozszerzenie obszaru zanikania funkcji charakterystycznej @, do zera i zmniej-
szenie tym samym aliasowania segmentow funkcji ¢, — mozna je osiagnac
w rezultacie zastosowania przetwornika A/C o lepszej rodzielczofci [g~, A/g) 7],

— zmiana postaci funkcji charakterystycznej przetwarzanego sygnalu & -,
dajaca zmiang (zwigkszenie) szybkosci zanikania funkcji charakterystycznej do zera
— jest osiagana w rezuitacie dodania do przetwarzanego sygnalu x sygnalu
dodatkowego o funkcji gestosci odpowiedniej do typu sygnalu x.

Oba sposoby modyfikacji operacji kwantowania podane we wniosku 4 maja na
celu poprawe stopnia spelnienia warunku odtwarzalno$ci.

Wersja twierdzenia o kwantowaniu, W ktdrej wystepuje warunek zerowania sig
funkcji charakterystycznej @, poza przedzialem | u| <mn/q, jest rygorystycziejsza
postacia tego twierdzenia. Spetnienie zatozen pociaga za soba statystyczna niezalez-
noé¢ sygnalu kwantowanego i bledu kwantowania, co w nastepstwie oznacza ich
nieskorelowanie.

Istnieje wersja twierdzenia o kwantowaniu z ostabionym warunkiem odtwarzalno-
§ci, ktora zaklada zerowanie si¢ funkcji charakterystycznej @, poza przedzialem
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| u| <2m/q, czyli dopuszcza pewne aliasowanie segmentéw funkcji &, . Sygnat
kwantowany i blad kwantowania nie sg statystycznie niezalezne, choé ﬁozostajq
nieskorelowane. Funkcja gestodci £, jest prostokatna w przedziale [— g/2; g/2], czyli
blad kwantowania ma rozklad jednostajny wewnatrz przedzialu kwantowania [8]. .

Zagadnienie odtwarzalnosci dla kwantowania wedlug pierwotnej formuly, z punk-
tu widzenia aplikacji, stanowi konstrukcje, ktéra nie jest uniwersalna, albowiem:

— zalozenie o ograniczonoSci noénika funkcji @, jest warunkiem dostatecznym,
ale nie jest spelniane przez sygnaly rzeczywiste. Oznacza ono bowiem, ze dziedzing
funkcji £, jest zbibér (— co,+ 00), czyli ze zbiér wartoéci sygnalu kwantowanego jest
nieograniczony. Wystepuje tu analogia do twierdzenia o probkowaniu — sygnaty
o Scifle dolnopasmowym widmie maja nieograniczony czas trwania.

— istnieja sygnaty, dla ktérych blad kwantowaniama rozklad réwnomierny, mimo ze
nie spelniony jest warunek dostateczny — niezerowej @, w przedziale ograniczonym. Na
przykiad dla sygnahu, ktérego funkcja £, jest prostokatna, blad kwantowania ma rozklad
jednostajny i jest szumem biatym, mimo ze funkcja @, nie spelnia warunku (4).

Uogo6lniona formule twierdzenia o kwantowaniu podano w pracy [7]. Usuwa ona
niedostatki formuly poprzedniej orazrozszerza klasg sygnatow, dla ktorych model bigdu
kwantowania ma pozadane wlasciwosci (Swiadczace o zapewnionej odtwarzalnosci).

3. MODEL OPERACJI KWANTOWANIA WEDELUG UOGOLNIONEJ
FORMULY

3.1. BLAD KWANTOWANIA

Model operacji kwantowania stanowia: model bledu kwantowania oraz model
relacji migdzy sygnalem skwantowanym i przetwarzanym.

Na model bledu kwantowania skladaja si¢ nastgpujace elementy:

— funkcja gestosci prawdopodobienistwa bledu kwantowania,

— laczna funkcja gestosci prawdopodobienstwa bledu kwantowania,

— funkcja korelacji blgdu kwantowania i sygnatu przetwarzanego.

Na podstawie modeli tych elementéw okresla si¢ wlasciwosci bledu kwantowania
oraz jego zwiazki z przetwarzanym sygnalem:

—— momenty (warto$¢ Srednia, wariancja) bledu kwantowania,

— niezalezno$¢ statystyczna bledu kwantowania,

— autokorelacj¢ oraz postaé widmowej gestosci mocy bledu kwantowania,

— stopien skorelowania bledu kwantowania i przetwarzanego sygnahu.

W formowaniu si¢ wszystkich elementéw modelu operacji kwantowania wedhig
uogolnionej formuty, znaczenie maja cztery twierdzenia [7], ktore zostaty przytoczone
ponizej.

Twierdzenie 1. (o postaci funkcji ggstosci bledu kwantowania)

Funkcja gestoéci bledu kwantowania ma w przedziale kwantowania nastgpujaca

postac:
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1 1 2n 2n
fe(e)—;+71 %: @x<—in>-exp<——]—;n e),
n#Q (8)

a_ _q
= s_-
2655

Uzasadnienie
Funkcja f, jest okreslona nastgpujaca zaleznoscia [7]:

fO= 3 flmg—o, —5<e< ©®

n= - 2

Stosujac formule Poissona [5, 4], mozna prawa strong réwnania (8) zapisacC w postaci

,,i‘wf"(nq_e):(l] ":iw Fx<2—; n) : exp(—j%rn - e) ,
Fx=‘g{fx}

Biorac pod uwagg, iz zwigzek miedzy funkcja gestosci i funkcja charakterystyczna
sygnalu x ma postac: & { £, (x)} = @, (— u) [10] oraz uwzgledniajac, ze warto§¢ funkcji
charakterystycznej w zerze wynosi 1, otrzymujemy zalezno§¢ (8).

Pelna postaé funkciji £, (okre§lona zaleznoécia (8)) jest elementem rozszerzonego
modelu bledu kwantowania.

(10)

Twierdzenie 2. (o odtwarzalnoéci dla kwantowania w modelu uogblnionym)
Funkcja charakterystyczna odpowiadajaca przetwarzanemu sygnatowi losowemu
spelnia warunek

) ,
cpx(;" n>=0, Vi #0 11)
wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja gestosci biedu kwantowania jest prostokatna, czyli:

1 g q
fe(e)—q, 2<e<2. 12)
u
Uzasadnienie

Twierdzenie zawiera warunek konieczny i dostateczny odtwarzalnosci. Dostatecz-
nosé potwierdza si¢, podstawiajac warunek (11) do wzoru (8). Otrzymujemy wowczas,
ze f,(¢)=1/q. Konieczno§¢ wykazujemy, zakladajac, ze zachodzi zaleznos$¢ (12). Po

podstawieniu jej do wzoru (8) otrzymujemy '

111 2n 2r
—=—4= ) @ | —n|exp| —j—n-e| - 13)
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czyli

1=® (0)+ ), d5x<2—qnn)exp<—j%;n-e) 14

n#0

co mozna zapisa¢

I= i (Dx<2?nn>exp<——j2;nn-e> (15)

.= —o

W granicznym podejsciu obie strony tej zaleznosci odpowiadaja transformatom
Fouriera: prawa — funkgji @, lewa — impulsu 6. Z réwnoéci stron wynika wzajemna
odpowiednioé¢ (w kazdym punkcie) funkcji transformowanych, stad mozna zapisaé

<px<2f n)= 5(2—" n> (16)
q q

Poniewaz 6(2nn/q)=0 dla kazdego n+#0, tym samym zachodzi zalezno&é (11).
Konieczno$é jest wiec dowiedziona.

Whiosek 5

Twierdzenie 2 dotyczy ogolniejszego przypadku anizeli te, ktore obejmuje zasada
odtwarzalnoSci wedlug pierwotnej formuly podana przez Widrowa (zaleznos$¢ (4)),
dopuszcza bowiem szersza klas¢ sygnaléw przetwarzanych, dla ktorych funkcja
gestosci bledu kwantowania zachowuije ksztalt prostokatny. Spelnienie zaleznosci (4)
oznacza, ze zachodzi réwniez zalezno$§¢ (11), natomiast fakt, ze zachodzi zalezno$é
(11), nie musi pociagac za soba spelnienia zaleznosci (4). Warunek (11) jest warunkiem
koniecznym i dostatecznym, warunek (4) jest tylko warunkiem dostatecznym.

Whiosek 6
Jesli zachodzi twierdzenie 2, to momenty bledu kwantowania wynosza odpowiednio:
E[e]=0
qZ
211
Ele?] 12
: a7
L q " m arzyste
Ele"|={m+1\2) ’ parzy
0, m — nieparzyste
Whniosek 7

Jesli twierdzenie 2 nie moze byé spelnione, a mimo to przyjmie si¢, ze funkcja
gestosci f, jest prostokatna, to blad A, wynikajacy z rdznicy migdzy idealna
a rzeczywista funkcja f,, mozna wyznaczyé z zaleznosci
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1 2 2w q q

A=-Y & Zn) exp| —j=n" I PPPS. 1

. qg x(qn) exp< ]qn e), 2<e 5 (13)
n#0

Zaleino$é te mozna przyjac¢ za kryterium oceny, W jakim stopniu w przypadku
konkretnej konwersji a-c i konkretnego sygnatu, sa spelione warunki odtwarzalnosci
dla kwantowania.

Twierdzenie 3. (0 postaci lacznej funkcji gestoSci bledu kwantowania)
Laczna funkcja ggstosci bledu kwantowania ma nastepujaca postac:

1 1 2n 2% 2n
- (e,e)=—+— @xx<—l,—k)-ex [—j— le. +ke :|,
f1.212 q2 ngg 1zq q p q(l 7)
1#0k#£0 ' 19)
q q q q
—= <z, —3 <.
2<€1 5 2<82 5

Pelna postaé funkgiji f, ., (okre§lona zalezno$cia (19)) jest elementem rozszerzone-
go modelu blgdu kwantowania.

Twierdzenie 4. (o odtwarzalnoéci II rzedu dla kwantowania w modelu uogblnionym)
Laczna funkcja charakterystyczna odpowiadajaca przetwarzanemu sygnatowi
losowemu spelnia warunek

2r 2
¢xxz(—“1,l‘k)=o, VIO i VEk#0 (20)
\q 49
wtedy i tylko wtedy, gdy laczna funkcja gestosci bledu kwantowania ma postac
1 g q g g
fele,(evez)":q—z’ —5<e1<§, —§<e2<5. 2

Whniosek 8 (statystyczna niezalezno$¢ i funkcja autokorelacji blgdu kwantowania)

Jezeli zachodzi twierdzenie 4, blad kwantowania jest statystycznie niezalezny,
poniewaz

1 11
o (epe)=—=—"—=f.(e)) fel&,)- 22)
Seelere) Fqq fe(e) fele)
W przypadku statystycznej niezalezno$ci bledu kwantowania oraz prostokatnego
ksztaltu funkcii 7, zachodzi ogdlny zwiazek
Eles- e3]=E[€f]" Ele;] (23)

Stad funkcja autokorelacji bledu kwantowania

Re=E[e1—e21=E[e(m)-e(n)]={E ), o omen @)

Ele,] Ele,], m#n
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czyli

2

R,=E[e?] bp="L .5, 25)
12

Tak wigc przy spelnieniu odpowiednich zatozer blad kwantowania jest procesem

o impulsowej korelacji, czyli szumem biatym.

Whiosek 9

Jesli twierdzenie 4 nie moze by¢ spelnione, a mimo to zalozymy Ze laczna funkcja
getosci f, . jest rownomierna, to blad Ay, wynikajacy z r6znicy migdzy idealng
a rzeczywista funkcja Je,e,, mozna wyznaczy¢ z zaleznosci

1 2r 2xn 2
Ag=— D, | —L—k)exp| —j=(le,+ke ],
v 2 T 0212k cnp] e ke
1#£0k#0 (26)
—g<e1<g, —g<e2<g.

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym (Wniosek 7), zalezno&¢ te mozna
przyjaé za kryterium oceny, w jakim stopniu, w przypadku konkretnej konwersji a-c
i konkretnego sygnalu, sa spelnione warunki odtwarzalnoéci dla kwantowania.
Widmowa gestos¢ mocy bledn kwantowania
Widmowa gesto$é mocy bledu kwantowania S, wyznacza si¢ jako transformate
Fouriera funkcji autokorelagji R, [6, 10]

S,@)=F(R@)} = | R()-e I dx,

@7
T=1t,—1t,
a moc sygnatu bledu z zaleznosci
1 a
P=5- | S.(0)do=R(0) 28)

Jesli wezmiemy pod uwagg postaé funkcji autokorelacji R,, to widmowa gesto$¢ mocy
bledu kwantowania
1. 1 29
S{N=ga* 29)
Js — czgstotliwos¢ probkowania.
Jest ona wielkoscia stala, niezalezna od czestotliwosci. J ej warto§¢ wynika z rozdzielczo-
$ci kwantowania oraz czgstotliwosci probkowania. Moc sygnatu blgdu w pasmie [0, fy]
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1

Pe=ﬁq

2 (30)

fy — czgstotliwos¢ Nyquista.

Skorelowanie blgdu kwantowania i sygnalu przetwarzanego

Modelem skorelowania bledu kwantowania i sygnatu przetwarzanego jest funkcja
E[x- €]. Jej postaé moze by¢ wyznaczona z ponizszego porOwnania.
Z jednej strony

E[x2]=E[x?]+2E[x - ]+ E[¢?] G1)

poniewaz e=x,—x. Z drugiej strony, z twierdzenia o momentach [1, 4], mozna
okreli¢ moment drugiego rzedu, odpowiadajacy sygnalowi skwantowanemu

1 @@, )
E[x2] =j7 S il

du? (32)

u=0

Jedli wezmiemy pod uwage wzor (3), okreslajacy funkcje @, , powyzsza zalezno$¢
sprowadzi si¢ do postaci !

E[xg]=E[x2]—% i (—nl)"-¢x<%”n>+E[e2] (33)

n=—w

#0
jesli spetniony jest warunek (11), oraz pamietajac, ze ¢g%/12=E[e*].
Z porébwnania zaleznoéci (31) i (33) wynika ogélna postac funkcji Ex-e]

E[x-e]=§q; 3y ('_1").45,‘(2—;;1), (34)

n

n=—ow
n#0

dla ktorej przyjmuje si¢ oznaczenie E[x - e]=R,,.

Spelnienie twierdzenia 2 oznacza, ze E[e]=0. W takim przypadku warunek
nieskorelowania jest tozsamy z warunkiem ortogonalnosci.

Sygnal wejsciowy i blad kwantowania sa ortogonalne, jesli E[x - e]=0, czyli gdy

¢5x<2;75n>=0, Vn#0. (35)

Wiasciwoéci bledu kwantowania tworza uwarunkowania zagadnienia odtwarzal-
nosci. Na zagadnienie to skladaja si¢:

— odtwarzalno$é funkcji gestosci sygnalu wejéciowego na podstawie funkcji
gestosci sygnalu skwantowanego (por. rozdziat 2.1),

— odtwarzalno$é momentdw sygnalu wejéciowego na podstawie sygnatu skwan-
towanego,

— odtwarzalno$é widmowej gestosci mocy sygnalu wejéciowego na podstawie
widmowej gesto$ci mocy sygnatlu skwantowanego. ‘
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Ostatnie dwie wymienione kwestie sa przedmiotem rozdziatu 3.2.

3.2. RELACIJE MIEDZY SYGNALEM SK WANTOWANYM I PRZETWARZANYM
Relacje migdzy sygnalami x i x, — warto$¢ $rednia i wariancja

Og0lng zalezno$¢ na moment m-tego rzgdu sygnatu [1, 2, 4] dla przypadku sygnat
skwantowanego mozna zapisaé nastepujaco:

T 1 [a~
Elxq]= _jw xq 'fxq(x) dx= ]_"' : (@ qu(u))u o (36)

Jesli spelnione sa warunki odtwarzalnosci, to w otoczeniu punktu u=0 segment
funkcji @, pokrywa si¢ z funkcja &, (por. wzér (31 (5)). Dlatego zalezno$é (36)mozna
w otoczentu u=0 zastapiC ponizszg zaleznoscia:

1 dam .
E[xg]= 3 (@ Qx(u))‘: , (37

Z drugiej strony, korzystajac z tej samej co dla sygnatu x, zaleznosci ogblnej na
moment m-tego rzgdu, mozna dla sygnalu x zapisaé ja nastepujaco:
1 [a~
Ex"]|=—{—¢& . 38
)= (du,,, x(u))uzo (38)
Poniewaz zachodzi zwiazek &, # &, , (por. zaleznoéé (5)), z poréwnania wzoréw (37)
i (38) wynika, ze

E[x7]#E[x"], gdy m#1. 39)

Na podstawie zaleznosci (37) B (38) oraz uwzgledniajac, ze

@ ()= ® (1) sinc (gu » otrzymujemy nastgpujace relacje migdzy momentami syg-
nalu przetwarzanego i skwantowanego:

Elx,]=E[x]
Elxg]=El]+ L

i

_ m\ [ q\% E[x" %]
E["';]”lz (21)(5) 20+1 °

=0

(40)

Jesli spelnione sa warunki odtwarzalnosci, wartosé érednia i wariancja (momenty
pierwszego i drugiego rzedu) sygnalu przetwarzanego x moga by¢ odtworzone na
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podstwie wartoSci Sredniej i wariachi sygnalu skwantowanego x,. Momenty sygnatu
x, okreSlone sa poprzez funkcje @,, zgodnie z zaleznoicia (37).

Zaleznosci (40) nazywane sa niekiedy poprawkami Shepparda. Poniewaz migdzy
funkcja charakterystyczna, odpowiadajaca odtworzonej funkcji gestoéci f, a praw-
dziwa funkcja charakterystyczng sygnatu x nie zachodzi rowno$é, lecz zwiazek (5),

czyli: @ () =P, (u) - sinc gu), zaleznosci (40) okreslone zostaly mianem poprawek ze

wzgledu na wystgpowanie czynnika sinc.

Jeéli warunki odtwarzalnoéci nie sa spelnione, zalezno§¢ (37) nie jest prawdziwa
i wéwezas relacje (40) nie zachodza. Oznacza to, Ze momenty sygnatu wejsciowego nie
moga byé odtworzone na podstawie momentéw sygnalu skwantowanego.

Z punktu widzenia zagadnied pomiarowych wyzej wymienione uwarunkowania
musza by¢ brane pod uwage, gdyz decyduja o wiarygodnosci estymacji prawdziwej
wartoéci mezurandu z danych skwantowanych.

Relacje migdzy sygnalami x i x, — widmowa gesto$¢ mocy

Stosujac ogblna zalezno§¢ na laczny moment (m-+n)-tego rzedu sygnahu [1, 4],
w przypadku sygnatu skwantowanego mozemy moment ten zapisa¢ nastgpujaco:

1 omtng (u U ))
E[x"x8]=— Tua® 172 . 41
[ g Zq] ]m+n ( au'i' 6u'2' (u,,u,)=1(0,0) (

Jesli spelnione sa warunki odtwarzalnosci, to stosujac wobec acznej funkcji charak-
terystycznej takie rozumowanie, jak wobec funkcji @, , otrzymujemy nastepujaca
relacje miedzy tacznymi momentami sygnalu przetwarzg,nego i skwantowanego:

HEHp.

I n\(q 2(11+1,). E[x’i"”lx;“z’z]
Elxfyxil= X 2 (2 .)(21)(5) QLADEL+1) @2)

11=0 lz': 0
W szczegblnosci, gdy m=1, n=1, laczny moment

s .
Elxay %o, =Elx ) - x,()]= Elxtl+3. =T @3)

Elx;'x},  i#]

Zwiazek miedzy widmowa gestoScia mocy sygnalu przetwarzanego S, i skwan-
towanego qu mozna wobec powyzszego zapisaé

S, (N=SN+L Ty=5.)+54p) @)

Ty — okres probkowania.
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Widmowa gestos¢ mocy sygnatu skwantowanego rozni si¢ od widmowej gestosci
mocy sygnalu przetwarzanego o skladnik S, — widmowa ggstosé mocy bledu
kwantowania.

4. ROZBIEZNOSC MIEDZY IDEALNYM A RZECZYWISTYM
KWANTOWANIEM SYGNALOW PRZETWARZANYCH
W SYSTEMACH POMIAROWYCH

Rozbieznoé¢ miedzy idealnym a rzeczywistym kwantowaniem sygnaléw moze
wynika¢ z dwoch przyczyn:

— nieidealnych wlasciwosci rzeczywistego uktadu konwersji a-c,

— niemozno$ci zachowania cech idealnej operacji kwantowania (rozbiezno$é
mig¢dzy pozadanym a rzeczywistym modelem operacji kwantowania).

W pierwszym przypadku chodzi o wplyw wlaSciwosci rzeczywistej charakterystyki
przetwornika A/C — gléwnie nieliniowosci calkowej lub rézniczkowej. Sposobem
stosowanym w celu poprawy liniowosci jest korekcja charakterystyki lub wymiana
przetwornika na lepszy pod tym wzgledem. Jest to wiec przyczyna rozbieznoséci
wynikajaca z niedoskonalosci ,,elementu wykonawczego” realizujacego przetwarzanie.

W drugim przypadku rozbieznoéé powstaje w rezultacie kwantowania przy
niespelnionych warunkach odtwarzalnosci (przyczyna nie zalezna od wladciwoéci
przetwornika A/C).

Rozbieznodci migdzy pozadanym a rzeczywistym modelem operacji kwantowania
dotycza: A

— sygnalow nie spelniajacych warunkéw odtwarzalnosei dla kwantowania z po-
wodu postaci funkcji @, (np. sygnaléw harmonicznych) lub z powodu niewlaéciwie
ustanowionych relacji miedzy parametrami dyskretyzacji (f;, q) a parametrami
sygnalu przetwarzanego (amplitudg i czgstotliwodcia jesli sygnal jest sinusoidalny,
badz wariancja i pasmem jesli sygnat jest zlozony),

— sygnalow deterministycznych o matych amplitudach w relacji do g przetwor-
nika A/C,

— sygnaldéw o malej zmiennosci w relacji do q przetwornika A/C; odpowiednia
zmienno$¢ wykazuja sygnaly szumowe lub sygnaly dostatecznie gesto kwantowane,
czyli gdy jest bardzo prawdopodobne, ze amplitudy sasiednich prébek réznia sie
o wiele poziom6éw kwantowania.

Nastepstwami wystepowania rozbieznosci sa:

— koniecznosé postugiwania sie rozszerzonym modelem bledu kwantowania,

— zmiana relacji migdzy momentami sygnatu przetwarzanego i skwantowanego
(nie maja zastosowania poprawki Shepparda) oraz odpowiednio migdzy widmowymi
gestoSciami mocy,

— wystapienie znieksztalceh harmonicznych w skwantowanym sygnale (rezultat
redukcji losowoéci bledu kwantowania oraz jego skorelowanie z sygnalem prze-
twarzanym).
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Nastepstwa te sa przyczyna komplikacji zagadnienia estymacji i oceny wiarygod-
nosci pomiaru.

ZAKONCZENIE

Model operacji kwantowania sklada si¢ z dwoch elementow: modelu bledu
kwantowania i modelu relacji migdzy sygnalem skwantowanym a przetwarzanym.

Wiasciwosci bledu kwantowania wskazuja, czy przetwarzanie zachodzi z zapew-
nieniem odtwarzalnosci.

Odtwarzalnoéé funkcji gesto§ci prawdopodobiefistwa, momentéw i wlasciwosci
widmowych sygnalu wejsciowego na podstawie funkcji gestosci prawdopodobienst-
wa, momentow i whasciwosci widmowych sygnalu skwantowanego oraz na podstawie
wlagciwosci bledu kwantowania, jest fundamentalnym zagadnieniem, z ktorego
wynikaja przestanki do konstrukcji estymatoréw prawdziwej warto$ci mezurandow
oraz do oceny wiarygodnoSci.

Poniewaz operacja kwantowania zmienia parametry sygnalu oraz poniewaz biad
kwantowania nalezy do klasy bledow o zmiennym matematycznym modelu, wlas-
ciwoéci estymatora M, okre§lonego na danych sprébkowanych M [x(2).x(t)s )
roznia sie od wlasciwosci tego estymatora, okre§lonego na danych skwantowanych
Mx(t):x ()]

Roznice miedzy kwantowaniem idealnym a rzeczywistym, moga mie¢ dwojaka
geneze: moga pochodzi¢ od nieidealnych whasciwosci przetwornika A/C badz tez
wynika z niemoznosci zachowania cech idealnej operacii kwantowania (nie zwigzane
z wlasciwoscia przetwornika A/C).
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A. DOMANSKA

MODEL OF THE QUANTIZING OPERATION BASED ON RECONSTRUCTION PROBLEM
FORMULA

Summary

This paper presents and interprets a classic and generalized formulas of reconstruction problem
suitable for quantizing. The drawbacks of classic approach are determined. On the basis of generalized
formula a model of quantizing operation is constructed. This model enables the explanation of changes in
a signal after its quantizing as well as the determination of mutual relations between the characteristics of
original and quantized signal. Besides, it reveals the circumstances in which the discrepances between real
and ideal quantizing occur.

Key words: theory of quantization, reconstruction, model of the quantizing operation, measurement
signal, estimation, reliability. :



KWARTALNIK ELEKTRONIKI I TELEKOMUNIKACIL. 1995. 41, 2. 4, s5. 435—450
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Przedstawiono metode modyfikacji cech operacji kwantowania polegajaca na za-
stosowaniu konwersji a-c z sygnatem ditherowym. Jest to metoda, w ktorej zasadniczy sygnat
jest kwantowany fgcznie z pewnym dodatkowym celowo wprowadzonym sygnalem.

Modyfikacja cech jest rozwazana w aspekcie poprawy warunkdw odtwarzalnosci wobec
sygnaléw nie spelniajacych zalozen pierwotnej lub uogdlnionej teorii kwantowania. Roz-
résniono dwa warianty metody: konwersj¢ a-c z sygnalem ditherowym dodawanym
i odejmowanym oraz konwersj¢ a-c z sygnalem ditherowym dodawanym (bez odejmowania).
Podano na czym polegaja zmiany w formule zagadnienia odtwarzalnosci w obu metodach.

Slowa kluczowe: kwantowanie, sygnat ditherowy, odtwarzalno$é.

1. WSTEP

Podstawowym rodzajem przetworzenia jakiemu podlega sygnal we wspolczesnych
systemach pomiarowych, jest dyskretyzacja. Skladaja si¢ nan dwie operacje: probkowa-
nie i kwantowanie, w wyniku ktorych sygnal ciagly moze by¢ sprowadzony do cyfrowej
postaci. Na podstawie takiej reprezentacji sygnatu pomiarowego, w rezultacie
cyfrowego przetwarzania wyznaczana jest estymata prawdziwej wartosci mezurandu
(ogblna nazwa przedmiotu pomiaru [5]). Znieksztalcenia danych towarzyszace
dyskretyzacji maja istotne znaczenie, gdyz decyduja o dokladnoéci okreslenia wartosci
mezurandéw. Dlatego tez wymagania wobec niej sa wyzsze anizeli w przypadkach
takiego rodzaju przetwarzania sygnalow w innych dziedzinach (np. lacznosci cyfrowej).

Fundamentalne znaczenie jest przypisywane znieksztalceniom, ktore wynikaja
niespelnienia warunku odtwarzalnoéci. dla operacji probkowania warunek odtwa-
rzalnoéci zawiera si¢ w twierdzeniu o probkowaniu Kotielnikowa - Shannona
[14, 17]. Natomiast w przypadku operaciji kwantowania, warunek odtwarzalnoSci
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Jest okreslony w twierdzeniu o kwantowaniu. Pierwotna formule tego twierdzenia
podat 1956 Widrow [16]. Nasstepnie w 1977 uogélnili ja Sripad i Snyder [13]. Niniejszy
artykul traktuje o sposobie modyfikacji operacji kwantowania, majacym na celu
poprawe odtwarzalno$ci w przypadkach, w ktérych sygnaly przetwarzane nie
spelniaja warunkéw twierdzenia o kwantowaniu. Modyfikacja ta przejawia sig
w postaci zmian w sformulowaniu warunkéw odtwarzalnoéci. Punktem wyjscia dla
tych rozwazad jest pierwotna i uogolniona postaé teorii kwantowania, przytoczona
W nastgpnym rozdziale. Twierdzenie o kwantowaniu ujmuje zasady przy spelnianiu
ktorych ze statystyk wielkodci skwantowanych mozliwe jest odtworzenie statystyk
wielko$ci nieskwantowanych [17].

Formula zagadnienia odtwarzalnoéci, zar6wno wedlug pierwotnej jak i uogél-
nionej teorii kwantowania, odnosi si¢ do sygnaléw bedacych zmienna losowa.
W praktyce ozmacza to, ze zalozenia teorii dobrze spelniaja sygnaly zlozone.
Obowiazuje dla nich idealny model operacji kwantowania [3]. Nie wyczerpuja one
jednak zbioru matematycznych modeli sygnaléow spotykanych w zagadnieniach
pomiarowych [5, 6]. W pewnych przypadkach wystepuja rozbiezno$ci migdzy
pozadanym a rzeczywistym modelem kwantowania, np. dla sygnalow sinusoidalnych,
sygnaléw wolnozmiennych, sygnatéw skokowych czy sygnalow ,,odcinkami statych”
(np. o prostokatnych ksztattach).

Znane dotychczas sposoby wplywania na kwantowanie, wiaza si¢ z oddzialywa-
niem na przetworniki A/C. Nieidealne ich wlasciwosci poddawane sa korekgji
metodami uktadowymi badZ programowymi. Sposobem, ktéry moze byé wykorzys-
tany w celu wpltywania na cechy samej operacji kwantowania jest konwersja a—c
z sygnalem ditherowym. Polega ona na przetwarzaniu zasadniczego sygnalu z pew-
nym dodatkowym celowo wprowadzonym sygnalem, nazywanym ditherem. Konwer-
sj¢ a—c z sygnalem ditherowym mozna stosowaé miedzy innymi w celu poprawy
warunkow odtwarzalnosci dla kwantowania. Istnieja dwa warianty takiej konwersji:
metoda z sygnalem ditherowym dodawanym i odejmowanym (M1) oraz metoda
z sygnalem ditherowym dodawanym (bez odejmowania) (M2). Celem artykutu jest
przedstawienie formuly zagadnienia odtwarzalnoéci dla obu wariantéw oraz wykaza-
nie, na czym polegaja zmiany odtwarzalnosci w kazdym przypadku.

2. PIERWOTNA I UOGOLNIONA FORMULA TEORII KWANTOWANIA

Tworcg teorii kwantowania jest Widrow [16], ktéory w 1956 roku sformutowat
warunek odtwarzalnoéci dla tej operaciji. Odnosi si¢ on do kwantowania réwnomier-
nego i sygnahlu przetwarzanego bedacego zmienng losows ciagla o znanej funkcji
gestodei f,. Zmienna losowa jest wartoscia ergodycznego procesu stochastycznego.
Zakres kwantyzatora jest nieograniczony.

Xx— @—rqux—»@—»xq
e

Rys. 1. Oznaczenia stosowane dla kwantowania
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X, =x+e M
¢ — blad kwantowania.
W mys#l teorii Widrowa, warunek odtwarzalnoéci dla kwantowania mozna wyrazi¢

" nastepujaco (pierwotna formula zagadnienia odtwarzalnosci):

e funkcja gestosci prawdopodobienistwa sygnahu x, poddanego skwantowaniu w idea-
Inym kwantyzatorze, moze by¢ odtworzona na podstawie funkcji gestoSci praw-
dopodobienstwa sygnatlu skwantowanego x,, jeSli funkcja charakterystyczna od-
powiadajaca sygnalowi x ma ograniczona dziedzing, czyli gdy

@ (u)=0 dla |u> Z @)

Blad kwantowania ma woéwczas rozklad jednostajny (prostokatna funkcje gestosci
prawdopodobienstwa).e

Odtwarzalnoéé jest wiec zapewniona, gdy funkcja charakterystyczna jest ,,pas-
mowo” ograniczona (w dziedzinie ), to znaczy ma ograniczony nos$nik. Wowczas
bowiem nie wystapi aliasowanie w funkcji charakterystycznej sygnatu skwantowane-
go @, , bedacej ciagiem replik funkcji charakterystycznej sygnalu przetwarzanego @,
powtélrzalnych co 2n/q. Tym samym funkcja gestosci sygnalu przetwarzanego moze
by¢ odtworzona na podstawie funkcji gestosci sygnatu skwantowanego (por. [17]).

Zalozenie o ograniczonosci no$nika funkcji @, jest warunkiem dostatecznym, ale nie
jest spetnione przez sygnaly rzeczywiste. Oznacza ono bowiem (pamigtajac o relacji
F{ f.}®), ze dziedzina funkcji £, jest zbidr [— 00, + o] czyli, ze zbibr wartosci sygnatu
kwantowanego jest nieograniczony. Ponadto okazato si¢, iz istnieja sygnaly dla ktoérych
zachodzi odtwarzalnosé mimo, ze ich funkcje charakterystyczne @, nie spelniaja
warunku Widrowa. Na przyktad dla sygnatu, ktorego funkcja f, jest prostokatna, blad
kwantowania ma rozklad jednostajny i jest szumem biatym chociaz jego funkcja &, nie
spelnia warunku (1). Zalezno$¢ (1) jest wigc warunkiem dostatecznym.

Uogolnienie pierwotnej formuty teorii kwantowania wediug Widrowa, podali w 1977
Sripad i Snyder [13]. Wymaganie ,,pasmowe;j” ograniczonos$ci funkcji charakterystycznej
zastapione zostato wymaganiem ,,zerowania si¢ funkcji charakterystycznej w punktach”.
Udowodniono, iz jest to konieczny i zarazem dostateczny warunek odtwarzalnosci.

W uogblnionej teorii kwantowania formuta zagadnienia odtwarzalnoSci jest ujeta
w postaci ponizszych twierdzen [13].

Twierdzenie 1. (o odtwarzalnoéci dla kwantowania w modelu uogoblnionym)
Funkcja charakterystyczna odpowiadajaca przetwarzanemu sygnatowi losowemu
spelnia warunek

2
@x(—gn)=0, Vn#0 (3)
wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja gestosci bledu kwantowania jest prostokatna, czyli:
1
o=, —d<e<d @

q 2 2
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[ Uzasadnienie
Ogolna zaleznoé¢ okreSlajaca funkcje gestosci prawdopodobiefistwa bledu kwan-

. towania (kwantowanie zwykle) ma postac:

0= ¥ foa-0,  —I<e<! ®
Mozna ja zapisa¢ rdbwnowaznie: ]
ro=l-a+s o)) ©
) — ciag impulséw (typu delta), wystgpujacych w odstepach q,

q
Il(e/q) — impuls prostokatny o jednostkowej amplitudzie i szerokosci q.
Stad funkcja charakterystyczna odpowiadajaca funkcji gestosci prawdopodobienstwa
biedu kwantowania wynosi:

singu

P (u)= [¢x(u) ' 52{(14)] * M

~u
2
Aby blad kwantowania miat rozklad rownomierny i byl niezalezny od sygnalu
przetwarzanego, funkcja charakterystyczna @, musi redukowaé si¢ do centralnego
fragmentu zaleznosci (7). Stanie si¢ tak jesli funkcja charakterystyczna sygnah
przetwarzanego @, bedzie spelniala warunek (3). O

Twierdzenie 2. (o odtwarzalnéci II rzedu dla kwantowania w modelu uogoblnionym)
Laczna funkcja charakterystyczna odpowiadajaca przetwarzanemu sygnatowi
losowemu spelnia warunek

2 2
(Dxlxz(?nl, ;nk):O, VI#0 i Vk#0 (8)
wtedy i tylko wtedy, gdy laczna funkcja gestoci bledu kwantowania ma postaé
1 q q q q
ﬁxez(el’e?)=q_2’ _§<81<57 —§<62<§' (9)

O Uzasadnienie
Ogolna zaleznos¢ okreslajaca laczna funkcje gestosci prawdopodobienstwa bledu
kwantowania (kwantowanie zwykle) mozna zapisaé:
e e

Seefepe)=[fex(—e,—e)*S(— e, —e,)]" II(;1 , Ez) . (10)
Odpowiadajaca jej taczna funkcja charakterystyczna wynosi:

sing u, sin% u,

q

2"

D, (U u,)= |:¢x1xz(u1,u) . 52% = (u l.u,):l * (1

q
2%
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Aby blad kwantowania byl szumem biatym, laczna funkcja charakterystyczna @, , musi
redukowaé si¢ do centralnego fragmentu zaleznosci (11). Stanie si¢ tak jesli laczna
funkcja charakterystyczna sygnalu przetwarzanego &, . bedzie spelniata warunek (8).

Spelnienie przez funkcj¢ charakterystyczna @, i laczna funkcje charakterystyczna
@, zaleznosci (3) i (8) gwarantuje odtwarzalno§¢. Z zaleznosci (3) wynika, iZ nie jest
wymagany w tym przypadku nieograniczony zakres kwantyzatora. N

Wspolna cecha obu teorii kwantowania jest to, iZ warunki odtwarzalnSci sa
formutowane ze wzgledu na sygnal przetwarzany, ktory jest zmienna losowa.
W przypadku sygnaléw odbiegajacych od sygnalow o takiej ,,ZYozonosci” powstaje
niejednoznacznoéé co do stosowania si¢ idealnego modelu operacji kwantowania.

Zmiang¢ formuly zagadnienia odtwarzalnosci, polegajaca na uniezaleznieniu
warunku od funkcji @, oraz usunigcie wyzej wymienionych niejednoznacznosci
mozna osiagna¢ w rezultacie konwersji a-c z sygnalem ditherowym.

3. SYGNAL DITHEROWY

Dither jest dodatkowym sygnalem podawanym na wejécie uktadu konwersji a-c,
a &ciflej dodawanym do sygnalu przetwarzanego przed jego skwantowaniem.

E)GTQ—Y){& aeT;x,gTB’_"fy”
d

d e

Rys. 2. Usytuowanie sygnalu ditherowego wzglgdem przetwornika A/C oraz odpowiedni schemat zastgpezy
Z oznaczeniami

W rozwazaniach wystepuje sygnat ditherowy, ktory jest sygnalem stacjonarnym,
niezaleznym od przetwarzanego sygnatu, o parzystej funkcji gestosci prawdopodo-
bieastwa i o zerowej wartosci Sredniej.

Pierwotnie sygnat ditherowy stosowany byt w celu redukeji efektow kwantowania,
w dziedzinach: kodowania sygnatéw obrazowych aby wyeliminowaé efekt konturowy
[10] oraz przetwarzania sygnalow audio —w celu redukcji harmonicznych znieksztal-
cefi [15]. W koficu lat osiemdziesiatych kwantowanie z sygnalem ditherowym znalazlo
sie takze w sferze zagadnien zwigzanych z pomiarami. W tym czasie pojawily si¢
pierwsze publikacje dotyczace tej tematyki, przedstawiajace problem w kontekscie
zwigzanym z przetwarzaniem sygnalu pomiarowego. Konwersja a-c, jako operacja
bedaca niezmiennikiem konfiguracji w nowej generacji systemow pomiarowych, stata
si¢ ,,newralgicznym” rodzajem przetwarzania. Jej wiaSciwosci nabraly nowego
znaczenia, wobec wickszych oczekiwaf zwiazanych z przetwarzaniem sygnalu pomia-
rowego w tych systemach.

Jak juz napisano we wstepie, istnieja dwa warianty konwersji a-c z sygnalem
ditherowym: metoda z ditherem dodawanym i odejmowanym (M1) oraz metoda
z ditherem dodawanym (M2).

W M1 sygnat ditherowy d jest dodawany do sygnalu przetwarzanego x i odej-
mowany po operacji jego skwantowania, czyli od y,.
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Rys. 3. Kwantowanie z sygnalem ditherowym: metoda M1 z ditherem dodawanym i odejmowanym

W zwiazku z dodatkowymi operacjami wynikajacymi ze stosowania sygnalu
ditherowego zachodzi potrzeba rozréznienia pojec: bledu kwantowania i szumu
kwantowania. Blad kwantowania (¢) oznacza roznice migdzy sygnalem wyjsciowym
1 wejSciowym kwantyzatora Q. Szum kwantowania (¢) oznacza réznice miedzy
skwantowana i pierwotna postacia sygnalu przetwarzanego.

W M1, oba bledy wynosza odpowiednio

e=y,—y=0x+d)—(x+d) (12)
e=z,—x=,~d)—x=y,— (x+dD)=Q(x+d)— (x+d), (13)

czyli zachodzi e=e.
W M2 sygnat ditherowy d jest dodawany do sygnalu przetwarzanego x. Powstaty
sygnal jest nastgpnie kwantowany.
Se3[Q %
2=

d
_Rys. 4. Kwantowanie z sygnalem ditherowym: metoda M2 z ditherem dodawanym
Biad kwantowania i szum kwantowania wynosza odpowiednio

e=y,—y=0(x+d)—(x+d), (14)
e=y,—x=Q(x+d)—x, 15)
e=e+d. (16)

W tym przypadku e #e.

Jesli kwantowanie zachodzi z sygnalem ditherowym, sygnaly wejéciowe i wyj-
Sciowe kwantyzatora (v, nie sa tymi samymi sygnalami co sygnal wejSciowy
x (przetwarzany) i sygnal wyjéciowy zg w M1 lub y, w M2 (przetworzony) calego
ukladu konwersji. Dlatego odtwarzalno$é w M1 nalezy rozpatrywaé ze wzgledu na
sygnaly (x,z;) a w M2 ze wzgledu na sygnaly (x.y,)- Dla kazdego z tych wariantéw
warunki oraz zakres odtwarzalnoéci ksztaltuja si¢ odmiennie.

4. FORMULA ZAGADNIENIA ODTWARZALNOSCI W WARIANCIE
KONWERSIJI A-C Z SYGNALEM DITHEROWYM DODAWANYM
I ODEJMOWANYM (M1)

Warunek odtwarzalnoéci dla M1 sformutowat i udowodnit Schuchman [11].
e Warunek Schuchmana

Jesli:

— kwantowanie zachodzi bez przekroczenia zakresu,

— funkcja charakterystyczna sygnatu ditherowego ma wlasciwosé
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di,,(g—qfk):O, k+#0 an
wowczas blad kwantowania e ma prostokatna funkcje gestoSci w przedziale
(—q/2; q/2] i jest niezalezny od przetwarzanego sygnahu, ktérego funkcja gestosci
moze by¢ dowolna. e

Mimo, iz warunek ten zostal sformutowany ze wzgledu na blad kwantowania
(), pozostaje on sluszny takze dla szumu kwantowania (g), albowiem w Ml
zachodzi e=e.

O Uzasadnienie
Biorac pod uwagg relacje miedzy bledem i szumem kwantowania w M1 (wzor (12),
(13)) oraz poréwnujac rys. 1 i rys. 3 mozna stwierdzi¢, iz szum kwantowania
w uktadzie z rys. 3 ma taka sama postaé jaka mialby blad kwantowania w ukladzie
zrys. 1 przy sygnale wejSciowym x+d. Funkcja gestoéci szumu kwantowania w M1,
przez analogig do (6), jest nastgpujaca:
>

ﬂ(s)=[fx+d(—e>*5q<—s)]_-H<§)=[fx<—s)*f.,<—e>*aq(—s>]-H<q> (18)

f, — funkcja gestoscei prawdopodobienstwa sygnatu ditherowego.
za$§ funkcja charakterystyczna

sing u
¢e(u>=[<bx(u)-d&(u)-az%z(w]* .

—2‘u

(19)

@, — funkcja charakterystyczna sygnalu ditherowego.

W tym przypadku warunek redukowania sic funkcji charakterystycznej szumu
kwantowania @, do centralnego fragmentu dotyczy sygnalu ditherowego i jest
okreslony zaleznoscia (17). Odpowiada to idei, by w rezultacie konwersji a-c
z odpowiednio dobranym sygnalem ditherowym, zapewniC poprawg odtwarzalno§ci
dla kwantowania, jednocze$nie uniezalezniajac warunek od prametrow sygnalu
przetwarzanego. O
O statystycznej niezalezno$ci szumu kwantowania rozstrzyga nastegpujace twier-
dzenie.

Twierdzenie 3. (0 odtwarzalnosci II rzgdu dla kwantowania w M1)
Laczna funkcja gestosci szumu kwantowania ma postac

(33

niezaleznie od funkcji gestosci sygnalu przetwarzanego wtedy i tylko wtedy, gdy
laczna funkcja charakterystyczna sygnalu ditherowego spelnia warunek
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2n . 2rx '
Dyl —k,—k, |=0 21
d1dz( q 1 q 2) ( )

dla wszystkich catkowitych k,, k,, ktore (k,.k,)+#(0,0); g, =¢8(t), &,=&(t,), 1, #t,.

Zaleznos¢ (8) podajaca warunek statystycznej niezalezno$ci bledu kwantowania
w przypadku kwantowania zwyklego, zastapiona zostaje zaleznoscia (21) warun-
kujaca statystyczng niezaleznosé szumu kwantowania w M1.

[DUzasadnienie
Ogolng postaé okreflajaca laczna funkcje gestosci prawdopodobienistwa szumu
kwantowania mozna zapisaé:

g &
ﬁx‘ez(sl’£7) = Ux1xz(_ 61’ - 8?) *ﬁxdz(—- 81’ - 87) *6‘14(— 81’ - 8»] ’ H(j’ j) " (22)
Woéwczas taczna funkcja charakterystyczna Wynosi:
singu1 sing u,
q q
24 g

D, (1, u,)= [ D, o (U1, Dy g (Ui, 5271: z%r(ul,u,):l * (23)

Aby szum kwantowania byt szumem biatym, Iaczna funkcja charakterystyczna @, . musi
redukowac si¢ do centralnego fragmentu zaleznosci (23). Mozna to osiagnaé dobierajac
sygnal ditherowy, ktorego laczna funkcja charakterystyczna P, 4 spetnia warunek (21).

W wariancie M1 mozna zapewnié kwantowanie z odtwarzalnoscia (niezaleznie od
/), jesli sygnat ditherowy dobierze si¢ tak, aby spelnione byly warunki (17) i (21).
Szum kwantowania ma wéwczas rozktad réwnomierny, jest niezalezny od prze-
twarzanego sygnahu i jest szumem bialym.

W stosunku do kwantowania zwyklego, zmiana polega na zastapieniu uwarun-
kowania ze strony funkcji charakterystycznej sygnalu przetwarzanego &, uwarun-
kowaniem odnoszacym si¢ do funkcji charakterystycznej sygnahu ditherowego D,

5. FORMULA ZAGADNIENIA ODTWARZALNOSCI W WARIANCIE
KONWERSII A-C Z SYGNALEM DITHEROWYM DODAWANYM M2)

Warunek odtwarzalnosci dla wariantu M2 ksztaltuje si¢ odmiennie. Podstawowa
roznica M2 w stosunku do M1 oraz zwyklej konwersji a-c jest to, iz nie mozna w tym
przypadku osiagnac niezalezno$ci szumu kwantowania od przetwarzanego sygnahu.

Ogoblna posta¢ warunkowej funkcji gestodci szumu kwantowania jest okreslona
nastepujaco:

Jfe1x(&x)= Z 5(8+x—kq)°P{-g+kq<y<g+kq}. 24)

k=-a
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Biorac pod uwagg, iz:
q

~+kq
q q 2
P{—§+kQ<J’<§+klI}= I fox(x)dy 25)
—%+kq
oraz y=x+d, zalezno$¢ (24) mozna sprowadzi¢ do postaci:

£ 1ex) = i 5(8+x—kq)-[ﬁ,(8)*l'[<—2)]=5q(8+x)|:f,,(e)*H<§>]. 26)

k=—o

Stad funkcja gestoéci prawdopodobienstwa szumu kwantowania w M2 wynosi:

€
ro=la-owag-at| aoen(?) | @)
a odpowiadajaca jej funkcja charakterystyczna odpowiednio:
sin a u
¢e(u)=[¢x(u)'5_zf(u)]* P ,(u): (28)
q % "

Z porbéwnania zaleznosci (19) i (28) widaé, iz w odréznieniu od wariantu M1
w wariancie M2 nie da si¢, przez dodanie odpowiedniego sygnatu ditherowego,
sprowadzi¢ funkcji @, (28) do postaci, ktora odpowiadalaby prostokatnej funkcji
gestosci prawdopodobiefistwa szumu kwantowania. W pierwszym przypadku bo-
wiem funkcja @, jest suma replik sygnahlu typu:

2
e\ (52
¢x<—"-k)-did<—-k)-———q—, 29)
q q ) af, 2,
2 q
natomiast w drugim typu:

. q 27
sinz{ u——k
) e 05 ()
@x<—"-k)-¢,,(u——"-k>-—2—q— (30)
q q q( 2 ) |
-k
2 q

czyli o amplitudach zaleznych nie tylko od przesunigcia ale i od zmiennej u.

W M2 nie mozna wigc takze osiagnaC niezaleznosci szumu kwantowania od
sygnahi przetwarzanego przez dobor sygnalu ditherowego.

W tym wariancie konwersji a-c moZzna natomiast osiagnaé niezalezno$¢ m-tego
momentu szumu kwantowania od sygnalu przetwarzanego, czyli

E[e"| x]=E[¢"]. G1)
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Warunek niezaleznosci wywodzi si¢ z postaci warunkowej funkcji gestosci szumu
kwantowania wedlug nastepujacego postepowania: .

forx6) Z 8, (4, %) S Ele" x> F { Elen| x]). (32)

Warunkowy moment szumu kwantowania m-tego rzedu, jest okreSlony na-
stepujaco [1]: '

m

@ 1 d
E[&"|x]= | s"‘-ﬁ|x(e,x)ds=j—m-d—w¢a|x(ue,x) (33)

"o u,=0

przy czym warunkowa funkcja charakterystyczna jest transformata Fouriera warun-
kowej funkcji gestosci szumu kwantowania ze wzgledu na e.

Niezalezno$¢ m-tego momentu szumu kwantowania od przetwarzanego sygnalu
- x zachodzi wtedy, gdy transofrmata Fouriera momentu warunkowego, ze wzgledu na
x, ma postac transformaty funkcji stalej.

Posta¢ transformaty jest nastepujaca [9, 8]:

1 am sin‘—lu
F _ e .  Sor(1) =
./’x{E[S’"I.X]} jm du™ dsd(u) gu 6%(“)
2
(34)
1 g~

= i dun [2,w)-®,(w)] 527" )

Por6wnujac wyrazenia w nawiasach kwadratowych widaé, iz we wzorze tym
symbolu &, uzyto na oznaczenie transformaty Fouriera prostokatnej funkcji
gestosei.

Warunek niezaleznosci momentéw odwoluje si¢ do zaleznoéci (34) i zawiera si¢
w sformulowaniach ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 4. (o niezaleznoSci momentéw szumu kwantowania od przetwarzanego
sygnalu w M2)

Jesli sygnat ditherowy jest niezaleiny od sygnatu przetwarzanego oraz kwan-
towanie zachodzi bez przekroczenia zakresu, to warunek

dm
[ Da(11) Dy (w)] =0, k#0 (35)
du u =% k
q

gdzie v oznacza zmienna losowa o prostokatnej funkcji gestosci w przedziale
(—4/2, g/2] niezalezna od sygnahi d, jest warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby
warunkowy moment szumu kwantowania m-tego rzedu byl niezalezny od x.

Jezeli twierdzenie zachodzi, to z zaleznosci (34) zachowuje si¢ pojedynczy prazek.
Woéwczas m-ty moment szumu kwantowania (odwrotna transformata F ouriera)
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1 4=
E[e"|x] =j’m‘@[@a(u)'¢u(u)] =
*=e (36)
L) — E[(d+0)"]=E["
_j—'" aﬁ[ -+ (W] ) =E[(d+v)"]=E[e"].

Moment ten réwny jest momentowi m-tego rzedu sygnalu d+v: sumy sygnalu
ditherowego oraz niezaleznego od niego sygnalu o prostokatnej funkcji gestosci
w przedziale (—g/2, g/2]. .

Spelnienie warunku (35) dla konkretnej wartoSci m nie oznacza, iz jest on

~ spelniony dla innych wartosci m, czyli Ze pochodne innych rzedow takze si¢ zeruja.

Dlatego niezalezno$¢ momentu m-tego rzgdu nie oznacza automatycznie niezalezno-
$éci momentéw rzeddéw pozostatych.

Niezalezno$é pierwszego momentu szumu kwantowania od sygnatu przetwarzane-
go jest warunkiem koniecznym i dostatecznym nieskorelowania & oraz x:
E[e-x]=E[&] E[x] oraz nieskorelowania & (bialosci): Ele, &)= E[e] Ele,].

Z niezalezno$ci drugiego momentu wynika, ze

E[#1 )= E[¢%]= E[(d+ 0= E[d7]+ L (37)

Wariancja szumu kwantowania jest suma wariancji bigdu kwantowania i wariancji
sygnatu ditherowego. Tak wigc w M2 obecno§é sygnalu ditherowego oznacza
zwickszenie wariancji szumu kwantowania powyzej wariancji bledu kwantowania.

Postaé funkciji autokorelacji oraz widmowa gesto$¢ mocy szumu kwantowania
w metodzie M2 wywodzi si¢ z postaci lacznej warunkowej funkcji gestosci szumu
kwantowania wedlug nastgpujacego postgpowania:

F
f818, | xlxz(epsz; xl,xz) _)felsz(spez) _)d)slez(ul’uz) -
(38)
d—be[s';‘-a'Z'] — E[e,¢,].

Stosujac rozumowanie podobne do rozumowania zastosowanego w przypadku
f. 1% taczna warunkowa funkcje gestosci szumu kwantowania mozna zapisaé

e, &
eyt 2 (Brss X1:%5) = 0q(81 + X185+ X)) [f"xdz(gl’gz) +1I (4‘1l ' ;2)] . 9

Stad laczna funkcja gestosci szumu kwantowania jest nastgpujaca:

Seel&18)= [fxlx,(gv‘e';) * 511:1(31382)] '|:fdld,(31=89) * H(% , %)] . (40)

Odpowiadajaca jej laczna funkcja charakterystyczna ma nastepujaca postac:
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sing u, sing u,
D, o (uyu,)= l:‘pxxxz("vuz) . 52{ Z{(ul,uz)] * Py g (ug,u,) . . , (@D

czyli:

. q 21
sin={u ——k
@ @ 2n . 2% 2( 1 1)
Coliiy= 3 T o (2 b ) )

k,=—w k,=—w

42)

Wynika z niej, iz w przypadku kwantowania wedlug wariantu M2, szumu kwan-
towania nie mozna sprowadzi¢ do sygnahu statystycznie niezaleznego poprzez dodanie
sygnatu ditherowego. Nie da si¢ bowiem ustali¢ postaci lacznej funkcji charakterys-
tycznej @y, ktéra sprowadzilaby powyzisza zaleznoéé do iloczynu dwoch funkcji
charakterystycznych: jednej zaleznej tylko od u; a drugiej tylko od u,, przy danej
lacznej funkcji charakterystycznej sygnatu przetwarzanego &,.,.

Yaczny moment szumu kwantowania jest okreslony nastepujaco:

(u,,12,)=(0,0)

1 0""®, , (u,,u,)
E gh.gl] = . 15\ 1
[ 1 82] jm+n aurizau;

1 icd ki 2r . 2x;
*n Z Z ¢x1x1<;k1';k2>'

ym
J" ke k=—w

. g 2n . q 2n
gm+n Smi(‘ﬁ—;‘ k1> smi(uz——q—kz)

o 2n q 27 *Pa g (uyu,) 3)
1 2 q k k
u,— ; 1 2 Uy—— K,

2

(u,,1,)=(0,0)

Staje si¢ on praktycznie niezaleiny od lacznej funkcji charakterystycznej sygnahu
przetwarzanego, jesli
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. q 2n . q 27
gntn sm§<u1—7kl) s1n5(u2—;k2)
o, q ( 2 k) ' q(u Z"k) RITACHDY) =0 (@4)
2% st P | 2

2\"1” 2 2

(u,,u,)=(0,0)

dla wszystkich (k,,k,)#(0,0).
Woéwczas laczny moment redukuje si¢ do pojedynczego sktadnika

g d
sin=u, sin;u,

1 omtn 2 2
AR
[ 1 82] jm+n 6u';'6u'2' qu q,

2! 22 (1) = (0,0)

’ ledz(ul ’uZ) 3 (4 5)

ktory po uproszczeniu mozna zapisac:

3] [3]

Y m n g 2(11+”).E[di"_2’1 'dg—ﬂz]
E[gril 82] - l§0 lgo <2ll><212><2> L+ DEL+1) ’ (46)

W szczegblnosci, gdy m=n=1, otrzymuje si¢ zalezno$é okre§lajaca skorelowanie
szumu kwantowania w M2

¢ ..
E[d?|+=, i=j
E[e, e,]=E[() - e(j)]= 12 . @7
E?[d], i#]
Widmowa gestoéé mocy szumu kwantowania w M2
1 1
S.(N)=8{N+-4"~- (48)

6" fs

S, bedzie widmowa ggstoscia mocy szumu bialego, je§li widmowa gesto$¢ mocy
sygnatu ditherowego S, bedzie taka jak dla szumu bialego. Bialo$§¢ szumu kwan-
towania w M2 mozna wiec zachowaé w wyniku odpowiedniego doboru sygnatu
ditherowego.

ZAKONCZENIE

Konwersja a z sygnalem ditherowym umozliwia modyfikaci¢ zagadnienia
odtwarzalno$ci sprzyjajac jego poprawie, wobec sygnalow nie spelniajacych zalozen
pierwotnej lub uogolnionej teorii kwantowania.



448 A. Domariska Kwart. Elektr. i Telekom.

Istnieja dwa warianty takiej konwersji: metoda M1 z sygnalem ditherowym
dodawanym i odejmowanym oraz metoda M2 z sygnalem ditherowym dodawanym
(bez odejmowania).

W pierwszym wariancie mozna osiagnaé odtwarzalno$é réwnowazna odtwarzal-
nosci w idealnym modelu operacji kwantowania. Przy czym zachodzi przeniesienie
warunku formulowanego ze wzgledu na sygnal kwantowany, na warunek for-
mulowany ze wzgledu na sygnat ditherowy.

W drugim wariancie nie da si¢ zapewnié pelnej odtwarzalnosci. Nie mozna
bowiem, w wyniku zastosowania sygnalu ditherowego, osiaggnaé niezaleznosci szumu
kwantowania od przetwarzanego sygnatu. Zachodzi odtwarzalnodé w ograniczonym
zakresie, wynikajacym z mozliwej do osiagniecia niezaleznosci m-tego momentu
szumu kwantowania od przetwarzanego sygnatu.
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A. DOMANSKA

CHANGES IN THE FORMULA OF RECONSTRUCTION PROBLEM RESULTING FROM
QUANTIZATION WITH DITHER SIGNAL

Summary

This paper presents a method of modification of the characteristics of quantizing operation consisting
in the application of a-c dither signal. In this method the basic signal is quantized jointly with certain
intentinally added signal.

The modification of characteristics aims at the improvement of conditions of reconstruction for the
signals which do not fulfill assumptions of the original and generalized theory of quantizing. Two
alternatives of the method are distinguished: a-c conversion with added and subtraced dither signal and a-c
conversion with dither signal added only (without subtraction). The changes in the formula of
reconstruction problem related to both methods are defined.

Key words: quantization, dither signal, reconstruction.
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W artykule, bazujac na macierzowej metodzie Jonesa, dokonano kompleksowego opisu
interferometru §wiattowodowego o dowolnej konfiguracji. Dzigki wprowadzeniu szczegélnej
Klasyfikacji ukiadéw interferencyjnych okreslono, droga modelowania, réznice i podo-
bieistwa w zachowaniu poszczegélnych typow interferometrow. Ponadto modelowanie to
pozwolito na okreslenie wplywu wybranych elementow §wiattowodowych na wlasno$¢ kazdej
z konfiguraciji.

Slowa kluczowe: interferometria, §wiatlowody, czujniki wiatlowodowe.

1. WSTEP

Poprawne zaprojektowanie i wykonanie czujnika $wiattowodowego, bazujacego
na ukladzie interferencyjnym, wymaga mozliwie dokladnej znajomofsci fizyki dziala-
nia danego typu interferometru §wiattowodowego. Pomimo, iz uklady te sa jedynie
§wiattowodowymi analogami doskonale znanych klasycznych uktadow interferencyj-
nych, to wiasnofci zastosowanego do ich konstrukcji wldkna optycznego moga
wprowadzaé znaczace modyfikacje dziatania ukladu. Konieczne staje si¢ wigc
dokonanie odpowiedniego analitycznego opisu dzialania tych uktadow.

Szczegdblnie atrakcyjna forma opisu optycznego uktadu wydaje si¢ by¢ macierzowa
metoda Jonesa [1], gtéwnie z dwu powoddw. Po pierwsze pozwala ona na zachowanie
informacji fazowej, bedacej podstawg dzialasnia uktadu interferencyjnego. Po drugie
metoda ta daje jasny i przejrzysty opis wplywu poszczegblnych elementéw (lub/i
parametrow tych elementow) na posta¢ sygnatu wyjsciowego z uktadu. Opis ten, przy
obecnym rozwoju techniki komputerowe;, pozwala na uzyskanie, jesli nie prostych
wyrazen analitycznych, to przedstawionych wizualnie wynikow obliczeh numerycz-
nych charakteryzujacych dany uklad.
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W celu dokonania opisu dowolnej konfiguracii optycznej interferometru $wiatlo-
wodowego przyjeto kartezjanski uklad wspolrzednych, w ktérych to transmisja
Swiatla odbywa si¢ wzdtuz zespolu dyskretnych, wspélosiowych elementéw swiatlto-
wodowych jak pokazano to schematycznie na rys. 1.

. E,
a) X
I
Y
M1—b -—)Mz KR -—-in—b xR —!Mn—'b
E” E”=E;" E" E® E" E” EV
y D D, D D,

Rys. 1 a). Przyjeta zasada opisu dowolnej drogi optycznej w interferometrze $wiatlowodowym jako b)
zespolu kolejnych dyskretnych elementow wspolosiowych. Wyjicie z elementu poprzedzajacego jest
wejsciem elementu nastepnego

Przyjmujac w tym ukladzie jako bazowe dwa wzajemne ortogonalne liniowe stany
polaryzacyjne, reprezentowane przez znormalizowane wektory Jonesa do postaci
J.=[1,01", Jy=[0,1]", otrzymuje sie opis wektora Jonesa dla fali w dowolnym
punkcie toru optycznego w postaci [1]:

_| B i3 i3
E= E o =E.e"xJ +E;e J,. {1

y

Woéweczas, jak latwo wykazaé [2], wektor Jonesa E,, na wyjsciu toru zloZonego
z n dyskretnych wspolosiowych elementéw Swiattowodowych okreslony jest przez
wektor Jonesa E,,, na wejsciu do toru przez zaleznosé:

n
Ewy=(H M;) Ewe=IVI-Ewes (2)
i=1
gdzie macierz M jest macierza Jonesa dla calego toru §wiattowodowego okreslona jako:

M=[IM;=M,M,_,..M,M, . )

Przy czym jak widaé, porzadek mnozenia macierzy M, opisujacych kolejne i-te
dyskretne elementy $wiatlowodowe, jest odwrotny do kolejnosci ich usytuowania
w torze.

W opisie interferometru wyréznia sig najczesciej dwa tory: sygnatowy, zawierajacy
przetwornik fazowy (opisany dalej przez macierz M,) oraz tor odniesienia (opisany
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przez macierz M,). Przy takim okresleniu drég optycznych wykorzystanie fenomeno-
logicznego opisu interferencii [3] da natezenie Swiatta na wyjsciu czesci optycznej jako:

I=E.,~ Ewy=(Es+E0)+(Es+Eo)=E‘;*e +M)*M+M)E,,, 4

gdzie * oznacza sprz¢zenie hermitowskie, E;o — wektor Jonesa odpowiednio
odpowiadajace wigzce sygnatowej i odniesienia.

Ze wzgledu na fakt malej zaleznoci stanu polaryzacjii — SOP (ang. State of
Polarization) od natgZenia $wiatla, korzystne jest dla prostoty dalszych obliczen
matematycznych operowanie tzw. standardowym wektorem Jonesa [4], w ktorym jego
skladowe sa tak unormowane, aby natezenia Swiatla I= E* - E rownalo si¢ jednoSci.
Wowezas wektor Jonesa przyjmuje postac:

| cosp
E= [sin ﬂei"] ’ )

z ktérej to mozna bezposrednio odczyta¢ podstawowe parametry elipsy stanu
polaryzacji okreslone jako [S]:

— azymut 6=0.5 arc tg(tg2f cosA),

— kat eliptycznoéci e=0.5 arc sin(sin2f sinA) oraz

— skretno$é: prawa, gdy €>0, lewa, gdy £<0.

Powyzszy zapis natezenia jako odpowiedniej kombinacji dyskretnych macierzy
Jonesa, opisujacych znajdujace si¢ w ukladzie elementy swiattowodowe, jest podstawa
algorytmu badania postaci funkcji przenoszenia interferometru swiattowodowego
o dowolnej konfiguracji.

2. KLASYFIKACJA UKLADOW Z PUNKTU WIDZENIA STOSOWALNOSCI
METODY JONESA

Z punktu widzenia budowy algorytmu okre§lania funkcji przenoszenia dla danej
konfiguracji interferencyjnej, istniejace uklady Swiatlowodowe mozna podzieli¢ na
dwie grupy (rys. 2):

— uktadéw wspdlbieznych — w ktorych kierunek propagacji wiazki sygnalowej
i odniesienia jest jednakowy. Do grupy tej zaliczy¢ nalezy interferometry dwuwiaz-
kowe: Macha-Zehndera (gdzie propagacja wiazek odbywa si¢ w dwu réznych
§wiatlowodach) i réznicowy (propagacja wiazek w jednym $wiatlowodzie). Ponadto
do grupy tej nalezy rezonator pierScieniowy, bgdacy interferometrem wielowiaz-
kowym o propagacji obu wiazek w jednym $wiatlowodzie,

— ukladéw przeciwbieznych — w ktérych kierunki wiazki sygnalowej i od-
niesienia sa przeciwne. Beda to interferometry dwuwiazkowe: Michelsona (o propaga-
cji wiazek w dwu réznych widknach) i pgtlowy (propagacja obu wiazek w jednym
$wiattowodzie) oraz wielowiazkowy interferometr Fabry-Perota, gdzie podobnie jak
w interferometrze Michelsona propagacja wigzek odbywa si¢ w dwu widknach.
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X MI S, —— s, > :::
~u b,
M, D b
Z —p : _—> -—>
/ Macha-Zehndera
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e
—— e e
A X (ka A > XN
Réznicowy Rezonator pierécieniowy (Inv=[..])
a)
X M,
—_—
M,
Zz ——
y v Michelsona (|r=[.;])
f f —>
« e
= X £ K =
Petlowy (Inv=[.) Fabry-Perot  (Ir=[..])
b) .
Rys. 2. Podzat interferometréow $wiattowodowych na dwie grupy: a) uklady wspolbiezne, b) uklady
przeciwbiezne

Podstawowa réznica przy opisie powyzszych grup ukladéw polega na tym, iz
w grupie drugiej wystapi¢ musza macierze opisujace przejscie przez dany element lub
grupe elementéw, w kierunku przeciwnym do przyjetego ukladu wspoélrzednych.
W przypadku gdy macierz Jonesa opisujaca dany element jest macierza unimodular-
ng, wowczas macierz odwrotna M ™1 jest macierza hermitowsko sprzgzong — M™.
Przejécie przez taki element §wiattowodowy, okreslony przez macierz M, w kierunku
przeciwnym opisuje macierz transponowana do M [2]:

M= (M)7, (6)

gdzie gorna strzatka pokazuje kierunek przejicia.
Powyzszy opis jest shuszny w wigkszoéci przypadkéw poza przema wyjatkami.
Pierwszy — to gdy macierzowy zapis elementu zawiera opis zjawiska nieodwracalnego

takiego jak efekt Sagnaca czy Faraday’a [2]. Drugi wyjatek dotyczy elementu, ktérego
macierz nie jest unimodularna, wowczas:

M= detM(M) ) (7a)
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oraz trzeci gdy elementy sa czasowo zalezne (M= f (). W tym wypadku dodatkowo
nalezy uwzglednié¢ czasowe opdZnienie przejécia w dwu kierunkach, co prowadzi do
nastepujacej relacji [6]:

M(5) =(M(t—))7 . (7b)

gdzie 1 — opOznienie czasowe przy przejiciu przez dany element czasowo-zalezny dla
wiazki powracajacej.

Ponadto w kazdej z wymienionych powyzej konfiguracji interferometrow swiatto-
wodowych, obok cech charakterystycznych dla danej grupy, mozna dopatrzeC si¢
pewnych cech wspolnych z inng konfiguracja. 1 tak:

I. Jak zaznaczono na rys. 2 niektére z powyzszych konfiguracji wprowadzaja do
opisu macierzowego pewne szczegblne macierze. Sa to:

__ dla ukladu interferometru petlowego — macierz inwersji Inv, opisujaca
lustrzane odbicie od plaszczyzny X—Z osi dwojtomnoscei wldkna [2]. Macierz ta
bedaca konsekwencja zmiany kierunku osi z uktadu w petli ma postac:

Inv= L(l) —(l)] ®)

__ dlaukladu Michelsona i Fabry-Perota wystgpuje macierz odbicia 0 o gblnej postaci [4]:

R0
Ir:LOlR]’ &)

gdzie R=pexp(in) jest wspoOlczynnikiem odbicia okreslonym przez prawo Fres-
nela-Snella. Przy czym, jezeli rozwaza¢ klasyczne uklady zakonczone lustrami, to dla
odbicia od 100% lustra aluminiowego, napylonego na koficu $wiatlowodu, zachodzi
R,=R,=exp(—in) [7].

IL TIstnienie w ukladach zawierajacych pierScienie §wiattowodowe zamknietej
petli, musi prowadzi¢ do pojawienia si¢ w ich charakterystykach pewnych wiasnosci
rezonansowych. Fakt ten jest podstawa dzialania rezonatora pier§cieniowego [8], ale
powinien tez by¢ znaczacy dla interferometru pgtlowego.

II. Z punktu widzenia stabilnosci érodowiskowej (glownie termicznej) danego
uktadu, wymienione na rys. 2 konfiguracje interferometryczne moga by¢ podzielona
na uklady:

— niezrownowazone, gdzie dlugosé galezi sygnalowej jest rozna od dlugosci
galezi odniesienia. Sa to interferometry Macha-Zehndera, Michelsona, Fabry-Perota
i rezonatora pier§cieniowego oraz

— zrownowazone, gdzie obie galgzie maja jednakowa dlugoé¢. Do tej grupy
nalezy zaliczy¢ interferometry: réznicowy oraz petlowy.

IV. W obu grupach ukladéw znajduja si¢ zar6wno uktady dwu jak i wielowiaz-
kowe. Dla pierwszych z nich, ogblna postac znormalizowanej funkcji przenoszenia

~ idealnego ukladu (jednostkowa widzialnos¢ V=1 oraz ¢ — mierzona zmiana fazy

w ukladzie) moze by¢ okreslona jako [9]:

I=1—cos¢. (10)
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Natomiast dla interferometru wielowigzkowego ogblna postaé funkcji przenoszenia
dla uktadu dzialajacego na wiazce odbitej, tzw. mod odbiciowy, ma znormalizowana
postac [10]:
= 1—cos¢
" 14+ R?—2Rcos ¢

an

gdzie R jest natgzeniowym wspolczynnikiem odbicia.

Analiza ostatnich dwu réwnan wykazuje, ze opis interferometru wielowiazkowego
moze by¢ przyblizony za pomoca funkcji przenoszenia interferometru dwuwigzkowego
(10), przy czym przyblizenie to uzaleznione jest od wartosci parametru R. Jak pokazano na
rys. 3a wraz ze spadkiem wartosci natezeniowego wspolezynnika odbicia od zera, funkcja
przenoszenia interferometru wielowigzkowego dazy do funkcji przenoszenia interferomet-
rudwuwigzkowego, co zgodne jest z fizyczna interpretacja dziatania takiego ukladu, gdyz
wowczas praktycznie zachodzi jednokrotne przejScie wiazki przez wngke rezonansowa.

Nategzenie znormalizowane

Blad przyblizenia {%]

2) Faza [rad] b Faza [rad] o

Rys. 3. Porébwnanie funkcji przenoszenia interferometru dwu- i wielowiazkowego; a) przebieg znor-
malizowanego natgzenia w funkcji detekowanej zmiany fazy — R parametr, b) wartos¢ wzglednego bledu
miedzy przebiegami liczonymi wedhug (10) i (11) w funkcji mierzonej fazy i wartosci wspoiczynnika odbicia

Jak wida¢ z wykresu na rys. 3b, wzgledny blad okreSlenia fazy optycznej
w interferometrze wielowiazkowym za pomoca przyblizenia dwuwiazkowego, wzrasta
wraz ze wzrostem wartosci natezeniowego wspolczynnika odbicia R oraz zalezy takze
od warto$ci mierzonej fazy. Dla interferometru F abry-Perota pracujacego w modzie
odbiciowym, gdy odbicie zachodzi na granicy wldkno —powietrze i ma wartosé
R=0.035 blad ten ma maksymalna wartoéé 13% dla fazy wynoszacej 2(m+1/2)x.
Natomiast gdy uklad mierzy niewielkie wartoci fazowe (odpowiadajace liniowemu
zakresowi zmian) blad jest znacznie mniejszy i osiagajacmaksymalng wartoéé rzedu 2%
dla ¢ =(m+1/2)r. Zatem dla pewnych przypadk6éw (na przykiad wpltywu wlasnoéci
polaryzacyjnych galezi na charakterystyke uktadu — om awiana w nastgpnym punkcie)
wszystkie konfiguracje interferometréw moga by¢ traktowane podobnie.

Powyzsze uwagi pozwalaja na dokonanie bardziej zwigzlego opisu charakterys-
tycznych cech badanych konfiguracji interferometréw Swiattowodowych.
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3. MODELOWANIE DZIALANIA GRUP INTERFEROMETROW
SWIATLOWODOWYCH

Celem okreélenia glownych cech poszczegblnych konfiguracji oraz wplywu
charakterystycznych parametréow elementéw skladowych na postaé¢ funkcji przeno-
szenia, wygodnie jest zatozy¢, iz uktad zawiera idealny przetwornik fazowy. Wowczas
element ten, okresla wylaczona z macierzy toru sygnalowego M, macierz op6zniacza
stotofazowego D(¢) [11]. Macierz ta opisuje idealna zmiang fazy generowang w torze
sygnalowym.

Zastosowanie prostych przeksztalceh matematycznych do opisujacej interferencje
$wiattowodowa zaleznoéci (4), prowadzi do nastgpujacej macierzowej postaci funkcji
przenoszenia ukladu [61:

I=p+2|p,| cos(Ap), Ap=¢"+¢,, (12a)
gdzie:
p=EL (M >+ [M,[)E,,. (12b)
|P1I = |E$eM—(')—Mszel (120)
ImE,.M{ME,.)
Po=arep)=arcte [Re(Eﬁe M“Z M,E,.) | (12d)

W powyzszym zapisie p okresla sktadowa stala sygnahu (natezenie bez interferencii),
| p,| jest wspotczynnikiem skali (ktory jest wprost proporcjonalny do czutosci uktadu),
za§ A¢ oznacza calkowita zmiang fazy powstajaca w ukladzie. Faza ta jest suma
generowanego w danej konfiguracji zaburzenia fazowego ¢’ i przesunigcia punktu
zerowego ¢, ktorego wolnoczasowa zmienno$é klasyfikowana jest jako dryft [12].
Natomiast w przypadku $wiatlowodowego interferometru wielowiazkowego ana-
lityczna postaé funkcji przenoszenia w zapisie macierzowym Jonesa jest bardziej
skomplikowana. Jednakze dla konfiguracji zbudowanych na bazie sprz¢gacza Swiat-
towodowego o niesymetrycznym podziale mocy [13], unormowana postaé funkcji
przenoszenia, uwzgledniajaca dodatkowo wlasnoéci polaryzacyjne, moze by¢ zapisa-
na jako [14]:

1—1p,| cos(Ag)

r_ =0’ 13
I 1+x2—2k| p,| cos(Ag)’ Ap=9"+ b, (132)
gdzie:
lp,] = [E} . MME,.|, M= Y. ab” ' My (13b)
n=1

Im(E. MoM;E
m(Ewe 0 8 we)]- (130)

= = t
b8 0 =] 7 e
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Poniewaz w powyzszym zapisie zachodzi zaleznogé a~(1—x), b~./x, zatem dla
przyjetych dla pracy w modzie transmisyjnym wartosci x rzgdu 0.95, szereg w (13b)
jest szybkozbiezny. Wéwezas z bledem rzgdu 10% mozna przyjaé dla interferometrow
wielowiagzkowych oméwione w poprzednim punkcie przyblizenie dwuwigzkowe

i=M,).

Otrzymane w ten sposob schematy opisujace dzialanie poszczegdlnych ukladow
interferencyjnych pozwalaja na proste okreslenie ogolnych wiasnosci dowolne;j
konfiguracji optyczne;j.

3.1. OGOLNE WLASNOSCI POSZCZEGOLNYCH GRUP
INTERFEROMETROW SWIATLOWODOWYCH

Zakladajac chwilowo zastosowanie w ukladzie idealnego sprzegacza S$wiatlo-
wodowego (zerowe straty y=0[dB] i symetryczny podzial mocy x=0.5), na podstawie
[11] otrzymuje si¢ dla jego drogi transmisyjnej i odbiciowej nastepujace macierze:

S,EA(IA/E)I:%B ‘1)] (14a)
SOEA(I/\/E)D(—n/Z)I=\Ti§l:(1) (1)] (14b)

Widoczne przesunigcie fazowe o 7/2 pomiedzy dwoma wyjsciami ze sprzegacza typu
X jest powodem wystapienia na dwu galeziach wyjSciowych interferometru zawieraja-
cego taki sprzegacz, wzajemnie dopelniajacych si¢ sygnalow. Jak widaé ze schematu
pokazanego na rys. 4, ze wzgledu na fakt, iz macierz S, jest macierza typu urojonego,
pojawienie si¢ jej w wyrazeniu opisujacym amplitude | pyl jako iloczynu (S ,S))" lub
S,S, da znak (| p,[) — ujemny (rys. 4b). Natomiast na drugim wyj$ciu sprzegacza jest
sygnat dopelniajacy tzn. znak (| p,|) — dodatni.

odniesienie odniesienie
J =®  sygnalowa P ——=2 sygnalowa
k2 4 ‘
a) LY b)

Rys. 4. Schematyczne przedstawienie powstawania, w wyniku dwukrotnego przejicia przez sprzggacz,
dopetniajacych sig sygnaléw wyjsciowych

Przyjmujac ﬁast@pnie, ze przetwornik fazowy, wywolujacy zmiang fazy ¢(%),
umieszczony jest blisko sprzegacza, latwo jest na podstawie (12, 13, 14) okresli¢
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wielko§¢ tego zaburzenia ¢’ pojawiajaca si¢ w sygnale wyjSciowym. Wyniki te
zestawiono w Tablicy 1 wraz z okresleniem postaci macierzy M,, M opisujacych obie
galezie interferometru.

W celu uwypuklenia wlasnoéci polaryzacyjnych danego ukladu przy tworzeniu
tablicy 1 zalozono, w przypadku gdy jest to mozliwe, iz galaz odniesienia jest
izotropowa (opisana przez macierz opodzniacza stalofazowego D [11]), za§ odbicie
w uktadzie Fabry-Perota i Michelsona zachodzi na koficowkach zakonczonych 100%
lustrami (macierz Ir=Iexp(—ir)). Ponadto z opisu gal¢zi wylaczono sprzegacze
$wiattowodowe, co pozwala na okreslenie odpowiednich odcinkéw $wiatlowodow za
pomoca zasady ekwiwalentnosci Kaprona [15].

Tablica 1
Macierze toru odniesienia i sygnatowego dla danej konfiguracii
oraz amplituda odpowiedz ukladu na wymuszenie @(t)
Tor odniesienia Tor sygnatowy Amplituda
Typ ukiadu opisany przez opisnay przez odpowiedzi Uwagi
macierz M, macierz M, L
Macha-Zehndera D(A) D(A)RlGlee“i" [ niezrownowazony
Roznicowy DB,L) D(p,Lye5e ko k~L,
, ) dla j
R.ez(')n.at(.)r I D2m)R,G Re™ i dia _].e:,d.nokrotnego
Pierscieniowy 171 przejicia
Michelsona DA, +7) DQA,+mR",G,G,Re”™ 2¢ niezréwnowazony
*) T . *) i i
Petlowy D(A)ITnvI_Qi .G, D(A)R,G, R, Inve™® <20 zaburzenie blisko
RYe™™ 112 sprzegacza
Fabry-Perota T 20 1) ) dla jednokrotne-
(odbiciowy) I DEm)R" ,G,G Ry 2¢ go przejscia

Zasada tamoéwi, iz dowolny uktad $wiattowodowy z punktu widzenia jego wptywu
na polaryzacje wiazki $wietlnej moze byé zawsze traktowany jako zespol trzech
dyskretnych elementéw: rotatora o osiach @, liniowego opdzniacza fazowego
o opobznieniu & oraz opodzniacza kolowego dajacego obrot o kat Q (rys. 5).

2

X,
! /X
a) b) c) d)

Rys. 5. Ilustracja zasady ekwiwalentnosci Kaprona. ) Wejsciowe §wiatlo E ijego osie odniesienia X, —Y,.
b) Obrét osi o kat ® do osi liniowego opézniacza fazowego X,, Y,, ¢} Liniowy opdzniacz o opdznieniu J.
d) Wyjsciowe §wiatto z opoiniacza doznaje dodatkowego obrotu osi 0 kat Q [15]
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Wymieniony tu op6Zniacz kotowy jest elementem dajacym kolowe stany polaryzacji
i opisywanym w przyjetym ukladzie kartezjanskim przez macierz rotatora R(Q).

Stad zapis dowolnego elementu $wiattowodowego daje macierz Jonesa o ogolnej
postaci:

M=R(Q) G(9) R(@):[PQ _}%*], (15a)

gdzie:
P=cos(d/2)cos(®+Q)—isin(/2)cos(®—Q) (15b)
Q0 =cos(d/2)sin(®+ Q)+ i sin(5/2)sin(® — Q). (15¢)

Analiza wynikow z tablicy 1 pokazuje, iz zapewnienie wysokiego kontrastu
interferencyjnego wymaga zréwnania dlugosci obu galezi, co teoretycznie mozna
uczyni¢ dla uktadu Macha-Zehndera i Michelsona kladac A,=A,. Dla ukladéow
wielowiazkowych, jak latwo zobaczy¢ z ich opisu podanego w Tablicy 1, wymagane
jest zastosowanie odpowiednio wysoko spéjnych 7rodel, gdyz sa one ogolnie
niezréwnowazone. Natomiast w przypadku pozostalych dwu konfiguracji — wysoki
kontrast uzyskiwany jest automatycznie (uktady zrownowazone).

Ponadto w przypadku grupy ukladow przeciwbieznych amplituda odpowiedzi
ukladu na wymuszenie ¢’ jest dwukrotnie wyzsza niz w ukladach wspolbieznych (poza
petlowym). Sytuacja ta jest spowodowana faktem dwukrotnego przechodzenia
wiazek §wiatta przez przetwornik fazowy. W przypadku interferometru réznicowego
nastepuje obnizenie amplitudy o czynnik proporcjonalny do réznicy w stalych
propagacji obu modé6w [16], za$ dla interferometru pgtlowego znaczenie ma miejsce
umieszczenia przetwornika oraz czestotliwo$é jego pracy [17] — w ogolnosci
amplituda odpowiedzi jest nie wigksza od podwojonej amplitudy wymuszenia.

Analiza postaci macierzy opisujacych galezie poszczegdlnych konfiguracji optycz-
nych wykazuje, iz jedynie ukiad réinicowy jest nieczuly na wlasnoéci polaryzacyjne
obu toréw. Fakt ten jest oczywisty, gdyz z zasady swej budowy uklad ten bazuje na

Rys. 6. Wplyw zmian wiasno$ci polaryzacyjnych widkna na odpowiedz interferometru réznicowego.
Parametr £ jest odwrotnie proporcjonalny do dwéjlomnosci wiokna
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wloknie utrzymujacym polaryzacie. W przypadku tego ukladu, zmiana wiasnosci
polaryzacyjnych wtdkna wplywajac na warto$¢ parametru k, powoduje jedynie
wspomniang zmiang amplitudy odpowiedzi uktadu (rys. 6), co spowoduje odpowied-
nia zmiane wspoblczynnika skali a stad i zakresu dynamiki pomiaru.

Natomiast pozostale uklady sa w mniejszym lub wigkszym stopniu zalezne od
polaryzacyjnych wlasnosci ich galezi, co omawiane jest ponizej.

Dla ukladu Macha-Zehndera, przy zroéwnowazeniu dhlugodci ramion (A =A,),
wykorzystanie (14) oraz zapisu macierzowego galezi podanych w Tablicy 1 daje funkje
przenoszenia uktadu (12) w formie:

I=0.5{1+abs(m)cos[¢ +arg(m)]}, (16a)
gdzie:
m=EJ, R(Q) GO)R(D)E,, (16b)

jest charakterystycznym dla tej konfiguracji wplywem na funkcje przenoszenia
wlasnos$ci polaryzacyjnych §wiatlowodu.

Jezeli w tej konfiguracji wystapia jedynie elementy powodujace skrecenie plaszczyzny
polaryzacyjnej (M,=R(x) — w opisiec Kaprona), to wspdlczynnik skali |p,| oraz
przesuniecie punktu zerowego ¢, wyniosa odpowiednio:

| p,| = abs(m)=+/cos?a+ sin%usin?(2P)sin?A , (17a)
¢, =arg(m)=arctg(—tgasin2f sinA). (17b)

Natomiast dla ukladu zawierajacego jedynie op6zniacz fazowy (M,=G(4), ®=Q=0
w opisie Kaprona) otrzymuje si¢:

| p,| = abs(m)=4/cos%(6/2)+sin%(5/2) cos2f (18a)
¢, = arg(m)=arctg[—tg(5/2) cos2f] . (18b)

Abs(m)

Rys. 7. Czuloé i odchylenie punktu zerowego dla konfiguracji Macha-Zehndera w przypadku pobudzenia
wiazka liniowa przy zmiennej wartosci we wioknie skretu plaszezyzny polaryzacji o
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Jak widac uklad ten jest wrazliwy na zmiane wlasnoéci polaryzacyjnych. Zmiana
tych parametrow (np. losowa — spowodowana przez zmiany termiczne otoczenia)
powodowa¢ bedzie fluktuacje czulosci ukladu oraz dryft — zmienne losowo od-
chylenie punktu zerowego.

Wystapienie we wioknie wytacznie skretu, przy dowolnym SOP, wiazki wejsciowej
powoduje zardbwno zmiang czulodci, jak i dryft sygnatu wyijsciowego. Jezeli uklad
wyposazony jest w wejsciowy filtr polaryzacyjny (polaryzator §wiattowodowy przed
sprzggaczem wejsciowym) powodujacy pobudzenie uktadu wiazka liniowo spolaryzo-
wang, to zgodnie z rys. 7 skret powodowac bedzie jedynie zmiane czutosci ukladu.

Natomiast sama dwojlomno$¢ liniowa powoduje wrazliwosé ukladu Ma-
cha-Zehndera jedynie na azymut wejSciowy polaryzacji. Zgodnie z wynikami prezen-
towanymi na rys. 8 zmiana azymutu wejSciowej polaryzacji przy zmiennej dwéjtom-
nosci liniowej wiokna powoduje takze zmiany powyzej omawianych parametréw
ukladu. Jednakze w przypadku odpowiedniego wyjustowania uktadu, tzn. przy
réwnomiernym pobudzeniu obu modéw wibkna (B=(2n+ 1)n/4) dwojlomnosé po-
woduje jedynie zmiang czuloici bez dryftu, za$ dla pobudzenia jednego z nich
(B=nm/[2) czulos¢ jest stala, za$ dryft wprost proporcjonalny do zmian dwéjlomnogci
wiokna. Stad, zastosowanie do budowy ukladu Macha-Zehndera widkna trzy-
majacego polaryzacj¢ wymaga zwrocenia bacznej uwagi na azymut wiazki po-
budzajace;j.

Abs(m)

.78

Rys. 8. Czuto$¢ i odchylenie punktu zerowego w interferometrze konfiguracji Macha-Zehndera w warun-
kach pobudzenia wiazka liniowa przy zmiennej wartosci dwéjtomnosci liniowej wikna &

Opisany powyzej wptyw wlasnosci polaryzacyjnych toru §wiattowodowego na
posta¢ sygnalu wyjSciowego jest charakterystyczny takze dla odstatniego z grupy
ukiaddéw wspolbieznych — rezonatora pierscieniowego. Dla tego ukladu, funkcja
przenoszenia (13), moze by¢ otrzymana z dobra dokladno$cia poprzez zapis ogdlnej
postaci macierzy toru sygnalowego M jako wyrazenia analogicznego do macierzy M,
dla uktadu Macha-Zehndera.

Przeprowadzenie odpowiednich obliczei numerycznych pokazuje (rys. 9), ze dla
tej konfiguracji wplyw odseparowanych parametréw polaryzacyjnych — ramie
sygnalowe wprowadza jedynie dwojtomnos§é (w opisie Kaprona — Q=®&=0) lub
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skrecenie plaszczyzny polaryzacji (w opisic Kaprona — =0, ®+Q=a), jest
identyczny jak dla Macha-Zehndera. W obliczeniach przyjeto, iZ natgzeniowy
wspolczynnik sprzezenia x ma warto§¢ 0.9 oraz dodatkowo zalozono bezstratno$¢
calego uktadu [13].

Jak widaé pomimo identycznego charakteru wptywu poszczegblnych parametrow
polaryzacyjnych wiokna, jak mialo to miejsce dla omowionej konfiguracji Ma-
cha-Zehndera, wrazliwoéc ukladu pier§cieniowego na ich zmiang jest zdecydowanie
wigksza. Sytuacja ta spowodowana jest przez specyfike ukladu wielowiazkowego
(wystgpowanie mozliwie waskich prazkéw). Jak latwo zauwazyC z poréwnania
lewych i prawych wykresow, na rys. 9 zerowanie sygnalu dla rezonatora pie-
récieniowego zachodzi juz dla skrgcenia plaszczyzny polaryzacji o (czy tez dwoj-
tomnoéci liniowej 6) rzedu =/7 (przy =/2 dla Macha-Zehndera). Z tego powodu
w ukladzie wielowiazkowym zachodzi konieczno$¢ zdecydowanie lepszej kontroli
polaryzacyijnej, co uzyskuje si¢ najczesciej poprzez zastosowanie $wiattowodu utrzy-
mujacego polaryzacie.

Mach-Zehnder Rezonator PierScieniowy

cieniwego przy zmiennych prametrach toru sygnatowego. Wplyw: a) skretu we wldknie plaszczyzny

Rys. 9. Poréwnanie postaci funkcji przenoszenia I konfiguracji Macha-Zehndera i rezonatora piers-
polaryzaji , b) dwojlomnosci liniowej 5. Zalozono, iz wiazka wejéciowa ma liniowy SOP o azymucie f =n/4
\
|
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W przypadku grupy uktadéw przeciwbieznych opisywana powyzej sytuacja ulega
zmianie. Dla ukiadu Michelsona skorzystanie z zaleznosci (12, 14) oraz macierzowego
opisu galezi, zgodnego z Tablica 1, daje funkcje przenoszenia uktadu w postaci:

I=0.5{1 + abs(m)cos[2¢ +arg(m)]} , (19a)

gdzie:
m=EJ,. R(—®)G(225)R(D)E,,,, (19b)
za§ znak ,,—” wystepuje wowczas gdy uklad zawiera wspélna droge wejscio-

wo-wyjSciowa (rys. 4b). Z powyzszego zapisu wynika, iz w tej konfiguracji tor
Swiattowodowy zachowuje si¢ jak klasyczna plytka dwojlomna wprowadzajaca
opoznienie 25 i ustawiona jest pod zmiennym katem (—®), wzgledem osi x uktadu
odniesienia [1]. Stad, jezeli tor zawiera jedynie element powodujacy skrecenie
plaszczyzny polaryzacji (5=, G(0)=1), to otrzymuje sig:

|p,| = absim)=1; ¢, =arg(m)=0 (20)

bez wzgledu na SOP wiazki wejsciowej, zaé§ w przypadku wystapienia jedynie
dwdjtomnosci liniowej (@ =0, R(0)=1), odpowiednio:

| p,| = abs(m)=1/cos?6+sin?6 cos2(2f), (21a)
¢, =arg(m)=arctg[—tgd cos(2h)]. 21b)

Zatem konfiguracja Michelsona, ze wzgledu na dwukrotne przejscie (w jedna a potem
druga strong) kazdej z wiazek przez ten sam Swiatlowdd, jest nieczula na skrecenie
plaszczyzny polaryzacji we wléknie optycznym. Natomiast jest dwukrotnie bardziej
wrazliwa niz uklad wspoltbiezny Macha-Zehndera na zmiang dwojlomnoscei liniowe;j
(rys. 10). Charakter tej wrazliwosci w funkcji SOP wiazki wejsciowej jest analogiczny do
ukladu wspotbieznego — istnieje jedynie zaleznosé od azymutu polaryzacji wejsciowe;.
W przypadku gdy wejéciowa wiazka pobudza jeden z modow wlasnych (f=nn/2), to
wzgledem wiazki odniesienia propaguje sic on bez zmiany SOP, lecz z liniowo

Rys. 10. Czutoé¢ i odchylenie punktu zerowego dla konfiguracji Michelsona przy pobudzeniu ukiadu
wigzkq liniowa o azymucie § i zmiennej wartosci dwoéjtomnosci liniowej wiokna &
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narastajacym lub malejacym op6znieniem fazowym. Wowczas wspolczynnik skali jest
maksymalny (brzegi i srodek powierzchni na rys. 10a), za$ odchylenie punktu zerowego
zmienia si¢ liniowo — zaleznie od pobudzonego modu (szybszy lub wolniejszy) na plus
lub minus. Natomiast gdy na wejSciu pobudzone sa oba mody wlasne widkna
(B=(2n+1)x/4), to wiazka sygnalowa propaguje si¢ wzgledem wiazki odniesienia z ta
sama predkoscia lecz o zmiennym stanie polaryzacii, ktory dla zmian liniowosci
w granicy od 0 do = radianow przechodzi przez wszystkie mozliwe stany zardwno co do
eliptycznoéci, jak i skretnosci. Stad kontrast zmienia si¢ od jednoécido zerai ponownie
do jednosci (rys. 10a) za§ warto$¢ przesunigcia punktu zerowego (rys. 10b) jest zerowa.

Powyzsza charakterystyka polaryzacyjnego wplywu galezi na sygnal wyjsciowy
przenosi si¢ takze na inny uklad przeciwbiezny — inerferometr Fabry-Perota, dla
ktérego funkcja przenoszenia (13) moze by¢ z dobrym przyblizeniem otrzymana
poprzez zastapienie macierzowego opisu toru sygnatlowego M., przez M, konfiguracji
Michelsona.

Analiza identyczna do przeprowadzonej dla rezonatora pier§cieniowego pokazuje,
iz w tym wypadku odseparowane zmiany skrgtu bez dwojtomnosci oraz dwojtomnosci

Mach-Zehnder Fabry-Perot

Rys. 11. Poréwnanie natezenia $wiatla [ dla ukladu Michelsona i Fabry-Perota przy zmiennych
parametrach toru sygnalowego: a) skrgtu we wibknie plaszezyzny polaryzacji «, b) dwojtomnosci liniowej &
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bez skrgtu (rys. 11), daja zmiane funkcji przenoszenia jak dla omowionego powyzej
uktadu Michelsona z jednoczesnym zachowaniem specyfiki konfiguracji wielowiaz-
kowej — to znaczy istnienia waskich ,,obszaréw” czuloéci na zaburzenie.

Z kolei poréwnanie charakterystyk interferometru F abry-Perota (rys. 11) z rezo-
natorem piercieniowym (rys. 9) wykazuje, iz ten pierwszy obok dwukrotnie mniejszej
okresowoSci funkcji przenoszenia, co jest wynikiem dwukrotnego przej$cia wiazki
przez $wiattowdd w torze sygnalowym — jest mniej wrazliwy na zaburzenia stanu
polaryzacji. Wystapienie jedynie skrecenia plaszczyzny polaryzacji, bez dwoijtomno-
Sci, nie powoduje zmian funkcji przenoszenia, co czyni uklad o konfiguracji
Fabry-Perota latwiejszy do technicznego wykonania.

W koncu konfiguracja interferometru petlowego bedac ukladem dwuwiazkowym
laczy wszystkie z dotychczas analizowanych konfiguracji. Uklad ten, z zasady swej
konstrukcji przeciwbiezny — jak Michelsona, jest jednoczesnie ukladem zrdéw-
nowazonym (jak interferometr réznicowy gdyzma miejsce propagacja tylko w jednym
$wiattowodzie. Ponadto tor sygnalowy opisywany jest przez model Kaprona, analogj-
cznie do ukladu Macha-Zehndera. Wystepowanie w uktadzie pojedynczego sprzega-
cza powoduje rozklad wyjsciowej mocy analogiczny jak dla konfiguracji Michelsona.

Wykorzystanie zalezno$ci (12, 14) oraz macierzy toréw z tabeli 1 daje, przy
umieszczeniu przetwornika tuz za sprzegaczem, funkcje przenoszenia dla wspdlnej
drogi wejsciowo-wyjéciowej (rys. 4b) w postaci [18]:

I=0.5{1—abs(m)cos[2¢ +arg(m)]} , (22a)
przy czym:
m=EJ, R(Q) G(— 5) R(®+Q) G(5) R(D)E,,, . (22b)

Z powyzszej zaleznosci wynika, iz istnienie dla tej konfiguracji wylacznie czynnika
powodujacego skret plaszczyzny polaryzacji (6=0, M;=D(A)InvR(x)), prowadzi do
nastepujacych prostych zaleznoéci analitycznych: :

| p,| = abs(m)=./cos?(2e) + sin%(2x) sin?(2f) sin?A (23a)
¢, = arg(m)=arctg[—tg(20) sin(2p) sinA], (23b)

co jak wida¢ (rys. 12) wyraza identyczny charakter zmian jak w przypadku ukladu
Macha-Zehndera.

Natomiast w przypadku gdy uklad ma jedynie dwojlomnos¢ liniowa (®=Q=0,
M,=D(A)InvG(d)) otrzymuje si¢:

|p,| = abs(m)=1,; ¢, =arg(m)=0, 24)

co oznacza brak wrazliwoéci uktadu petlowego na czysta dwdjtomnosé liniowa.
Przyczyna powyzszych szczegblnych whasnoéci tej konfiguracji jest fakt wykorzys-
tania jednego widkna jako toru dla obu oddzialujacych wiazek. Ze wzgledu na
przeciwbiezny kierunek ich propagacji zachodzi znoszenie wplywu dwoéjlomnosei
liniowej, gdyz bez wzgledu na SOP wiazki pobudzajacej, w dowolnym punkcie wzdluz
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Rys. 12. Czulosé i odchylenie punktu zerowego interferometru petlowego dla pobudzenia wigzka liniowa
przy zmiennej wartosci skretu we widknie plaszezyzny polaryzacji « [18]

petli oddziatlujace wiazki maja jednakowe stany polaryzacyjne, co zgodnie z opisem
fenomenologicznym [3], daje maksymalny kontrast interferencyjny.

Natromiast przy wystapieniu we widknie czynnika powodujacego skrecenie
plaszczyzny polaryzacji wplywaé bedzie jednakowo na obie wiazki. Zatem jesli skret
wynosi 7/4, to oddzialujace wiazki sa na wyjsciu wzajemnie prostopadle i czutos¢
spada do zera (rys. 12a). Jezeli skret plaszezyzny polaryzacji we wloknie jest rowny m/2
t.zn. wystepuje zerowanie sygnalu dla uktadu Macha-Zehndera (rys. 7), to w interfero-
metrze petlowym wiazki obrocone sa wzajemnie 0 7 radianéw czyli sa rownolegle do
siebie — dajac maksimum czuloci. Poniewaz wiazki te przesunigte sa fazowo o w,
zatem faza tez jest przesunigta o =, co nie powoduje jednak zmiany postaci funkcji
przenoszenia ukladu. Umieszczenie w tej konfiguracji na wejSciu przed sprzg¢gaczem
polaryzatora swiattowodowego spowoduje, przy omawianej powyzej pracy ukladu ze
wspblna droga wejsciowo-wyjsciowa i pobudzeniu jednego modu polaryzacyjnego
(B=nn/2) — filtracje tej polaryzacji. Wowczas zgodnie z (23) otrzymuje si¢ zerowa
wartoéé odchylenia punktu zerowego. W tym wypadku zmienne wlasnosci polaryza-
cyjne ukladu nie powoduja dryftu. Taka konfiguracja, znana w literaturze jako
konfiguracja minimalna ukladu [19], jest podstawowa konfiguracja Zyroskopu
swiattowodowego i byla doglebnie analizowana w pracy doktorskiej autora [2].

Ograniczenie powyzszych rozwazan do wplywu na postaé funkcji przenoszenia
jedynie transmisji stanu polaryzaji przez elementy skladowe, spowodowala pominigcie
roli innych czynnikéw, takich jak wspotczynnik podzialu i tlumienie sprz¢gaczy
swiattowodowych czy warunkéw pracy przetwornika fazowego. Zagadnienia te jako
wyodrebnione zostang omowione ponizej.

32. WPLYW PARAMETROW ELEMENTOW SKELADOWYCH DANEJ KONFIGURACII
NA FUNKCIJE PRZENOSZENIA UKLADU

Podstawowy parametr charakteryzujacy sprzegacz $wiatlowodowy, tzn. nateze-
niowy wspdlczynnik sprzezenia x moze mie¢ istotny wplyw na posta¢ funkcji
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przenoszenia. Macierzowy opis izotropowego sprzegacza swiattowodowego, daje
bezposrednio dla jego transmisyjnego i odbiciowego toru przejScia nastepujace
macierze [11]:

S, =D(BL)A(J/(1—7)x) (252)
Se=D(BL+n/)A(J/(1—7)(1-x)), (25b)

gdzie y jest wspolczynnikiem strat sprzggacza, zas L opdznieniem fazowym wprowadza-
nym przez sprzggacz na drodze sprz¢zenia L. Zapis ten pozwala na przesledzenie wplywu
parametrow sprzggacza w dowolnej konfiguracji interferometru swiattowodowego.

Dla s$wiatlowodowego interferometru Macha-Zehndera wykorzystanie (12) przy
zalozeniu identycznoéci obu sprzegaczy daje znormalizowana funkcj¢ przenoszenia
w postaci:

I=(1—7)*[1+ Vcos¢], (26a)
gdzie warto$¢ wspoOlczynnika skali:

2xk(1—-x)

“ii+ (1—r)? (26b)

zalezna jest od podzialu mocy w sprzegaczu. Zatem element ten przy odstepstwie od
idealnych parametr6w (réwnomierny podziat x=0.5 i zerowe straty y= 0) wprowadza
w wyniku; stratnosci — ogblny spadek wyjsciowego poziomu sygnatu, za$ zaburzenia
réwnomiernosci podzialu — redukeje wartosci wspolczynnika skali — jak pokazano
to na rys. 13.

Rys. 13. Wplyw parametrow izotropowego sprzegacza $wiatlowodowego na wartos¢ wspotczynnika skali
w interferomerze Macha-Zehndera

Szacuje si¢, Ze dla obecnie dostgpnych rynkowo sprzegaczy posiadajacych stratno§é
0.1 dB oraz podziat 50% +5%, element ten jest przyczyna oSmioprocentowego
zmniejszenia wyjSciowego natgzenia w stosunku do uktadu idealnego.
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Cecha nier6wnomiernego podzialu mocy w sprzegaczu jest wykorzystana w $wiat-
lowodowym rezonatorze pierScieniowym, gdyz dzigki niej sprzggacz dziala jak ,,pom-
pa” mocy do petli rezonansowej. W tym wypadku izotropowy sprzegacz (25),
prowadzi do unormowanej funkcji przenoszenia, o postaci [20]:

(1-x)

=0 =) e~ sinXp—njd)’

@7

gdzie stratno$¢ sprzggacza podobnie jak dla uktadu Macha-Zehndera jest czynnikiem
wymagajacym minimalizacji.

Powyisza sytuacja ulega zmianie w przypadku interferometru Michelsona, w kto-
rym ze wzgledu na dwukrotne przejScie zwiazek przez ten sam sprzggacz, lecz
w przeciwnych kierunkach, wlasnosci sprzg¢gacza moga by¢ skompensowane. Kom-
pensacji ulegaé moze nierownomierno$¢ podzialu mocy, lecz tylko w przypadku
wykorzystania wyj$cia pokazanego narys. 4a. Wowczas, ze wzgledu na symetryczno$§¢
obu drég (sygnalowej i odniesienia), sygnal wyjsciowy przyjmuje postac [21]:

I=(1—7)[1+cos2¢] (282)

i zalezy jedynie od stratnosci sprzggacza.

Natomiast praca tego ukladu ze wspdlna droga wejsciowo-wyjsciowa, ze wzgledu na
mozliwa niedoskonalo$é zastosowanego sprzggacza jest niewlasciwa, gdyz w tym
wypadku:

2x(1 —x)

’=(1‘”2[1‘x—z;ﬁ_—@z

cosZgb:l, (28b)
czyli otrzymuje sie sygnal interferencyjny, ktérego natgzenie jest identyczne jak dla
jednego z wyj$¢ konfiguracji Macha-Zehndera.

Dodatkowym parametrem majacym istotny wplyw na posta¢ funkcji przenoszenia
uktadu konfiguracji Michelsona jest amplitudowy wspolczynnik odbicia na koncach
obu galezi (r,=p, exp(in,), 1=0,s), ktérego wartos¢ jak wspomniano juz wezesniej
wyznaczona jest przez prawo Fresnela-Snella.

Uwzglednienie tego parametru prowadzi do nastepujacych form funkcji przeno-
szenia konfiguracji Michelsona:

0 s

2
I=( _y)2|:1 +p2p—op;:2 cos(2¢+n,+ ns)] (29a)

dla ukladu z symetrycznym przejSciem przez sprz¢gacz (rys. 4a) oraz:

_ 2 _ pops(l _K)K
I=(1—9) [1 2(porc)2+(1—x)2p§COS(2¢+n°+nS)] _ (29b)

dla uktadu ze wsp6lna droga wejSciowo-wyjSciowa (rys. 4b). Stad przy odpowiedniej
konfiguracji uktadu (100% lustro na koficu galezi odniesienia i badana ciecz na koncu
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galezi sygnalowej, uklad ten moze z powodzeniem pehié role refraktometru $wiatlo-
wodowego [21].

Prowadzac podobna analiz¢ dla Swiatlowodowego interferometru Fabry-Perota
bazujacego na wykorzystaniu pokazanego na rys. 14 sprzegacza §wiattowodowego,
mozna wykazaé, iz znormalizowana posta¢ funkcji przenoszenia dla tego ukladu
przyjmuje postac [13]:

1+ R¥(1—7)>+2R(1 —y)cos2¢

I=(1—
B Rl —py22+ 2R — ) cos 2 (302)
dla uktadu transmisyjnego (rys. 14b) oraz
2(1 — )2 —_
I=(— )1 —x)— 14+ R¥(1—v)?—2R(1—7y)cos2¢ (30b)

14+ R*(1—9)*(1 —x)*—2R(1 —y)(1 — k) cos2¢
odpowiednio dla konfiguracji odbiciowej (rys. 14a).

1

* 2 * 1 2

)] o)

Rys. 14. Odbiciowa — a) i transmisyjna — b) forma $wiattowodowego interferometru Fabry-Perota na
bazie sprzggacza §wiattowodowego 2x 2

Poprawna praca tego ukladu, wymagajaca mozliwie wysokiego wspélczynnika odbicia
na lustrach (R =1.00), prowadzi do zalezno$ci funkcji przenoszenia od wspolczynnika
podziatu pokazanej na rys. 15, gdzie widac, iz réznica pomiedzy modem transmisyjnym
a odbiciowym polega na wzglednym o #/2 przesunigciu obu charakterystyk [13].

K o8

Rys. 15. Postaé funkcji przenoszenia interferometru Fabry-Perota przy zmiennej warto$ci wspétezynnika
podzialu k; ) praca w ukladzie transmisyjnym, b) odbiciowym. Parametry (R=1, y=0) [13]
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Poniewaz dla ukladu wielowiazkowego podstawowym parametrem charakteryzu-
jacym jego mozliwosci aplikacyjne jest tzw. ostro§¢, okreslana jako stosunek
odlegloéci dwoch sasiadujacych miniméw (lub maksim6w) funkcji przenoszenia do
szerokosci polowkowej jednego z nich:

T
F=—, 31
: 6D
zatem na bazie (30) otrzymuje si¢ zalezno$C tego parametr w funkcji stratno$ci
sprzegacza oraz wspolczynnika podziatu, jak pokazano to na rys. 16.

F

17.5

¥=0.9

15 F

12.5

0 0.1 02 0.3 0.4 0.5

y 1Bl

Rys. 16. Zaleinos¢ ostrosci F od stratnosci sprzegacza y [dB] dla interferometru Fabry-Perota w wersji
transmisyjnej. Wspolczynnik podzialu mocy k¥ — jako parametr (R=0.95) [13]

Otrzymane wyniki pokazuja, iz podobnie do uktadu rezonatora pierscieniowego,
nier6wnomierno$¢ podzialu mocy w sprzggaczu, poprzez maksymalne wprowadzenie
mocy do wneki rezonansowej, jest czynnikiem korzystnie wplywajacym na warunki
dzialania interferometru Fabry-Perota zbudowanego na bazie sprzggacza 2x2.
Natomiast stratno§é sprzegacza jest czynnikiem destruktywnym, gdyz jej wzrost
zgodnie z (30) powoduje zarbwno ogolny spadek wartosci detekowanego sygnatu jak
i pogarsza ostro§¢ charakterystyki interferometru.

Pojedynczy sprzegacz pracujacy jako ukiad dwukrotnego, przeciwbieznego przejs-
cia jest takze elementem skladowym interferometru petlowego — zatem opisany
powyzej wplyw wlasnosci tego elementu przenosi si¢ i na t¢ konfiguracje. Jednakze
roznica tej konfiguracji w stosunku do ukladu Michelsona polega na zamianie drog
wyjéciowych:

— dla Michelsona jedna z galezi wyjSciowych sprzggacza zawsze nalezy do toru
odniesienia a druga od toru sygnalowego, za$

— dla petlowego, ze wzgledu na polaczenie galezi sprzegacza w petle, kazda z nich
nalezy do toru sygnalowego i odniesienia.

Sytuacja ta powoduje, iz dla konfiguracji interferometru petlowego, nieidealny
sprzegacz izotropowy (25) prowadzi do nastepujacych postaci unormowanej funkcji
przenoszenia uktadu [22]:

I=(1—7)*[1 —cos2¢], (32a)



472 L. R. Jaroszewicz Kwart. Elektr. i Telekom.

I=(1- )’)ZI:I +2 a- K)K)z cosZ¢:l | (32b)

k2+(1—xk
odpowiednio dla przypadku pracy ze wspblna droga wejSciowo-wyjsciowa (rys. 4b)
ina drugim wyjéciu sprzggacza (rys. 4a). Jak widaé poprzez zamknigcie ukladu w petle
nastgpuje zamiana — w stosunku do konfiguracji Michelsona wplywu wyjscia ze
sprzegacza na posta¢ funkcji przenoszenia. Tym razem korzystna jest praca ze
wspdlng droga wejsciowo-wyjsciowa, gdzie nastgpuje kompensacja nieréwnomierno-
Sci podziatu mocowego sprzggacza [23].

Kolejnym istotnym elementem majacym wplyw na dzialanie dowolnego inter-
ferometru swiattowodowego jest zagadnienie przetwornika fazowego wytwarzajacego
zmiany faz podlegajace detekowaniu.

W przypadku gdy oddzialywanie pol zewnetrznych powoduje czasowo zalezna
zmiang fazy ¢(#), to przyjmuje sie ze mierzone zaburzenie, poprzez przetwornik
fazowy, daje harmoniczng postaé¢ funkcji zaburzajacej [24]:

()= sinQr, (33)

gdzie i jest amplituda zaburzenia o pulsacji Q. Zatozenie to Jest stuszne w wigkszo$ci
przypadkow, ze wzglgdu na wymagang liniowosé charakterystyk przetwornika
fazowego [25].

Istnienie czasowo-zaleznej zmiany fazy powoduje, iz w przypadku analizy kon-
figuracji przeciwbieznej konieczne jest, jak wspomniano w pkt. 2, uwzglednienie
opoznienia czasowego 7 jakiego doznaje wiazka swietlna przy powrotnym przejéciu
przez przetwornik fazowy. Stad na podstawie (7) dla obu przejs¢ otrzymuje sie dwie
funkcje o postaci (33) przesuniete czasowo o 7. Woéwcezas ogolna posta¢ funkcji
przenoszenia konfiguracji dwuwiazkowej jest typu (12), gdzie:

¢'=¢()+¢p(t—1). (34)

Jednakze ze wzgledu na konstrukcje galezi sygnalowej powyzsze opdznienie fazowe
ma znaczenie jedynie dla ukladu interferometru pierScieniowego, gdzie dhugoéé petli
rzedu kilometra daje warto§¢ 7=5ps. Dla pozostatych konfiguracji moze byé
pomini¢te dajac warto$¢ ¢’ podana w tabeli 1. Pojawiajaca si¢ w (12) czasowa,
harmoniczna zalezno$¢ zaburzenia fazowego daje dla konfiguracji Michelsona (v=0)
funkcje przenoszenia w postaci [26]:

I=p+2 | p,| cos[2y sinQt+ ¢ ]. (%)
Rozwinigcie tej zaleznosci w szereg Fouriera daje dla dwu pierwszych skladowych
tego rozwinigcia, sygnal w postaci:

I=1,{1— VI,(24) sin(Q) singy,+ 2VJ (24 cos(2) cosp, }, (36)

gdzie V jest proporcjonalne do widzialnofci. Zatem w zaleznoéci od przesunigcia
punktu zerowego ¢,, spowodowanego przez polaryzacyjne wlasnoéci danego uktadu,
wyjSciowy sygnal moze zmienia¢ si¢ z podwéjna (rys. 17a) lub pojedyncza (rys. 17b)
czgstotliwoscia wymuszenia, lub tez zawieraé pewna ich kombinacije.
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1 0dpownedz ukladu i Odmdi ukladu

Q)
Rys. 17. Sterowanie funkcja przenoszenia ukladu poprzez zmiang punktu pracy; a) odpowiedz ukladu

o podwojonej pulsacji w stosunku do wymuszenia (¢,=nm)(¢p,=@Qn+1)m) b) odpowiedz o pulsacji
wymuszenia tzw. kwadratura [26]

Ustalenie punktu pracy ukladu w tzw. kwadraturze, (¢ ,= — r/2) np. przy pomocy
nastawnik6w polaryzacji, daje odpowiedz ukladu wiernie odtwarzajaca sygnal
zaburzajacy, o ile amplituda zaburzenia ¥ jest odpowiednio mata. Wplyw wzrostu
amplitudy wymuszenia na warunki pracy ukladu w kwadraturze pokazano narys. 18.
Jak widaé z prezentowanej symulacji [6] wzrost amplitudy 2y powyzej pewnej
warto§ci powoduje pojawienie si¢ w sygnale wyjsciowym kolejnych nieparzystych
skladowych rozwinigcia Fouriera funkcji przenoszenia. Sytuacja ta jest identyczna dia
dowolnej konfiguracji dwuwiazkowej i powoduje ograniczenie zakresu dynamiki
danego ukladu przy bezposredniej metodzie detekcji fazowej.

IR i
1 v v VAT

1 yd ™~ i Py
Sygnal
0{ zaburzajacy

Rys. 18. Odpowiedz ukladu interferencyjnego dla rémych wartoéci amplitudy 2y, przy pracy uktadu
w kwadraturze [6] .
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Powyzsza rola czasowo-zaleznego przetwornika fazy ulega radykalnej zmianie
w przypadku ukladu pgtlowego. Konieczno§¢ uwzglednienia réznych czaséw przejs-
cia przez przetwornik dwu wiazek Swietlnych (tutaj sygnatowej i odniesienia)
powoduje, iz oddzialujace wiazki ogdlnie maja rozne fazy, przy czym réznica ta zalezy
ogdlnie od polozenia przetwornika wzdhuz petli oraz pulsacji sygnatu zaburzajacego.
Analiza tego zagadnienia przeprowadzona w [27] pokazuje, iz w przypadku umiejs-
cowienia przetwornika jak na rys. 19 funkcja przenoszenia przyjmuje postaé:

I=p+2 Ip,| cos {m// sin<g—;4> cos[Q (:-%)J + ¢0}, G7)

gdzie przyjeto nastgpujace oznaczenia: dlugo$¢ petli L, polozenie przetwornika
w odleglosci R od konca A (rys. 19), n — wspdlczynnik zatamania rdzenia
Swiatlowodu, ¢ — predko$é swiatla w préini. Wowezas: 7,=(Rn/c) — czas dojscia do
sprzggacza zaburzenia w fali sygnatowej (np. zgodnej z ruchem wskazoéwek zegara),
1,=[(R— L)n/c] — czas dojécia do sprzggacza zaburzenia w fali odniesienia (biegnacej
w drugim kierunku), 7,=17, —7,=[(2R— L)n/c] — rbznica czasu dojscia do sprzegacza
zaburzenia w obu falach, 7=1,+1,=Ln/c — czas obiegu petli przez dowolna
z powyzszych fal.

Poréwnanie funkcji (35) i (37) wykazuje, iz w przypadku interferometru petlowego

cCcw

ry X/

a) przetwornik petia //
fazy srodek petli
o /éwioﬂowodu
A przetwornik -
N I ]
o R [ L - R —
- g Lot
- —
b3 c\wWw cCcw

Rys. 19 a) Interferometr pgtlowy z przetwornikiem fazy, b) z rozwinigta petla czujnikows

amplituda odpowiedzi ¢’ (tabela 1) moze mie¢ warto§¢ od zera do 2¢, gdyz efektywna
postaé funkcji zaburzajacej ulega zmianie z funkcji typu (33) na funkcje typu:

¢(H) =1y sin(Qz,/2) cos[Q(t—1/2)]. (38)

Sprowadzajac, podobnie jak w przypadku ukladu Michelsona, poprzez odpowied-
nig regulacjc wlasnosSci polaryzacyjnych petli, uklad do pracy w kwadraturze
i wykorzystujac nastepnie rozwinigcia funkcji w szereg Fouriera, otrzymuje si¢ sygnal
odpowiedzi na pierwszej harmonicznej Q w postaci [27]:

KQ, £)~2J,[2 sin(Qr,/2)] cos[Q(t—7/2)] . (39)
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W stosunku do innych uktadéw przeciwbieznych (36), wystgpuje tu przesunigcie
fazowe odpowiedzi zalezne od dlugosci petli, za§ amplituda tego sygnatu jest zmienna
zarowno czestotliwoéciowo jak i przestrzennie, co pokazano na rys. 20 dla petli
o dlugoéci L=1000 m oraz y=0.1.

400 ¢

Rys. 20. CzestotliwoSciowo-przestrzenna charakterystyka interferometru petlowego [27]

Jezeli wartoéé modulacji amplitudy fazy jest mata — rzedu 0.1 rad [28] (jak na
rys. 20), to mozna przyjac iz J,(x)=x, stad przy dodatkowym zaloZzeniu niewielkiej
warto$ci argumentu funkgcji sinus otrzymuje sig:

(L—2R)n

c

Iy~ 2y Qr,=4nyf 40)
Tak wiec dla matych wartoéci modulacji fazy oraz malych czestotliwosci modulacji,
odpowiedz interferometru pgtiowego jest proporcjonalna do iloczynu réznicy czasu
dojécia przeciwbieznych fal do sprz¢gacza 7, i czestotliwosci modulacji f. Dla stalej
wartoéci czestotliwosci f, sygnal odpowiedzi ukladu (40) ma warto$§¢ maksymalng
w przypadku, gdy przetwornik znajduje si¢ na poczatku petli (R=0) i maleje liniowo
do zera dla polozenia przetwornika w srodku petli (7,=0 czyli R=L/2 — rys. 20).
Powyzsza wlasno§¢ jest podstawa konstrukciji §wiattowodowego czujnika przekrocze-
nia strefy ochronnej [29].

Natomiast w przypadku analizy wplywu czgstotliwosci zaburzenia na charakterys-
tyke odpowiedzi interferometru pgtlowego, latwo zauwazy¢ z postaci funkcji (38), iz
wartoéci ekstremalne funkcja ta osiaga dla czgstotliwosci:

N Ne .
= . N=1,2,3,. 41
S= 5 = aR—1in’ 25 3 41

przy czym dla N nieparzystych odpowiedZ jest maksymalna, za$ dla parzystych
zerowa. Warto$é czestotliwoéci odpowiedzi ekstremalnych zalezy od miejsca poloze-

nia zaburzenia R oraz dhigoéci petli L. Dla R=0 przy L= 1000 m otrzymuje si¢ I ..
dla f=100 kHz i I;, dla f=200 kHz. Dla L= 10 km otrzymuje si¢ odpowiednio /,

max
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dla f=10 kHz i I;, dla f=20 kHz. Jak latwo zauwazy¢ z przebiegu pokazanego na
rys. 20, ekstrema odpowiedzi powtarzaja si¢ okresowo co 200 kHz. Dla tej
czgstotliwodci wymuszenia okres drgan jest réwny czasowi obiegu petli przez fale
optyczng (T,=1=>5us). Taka czgstotliwo§é wymuszenia nazywana jest rezonansowq
czestotliwosciq interferometru petlowego — f,=1/T,=1/z. Odpowiedz interferometru
na modulacje fazy z czgstotliwoscia rezonansowa wynosi zero bez wzgledu na
amplitude fazy modulacji — czyli dla tej czgstotliwosci nie otrzymuje si¢ na wyjsciu
interferometru efektu przesuniecia fazy. Wartosé tej czgstotliwosci zalezna jest takze
od réznicy czasu dojscia czota zaburzonej fazy przeciwbieznych fal (41), czyli od
miejsca polozenia zaburzenia — rys. 20. Gdy przetwornik zbliza si¢ do §rodka
dhugoscei petli (R= L/2) czestotliwosé charakterystyczna dazy do nieskonficzonosci.

Opisana powyzej czasowo-przestrzenna charakterystyka interferometru petlowe-
go wyr6znia ten uklad z grona innych konfiguracji interferencyjnych. Dlatego tez
praktyczne zastosowanie tego ukladu, ktory z przyczyny zréwnowazena drog
optycznych dla obu galezi wydaje sie najbardziej atrakcyjnym (mala podatnosé
uktadu na wplyw warunkéw otoczenia i zachowanie spojnosci oddzialujacych wiazek
nawet dla pobudzenia dioda superluminescencyjna), wymaga glebszej analizy warun-
kow pracy przetwornika fazowego. Analiza ta moze prowadzi¢ do dwu skrajnych
przypadkow:

1. Dla ukladu $wiatlowodowego interferometru petlowego detekujacego efekt
Sagnaca — czyli zyroskopu $wiattowodowego [12] —minimalizacji wplywu przetwor-
nika fazowego pelniacego role modulatora fazy. W tym wypadku element ten majac
za zadanie wprowadzenie stalofazowego przesunigcia /2 musi by¢ tak optymalizowa-
ny, by nie zaburzal warunkéw pracy ukladu.

2. W przypadku budowy interferometru z rozlozonym polem detekcji do ochrony
obiektow [29] — maksymalizacji wplywu przetwornika fazy na dzialanie ukladu.
Wowczas dokladna znajomo$§é mechanizmu powstawania charakterystyki czaso-
wo-przestrzennej ukladu petlowego umozliwia jej praktyczne zastosowanie [27].

4. PODSUMOWANIE I WNIOSKI1

Zawarty w pracy opis dowolnej konfiguracii przy pomocy macierzowego formaliz-
mu Jonesa pozwolil na uwypuklenie podstawowej roznicy pomiedzy interferometrem
optyki objetosciowej a interferometrem Swiattowodowym. Wi6kno optyczne, jak
i elementy $wiattowodowe, maja ogdlnie zmienng dwojlomnosé, zas tory klasycznych
interferometrow sa najczeciej izotropowe lub o ile dwojtomne, to dwdjlomnosé ta ma
staly charakter. Stad uklady interferometréw swiattowodowych w odréznieniu od
interferometréw klasycznych wykazuja zdecydowanie wigksza wrazliwosé na $rodo-
wiskowe zaburzenia polaryzacji.

Z przeprowadzonej analizy wynika, iz najbardziej wrazliwym na niepozadane
zaburzenia sa konfiguracje interferometru Macha-Zehndera oraz rezonatora piers-
cieniowego. Stad w odrdznieniu od optyki objetosciowej uklad $wiattowodowego
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interferometru Macha-Zehndera nie znajduje wielu praktycznych zastosowan. Dwa
glowne powody tego faktu to: trudnosci w zrownowazeniu dlugosci ramion oraz
trudnoéci ze stabilizacja warunkdéw jego dzialania. Natomiast najbardziej stabilne
wydaja si¢ by¢ uktady interferometru pgtlowego i roznicowego, co jest spowodowane
rowniez dwoma czynnikami. Po pierwsze, z samego konstrukcyjnego zalozenia
uklady te maja jednakowe dlugosci drog optycznych w obu ramionach, po drugie
uzycie w nich tego samego widkna jako ramienia pomiarowego i odniesienia
stabilizuje ich warunki pracy.

Pokazana w ppkt. 3.1 ogdlna wrazliwo$¢ dowolnej konfiguracji na zmienne wiasnosci
polaryzacyjne galezi jest istotnym problemem wymagajacym rozwigzania przy
konstrukcji dowolnej aplikacji interferometru §wiatlowodowego. Jednym z rozwiazan jest
dokonanie kompensacji wlasnoéci polaryzacyjnych galezi poprzez zastosowanie w nich
nastawnikéw polaryzacji [30]. Element ten w zaleznosci od katow ustawienia obu petli
pozwala na modyfikacje parametrow Kaprona (@ =4J—Q) w pelnym zakresie zmian
eliptycznoéci wiazki $wietlnej [31] co pozwala na skompensowanie wlasnosci polaryzacyj-
nych danej konfiguraciji czyli odpowiednie wyjustowanie uktadu. Jednakze jezeli tak
wyjustowany uklad mierzy zewngtrzne zaburzenie fazowe ¢ (ze wzgledu nakonfiguracje
odbierany jako ¢’ — tabela 1), to wlasnoéci polaryzacyjne uktadu beda wptywac na ten
pomiar. Oznacza to niemozliwo$c jednoznacznego wyznaczenia tej fazy poprzez
rejestracje jedynie zmiany wyjsciowego natgzenia. W ogolnej postaci funkcji przenoszenia
danej konfiguracji interferencyjnej (12) wystepuja bowiem cztery zmienne wielkosci
— mierzona faza ¢ oraz trzy parametry Kaprona (@ ——QQ), zatem jednoznaczno$¢
pomiaru wymaga takze pomiaru czterech niezaleznych wielkoéci. Wielkosciami tymi
moga to byé np. cztery paramery Stockesa [5] lub tez natezenie i trzy wielkosci opisujace
wektor Jonesa. Taki uktad jest w pelni ukladem polarymetrycznym, w kt6rym poprzez
okreélenie zmian SOP oraz natezenia wyjéciowego wyznacza si¢ dowolne zaburzenie
fazowe. Przykladem takiego ukladu jest $wiattowodowy analizator polaryzacji
HP-8509A/B [32].

Innym rozwiazaniem jest eliminacja wplywu zmiennych wiasnosci polaryzacyj-
nych (parametréw opisu Kaprona ®— 6 —Q) na posta¢ detekowanego sygnatu, stad
w zasadzie dazy si¢ do zastosowania w poszczegdlnych konfiguracjach §wiatlowodu
trzymajacego polaryzacje (w opisie Kaprona jedynie §). Jednakie rozwigzanie to
zgodnie z przytoczona powyzej analiza nie zawsze jest wystarczajace, gdyz uklad taki
pozostaje czuty na SOP wiazki wejSciowej. Stad konieczne staje si¢, zgodnie z podana
wyzej analiza, rozbudowanie ukladu o dodatkowe elementy i tak:

— dla ukladu réznicowego, gdzie ogdlnie mierzona zmiana fazy powoduje zmiang
azymutu i eliptycznosci polaryzacji, wprowadza sig filtracj¢ polaryzacyjna (zespOtdwu
skrzyzowanych polaryzatoréw, jeden na wejiciu a drugi na wyjsciu) — wowczas
mierzona zmiana natezenia odpowiada jedynie zmianom, powstalej w wyniku
oddzialywania zewnetrznego, plaszczyzny polaryzacji wiazki $wietlnej przechodzace;
przez uktad,

— dla konfiguracji Macha-Zehndera i rezonatora piercieniowego wrazliwo§¢ na
SOP wiazki jest szczegodlnie duza. Jak podano przy omawianiu konfiguracji Ma-
cha-Zehndera wzbogacenie tych ukladéw o wejsciowy polaryzator swiattowodowy
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eliminuje wplyw zmiany azymutu SOP wiazki wyjciowej na posta¢ detektowanego
sygnalu, jednakze ogoélnie trudna do zrownowazenia dlugo$¢ ramion pozostawia
ogolna zaleznos¢ uktadu od zmian wartosci dwéjtomnosci wywolanych na przyklad
przez zmiany temperatury otoczenia. Stad stabilna praca tych konfiguracji wymaga
rozbudowy ukladu o elementy aktywnie kontrolujace warunki pracy (np. aktywne
utrzymywanie ukladu w kwadraturze),

— zastosowanie konfiguracji przeciwbieznej poprawia dziatanie ukladu o tyle, iz
uklad jest niewrazliwy na skret, pozostawiajac jedynie wrazliwosé na dwojlomnosé
liniowa. Z tego powodu uklady te, przy kontroli SOP wiazki wejSciowej oraz
zastosowaniu wlokien polaryzacyjnych, sa bardziej stabilne niz uklady wspolbiezne.
Ewentualnym rozwigzaniem jest tu zastosowanie wldkna o dwdjtomnosci kotowe;.
W koncu

— uklad interferometru pgtlowego, ktory wrazliwy jest jedynie na skret, w przy-
padku uzycia do jego budowy swiatlowodu polaryzacyjnego oraz zastosowania
konfiguracji minimalnej (wspolne wejScie-wyjscie i filtr polaryzacyjny) — staje sie,
podobnie do ukladu réznicowego, uktadem detekujacym jedynie zmiany fazowe.

Nalezy zaznaczy¢, iz we wszystkich tych przypadkach uzycie do konstrukcji
elementow skladowych wibkien utrzymajacych polaryzacje pociaga za soba koniecz-
no$¢ doktadnego dopasowania osi dwdjtomnosci pomiedzy elementami. W przeciwnym
razie niedopasowanie to jest czynnikiem powodujacym zmian¢ wspélczynnika skali
i odchylenia punktu zerowego, nawet dla konfiguracji interferometru petlowego [12].
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L.J. JAROSZEWICZ
FIBER-OPTIC-INTERFEROMETER NUMERICAL INVESTIGATION
Summary

In the presented paper, the complex description of fiber optic interferometer with arbitrary
configuration, based on Jones’ matrix calculus is given. Due to an introduction of a particular classification
of interferometer systems, difference and simularities between descriptions of particular groups of
interferometer had been shown. Moreover, it allowed to obtain the effect of chosen fiber optic elements on
the properties of each configuration. .

Key words: interferometry, fiber optic sensors, optical fibers.
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W artykule przedstawiono analiz¢ nadmiarowego szumu Ww realnych strukturach
laserowych. W szczegdhnosci, analiza obejmuje segmentowe lasery Fabry-Perot oraz lasery
z roztozonym sprz¢zeniem zwrotnym (DFB z ang. Distributed Feedback Bragg laser)
z uwzglednieniem niezerowych odbi¢ na koricach struktury oraz zespolonego wspolczynnika
sprzgzenia. Uzyskane wyniki numeryczne ujawniajg istotny wplyw geometrii struktury na
poziom nadmiarowych szumoéw.

Slowa kluczowe: efekt nieortogonalno§ci modéw, nadmiarowy wspoélczynnik szumow,
lasery z roztozonym sprzezeniem zwrotnym, segmentowe lasery Fabry-Perot z nieliniowym
absorberem.

1. WPROWADZENIE

Podstawowym zrodlem kwantowego szumu w uktadach laserowych jest zjawisko
spontanicznej emisji promieniowania z gérnego poziomu laserowego atomow.
Standardowa analiza tego zjawiska, traktujaca w sposob kwantowy zar6wno atom
jak i pole e.m. prowadzi do ogolnej zasady rzadzacej strukturami laserowymi. Mowi
ona, iz wielkos¢ kwantowego szumu réwnowazna jest jednemu nadmiarowemu
fotonowi przypadajacemu na jeden mod laserowy (lub np. mod falowodowy).

Zasada ta po raz pierwszy zostala zakwestionowana przez Petermanna [1], ktory
zuwazyl, iz w uktadach falowodowych typu gain-guided emisja spontaniczna moze
przekraczaé jeden foton przypadajacy na jeden mod laserowy. Problem nadmiarowej
emisji spontanicznej stal si¢ kontrowersyjny, jako naruszajacy fundamentalne zasady
fizyki. Powstala sprzeczno$¢ wyjasnit Haus [2] pokazujac, iz w uktadach stratnych lub
wzmacniajacych promieniowanie em. pojawia si¢ korelacja pomiedzy szumami
wystepujacymi w réznych modach laserowych. W pozniejszych pracach ujawniono [3,



482 A. Tyszka-Zawadzka Kwart. Elektr. | Telekom.

4], iz zjawisko nadmiarowej emisji spontanicznej jest wlasciwe uktadom posiadaja-
cym otwarte rezonatory lub stratne falowody i wynika z niehermitowskiego
charakteru tego typu struktur, a w konsekwenciji z faktu, iz w tego typu ukladach
mody nie s3 ,,mocowo” ortogonalne. Wiasnosé nieortogonalnosci modéw wlas-
nych lasera wiaze si¢ §cifle z faktem, iz mod laserowy utworzony jest z dwoch
przeciwnie propagujacych si¢ fal, ktére moga posiadaé w danym punkcie rbzne
rozklady poprzeczne pola. Tak wiec, w szczegOlnosci nalezy spodziewaé sig
wysokiego poziomu nadmiarowych szuméw w konwencjonalnych rezonatorach
niestabilnych oraz w rezonatorach ze zwierciadlem o transmisji gaussowskiej [5],
rosngcego wraz z rzgdem modu poprzecznego i bedacego konsekwencja niejedno-
rodnego rozktadu pola em. w strukturze laserowej. W pracy [6] zauwazono, iz
innym Zrédlem nadmiarowych szuméw jest niejednorodny rozklad amplitudy
modu wzdluz osi lasera prowadzacy do nieortogonalno$ci modéw podhuznych,
a w konsekwencji do ,,podluznego” wspolczynnika nadmiarowego szumu. Warto
podkresli¢, iz efekt ten zostal potwierdzony doé$wiadczalnie dla lasera z rezonato-
rem Fabry-Perot [7].

Problem nadmiarowych szuméw dotyczy réwniez laserow z rozlozonym sprze-
zeniem zwrotnym. W tego typu laserach, sprzgzenie zwrotne konieczne do uzys-
kania akcji laserowej uzyskuje si¢ w wyniku braggowskiego procesu rozpraszania
promieniowania w o$rodku o periodycznie zaburzonym wspoélczynniku zalamania
lub wzmocnienia. Ten sam efekt powoduje jednocze$nie niejednorodny rozklad
amplitudy pola fal przeciwnie propagujacych si¢ w strukturze i tworzacych dany
mod laserowy, prowadzacy do nieortogonalnoéci modéw podluznych. W pracy [8]
pokazano, iz wspoélczynnik nadmiarowego szumu roénie wraz z rzgdem modu
podhuznego oraz maleje wraz ze wzrostem wspotczynnika sprzezenia. Champagne
i McCarthy [9] rozszerzyli analize prezentowana w [8], uwzgledniajac zaréwno
efekt poprzeczny jak i podluzny w strukturach polprzewodnikowych typu
gain-guided.

Problem nadmiarowego szumu jest szczeg6lnie istotny dla laser6w DFB, poniewaz
ze wzgledu na latwos¢ uzyskiwania pracy Jjednoczgstotliwosciowej oraz mozliwosé
integracji ze strukturami falowodowymi, staly si¢ one podstawowym Zrodiem
promieniowania koherentnego w ukladach optyki zintegrowanej oraz telekomunika-
cji Swiattowodowej.

Rowniez z punktu widzenia zastosowan ciekawe sa segmentowe struktury
Fabry-Perot z nieliniowym absorberem. Ta grupa laser6w ze wzgledu na mozli-
woS¢ uzyskania pracy bistabilnej wykorzystywana jest do budowania optycznych
elementow logicznych, pamigci optycznych, funkcjonalnych elementéw obliczenio-
wych itp., sktadajacych si¢ na architekture optycznych elementéw przetwarzania
danych.

W niniejszej pracy przedstawiona jest analiza nadmiarowego szumu dla laseréw
z roztozonym sprz¢zeniem zwrotnym z uwzglednieniem efektu niezerowych odbié na
koficach struktury oraz efektu zespolonego wspolczynnika sprzezenia, jak rowniez dla
laserow dwu- i tréjsegmentowych Fabry-Perot. Model ten stanowi istotne uogoblnienie
istniejacych w literaturze $wiatowej opisow.
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2. POLKLASYCZNY OPIS NADMIAROWEGO SZUMU W STRUKTURACH
LASEROWYCH

Ponizej, omobéwiono zjawisko nadmiarowych szuméw kwantowych w laserach
z rezonatorem Fabry-Perot oraz w laserach z rozloZzonym sprz¢zeniem zwrotnym.
W szczegblnosci przedstawiony zostanie polklasyczny opis ,,poprzecznego” wspol-
czynnika nadmiarowego szumu dla niestabilnego rezonatora Fabry-Perot (rozdz. 2.1)
oraz opis ,,podluznego” wspolczynnika szumu dla struktur segmentowych oraz
z rozlozonym sprzg¢zeniem zwrotnym (rozdz. 2.2).

2.1. POPRZECZNY WSPOLCZYNNIK. NADMIAROWEGO SZUMU

Podstawg analizy nadmiarowych szuméw w niestabilnym rezonatorze Fab-
ry-Perot jest zalozenie uktadu rzeczywistych modéw poprzecznych Foxa i Li, Upa(s, 2)
jako ukladu bazowego do reprezentacji pola elektrycznego w laserze [3, 4]. Uklad ten
jest ukladem funkcji wiasnych operatora propagacji dla fal propagujacych si¢
w kierunku dodatnim osi z, tj. operatora opisujacego petle sprz¢zenia zwrotnego dla
fali startujacej ze zwierciadla R, — rys. 1.

%

—+

z=0 z=L

iP
r,ef

Rys. 1. Niestabilny rezonator Fabry-Perot

Ze wzgledu na straty dyfrakcyjne wystepujace w rezonatorze operator jest
niehermitowski. Tak wiec, uktad funkcji opisujacych mody poprzeczne i bedacy
jednoczeénie ukladem funkcji wlasnych operatora propagacji jest uktadem nie-
ortogonalnym, stad

§ Un(s, 2)Ua(s, 2)AS # S - 2.1
4

Mozna jednak pokazaé, iz mody U,,(s,z) sa natomiast biortogonalne do ukladu
funkcji ®@,(s,z) bedacych funkcjami wlasnymi operatora transponowanego do
operatora propagacji w sposob nastgpujacy
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£ U85 2)Di(S, 2)AS = 8 ppz; - 2.2

Funkcje ®,,(s,z) posiadaja prosta interpretacje fizyczna. Reprezentuja one falg
zwiazang z nm-tym modem rezonatora, propagujaca si¢ w przeciwnym kierunku niz
fala opisana ukiadem funkcji U,,,(s, z). Mozna pokazaé [3, 4], iz funkcje sprze¢zone @,,,
réwniez nie sa ortogonalne, t.

§ ®rn(s, )O3 (s, 2)dS # Sy, 2.3)
A
przy czym zachodzi rowno§é
| @S, 2)D (s, Z)ds =1+ j AU, (s, AU, (s, 2)ds > 1, 2.4
A4

gdzie AU,u(s,2)=Dp(s, 2)— Upu(s, z). Powyzsza calka nosi nazwe wspolczynnika
nadm1arowego szumu, ktérego warto§é tym wigksza jest od jednosci im wigksza jest
r6znica w rozkladach przestrzennych fal propagujacych sie w rezonatorze, tworza-
cych dany mod laserowy.

Rownanie falowe dla pola elektrycznego E(r,f) w obecnosci kwantowego szumu
przyjmuje nastgpujaca postaé

{ —2jB. < —g+- ! (')at)}E(S’ Z,t)= —wZ uPy(s, z,t), 2.5)

gdzie Py(s,z,t) jest amplituda polaryzacji ofrodka odpowiedzialna za szum emisji
spontanicznej, g jest wspolczynnikiem wzmocnienia, u jest przenikalnoscia mag-
netyczng ofrodka, natomiast f, i w, oznaczaja odpowiednio stala propagacjl oraz
czestos€¢ modu osiowego wneki. Zrodlo szumow wystgpujace w roéwnaniu (2.5)
posiada funkcj¢ korelacji w przestrzeni i w czasie typu 8, stad

1
(PN OPN( )y = ~s)p7hg o(r—ro(t—1t", (2.6)

gdzie Z jest impedancja charakterytyczng ofrodka, a pmiara inwersji obsadzed réwna
N,/(N,—N,, przy czym N, i N, opisuja odpowiednio obsadzenie gornego i dolnego
ponomu laser Wego.
Pole elektryczne E(s, z, t) mozna rozwinaé na realne mody Foxa i Li w nastepujacy
sposob

E(S: z, t) = Z A,,m(Z, t) €Xp [(“nm _]ﬂnm)(z_p)] U,,m(S, Z) s (27)
nm
gdzie A,, jest amplituda modu, o, i B.. opisuja odpowiednio straty oraz stala
propagacji dla mn-tego modu poprzecznego, natomiast p jest dlugoscia petli sprzeze-
nia zwrotnego, p=2L.
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Podstawiajac pole elektryczne, okre§lone rownaniem (2.7) do rownania falowego
(2.5), mnozac obustronnie przez odpowiednia funkcj¢ sprz¢zona ®D,..(s, z), calkujac po
poprzecznych wspolrzednych przestrzennych oraz korzystajac z przyblizenia wolno-
zmiennej amplitudy, otrzymuje si¢ nastgpujace réwnanie ruchu dla amplitudy pola
danego modu laserowego

0 ) 10 wZ .
P (g — Oy +Jﬁnm) +- A,,m(Z, t) =—J €Xp [_' (“nm _]ﬁnm) X
0z c ot 2

.8)
X (z—p)] | dsPy(s, Z, ) Ppm(s, 2) -

Amplitud¢ A,,(z, t) mozna z kolei rozwinaé na uktad modéw poosiowych otrzymujac

Anm(Z’ t) = Z anm(t) cxp {J [4(27730/17) + ﬂnmc] t} - (21 9)
q

Uwzglednienie zaleznogci (2.9) w (2.8) prowadzi do nastgpujacego roOwnania opisuja-
cego zmiang amplitudy pola em. zwigzanego z gnm-tym modem pod obecnosé
szumow .

a . . \\a .
(Et_ (g - anm)) anm(t) =—Jp qnm(t) ] (2 1 0)
gdzie §=gc, d=0c, OTaZ Pgun(?) jest zrodlem szumoéw Langevina nastepujacej postaci

cZ . 4 . .
Pqnm(t) =9§p_ e Jogqnm? 5 dzeZHp o~ Cpm = By (z-p)
0

(2.11)
X [ dSPy(s, Z, t)@pm(S, 2) -
4
Réwnanie (2.10) jest rownaniem stochastycznym, znanym szeroko w literaturze,

ktérego rozwiazania maja sens dla wartosci srednich. Tak wigc, biorac pod uwage
(2.10) amplituda gnm-tego modu bedzie narasta¢ zgodnie z rOwnaniem

d » A A P » 7
Et <Eqnmé‘qnm> = Z(g - ‘xnm)<cqnmc qnm> + @qnm(t)pqnm(t )>, (2 12)
gdzie
P arm(OOP gun(t')> = N o | AP (8, 2)P'n (5, 2) = N oK » (2.13)
A

przy czym N, jest ,klasycznym” Zrodlem szumow powodujacym pojawienie si¢
dodatkowego fotonu w danym modzie laserowym, a KT, jest wspolczynnikiem
nadmiarowej emisji spontanicznej, wynikajacym z nieortogonalnosci modow poprze-
cznych.
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Jak mozna zauwazy¢ analizujac réwnanie (2.12) wzrost natgzenia gnm-tego modu
laserowego wynika z koherentnego wzmocnienia promieniowania przez ofrodek
aktywny oraz z istnienia zrédla szuméw, przy czym ilosé fotondéw pojawiajacych si¢
w modzie laserowym w wyniku istnienia Zrédla szuméw silnie zalezy od rozkladu
przestrzennego pola.

2.1. PODLUZNY WSPOLCZYNNIK NADMIAROWEGO SZUMU

Zjawisko nadmiarowej emisji spontanicznej spowodowane jest rowniez nie-
ortogonalno$cia modow podtuznych, co zostato potwierdzone teoretycznie [6], jak
i do$wiadczalnie [7]. W tym przypadku funkcja korelacji dla Zrédla szumu Langevina
przyjmuje nastgpujaca postaé

{Pam(OPant')> =N, of dz® (2)Dy(z)=N, Ky, 214

gdzie K% jest ,,podtuznym” wspolczynnikiem nadmiarowego szumu wynikajacym
z niejednorodnego rozkladu pola e.m. wzdtuz osi lasera spowodowanego skokowg
zmiang amplitudy w wyniku odbi¢ od zwierciadet tworzgcych rezonator. Wspolczyn-
nik ten mozna wyrazié przez wspdlczynniki odbié zwierciadel koncowych w na-

stepujacy sposob [6] ,
— 2
Ki— (ri+r)d—rr) . 2.15)
2rr,In(r,r)

Jak mozna zauwazy¢, im silniej wspolczynniki odbié koncowych r6znia si¢ od
jednosci tym wyiszy jest poziom szuméw kwantowych w danym modzie laserowym,
wynikajacy z niejednorodnego rozktadu pola wzdhuz osi lasera.

W ogolnosci, uwzglednienie efektu poprzecznego jak i podtuznego prowadzi do
calkowitego wspolczynnika szumu, ktéry w przypadku struktur pracujacych blisko
progu moze by¢ przedstawiony w postaci sfaktoryzowanej

K= KL, x KL (2.16)

Ponizej omowione zostanie zjawisko nadmiarowego szumu bedacego konsekwen-
¢ja podtuznego rozkladu pola dla segmentowych laseréw Fabry-Perot. Przedstawiona
analiza uwzglednia wplyw parametréow charakterystycznych struktury tj. polozenia
ofrodka aktywnego wzgledem nieliniowego absorbera, dhugosci osrodka aktywnego
oraz odbi¢ na koncach struktury na poziom szuméw w laserze.

2.2.1. Laser Fabry-Perot z nieliniowym absorberem

W przypadku tréjsegmentowej struktury Fabry-Perot (rys. 2), pole em. w wek-
torowej notacji Blocha, zwiazane z podtuznym modem laserowym mozna zapisaé
w nastepujacej formie
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Rys. 2. Laser trojsegmentowy z nieliniowym absorberem

Upn(z)= c( R (z)e™e >

S&n,m (2)e ks

gdzie ky jest wektorem falowym, natomiast Ry™™ i Sy™™ opisuja zespolone

amplitudy przeciwnie propagujacych si¢ fal odpowiednio w obszarze I, tj. dla

zc(0,L,), w obszarze II, tj. z=(L,,L,), gdzie L,—L, jest dlugoscia osrodka

aktywnego, oraz w obszarze III, tj. z<(L,,L). Stala normalizacyjna C moze byc
L

2.17)

wyznaczona z warunku normalizacyjnego, | dzUy9z) Ux(z)=1.

0
Uktad modéw podtuznych Uy(z) nie jest uktadem ortogonalnym, tj.
L
[ dzUn(2)Un(2) # O - (2.18)
5 -

Uklad ten jest natomiast biortogonalny do ukladu modéw sprzgzonych @y réwnego

S%&II,III (Z) e~ isz:]

Dy(z)=C" [ RULI () i (2.19)

L
gdzie stata normalizacyjnag C* mozna z kolei wyliczy¢ z warunku [ dzUy(2)@p(2) = nps-

) 0
Rozklady amplitud RE®™ i SE™ mozna przyblizyé z dobra doktadnoscia rozkladami
istniejacymi na progu generacji, stad w obszarze stratnym I

Ry=exp(y,2),

(2.20)
Sx=(1/r)exp(—7,2),
~w oérodku aktywnym
R§=exp[(y1—'y2)L1] X exp(yzz) (2 21)
Sg = (l/r;)exp[(')’z - yl)L1) X CXp( - '}’ZZ) 3
oraz w obszarze stratnym III
RY =exp[(y,—7v)L ] x exp[(y,—7y5)L;] X exp(y52) e

S¥=(1/rpexpl(y,—7vL,) x exp[(y3—7,) L] X exp(—7,2),
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gdzie y,, v, 1 7, sa statymi propagacji zdefiniowanymi nastepujaco-
}’1: =0y, 'Y2= [1/(L2_L1)](1/2 In[ll(r1r)]+a1L1+a2(L_L7))=go_ “o
I oy,=—ay,.

Opisujac rozkladami progowymi fale RY™™ i SLRM oraz biorac pod uwage
warunki normalizacyjne na stale C i C*, wspélczynnik nadmiarowych szuméw
Ky (wynikajacy z efektu podluznego) w trojsegmentowej strukturze Fabry-Perot,

wynosi [11]

RKy= 2| 810 =) ry p,—p) e ey sy (A=) 4y 9 (1= 1)
NT412 2y.7,75757,
(2.23)

4 T2V 0s =y e —rg rz}’l}’chva(L—L’)} :
2'))1'))2'},3’%"1

Wyprowadzona zalezno$¢ pozwala na zbadanie wpltywu geometrii struktury, tj.
dlugosci o§rodka aktywnego oraz polozenia orodka aktywnego wzgledem nielinio-
wego absorbera na poziom szuméw w generowanym modzie.

Szczegblnym przypadkiem struktury trojsegmentowej Fabry-Perot jest struktura
dwusegmentowa (L,=01i L,=L.) czgsto stosowana w praktyce. W tym przypadku,
wspolezynnik nadmiarowego szumu (2.23) dla L, =0, L,=L,iy,=0, redukuje si¢ do
nastepujacej postaci [10]

=r_§ rz(')’z_'}’l)e—zv’(L_Ll)'f'rzr%(yl“'Y)ezv’(LuLl)'*'r1'Yz(1_r§)+r271(1_r§) 2
NT 412 2yy,13r, )

(2.24)

Dla tego typu struktury poziom nadmiarowych szuméw bedzie zalezal od
polozenia zwierciadet koficowych, tj. od tego czy zwierciadto transmisyjne znajduje si¢
od strony osrodka aktywnego czy nieliniowego absorbera.

Charakterystyki pracy lasera

Ponizej przedstawione zostana przykladowe charakterystyki ilustrujace zachowa-
nie si¢ nadmiarowego wspélczynnika emisji spontanicznej w funkcji parametréw
struktury dla segmentowych laseréw Fabry-Perot. Obliczenia wykonano dla struk-
tury o dlugosci L=1. Narys. 3 oraz 4 przedstawiony jest wspotczynnik nadmiarowego
szumu dla lasera tréjsegmentowego o dlugosci L, /L=0.5 w funkcji polozenia
oSrodka aktywnego L /L dla wspdlczynnika odbié koficowych r, oraz poziomu strat
liniowych a,, , jako parametrow.

Jak mozna zauwazy¢, wspolczynnik nadmiarowych szuméw, a tym samym
poziom szuméw w laserze maleje, gdy osrodek aktywny przesuwany jest w kierunku
zwierciadla transmisyjnego i osiaga warto$¢ minimalna gdy oérodek aktywny przylega
do zwierciadla L,/L=1. Dla przypadku, gdy oSrodek wzmacniajacy znajduje
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Rys. 3. Wspolczynnik nadmiarowego szumu Ky w funkcji polozenia o§rodka aktywnego wzgledem
nieliniowego absorbera, L,/L dla kilku wartosci wspblczynnika odbicia zwierciadla transmisyjnego r,
idwéch poziomow stratliniowych o | . Stosunek diugosci ofrodka aktywnego do dtugosci lasera jest towny
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Rys. 4. Wspolczynnik nadmiarowego szumu Ky w funkcji potozenia ofrodka aktywnego wzgledem
nieliniowego absorbera, L,/L dia kilku poziom6w strat finiowych «_, , i dwoch warto$ci wspolezynnika
odbicia zwierciadla transmisyjnego r,. Stosunck dtugoéci osrodka aktywnego do dlugosci lasera jest rowny

L JL=05
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si¢ blizej zwierciadla calkowicie odbijajacego, wzrost poziomu strat rozlozonych
w obszarach I i III powoduje podwyzszenie poziomu nadmiarowych szuméw
w strukturze. Dla polozenia osrodka aktywnego L,/L=1 pojawia si¢ inwersja
charakterystyk i efekt strat liniowych staje sie mniej znaczacy. Zachowanie to jest
obserwowane w zakresie niskich pozioméw strat. W przypadku wysokiego poziomu
strat, istnieje minimum wspélczynnika nadmiarowego szumu dla ustalonego poloze-
nia ofrodka aktywnego wzgledem nieliniowego absorbera (rys. 3). Prezentowane
charakterystyki ujawniaja réwniez wplyw wspolczynnika odbié koncowych r, na
poziom nadmiarowych szuméw w strukturze. Jak mozna zauwazy¢, ze wzrostem
wspolczynnika odbicia maleje wspolczynnik nadmiarowego szumu co oznacza
zmniejszenie liczby dodatkowych fotondéw w generowanym modzie. Podobne charak-
terystyki przedstawione sa na rys. 5. W tym przypadku dhugos¢ osrodka aktywnego
jest rowna L;/L=0.3. Jak mozna zauwazyC, charakter zmian wspolczynnika
nadmiarowych szumoéw jest identyczny jak dla struktury o diugosci osrodka aktyw-
nego L,;,/L=0.5. Jednak, w przypadku krétszego o§rodka aktywnego obserwowany
jest nizszy poziom szumow.

KN\

3,5

\ r, = 1
\ Leain /L = 0,3

3,0 | \ ' Qain

\ ry =0,6 ~———

0,7

2,5

2,0

1,5

Y030 05 o8 o
7 0 08 0,9 L /L1 0
Rys. 5. Wspétezynnik nadmiarowego szumu K, w funkcji polozenia ofrodka aktywnego wzgledem
nieliniowego absorbera, L /L dla kilku pozioméw strat liniowych « 112 | dwoch wartosci wspolczynnika
odbicia zwierciadla transmisyjnego r,. Stosunek diugosci oSrodka aktywnego do diugosci lasera jest rowny
L . /L=0.3
gain

Na rys. 6—9 prezentowane sa charakterystyki pracy dla struktury dwusegmen-
towej Fabry-Perot. Rys. 6 przedstawia zaleznoéé wspolczynnika nadmiarowego
szumu w funkcji wspolczynnika odbicia r, zwierciadta ustawionego po stronie obszaru
stratnego dla kilku pozioméw strat liniowych w nieliniowym absorberze «,. Jak
mozna zauwazy¢, obnizenie poziomu strat liniowych przy ustalonej dlugosci oérodka
aktywnego powoduje obnizenie poziomu nadmiarowych szuméw w ukladzie, a tym
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Rys. 6. Wspolczynnik nadmiarowego szumu Ky w funkcji wspblezynnika odbicia zwierciadta transmisyj-
negor, dlakilku poziomow strat liniowych «,. Stosunek diugosci osrodka aktywnego do dlugosci lasera jest

Rys. 7. Wspotezynnik
nego r, dla kilku wart
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nadmiarowego szumu K,, w funkcji wspolczynnika odbicia zwierciadta transmisyj-
ofci stosunku dlugosci ofrodka aktywnego do dlugoéci lasera L /L. Wspotczynnik
strat liniowych jest rowny a,=0.1
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Rys. 8. Wspolczynnik nadmiarowego szumu Ky w funkeciji wspolczynnika odbicia zwierciadta transmisyj-
nego r, dia kilku pozioméw strat liniowych @,. Stosunek dtugosci osrodka aktywnego do dlugosci lasera Jjest

réwny L,/L=0.3
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Rys. 9. Wspotezynnik nadmiarowego szumu K, w funkciji wspotczynnika odbicia zwierciadta transmisyj-
nego r, dla kilku wartosci stosunku diugosci osrodka aktywnego do dlugosci lasera L /L. Wspotczynnik

strat liniowych jest rowny a,=0.1
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samym przesunigcie charakterystyk pracy w kierunku charakterystyk otrzymanych
dla konwencjonalnego lasera Fabry-Perot.

Na rys. 7 przedstawiony jest wspolczynnik nadmiarowego szumu w funkcji
wspolczynnika odbicia r, zwierciadta transmisyjnego ustawionego po stronie nielinio-
wego absorbera dla réznych stosunk6w dlugoéci oérodka aktywnego do dhugosci
calkowitej struktury. Wzrost warto§ci parametru L /L prowadzi do zmniejszenia
wspblczynnika nadmiarowych szuméw (maleje jednoczesnie poziom szumow w struk-
turze). Efekt ten jest obserwowany w zakresie matych i §rednich sprzgzen (tj. wartosci
wspblezynnika odbicia zwierciadla transmisyjnego). Dla duzych wartosci wspolezyn-
nika odbicia r,, wspolczynnik nadmiarowego szumu dazy do jednosci i wplyw
diugosci oérodka aktywnego na poziom szuméw w strukturze staje si¢ zaniedbywalny.

Interesujace zachowanie si¢ charakterystyk pracy lasera obserwowane jest w przy-
padku, gdy zwierciadlo transmisyjne ustawione jest po stronie oSrodka aktywnego,
rys. 819. Porownujac charakterystyki przedstawione na rys. 6i 7, mozna zauwazy¢, iz
dla tych samych parametréw struktury (tj. liniowych strat oraz dlugoéci oérodka
aktywnego) nizszy poziom szumow uzyskuje si¢ gdy wigzka laserowa opuszcza
rezonator od strony oérodka aktywnego. Ponadto, dla wyzszej wartoSci strat
liniowych wspodlczynnik nadmiarowego szumu osiaga minimum dla pewnej wartosci
wspOlczynnika odbi¢ koncowych r,.

Na rys. 9 przedstawiona jest zalezno$¢ wspolczynnika nadmiarowego szumu
w funkcji wspolczynnika odbicia zwierciadla transmisyjnego r, dia réznych stosun-
k6w dhugosci ofrodka aktywnego do dlugosci calkowitej struktury. Jak mozna
zauwazyé, ze wzrostem dhigoéci ofrodka aktywnego rosnie warto§¢ wspolczynnika
nadmiarowego szumu i zwigksza si¢ poziom szuméw w strukturze.

2.2.2. Laser z rozlozonym sprz¢zeniem zwrotnym

Podobnie jak w przypadku laserow Fabry-Perot, efekt nadmiarowego szumu
w laserach z rozlozonym sprzezeniem zwrotnym spowodowany jest niejednorodnym
rozktadem pola fal przeciwnie propagujacych si¢ w strukturze i tworzacych dany mod
laserowy. Niejednorodno$¢ pola w tego typu laserach spowodowana jest procesem
braggowskiego rozpraszania promieniowania w osrodku o periodycznie zaburzonym
wspblczynniku wzmocnienia lub zalamania. Wyrazenie opisujace zachowanie sie
wspblczynnika nadmiarowych szuméw w funkciji rzeczywistych parametréw struk-
tury DFB (4. odbié koficowych oraz zespolonego wspolczynnika sprzgzenia), mozna
uzyskaé postepujac analogicznie jak w przypadku lasero6w zwierciadlanych.

W przypadku laseréw DFB, rozklady amplitudy Ry i Symozna przyblizy¢ zdobra
doktadnoscia rozkladami pola istniejacymi na progu generacji. Przyblizenie to jest
prawdziwe rowniez w przypadku pracy lasera daleko ponad progiem. Tak wigc, uktad
modbéw whasnych Uy oraz uktad moddw sprzgzonych @y sa nastgpujacej postaci

(2.25)

Un@)=C ( sinyy(z+ L/2)—re'®rsinhyy(z— L/2) )
()=

—sinyy(z — L{2)+ re*®rsinhy y(z+ L/2)
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oraz

(2.26)

By (z)=C* (—— sinyy(z— L/2)+ re®rsinhyy(z+ L, /2))
N - 2

sinyy(z+ L[2) — re'®rsinhyy(z— L/2)
gdzie r’r="%R jest zespolonym wspdlczynnikiem odbié koncowych, a y, zespolona
stala propagacji speiniajaca roGwnanie charakterystyczne

(1 —rze®er)
(1 —rere™"L)(1 —reiPrend)”

yy=—ixsinhyy L 2.27)

Korzystajac z rozklad6w przestrzennych modéw sprzgzonych (2.26) oraz biorac pod
uwagg warunki normalizacyjne na stale Ci C*, wspélczynnik nadmiarowych szuméw
K, dla struktury DFB jest réwny

Ky= Yy
N A+ %" A + e B

+4rcos(o)[y, cosh(y,/2) sinh(y,/2) + (2.28)
— ¥y cosh(y,/2) sinh(v,/2)]} [7,75] 11,

*x {(1+72)ly, sinh(y,)—7, sinh(ry)]+

gdzie
A=yyLcosh(yyL)—sinh(yyL), B=sinh(yyL)cosh(yyL)—yyL
Ya=YNFtIN> B=Vn—7N

Powyzsze rtéwnanie (2.28) pozwala na zbadanie wplywu parametréw charakterys-
tycznych struktury, a w szczegblnosci wspolczynnika sprzezenia oraz wspodlczynnika
odbicia zwierciadla transmisyjnego na poziom szuméw w laserze z rozlozonym
sprzgzeniem zwrotnym. Fakt ten jest szczegélnie istotny w przypadku tego typu
laser6w, poniewaz sa one wykorzystywane jako Zrédta promieniowania koherentnego
w systemach telekomunikacji §wiattowodowej, gdzie toczy si¢ walka o uzyskanie
mozliwie najnizszego poziomu szumow.

Charakterystyki pracy lasera

Przedstawione ponizej charakterystyki ilustruja wplyw niezerowych odbié na
koncach struktury (rys. 10—11) oraz zespolonego wspoczynnika sprzezenia (rys.
12—15) na poziom nadmiarowych szuméw w strukturze DFB.

Rys. 10 przedstawia zalezno$¢ wspolczynnika nadmiarowego szumu w funkcji
znormalizowanego wspolczynnika sprzgzenia kL dla kilku wartosci wspolczynnika
odbicia r przy ustalone;j fazie rownej ¢, =01 ¢,=n/2. Jak mozna zauwazy¢, dla matych
i Srednich wartodci wspolczynnikéw sprzgzenia wzrost odbié koficowych powoduje
obnizenie poziomu nadmiarowych szumo6w w strukturze. Efekt ten spowodowany jest
tym, iz w tym zakresie wspotczynnikow sprz¢zenia dominuje rezonator konwencjonal-
ny, zapewniajacy bardziej jednorodny rozklad pola e.m. Warto podkreslié, iz efekt ten
obserwowany byt doswiadczalnie [13]. W obszarze silnych sprzezen, ze wzrostem sily
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Rys. 10. Zalezno$¢ wspotezynnika nadmiarowego szumu Ky w funkcji wspotezynnika sprzezenia kL dla
dwéch faz wspotezynnika odbicia i roéznych wartosci amplitud wspétczynnika odbicia

sprzezenia nadmiarowy wspolczynnik szumoéw dazy do jednosci, co jest konsekwencja
jednoczesnego wzrostu dobroci rezonmatora DFB do nieskonczonosci. Ponadto,
wplyw niezerowych odbié od konicéw struktury staje si¢ mniej znaczacy. W obszarze
tym obserwuje si¢ rOwniez inwersj¢ charakterystyk. Wraz ze wzrostem wartosci
wspblezynnika odbicia r przy ustalonej fazie ¢, rosnie poziom szumow w strukturze.
Obserwowane zjawisko jest efektem konkurencji pomigdzy rezonatorem z rozlozo-
nym sprzezeniem zwrotnym, scharakteryzowanym przez xL, a rezonatorem Fab-
ry-Perot, utworzonym przez powierzchnie odbijajace na koncach struktury.

W obszarze matych sprzezen dominuje rezonator Fabry-Perot, tak wigc wzrost
wartosci wspolczynnika odbicia prowadzi do zwigkszenia dobroci struktury laserowej
i tym samym obniZenia poziomu szuméw. W obszarze silnych sprz¢zen dominuje
rezonator DFB, stad zwickszenie odbi¢ na koficach struktury podnosi poziom
nadmiarowych szuméw, gdyz w tym przypadku rosnie konkurencja pomigdzy dwoma
réznymi rezonatorami.

Na rys. 11 przedstawiony jest wspdlczynnik nadmiarowego szumu w funkcji
znormalizowanego wspolczynnika sprzezenia kL dla kilku wartodci fazy wspolezyn-
nika odbicia @,. Amplituda zespolonego wspélczynnika odbicia rowna jest r= 0.5. Jak
mozna zauwazyé, dla matych wspolczynnikéw sprzezena poziom szumow w struk-
turze silnie zalezy od fazy wspolczynnika odbicia. Najnizszy poziom szuméw uzyskuje
sie dla fazy ¢, =0. Dla umiarkowanych wartoéci wspotczynnika sprz¢zenia obserwuje
sie inwersj¢ charakterystyk. Dalszy wazrost sity sprzgzenia powoduje ponowne
odwrécenie charakterstyk. Ponadto, w obszarze tym zaczyna dominowa¢ rezonator
DFB i struktura staje si¢ mniej czula na zmiany fazy.
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Rys. 11. Zaleznos¢ wspoélczynnika nadmiarowego szumu K, w funkcji wspdlczynnika sprzezenia xL dla
roznych faz wspétezynnika odbicia. Amplituda wspélczynnika odbicia jest rowna r=0.5

Charakterystyki przedstawione na rys. 12— 15 otrzymane zostaly dla lasera DFB
z zespolonym wspolczynnikiem sprzgzenia, tj. z jednoczesna modulacja wspotczyn-
nika wzmocnienia i zalamania. W tym przypadku efekt odbié koficowych zostat
pominigty, tj. =01 ¢, =0 w réwn. (2.28).

Rys. 12 przedstawia wspoélczynnik nadmiarowego szumu dla modu N=-—1
w funkcji amplitudy wspolczynnika sprzgzenia [xL| dla kilku warto§ci fazy
wspolczynnika sprzezenia ¢. Jak mozna zauwazyé, dla malych sit sprzezenia
zwigkszenie fazy powoduje obniZenie poziomu szuméw w strukturze. W zakresie
Srednich i duzych wartosci wspolczynnikow sprzezenia, dla faz o =0, n/4, /2 sytuacja
ulega zmianie. Ze wzrostem fazy wspolczynnika sprzezenia rosnie warto§é wspolezyn-
nika nadmiarowych szuméw. Szczegdlnie interesujace zachowanie si¢ wspodlczynnika
nadmiarowego szumu obserwowane jest dla fazy @=m/2. Dla pewnej wartoci
amplitudy wspolczynnika sprzezenia pojawia si¢ maksimum charakterystyki i poziom
szumow w strukturze przyjmuje warto§¢ maksymalna (w rozpatrywanym prze-
dziale [xL| ). Warto podkregli¢, iz dla tej samej wartosci wspolczynnika sprzezenia,
wzmocnienie progowe dla modéw o czgstoSciach wigkszych od czestosci Bragga
przyjmuje warto$¢ minimalng. Analogiczny charakter zmian posiada wspolczynnik
nadmiarowych szuméw dla faz lezacych w poblizu n/2 (rys. 13). Jednak, ze wzrostem
fazy wspolczynnika sprz¢zenia lokalne maksimum staje si¢ coraz silniejsze i osiaga
warto§¢ maksymalng dia fazy ¢ =n/2.

Narys. 14 przedstawiony jest wspolczynnik nadmiarowych szuméw w funkecii sity
sprzezenia |xL| dla kilku modéw podhuznych przy ustalonej fazie p=mn/2. Jak
mozna zauwazy¢, ze wzrostem rzgdu modu lokalne maksimum przesuwa si¢ w kierun-
ku wigkszych wartoSci wspolczynnika sprz¢zenia. Podobne charakterystyki prezen-
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Rys. 12. Zaleznosé wspolczynnika nadmiarowego szumu Ky w funkeji sily sprzezenia |kL] dla modu
N=—1, dla réznych faz zespolonego wspoiczynnika sprzezenia
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Rys. 13. Zaleznos¢ wspolczynnika nadmiarowego szumu Ky w funkcji sily sprzgzenia |xL| dla modu
N=—2, dla réznych faz zespolonego wspoliczynnika sprz¢zenia

towane sa na rys. 15i 16. W tym przypadku pojawia si¢ pewnego rodzaju degeneracja.
Mody oznaczone przez —|N| i |N|+1 dla fazy ¢ =0 posiadaja identyczny poziom
szuméw jak mody |N| dla fazy ¢ = (rys. 15). Analogiczna sytuacja jest w przypad-
ku modéw — |N| dla fazy p=n/4 i modéw |N| dla fazy ¢ =3n/4 (rys. 16). Warto
réwniez podkreslié fakt, iz wraz ze wzrostem rz¢du modu poziom szumoéw w genero-
wanym modzie podnosi si¢, co jest konsekwencja jednoczesnego obnizania si¢ dobroci
rezonatora.
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Rys. 14. Zalezno$¢é wspdlczynnika nadmiarowego szumu K, w funkcji sily sprzgzenia |xL| dla fazy
zespolonego wspélczynnika sprzgzenia ¢ =m/2, dla rézmych modéw podiuinych
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Rys. 15. Zaleno$¢ wspotezynnika nadmiarowego szumu K, w funkcji sity sprzezenia |xL| dla fazy
zespolonego wspolczynnika sprzgzenia ¢ =01 ¢ == dla roznych modéw podhuznych
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Rys. 16. Zaleinosé wspélczynnika nadmiarowego szumu K, w funkgji sily sprzgzenia IxL| dla fazy
zespolonego wspblczynnika sprzezenia ¢=n/4 i ¢=>3=n/4 dla réznych modéw podiuznych

PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiony zostal model opisu kwantowego szumu w segmen-
towych laserach Fabry-Perot oraz w laserach z roztoZonym sprz¢zeniem zwrotnym.
Z przeprowadzonej analizy wynika, iz poziom kwantowego szumu zalezy od
rzeczywistych parametrow ukladu, tj. w przypadku struktury DFB od niezerowych
odbi¢ koficowych i zespolonego wspdlczynnika sprz¢zenia, oraz w przypadku lasera
F—P od polozenia oérodka aktywnego wewnatrz wngki rezonansowej, diugosci
osrodka aktywnego oraz poziomu strat w strukturze. W szczegoélnosci: najwigkszy
wplyw odbié koficowych na poziom szuméw w strukturze DFB obserwuje si¢
w zakresie malych i Srednich wspdlczynnikéw sprzgzenia. Ponadto dla fazy
wspolczynnika sprzezenia g =m/2 (tj. dla czystej modulacji wspolczynnika wzmoc-
nienia) pojawia si¢ lokalne maksimum wspélczynnika nadmiarowego szumu dla
ustalonej wartofci sily sprzgzenia. W przypadku struktury trojsegmentowej
Fabry-Perot poziom szuméw maleje, gdy oérodek aktywny przesuwany jest
w kierunku zwierciadla transmisyjnego. Najnizszy poziom szuméw w strukturze
dwusegmentowej uzyskuje si¢, gdy wiazka laserowa opuszcza rezonator od strony
zwierciadla transmisyjnego.

Zaprezentowany model stanowi wigc bazg do opisu wlasnosci stochastycznych
Swiatla laserowego.
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A. TYSZKA-ZAWADZKA
EFFECT OF EXCESS NOISE IN LASER STRUCTURES
Summary

An analysis of the excess noise in real laser structures has been developed. In particular, an expression

for the longitudinal excess noise factor in segment Fabry-Perot lasers as well as in distributed feedback
lasers with nonvanishing end reflectivity and the complex coupling coefficient has been derived. It has been
shown that the real parameters of the laser structure remarkably change the behaviour of the noise
characteristics.

Key words: mode nonorthogonality, excess noise factor, distributed feedback laser, segment

Fabry-Perot laser.
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Przedstawijona praca poswigcona jest omoéwieniu metod szacowania rozmicy czasu
pomigdzy nadejsciem sygnalu w dwoch réznych punktach przestrzeni. Powyisza
roznice czaséw odbioru sygnalu nazywa sig w literaturze czasem opdznienia. W tej
pracy rozpatruje si¢ trzy przypadki, ktore wystepuja w technmice, a mianowicie:
gdy czas opOZnienia jest pewna stala, gdy jest deterministyczng funkcja czasu, igdy
przedstawia soba pewien proces stochastyczny. Wszystkie omawiane tutaj metody
estymacji bazuja na technice korelacyjnej. Gtowne, praktyczne zastosowania przed-
stawionych algorytméw wystepuja w takich dziedzinach jak: sonografia, technika
radarowa, technika pomiarowa przeplywu plynoéw i gazow, regulacja proceséw prze-
mystowych.

Slowa kluczowe: czas opdznienia, procesy stochastyczne.

1. WPROWADZENIE

Problem, ktory jest omawiany w tym artykule mozna sformulowaé w nastgpujacy
sposob: zalézmy, ze odbieramy sygnat, przychodzacy z oddalonego Zrodla, za pomoca
dwéch czujnikéw pozostajacych jeden od drugiego w pewnej odleglosci. Zalozmy
dalej, ze przychodzacy sygnat jest obarczony szumem. Wtedy sygnaly rejestrowane
przez czujniki mozna opisac za pomoca nastepujacych réwnan [4], [10], [24], [33]:

x(D=s()+n(2) (1a)
x,(H=s(t—D)+n\1), (ib)

gdzie ¢ jest czasem, x,(£) 1 x,(f) sa sygnatami odebranymi, odpowiednio, przez pierwszy
i drugi czujnik, s(¢) jest sygnalem wystanym, D jest opbznieniem powstalym na drodze
pomiedzy czujnikami, oraz n,(f) i n,(f) sa szumami ‘addytywnymi, odbieranymi,
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odpowiednio, przez czujnik pierwszy i czujnik drugi. D w réwnaniu (1b) moze byé
jaka$ stala, funkcja czasu lub oznaczaé proces stochastyczny.

Korzystajac z zarejestrowanych przez czujniki sygnaléw x,(0) i x5, nalezy
znalezé D. Omowieniu tego zadania i wykorzystywanych w nim algorytméw
szacowania, bazujacych na technice korelacyjnej, poswiecony jest niniejszy artykul.
Praca ta ma charakter przegladowy. Wlasne przyczynki autora w poruszanej tematyce
sa krotko omoéwione w rozdziale czwartym. Osiagnigte wyniki wlasne zostana
omowione w szczegblach w nastgpnych artykutach. W pracy tej postawiono sobie
zadanie przeprowadzenia klasyfikacji opublikowanych dotychczas algorytméw es-
tymacji czasu opdznienia. I tak, w rozdziale drugim pracy oméwiono algorytmy
szacowania wartosci stalego czasu opdznienia. W trzecim rozdziale przedstawiono
algorytmy szacowania czasu opdznienia zmieniajacego si¢ w czasie w sposdb
deterministyczny. Natomiast w rozdziale czwartym oméwiono algorytmy szacowania
stochastycznego czasu opéznienia.

W kazdej z powyzej wymienionych klas omawiane sa algorytmy, ktore w mniej-
szym lub wigkszym stopniu oparte sa na elementach techniki korelacyjnej. Pokazano
tez, ze innym elementem wigzacym wymienione powyzej klasy algorytmow jest
estymacja w sensie ML (ang. maximum likelihood), tj. w sensie maksymalizacji pewnej
funkcji prawdopodobienistwa.

Glowne, praktyczne zastosowania omawianych tutaj algorytméw, wystepuja
w takich dziedzinach jak: sonografia [10], [34], technika radarowa [17]1, [37], technika
pomiarowa przeplywu plynow i gazéw [5], [6], [25], [27], [28], regulacja proceséw
przemystowych [5], [25], pomiar predkoéci pojazdéw [4].

2. SZACOWANIE WARTOSCI STALEGO CZASU OPOZNIENIA

Podstawa korelacyjnej techniki szacowania czasu opéznienia jest obliczenie
funkgii korelacji wzajemnej R, + (%) dla sygnaléw lacznie stacjonarnych x,(0)1x,(2),to
znaczy nastepujacej funkcji [41]:

Ry (1) =E[x,(x,(t+7)], @

gdzie E oznacza operacje obliczenia wartosci oczekiwanej, natomiast t jest przesunie-
ciem czasowym miedzy sygnatami x,(0) 1 x,(f). W dalszej czebei artykulu bedziemy
nazywac funkcje R, x (%) krétko funkcja korelacji.

Zalozmy, ze D we wzorze (1b) jest pewna stala; poniewaz wystepuje ona w sygnale
stochastycznym, jeste$my w stanie tylko oszacowaé jej wartosé. Wartosé Zmiennej t,
dla ktérej funkcja R, x(v) osiaga maksimum, moze shizyé jako estymator wielkosci
opoéznienia D [24]. Intuicyjnie jest to jasne, gdy popatrzymy ponownie na wzory (1)
1(2) i zauwazymy, ze funkcja R, x(t) moze by¢ uwazana w przyblizeniu za przesunicta
w czasie (o D) funkcje autokorelacji sygnali s (przy zalozeniu braku korelacji
pomigdzy sygnatami s(£), n,(¢) i n,(f). Funkcja ta osiaga swa warto$¢ maksymalng
w punkcie = D, to znaczy w punkcie, ktéry odpowiada maksymalnej wartosci funkcji
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autokorelacji sygnatu s, tj. wartosci R.(0) (awaga: w przypadku funkcji okresowych
warto$¢ maksymalna powtarza si¢ rowniez dla innych 7#0).

Obliczenie funkcji R, . () nie jest w praktyce proste. J edna z trudnosci stanowi
fakt, ze czas obserwacji sygnaléw x (#) i x,(¢) musi by¢ skoficzony — w praktyce praca
jest mozliwa tylko z probkami sygnaléw o skoniczonej dlugosci. Ponadto najczesciej
dany jest tylko jeden reprezentant procesu stochastycznego. Przy zatozeniu, Ze sygnaly
w.rownaniach (1) sa reprezentantami procesOw ergodycznych, mozna jednakze,
w celu znalezienia funkcji R, . (1), uzy¢ u$redniania po czasie. Wtedy za estymator
funkcji R, ,(7) moze postuzy¢ nastgpujaca funkcja [23]:

T—1

Ren®=r | mOx o), ()

gdzie T oznacza czas obserwacji (dfugos¢ probki). Czesto w praktyce korzysta sie tez
z nastgpujacego estymatora [3], [22], tj. uproszczonej wersji estymatora okreslonego
wzorem (3a):

R‘xlxz('c) = f x,(Ox,(t+7)dt. (3b)

Lepsze estymatory funkcji R, . (t) niz te dane wzorami (3a) i (3b) mozna uzyskac,
jezeli przed przystapieniem do catkowania we wzorach (3) podda si¢ sygnaly x,(?)
i x,(f) odpowiedniej filtracji, jak to pokazano na rys. 1. Technika korelacyjna
zilustrowana na rys. 1, z filtrami H, i H, dla celow filtracji przedwstepnej, jest znana
w literaturze pod nazwa uogélnionej techniki korelacyjnej (ang. generalized cor-
relation method) [3}, [111, [21], [22], [24].

Zajmiemy si¢ teraz znalezieniem transmitancji filtrow H, 1 H, z 1ys. 1. W tym celu
rozpatrzymy zwiazek pomiedzy funkcja korelacji R, . (t)iodpowiadajaca jej w dziedzinie
czestotliwosci funkcja gestosci widmowej Gy . (f)- Zalezno$§¢ ta ma nastepujaca postac:

Rxlxz(r) = j lexz(_f) e df s “)

gdzie f oznacza czestotliwosc.
Zauwazymy ponadto, ze funkcij¢ gestosci widmowej G, , (f), bedacej transformata
Fouriera funkgcji korelacji sygnalow y (#) i y,(¢) (po wykonaniu filtracji —patrzrys. 1),

X4 Y1

TN

>

X korelacja ntigli:‘i(r:ﬂm‘—’

X P
2 H, pozZnienie
Y

Rys. 1. Technika korelacyjna z przedwstepna filtracja sygnatow
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mozna wyrazi¢ w funkcji G, (f) i transmitancji filtréw H, i H, za pomocy
zaleznosci [24]

Gyly,(f) = lex,(f)H {(NH*(f), %)

gdzie symbol * oznacza liczbe zespolona, sprzezona.
V4 powyzszego wynika, e tzw. uogdlniong funkcje korelacji, R{3(z), mozemy
wyrazi¢ za pomoca nastgpujacego wzoru:

RJ@= | W) Gy (f) e df, (6a)
gdzie funkcja wagowa W(f) dana jest zaleznoécia

W()=H,(NHH*(). (6b)

w praktyce mozemy mie¢ do czynienia tylko z estymatorem funkcji G, s N,
a zatem rowniez tylko z estymatorem funkcji R{9 (), to znaczy z funkcja

RO@= | W(f) Gy ()™ df. )

Funkqa dana wzorem (7) jest uzywana w schemacie z rys. 1 do estymacji czasu
opO6znienia.

Poprzez odpowiedni wybor funkcji wagowej W(f) istnieje mozliwosé poprawy
jakosci estymacji czasu opoznienia D w stosunku do zwyklej techniki korelacyjne;j.
Przykladowo, jezeli stwierdzimy, e dla tej poprawy warto wzmocnié sygnat uzyteczny
na czgstotliwosciach, na ktérych stosunek sygnalu do szumu jest stosunkowo maly,
to zadanie to bedziemy mogli latwo zrealizowaé poprzez odpowiedni wybor
charakterystyk cz¢stothwos010wych filtrw H, i H,. Charakterystyki filtrow H, i H,
beda wtedy si¢ wyrazaé poprzez funkcje g@stosm vwdmowych sygnahi uzytecznego
i szumow.

Podamy teraz niektore, najczgsciej stosowane funkcje wagowe W{(f):

1. Funkcja wagowa Rotha.
Funkcja ta ma nastgpujaca postaé [38]:

1
Wf)=—4——+—, 8
(0)) GorlD) ®
gdzie G, . (f) jest gestoscia widmowa sygnatu x (f). A
Podstawiajac t¢ funkcje we wzorze (7), otrzymuje si¢
Gx X. (.f) nft
R(0)= _Iw G ©)

11

Interpretacja wzoru (9) Funkcja R}‘,‘";)(r) dana réwnaniem (9) jest estymatorem
odpowiedzi impulsowej liniowego filtru optymalnego Wienera-Hopfa, to jest filtru,
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ktéry w najlepszy sposob ,,odwzorowuje” sygnat x () na sygnat x,(f) w obecnosci
szuméw [42]. Transmitancja tego filtru ma nastgpujaca postac:

) lexz(.f)
HwaN =Gy o)
2. Funkcja wagowa Cartera-Nuttalla-Cable’a L.
Funkcja ta ma nastgpujaca postac [8]:
1
W) =———, an
\/ lexl(.f) zexz(_f)

gdzie G, . (f) jest gestoscia widmowa sygnatu x,(#), natomiast G, . (f) jest gestoscia
widmowa sygnatu x.().

Podstawiajac te funkcje we wzorze (7), otrzymuje si¢ tzw. funkcje SCOT (ang.
smoothed coherence transform) [8]:

RY@= | uz() e df, (122)

gdzie estymator funkcji koherenciji [9], [11], [14] pomiedzy sygnalami x,(8) i x,(0),
95 (f), dany jest zaleznoscia

_ G N
VG (NG ()

Interpretacja wzoru (12): Metoda wykorzystujaca funkcje wagowa (11) moze by¢
interpretowana za pomoca schematu z rys. 1 jako taka metoda, w ktorej filtry H,1 H,
czynia sygnaly x,(f) i x,(f) zblizonymi do szumu biatego. Mozna pokazal [24], ze
prowadzi to do zrébwnowazonej kompensacji bigdow estymacji w lex,m spowodo-
wanych szumami w sygnale x,(f) i sygnale x,(?).

xS

(12b)

3. Funkcja wagowa Cartera-Nuttalla-Cable’a I1.
Funkcja ta ma nastgpujaca postac [7]:

1
W)=——77- 13
D=6 | =
Podstawiajac funkcje dang wzorem (13) we wzorze (7), otrzymuje si¢ tzw. funkcije
PHAT (ang. phase transform) [7]:

D T G"!x X. (f) T
Bw=§ g & (14)

Interpretacja wzoru (14): Zauwazmy, ze W przypadku idealnym, gdy
Qxlx,m =G, (f) oraz zalozeniu nieskorelowanych szumow n (£) i n,(f), otrzymuje si¢
R (r) z réwnania (14) w postaci [24]
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R()=6(t—D), (15)

gdzie 6 oznacza delte Diraca.

R)(x) otrzymane jako wynik obliczeft nie jest oczywiscie nigdy delta Diraca.
Niemniej jest funkcja z wyrazistym maksimum (co umozliwia pewna detekcje tego
maksimum — patrz rys. 1).

4. Funkcja wagowa Eckarta.
Funkcja ta ma nastgpujaca postaé [16], [24]:

_ G
Gnlnl(.f)ann,(f) ’

gdzie G(f) jest gestoscia widmowa sygnatu uzytecznego s, natomiast Gopn(f) jest
gestoscia widmowa sygnahi szuméw ny(#) i Gy (f) jest gestoscia widmowa sygnah
szumow 7.(%).

Jak pokazano w pracy [24], algorytm wykorzystujacy funkcje wagowa dana
wzorem (16) ma whasnosci podobne do algorytmu wykorzystujacego funkcje wagowa
dana wzorem (11).

w(f) (16)

5. Funkcja wagowa Hannana-Thomsona.
Funkcja ta ma nastgpujaca postaé [20], [24]:

D
B Ilexl(f)l [1 - Cxlxl(f.)] ’

gdzie funkcja C [11] réwna sig podniesionej do kwadratu wartosci bezwzglednej
funkcji koherencji, to znaczy funkcji [9], [11], [14]

Gx X.
’yxlxl(.f) = - 2(1) .
VG ()Gsx(f)

W pracy [24] pokazano, Ze poszukiwanie maksimum uo gélnionej funkcji korelacii,
z funkcja wagowa dana wzorami (17), jest réwnowazne maksymalizacji pewnej
funkecji prawdopodobienistwa ze wzgledu na D. A zatem procedura ta prowadzi do
znalezienia estymatora D, ktory jest estymatorem typu ML (ang. maximum likelihood)
— najbardziej prawdopodobng wartoscia czasu opdznienia.

Tematyce poszukiwania ,,dobrych” filtréw H, i H, poswigcone sa artykuty [19],
[21] i [24]. W artykule [39] mozna znalezé przyklady symulacji komputerowych
szacowania stalego czasu opdznienia z wykorzystaniem réznego rodzaju filtréw
omoéwionych powyzej. Z symulacji tych wynika, ze metoda uogolnionej korelacji
z funkcja wagowa dana wzorem (17a) dostarcza najdokladniejszych wynikow.

Dalsze rozwinigcia i uzupelnienia metody uogolnionej korelacji, w zastosowaniu
do szacowania stalego czasu opodznienia, mozna znalesé w pracach [1], [3], [22],

[26], [33].

W) (17a)

(17b)
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Wplyw realizacji sprzetowej bloku ,korelacjia” z rys. 1 na dokladno$¢ uzys-
kiwanych wynikéw jest dyskutowany w pracach [15] i [18]. W pracy [18] poréwnano
nastgpujace, praktyczne realizacje funkciji ,korelacja” z rys. 1:

1. ,,wartoS§¢ razy wartos¢” (ang. direct correlation)

R"f@(r):%z y,(iAD)- y (At +1), (18a)

2. ,,warto§¢ raz znak™ (ang. hybrid-sign correlation)

R“fys,’(f)=%2y1(iAt) - sign [y (iAt+1)], (18b)

3. ,,znak razy znak” (ang. polarity-coincidence correlation)

Ry()= %Z sign[y,(iAD)] - sign[y,(iAt+1)], (18¢c)

4. ,usredniona warto§¢ bezwzglednych wartoSci roznic” (ang. average magnitude
difference function)

REGTP@=4 Z | y,(iAD)—y (At +7)] , (18d)
5. ,.funkcja Meyra-Spiesa” (ang. Meyr-Spies method)
1
RY(7) =EZ [—y(iAD+y,(((—2)A)+y ((i— DAt +7)], (18¢e)

gdzie N jest liczba probek sygnatu, iAt, (i— 1)At, (i—2)At sa chwilami probkowania
i funkcja sign zdefiniowana jest za pomoca zaleznosci: sign(a)=+1, gdy a>0 oraz
sign(a)=—1, gdy a<0.

Stwierdzono [18], ze najmniejsze bledy zwiazane ze skoficzona liczba probek
sygnahi i addytywnymi szumami nakladajacymi si¢ na sygnal uzyteczny wystepuja
wmetodzie 1 i metodzie 4. Najgorsze wyniki daje metoda 3. Bledy w metodach 114 sa
mniej wigcej tego samego rzedu. Metoda 4 jest jednakze mniej czasochlonna (przez
czasochlonno$é obliczen rozumiemy tutaj liczbe koniecznych do wykonania operacji
mnozenia) -— nie wyst¢gpuja w niej zadne operacje mnozenia.

3. SZACOWANIE CZASU OPOZNIENIA ZMIENIAJACEGO SIE W CZASIE
W SPOSOB DETERMINISTYCZNY

Teoretyczne podstawy szacowania czasu opdznienia zmieniajacego si¢ w sposob
deterministyczny w czasie podal Stuller w pracy [40]. Jego artykut dotyczy estymacji
w sensie estymacji ML (ang. maximum likelihood). W tym rozdziale podamy
najwazniejsze wyniki z tej pracy.
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Nasze rozwazania rozpoczniemy od przepisania rownan (1) w nastgpujacej postaci

_x@| _[s® X ()
x(t)_l:xz(t)]—[as(t—D(t)):l+|:n2(t):|’ (19)

gdzie x(¢) jest wektorem sygnaléw odbieranych przez czujniki, a dodatkowo wprowa-
dzony wspélczynnik « okresla wielko$é thumienia sygnalu uzytecznego na odcinku
pomigdzy czujnikami. D(f) we wzorze (19) oznacza pewna, deterministyczna funkcje
czasu. Przyjmiemy dalej, ze wektor x(f) ma postaé okre$lona wzorem (19) w pewnym
przedziale czasowym (T}, T,), natomiast jest rowny tozsamosciowo zeru poza tym
przedzialem. A zatem przedzial (T}, T,) jest przedzialem obserwacji sygnatow x,(0)
i x,(1), to znaczy T=T,—T,.

Przyjmiemy réwniez, Ze sygnat s(7) jest reprezentantem procesu gaussowskiego,
posiadajacego funkcje korelacji

R (tw)=E[s(t)s(u)], (20a)

gdzie ¢ i u reprezentuja czas.
Ponadto przyjmiemy, ze sygnaly n,(¢) i n,(f) reprezentuja gaussowski szum bialy,
a zatem posiadaja funkcje korelacji w postaci

R (1= R (120)= 05—, (20b)

gdzie N jest pewna stala. Zalozymy rdwniez, ze procesy stochastyczne, ktérych
reprezentantami sa sygnaly s(z), n,(¢) i n,(¢), sa wzajemnie niezalezne.

W nastgpnym kroku zatozymy, ze funkcje D(f) mozna rozwinac w szereg Fouriera
wzgledem pewnego, zupelnego i ortonormalnego uktadu funkcji w przedziale T, T;>
(przykladowo, kazda funkcja ciagla w przedziale domknigtym moze byé rozwinieta w taki
szereg w tym przedziale). A zatem funkcie D(f) mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

D)= ), diyy(n), T;<i<Ty, (21a)
i=1
gdzie wspolczynniki rozwinigcia d; wyrazaja sie wzorem
Ty
di= | D (p)dt. (21b)

Funkcje (1), i=1, 2, 3,..., we wzorach (21a) i (21b) reprezentuja zupely i ortonor-
malny uklad funkcji w przedziale T}, T>.
Zdefiniujmy teraz wektor wspolczyniké6w d, jako

d=[d,.d,d,.J*, ©2)

1272 3

gdzie gorny indeks T oznacza transpozycje wektora (lub macierzy). Wprowadzajac ten
wektor do wzoru (21a), mozemy przepisa¢ sygnat s(t— D(#)) w nastepujacej postaci:
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s(t—D<t>)=s(t;d)=s<t—.§;1 diwi(t)) (232)
Korzystajac ze wzoru (23a), mozemy tez napisaé

s(H)=s(t;0). (23b)
Wprowadzajac nastgpnie wzory (23a) i (23b) do wzoru (19), otrzymujemy ostatecznie
x(O)=s(t;d, o) +n(t), (24a)

gdzie
x(8) =[x, (0, x,(O1", (24b)
s(t; d, ) =[s(z; 0), as(t; D", (24¢)

oraz
n(t)=[n,(), n,OF . (244)

Poshugujac si¢ wzorem (24a), zamiast wzorem (19), mozemy zadanie znalezienia
nieznanej funkcji D(f) (i nieznanego wspolczynnika tlumienia o) sformutowac jako
zadanie znalezienia estymatora wektora d (i estymatora wspolczynnika thumienia o).
W tym miejscu zauwazymy réwniez, Ze operacja pomnozenia sygnatu s(¢) przez
wspolczynnik o i przesunigcia tego sygnalu w czasie o D(?) jest operacja liniowa.
Konsekwencja powyzszego faktu jest to, ze s(f— D(f)) reprezentuje rowniez gaussow-
ski proces stochastyczny. I lacznie, proces (24a) (ktorego elementy sa wektorami) jest
procesem gaussowskim. Proces ten mozna opisa¢ za pomoca nastgpujacej macierzy
korelacji:

R(t.u;D, A)=E{r(Dr'(w)| d=D,a=A4} =
: (25a)
=E{s(t;D, A)sT(u; D, A)} + E{n()n” W)} ,

gdzie wektor D jest wektorem d dokladnie opisujacym funkcije D(#) 1 A jest dokladna
warto$cia wspoOlczynnika tlumienia o.
Zauwazmy, ze korzystajac ze wzoru (20b), mozna wz6r (25a) przedstawi¢ roOwniez

'w postaci

R (t,u; D, A)=R(t,u; D, A)+%’Ic5(t— u), (25b)

gdzie macierz I jest macierza jednostkowa o wymiarach 2 x 2.

Rozpatrzymy teraz ponownie wektor x(f). Wektor ten moze by¢ rozwinigty w tzw.
uogdlniony (to znaczy dla sygnaléw w postaci wektorow) szereg Karhunena-Loéve’a
[42]. Rozpatrujac N skladnikéw w tym szeregu, mozemy napisac¢

xpy(f)= i x;0(t;D, 4), (26a)
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gdzie wspolczynniki x; wyrazaja si¢ wzorem
Ty
x= [ o1t D, ) x(t)dt, i=1,2,...N. (26b)
T;
Wektory ¢7(#; D, 4), i=1, 2,...,N, we wzorach (26a) i (26b) sa znormalizowanymi
wektorami funkcji wlasnych macierzy korelacji danej wzorami (25). Zakladamy, ze
zbior tych wektor6w jest zbiorem zupelnym.
Wektory funkcji wlasnych ¢%(t;D, 4), i=1, 2,...N, powiazane sg z warto§ciami
wlasnymi za pomoca nastgpujacych dwoch rownan:
T

r
4D, Hoft; D, )= | R(t,u;D, ), (u; D, A)du,
T;

(27a)
T,<t<T,, i=1,2,.,N,
oraz
Ty
| 1D, Ao (u; D, A)du=6;;, ij=1,2,..,N, (27b)
T;
gdzie warto$¢ wlasna A,(D, 4) oznacza warto$é wlasna stowarzyszona z wektorem
funkcji wlasnych @(f; D, 4). Ponadto we wzorze (27b) symbol d;; oznacza symbol
Kroneckera.
Jezeli N w robwnaniu (26a) zdaza do nieskoniczonosci, to mozemy napisac [40]

x(f)=Lim. {xy(0)} . 28)

N-w

Symbol Lim. we wzorze (28) oznacza zbiezno§é¢ ciagu funkcji losowych xy(#) do
N-w
funkciji losowej x(f) w sensie $redniokwadratowym [36], [41].

Dalej, mozna pokazaé, ze wspélczynniki x, dane wzorem (26b) sa zmiennymi
losowymi, statystycznie niezaleznymi, ktérych funkcje gestosci prawdopodobienstwa
sa funkcjami Gaussa [40]. Ponadto wartosci $rednie tych zmiennych s rOwne zeru,
a ich wariancje wyrazaja si¢ nastepujacym wzorem [40]:

NO

2 3
A zatem korzystajac z powyzszego, mozemy napisaé funkcje gestosci prawdopodo-
biefistwa wspolnego wystapienia zmiennych x;, i=1, 2,... N, w nastepujacej postaci:

E{x}|d=D,a= A} =D, 4)+ i=1,2,.,N. 29)

2
1 x?

‘exp ) — , 30)
2 [Ai(D,A) + N7°:|

N
L(xy,D,A)=]]

=t \/m[un,mﬁﬂ

gdzie wektor xy=[x,, x,,...,xy]".
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Dzielac funkcje L, przez nastepujaca funkcje (niezalezna od D i 4):

—eXPy— ¢ > 3D
i=1\/713N0 No

nastepnie logarytmujac otrzymana funkcje i przechodzac w niej z N do nieskonczono-
$ci, otrzymuje si¢ ostatecznie

LxD,4)=Y Niiwﬁx%—%ln[l+Nili(D,A)] . (32)
=1 °,1i(D,A)+7° °

Zlogarytmowana funkcja prawdopodobienstwa L(x,D,4), okreslona wzorem
(32), jest poszukiwang funkcja, ktora postuzyta Stullerowi [40] do ilustracji problemu
estymacji wektora D za pomoca struktur kanonicznych wprowadzonych przez Van
Treesa [43] przy rozpatrywaniu odbioru sygnali gaussowskiego w bialym szumie
gaussowskim. Kazda ze struktur kanonicznych Van Treesa zawiera jako element
sktadowy jedna lub wigcej operacii korelacji dwoch sygnaléw w postaci danej wzorem
(3b). Nie bedziemy jednakze omawia¢ powyzszych struktur w tej pracy, gdyz nie
prowadza one do praktycznych algorytmow estymacyjnych.

Ta pigkna teoria, wyrazona poprzez réwnania (19)—(32), ma gléwnie znaczenie
poznawcze. Najwazniejszym, praktycznym wnioskiem, ktory z niej wynika (i ktory tez
intuicyjnie wydaje si¢ by¢ jasny) jest, Ze prowadzi ona zawsze do struktury
estymacyjnej zaleznej od czasu. Praktycznym przykladem niech bedzie tutaj struktura
estymacyjna, z filtrem o parametrach zaleznych od czasu, podana w pracy [13].

4. SZACOWANIE STOCHASTYCZNEGO CZASU OPOZNIENIA

W tym rozdziale rozpatrzymy przypadek, gdy D w rownaniu (1b) reprezentuje
pewien proces stochastyczny.

W dalszej czesci wyprowadzimy strukture uktadowa, bazujaca na strukturze z rys.
1, w ktorej jest szacowany (§ledzony) czas opdZnienia zmieniajacy si¢ przypadkowo
w czasie. Nasze rozwazania rozpoczniemy od powolania si¢ na wyniki pracy [32],
w ktorej pokazano, ze poszukiwanie D, dla ktérego funkcja korelacji R},‘fy)z(r) (w ktorej
obliczeniach wykorzystano funkcje wagowa (17a)) osiaga maksimum, jest rownowaz-
ne maksymalizacji pewnej funkcji prawdopodobienistwa L. A zatem mozemy napisac

T
L(X.D)| 5. b= {j @Oy (t+ ﬁ)dt} —> max. (33)

gdzie X jest pewnym wektorem [32] zwiazanym z widmem sygnatow y.(5) i y,(9,
natomiast D,y jest estymatorem D w sensie ML (ang. maximum likelihood).
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Poszukiwanie maksimum we wzorze (33) mozna sprowadzi¢ do poszukiwania
przejScia przez zero, jezeli zréziniczkuje si¢ obydwie strony réwnania (33) po D.
W wyniku otrzyma si¢

OL(X,D)
oD

0

={f 7,5 (t+ D) dt}:O, (34)
b=b,,

gdzie kropka nad symbolem zmiennej oznacza jej pochodng.
W zwiqzkuﬂz tym, ze funkcja L(AX ,D) osiaga maksimum w punkcie D=D,,;, jej
pochodna po D jest dodatnia dla D <Dyy i ujemna dla D> D,,;. Stad wynika, ze

~ funkcja ,
dL(X,D)
s{so)

jest funkcja nieparzysta zmiennej ¢ =D — Dy, i jako taka moze postuzyé jako sygnat
bledu w petli regulacji automatycznej. Petle taka, bazujaca na strukturze z rys. 1,
przedstawiono na rys. 2.

Xy Y1
— H,

F- filtr dolnoprzepustowy

F

X2

Rys. 2. Petla estymacyjna (Sledzaca) czasu opdznienia

Petla estymacyjna czasu opéznienia z rys. 2 byla analizowana przez Meyra
i wspolpracownikéw w wielu artykutach [4], [29 — 32]. Pokazali oni, ze powyzsza petla
nadaje si¢ szczegllnie do szacowania (oraz-§ledzenia) szybko zmieniajacego sie¢ D.
Gdy D zmienia si¢ wolno, bardziej praktyczna metoda jest metoda polegajaca na
szacowaniu czasu op4znienia w krétkich odcinkach czasowych, w ktoérych D pozo-
staje wielkoscia prawie stala. W celu znalezienia wartoéci D na tych odcinkach
czasowych stosuje si¢ funkcje korelacji [32], liczona kazdorazowo na odcinku <0,T>
— patrz wzor (33). Otrzymane sekwencje wartosci D poddaje si¢ nastepnie filtracji za
pomocy filtru Kalmana [2] w celu poprawy wiarygodnosci otrzymanych wartogci
oszacowania [32].

Metoda zaproponowana po raz pierwszy w pracy [5] znajduje zastosowanie w tych
przypadkach, w ktorych nie jest dostgpna zadna informacja o gestosciach widmowych
sygnalow s(2), n,(?) i n,(r). Aby uniknaé filtracji sygnaléw x (#) i x,(¢) ,,w niepozada-
nym kierunku”, rezygnuje si¢ w ogole w tej metodzie z filtracji sygnatéw x,(¢) i x,(f) za
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pomocy filtréw H, i H,. Poszukuje si¢ takich odcinkéw czasowych w powyzszych
sygnalach, ktore posiadaja pewien charakterystyczny element lub zespot elementow.
Nastepnie szacuje si¢ przesuniecie czasowe migdzy znalezionymi odcinkami, liczac
odleglo§¢ Euklidesa — patrz rys. 3. Odcigta minimum funkcji: odleglo$é Euklidesa
w funkcji przesunigcia czasowego © (patrz rys. 3d, krzywa b)), to estymator D dla
rozpatrywanego odcinka czasowego. (Krzywa a) na rys. 3d pokazuje dla poréwnania
zalezno$¢ odlegto$ci Fuklidesa pomiedzy sygnalami z rys. 3aiz rys. 3c; jest oczywiste,
ze 1z¢dna minimum tej funkcji jest réwna zeru dla 1=0.)

Zauwazmy ponadto, Ze obliczanie odlegloici Euklidesa w powyzszej metodzie
odpowiada obliczaniu funkcji korelacji w metodzie poprzedniej. T¢ funkcje wybrano
jednakze w pracy [5], zamiast funkcji korelacji, gdyz stwierdzono, ze prowadzi ona do
bardziej wiarygodnych wynikéw szacowania czasu opbznienia w przypadku rozpat-
rywania sygnaléw pochodzacych z pomiaréw w chemicznych reaktorach fluidyzacyj-
nych (przyklady takich sygnaléw pokazano na rys. 3).

Krzywe narys. 3 otrzymano, korzystajac z sygnaléow pomierzonych w chemicznym
reaktorze fluidyzacyjnym — pomiary wykonat autor ninjejszej pracy na Uniwer-
sytecie Technicznym w Hamburgu-Harburgu. Algorytm estymacji opisany w skrocie
powyzej zaimplementowat autor w jezyku PASCAL.

PODSUMOWANIE

W pracy oméwiono techniki szacowania czasu op6znienia nalezace do tzw.
rodziny technik korelacyjnych. Oméwiono ich zastosowanie do szacowania czasu
opoznienia jako pewnej stalej, deterministycznej funkcji czasu lub pewnego procesu
stochastycznego. Powyisze techniki moga by¢ réwniez wykorzystane przy uwzgled-
nieniu statystyk wyzszych rzedéw rozpatrywanych proceséw stochastycznych [35].
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A. BORYS

CORRELATION TECHNIQUES OF TIME-DELAY ESTIMATION

Summary

It this tutorial the correlation techniques of time-delay estimation are presented. Estimation algorithms

dealing with the time-delay as a constant, as a determinate function and as a stochastic process are
presented. The author’s contribution to the development of the above techniques is shortly mentioned at the
and of paper.

Key words: time-delay, stochastic processes.
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Przedstawiona praca po$wigcona jest omowieniu metody szacowania stochastycznego
czasu opdZmienia, ktora zostala zastosowana przez autora w pomiarach parametrow
statystycznych dwufazowego, turbulentnego procesu fluidyzacyjnego. Omawiane pomiary
wykonano przy uZyciu urzadzenia pomiarowego z dwoma optycznymi czujnikami. Na bazie
tych pomiaréw, z zastosowaniem zaawansowanych technik przetwarzania sygnatow cyf-
rowych, uzyskano przestrzenne rozklady funkeji gestosci prawdopodobiefistwa predkosci
czastek substancji stalej (fazy stalej) w kolumnie fluidyzacyjnej. Dokonano rowniez
poréwnania dwoch metod estymacii powyzszych predkosci, a mianowicie zwyktej techniki
korelacyjnej i techniki opartej na obliczaniu odleglosci Euklidesa pomiedzy dwoma
sygnalami dla réznych przesunigé czasowych pomiedzy nimi i znajdywaniu minimum
otrzymanej funkcji. Pokazano, ze ta druga technika prowadzi do bardziej wiarygodnych
wynikow. Rozwazono réwniez wplyw wyboru czgstotliwosci probkowania na doktadnosé
szacowanych wielkoéci oraz pokazano sposob uzyskiwania w miarg duzej rozdzielczodci przy
zredukowanym nakladzie obliczeniowym.

Slowa kluczowe: czas opbznienia, przetwarzanie sygnalow cyfrowych, procesy flu-
idyzacyjne.

1. WPROWADZENIE

W pracy tej omawiana jest metoda szacowania stochastycznego czasu opb6zZnienia,
ktora zostala zastosowana przez autora w pomiarach parametrow statystycznych
turbulentnego procesu fluidyzacyjnego. Proces taki ma miejsce, przykiadowo, w elekt-
rowni opalanej mialem weglowym, gdy powietrze jest wdmuchiwane pod wysokim
ciénieniem u dohu kolumny spalajacej. Powietrze to unosi czastki pytlu weglowego az
do szczytu kolumny. Czastki wegla unoszace si¢ w kolumnie s w niej spalane. Czgs¢
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czastek, ktora nie zostaje spalona na swojej drodze z dotu do gory kolumny jest
wprowadzana do niej z powrotem od dohi. Zapewnia to bardzo efektywne wykorzys-
tanie masy opatowej wprowadzonej do kolumny spalajace;. Tylko zanieczyszczenia sg
odprowadzane na zewnatrz.

Przedstawiony powyzej scenariusz ma miejsce oczywiscie tylko wtedy, gdy
wszystkie parametry turbulentnego procesu fluidyzacyjnego, wykorzystywanego
w kolumnie spalajacej, przyjmuja wartosci optymalne. Jednym z istotnych paramet-
r6w w turbulentnym procesie fluidyzacyjnym [4], [11] jest predkos¢ czastek wegla
przemieszczajacych si¢ w kolumnie, a $cislej rzecz biorac, przestrzenny rozklad tej
predkosci [11]. A poniewaz predkosé jest tutaj wielkoscia przypadkowa, wiec gdy
moéwimy o jej przestrzennym rozkladzie, to mamy na mysli przestrzenny rozklad jej
gestosci prawdopodobiehstwa [11]. Ten rozklad moze by¢ uzyskany na drodze
pomiarowej poprzez pomiary réznicy czasdw przejicia czastek wegla pomiedzy
dwoma czujnikami [3], [5], [7], [14], [17—20].

Zauwazmy w tym miejscu, ze jezeli powyisza réznice czasdw przejscia nazwiemy
czasem opoznienia, to bedziemy mogli sprowadzié rozpatrywany problem do prob-
lemu znanego z literatury pod nazwa estymacji czasu opdznienia [1], [2], [7—10],
[12—16]. Problem ten mozna sformulowaé w nastgpujacy sposodb: Zalézmy, ze
rejestrujemy sygnal uzyteczny za pomoca dwoch czujnikdéw pozostajacych jeden od
drugiego w pewnej odleglosci. Zalézmy dalej, ze na sygnal uzyteczny naklada si¢
szum. Wtedy sygnaly rejestrowane przez czujniki mozna opisaé za pomoca na-
stepujacych rownan [12]:

x (O=s(t)+n,(5) (1a)
x,(=s(t—D)+n, ), (1b)

gdzie ¢ jest czasem, x,(f) i x,(f) sa sygnalami zarejestrowanymi, odpowiednio, przez
pierwszy i drugi czujnik, s(z) jest sygnalem uzytecznym, natomiast D jest opOznieniem
powstalym na drodze pomiedzy czujnikami. n(t) i n(f) we wzorach (1b) i (1b)
reprezentuja addytywny szum (ktéry moze powstaé na zewnatrz lub wewnatrz
czujnikow). Przyjmujemy, ze n (f) i n,(t) sa niezaleznymi, stacjonarnymi procesami
gaussowskimi. D w rownaniu (1b) moze by¢ jakas stata, funkcja czasu lub oznaczaé
zmienng losowa. W przypadku omawianym w tej pracy D oznacza zmienna losowa.

Korzystajac z zarejestrowanych przez czujniki sygnatéw x,(8) 1 x,(¢), nalezy
znalez¢ funkcje gestosci prawdopodobienstwa dla D. Nastgpnie korzystajac z otrzy-
manych funkcji gestosci prawdopodobieristwa dla czaséw opdznienia nalezy obliczy¢
funkcje gestosci prawdopodobienistwa predkoéci czastek substancii stalej (czastek
wegla w przykladzie omawianym powyzej). Omowieniu tego zadania i wykorzys-
tywanego w nim algorytmu estymacyjnego, opracowanego przez autora, poswigcony
jest niniejszy artykut.

Praca rozpoczyna si¢ od wprowadzenia, zawierajacego krotkie om6wienie rozpat-
rywanego problemu. W rozdziale drugim przedstawione jest urzadzenie pomiarowe
z dwoma optycznymi czujnikami wykorzystywane przez autora do pomiardéw
parametr6w statystycznych dwufazowego, turbulentnego procesu fluidyzacyjnego.
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Rozdzial trzeci jest poswiecony przedstawieniu wynikow uzyskiwanych z wykorzysta-
niem zwyklej techniki korelacyjnej. W czwartym rozdziale omowione sa wyniki
uzyskiwane przy zastosowaniu techniki opartej na obliczaniu odlegloéci Euklidesa
pomigdzy dwoma sygnalami dla réznych przesunieé czasowych pomiedzy nimi
i znajdywaniu minimum otrzymanej funkcji. Rozdzial piaty poswigcony jest omowieniu
otrzymanych rozktad 6w przestrzennych funkcji gestosci prawdopodobienstwa. W na-
stepnym rozdziale przedstawione s3 rozwazania dotyczace czestotliwosci probkowania
i rozdzielczosci zastosowanej metody. Rozdzial szosty stanowi podsumowanie.

2. URZADZENIE POMIAROWE

Schemat urzadzenia pomiarowego, ktbre poshuzylo autorowi do otrzymania
sygnaldéw okreslajacych zmieniajaca si¢ w czasie koncentracie fazy stalej w turbulent-
nym, dwufazowym procesie fluidyzacyjnym pokazuje rys. 1. Sygnaly te sa wykorzys-
tywane w dalszej czgsci pracy do estymacji predkoSci czastek substancji stale;j.

Swiattowody /\fw\/\/\_/\
Przetwornik
Kanat 2
Objetodc ) Sygnat elektryczny
pomiarowa x,ft)
.3
Zrbdlo $wictla
! ° /A |
% Przetwornik
Sonda optyczna Kanat 1 Sygnat elektryczny
\ LY x,(t)
¥ 4

"9

Czgstki (aglomeraty) substancji statej \Krowedé kolumny fluidyzacyjne)

Rys. 1. Schemat urzadzenia pomiarowego z dwoma czujnikami optycznymi, zastosowanego w pomiarach
parametrow statystycznych turbulentnego procesu fluidyzacyjnego

Sonda z rys. 1 zawiera dwa $wiatlowody, ktorymi dostaje si¢ swiatlo do wngtrza
kolumny fluidyzacyjnej. Czg§¢ tego Swiatla odbija si¢ od poruszajacych si¢ czastek
(aglomeratow) substancji stalej i dostaje ponownie do $wiattowodow. Nastepnie
$wiatlo to jest rejestrowane przez detektor natgZenia Swiatla i przetwarzane na sygnatl
elektryczny. Mozna pokazaé, ze wytworzony sygnat elektryczny jest proporcjonalny
do zmian koncentracji substancji stalej [11].
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W przeprowadzonych przez autora pomiarach odleglos¢ pomigdzy Swiatlo-
wodami w sondzie wynosita 4,4 mm. Sondy byly umieszczone w réznych punktach
kolumny fluidyzacyjnej o $rednicy 40 cm zawsze tak, ze wyjScia Swiattowodow
znajdowaly si¢ jeden nad drugim w osi pionowe;.

3. SZACOWANIE CZASU OPOZNIENIA ZA POMOCA ZWYKLEJ] METODY
KORELACYJNEJ

Zalormy, Ze czastka substancii stalej przechodzi najpierw w poblizu pierwszego
czujnika na rys. 1, wytwarzajac odpowiednia zmiang w sygnale elektrycznym
w pierwszym kanale. Nastgpnie przechodzi w poblizu drugiego czujnika optycznego
zrys. 1, wytwarzajac zmiang w sygnale elektrycznym kanatu drugiego.

Zauwazmy, ze przy zalozeniu braku jakichkolwiek zakldcen powinnismy zaobser-
wowac¢ dla opisanej powyzej sytuacji rownosé sygnatu x,(?) z przesunigtym w czasie
sygnalem x,(¢) w przedziale czasowym, w ktérym obserwowana jest ta sytuacja.
Ponadto zauwazmy, Zze w ogélnoéci mozna sobie wyobrazié zaréwno dodatnie jak
i ujemne czasy op6znienia D (to znaczy wielkosci wzglednego przesunigcia na osi
czasu) pomigdzy sygnatami x (¢) i x(8), ktorym odpowiadaja rzeczywiste réznice
w czasach pojawienia si¢ czastki substancii stalej przed pierwszym i drugim czujnikiem
optycznym zrys. 1. Dodatnie czasy op6znienia odpowiadatyby ruchowi czastek z dohu
do gbry, natomiast ruchowi z gory na dét odpowiadatyby ujemne czasy opOznienia.

A zatem naturalng metoda znajdywania czasu opdZnienia bylaby metoda polega-
jaca na poréwnywaniu ze soba sygnaléw x,(f) i x,(t—1), wzigtych z pewnego
przedzialu czasowego. Poréwnywanie odbywatoby si¢ przy réznych wartosciach .
Punkt na osi czasu, w ktérym réznica miedzy sygnalami bylaby réwna zero, bylby
poszukiwanym czasem opdznienia.

W turbulentnym procesie fluidyzacyjnym zachodzace zjawiska sa bardziej skom-
plikowane niZ to opisano powyzej. Po pierwsze, czastki substancji stalej sa niejedno-
lite. Tworza one czgsto aglomeraty o nieregularnych ksztaltach, ktorych czesci
skladowe przemieszczaja si¢ miedzy soba. Poza tym mamy do czynienia w opisywa-
nym procesie nie tylko z ruchem czastek w dét lub do gory. Predkosci, z ktérymi
poruszaja si¢ czastki posiadaja tez skladowe poziome. Zjawiska te powoduja
oczywiscie, Ze przebiegi czasowe zarejestrowane przez czujniki czesto si¢ znacznie
pomigdzy soba réznia. W kraicowym przypadku moze dojéé do takiej sytuacji, gdzie
czastka jest rejestrowana w pierwszym (drugim) kanale, natomiast nie wystepuje
w drugim (pierwszym) kanale. Odpowiada to sytuacii, gdy czastka zmienia kierunek
poruszania si¢ na przeciwny w drodze pomiedzy dwoma czujnikami optyczanymi.
A zatem sygnaly x,(7) i x,(¢) rejestrowane przez czujniki nie sa zbyt mocno ze sobg
skorelowane. Zauwazmy ponadto, ze w przedstawionym obrazie nalezy uwzgledni¢
jeszcze addytywny szum nakladajacy si¢ na wladciwy sygnal opisujacy zmiany
koncentracji fazy stalej w procesie fluidyzacyjnym. Szum ten powstaje na drodze
sygnalu pomigdzy objgtoscia pomiarowa, a wyjsciem przetwornika — patrz rys. 1.
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A zatem z powyZszego opisu zjawisk zachodzacych w turbulentnym procesie
fluidyzacyjnym wynika, ze postawiony problem szacowania czaséw opOznienia,
w kontekscie metodologii pomiarowej pokazanej na rys. 1, moze by¢ rzeczywiscie
opisany za pomocg roéwnan o postaci (1), to znaczy

x (O)=5()+n (5 (2a)
x,(0)=35(t—D)+ny1), (2b)

gdzie s(f) jest teraz sygnaltem jaki zostalby zarejestrowany, gdyby nie powstawal zaden
szum w czujniku i przetworniku — patrz rys. 1. 5(¢) jest mniej lub bardziej
zdeformowana replika sygnalu s(¢). D oznacza opdznienie powstale na drodze
pomiedzy czujnikami, oraz n(f) i n,(f) reprezentuja szum addytywny powstaly,
odpowiednio, w kanale zwigzanym z pierwszym i drugim czujnikiem. Przyjmujemy, ze
n,(f) i ny(f) sa niezaleznymi, stacjonarnymi procesami gaussowskimi, tak jak we
wzorach (1a) i (1b).

W literaturze sa znane dwie metody uzyskiwania histogramow dla czasu opbz-
nienia D z réwnania (2b), ktore wykorzystuja technike korelacyjna [12]. Zaczniemy od
pierwszej z nich, ktoéra polega na $lepym (ang. blind) wybieraniu fragmentow
sygnalow x,(?) i x,(f), i obliczaniu nastepnie funkcji korelacji dla réznych wartosci
przesunigcia czasowego pomigdzy nimi [11] (ang. blind short-time cross correlation
(BSTCC) method).

Zauwazmy, Ze operacje wybierania fragmentow sygnalow x,(f) i x,(f) W powyzszej
metodzie mozna przedstawi¢ w terminologii przetwarzania sygnalow j ako nakladanie
okienka wycinajacego na te sygnaty (ang. windowing).

Zalézmy teraz, 7e z sygnaldw x,(7) i x,(f) wybieramy kazdorazowo N probek, to
znaczy szeroko$é prostokatnego okienka wycinajacego wynosi N. Pozwala to na
przedstawienie zbiorow wartosci probek sygnalow x,(f) 1 x,(f) w postaci nastepuja-
cych wektorow:

x,(0)=[x,07), x,(AT), x,2T), ..., x,(N— nnl*, (3a)
x,(0)=[x,007), x, (A7), x,2T), ..., x (N — nnl*, (3b)

gdzie gérny indeks T oznacza operacjg transpozycji, natomiast T w nawiasach,
w ktérych wystepuje argument funkcji x,(nT) lub x,(nT), n=0, 1,2,..., N—1, oznacza
okres probkowania. A zatem czgstotliwo$¢ probkowania réwna si¢ f,=1/T.

Zauwazmy dalej, ze we wzorach (3) przyjeto, ze zerowa chwila czasowa wystgpuje
kazdorazowo na poczatku kazdego z wycigtych segmentow sygnahu. Powyzsze
wektory i zwiazane z nimi okienka wycinajace sa dla wybranych w danym momencie
segmentéw wektorami i okienkami odniesienia. Jezeli, jak pokazemy dalej — patrz
wzor (4a), zachodzi konieczno$§¢ przesunigcia jednego z tych okienek, to przesuwane
jest ono w stosunku do przyjetej powyzej zerowej chwili czasowej. Procedurg tg
zilustrowano na rys. 2.

Korzystajac z wektoré6w danych wzorami (3), mozemy funkcje korelacji BSTCC
przedstawi¢ w postaci
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X
or 1T ... (N-)T czas
przesunigte okienko dla obliczed
funkcji korelacji
X

OT 1T 2. KT (&+)T.... (N-IT (N-1+#)T czas

Rys. 2. Ilustracja do metody BSTCC

RG=kD=1 3. %Dl +kD =2 0,5 ®5, @)
gdzie
' <x4(0), x,(k)> =x7(0) - x,(k) (4b)

jest iloczynem skalarnym wektorow x,(0) i x,(k). Funkcja R(kT) jest liczona
w pewnym zakresie wartofci —M<k<M, gdzie M oznacza liczb¢ naturalng
odpowiadajaca przewidywanemu, maksymalnemu czasowi opOznienia czastek na
drodze pomiedzy czujnikami optycznymi. Punkt na osi czasowej, w ktérym wystepuje
maksimum funkcji R(kT), jest szacowana wartoscia czasu opoOznienia.

Kolejne obliczone warto$ci czasu opdznienia sa nastgpnie uzyte do konstrukcji
histogramu dla tej zmienne;.

Jest rzecza oczywista, Zze wybor na lepo segmentéw sygnatow x,(0) i x,(f) prowadzi
czgsto do takich wyboréw, gdzie wybrane segmenty nie posiadaja prawie zadnych
charakterystycznych cech §wiadczacych o przesuwaniu si¢ czastki (aglomeratu)
substancji stalej pomiedzy czujnikami. W takich przypadkach szacowanie czasu
opbznienia jest bardzo trudne. Przebieg funkciji R(KT) jest wtedy bardzo plaski, jej
maksimum jest rozmyte, co prowadzi oczywicie do bledéw w szacowanych wartog-
ciach czasu opdznienia. Z kolei bledy w oszacowanych warto$ciach czasu opdznienia
powoduja, Ze otrzymany histogram jest malo wiarygodny.

Cztery dowolnie wybrane przyktady przebiegu funkcji R(kT), otrzymanej z wyko-
rzystaniem metody BSTCC, pokazuje rys. 3.

Modyfikacja metody BSTCC jest metoda, w ktorej przed obliczaniem funkcji
korelacji wykonuje si¢ pewien rodzaj detekcji (rozpoznawania, ang. pattern recog-
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CC V (ub): “OPT5605/0PTS5605" C CV (ub): “OPT5605/0PTS605"
f5=80824 Ch=1/2 St=0.400/0.400 ~ 5289824 Ch=1/2 St=1.400/1.400
Sk=1 Av=1 S5s=2048 Sk=1 Avs1 S5=2048

Xmir‘\. .mox =~ d 009;. 0.009sek Xmin..max =- 0.009.. 0.008 sek

Ymin..max = 0 000.. 0.050V*2 Ymin..mox = 0.010..0.050¥"2
CCV (ub): "OPT5605/0PTS605" C C V {ub): "OPTS605/0PT5605"
f5=89624 Ch=1/2 St=1.600/1.600 f5=89824 Ch=V/2 St 0.250/0.250
Sk=1_Av=1 S$=2048 Sk=1 Av=1 S5=2048

+
L

Xmin.max=-0.008. .0.009sek min. . mox=- 0.000..0.009 sek
Vo, . max= 0.000..0.100V*2 Ymin.. max=0.000..0.010V"2

1 1 1 i I

Rys. 3. Cztery przyklady przebiegu funkcji R(kT), otrzymanej w metodzie BSTCC

nition) czastki (aglomeratu) na podstawie charakterystycznych cech w sygnale.
Metoda ta (ang. short-time cross correlation with preprocessing in form of pattern
recognition — STCC-PPR method) byla wykorzystywana w pracy [5]. Rys. 4 stanowi
ilustracje do mechanizmu wykorzystywanego w powyzszej metodzie.

Na rys. 4a i 4b pokazano segmenty sygnalow, odpowiednio, z pierwszego
i drugiego kanahu, ktére charakteryzuja si¢ tym, Ze rozpoznano w nich prawie na
pewno aglomerat substancji stalej (ten sam aglomerat). Obydwa segmenty, nazywane
tutaj segmentami przeszukiwanymi, maja t¢ sama dlugos$¢ 84,5 ms. Segment w pierw-
szym kanale jest tak wybrany, Ze jego cz¢$¢ odpowiadajaca aglomeratowi znajduje si¢
dokladnie w jego érodku. Ta czesé jest nastgpnie ,,wycinana” i tworzy wektor x,(0)
— patrz wzor (3a). Czgé te nazywamy segmentem poréwnawczym, chwile zerowa
przesuwamy na jego poczatek w dalszych obliczeniach. Odpowiadajacy temu segmen-
towi segment w drugim kanale tworzy wektor x,(0). Wektor x(0) jest przesuwany po
calym segmencie przeszukiwanym kanatu drugiego, podobnie jak w metodzie
BSTCC. Funkgja korelacji R(t=kT) w tej metodzie jest liczona rowniez podobnie jak
w metodzie BSTCC, to znaczy zgodnie z zaleznoScia (4a).

Powyzej opisana procedurg zilustrowano schematycznie na rys. 5.

Wynik korelacji segmentow sygnalow z rys. 4b i 4c pokazano na rys. 4d
za pomoca linii przerywanej. Narys. 4d pokazano réwniez wynik korelacji segmentow
sygnalow z rys. 4a i 4c — krzywa poprowadzona linig ciagla. Pokazana krzywa,
przede wszystkim w zakresie malych wartoSci zmiennej T, odpowiada funkcji
autokorelacji sygnali rejestrowanego w pierwszym kanale. Zauwazmy, ze jest
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Rys. 5. Hustracja do definicji segmentu przeszukiwanego i segmentu poréwnywanego

ona prawie symetryczna krzywa (z osia symetrii przechodzaca przez punkt t=0).
Zauwazmy rowniez, ze krzywa korelacji sygnaléw z kanalu 11 2 posiada mniej
wyrazne maksimum niz krzywa autokorelacji. Niemniej to maksimum jest znacznie
wyrazniejsze, mimo Ze réznica w ksztaltach sygnaléw z rys. 4a i 4b jest duza, niz to
uzyskiwane w metodzie BSTCC — poréwnaj z rys. 3.

Zauwazmy, ze aby moéc szacowa¢ bardzo male predkoSci poruszajacych si¢
czastek, przeszukiwane segmenty sygnalow musza byc dostatecznie dlugie. Aby
uzyskaé dobra czasowa rozdzielczos¢, i tym samym dobra rozdzielczo$¢ predkosci,
segment poréwnywany musi by¢ w miare waski i posiadaé wyraziste cechy $wiadczace
o poruszaniu si¢ w tym przedziale czasowym czastki (aglomeratu) przed czujnikiem.
Przy duzych, koniecznych do rozpatrzenia warto$ciach zmiennej moze to prowadzi¢
do takich sytuacji, w ktoérych segment poréwnywany jest porownywany z czescia
sygnatu odpowiadajaca innej czastce (aglomeratowi) i daje w tej cze$ci maksimum
o wyzszej warto$ci niz to wlasciwe. Rezultatem jest oczywiscie blad w oszacowanej
wartosci op6znienia.

Opisana powyzej sytuacja zachodzi, gdy podobienstwo niewlasciwej czesci seg-
mentu w drugim kanale do segmentu poréwnywanego jest bardzo duze. Niebez-
pieczenstwo zajscia takiej sytuacji rowniez wzrasta, gdy moc niewlasciwe]j czesci
segmentu w drugim kanale jest duza, wigksza od mocy wladciwej czeSci segmentu
przeszukiwanego w drugim kanale. Sytuacje taka pokazano na rys. 6, gdzie
,,prawdziwe” maksimum funkcji korelacji (linia przerywana) wystepuje dla
1= —2ms. ,,Niewlafciwe” maksimum wystepuje dla 7 = 16,5 ms, i jest wyzsze od
tego prawdziwego, co oczywiscie prowadzi do blednego oszacowania czasu opOz-
nienia. Przyczyna jest tutaj, jak pokazuje rys. 6b, obszerna czgS¢ sygnatu wystepujaca
dla r~48 ms.
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4. SZACOWANIE CZASU OPOZNIENIA POPRZEZ ZNAJDYWANIE
MINIMUM ODLEGLOSCI EUKLIDESA

Przedstawione powyzej wady drugiej metody opisanej w poprzednim rozdziale
mozna w duzym stopniu wyeliminowaé, jezeli zastapi si¢ w niej obliczanie funkcji
korelacji obliczaniem odlegloéci Euklidesa, i znajdywaniem minimum tej odleglosci
jako funkcji zmiennej t [5]. Wartos¢ odcigtej w minimum jest tutaj szacowana
warto$cia czasu opdznienia.

W celu zdefiniowania odlegloSci Euklidesa zdefiniujemy najpierw norme
wektora jako:

x| =/<x, x> =T x)12. (5a)

Wzor (5a) pozwala wyrazi¢ odleglos¢ Euklidesa migdzy dwoma wektorami x i y za
pomoca nastgpujacej zaleznosci:

dxy)=llx—yll. (5b)
W odniesieniu do naszych wektoréw x,(0) i x,(k) mozemy zatem napisac

dy . (1=kT) =d(x,(0), x, (k) = || x,0)—x, (k) II . ©®

Zauwazmy dalej, ze odlegtosé Euklidesa dana wzorem (6) jest funkcja zmiennej
pomocniczej T.

Na rys. 7a i 7b pokazano przebieg odleglosci Euklidesa dla sygnaléw zrys. 4bidc
— linia przerywana. (W celu znalezienia estymatora czasu opbznienia trzeba
poszukiwaé minimum tej funkcji.) Dla por6wnania pokazany jest rOwniez na rys. 7a
i 7b przebieg odleglosci Euklidesa dla sygnalow z rys. 4a i 4c, to znaczy naste¢pujaca
funkcja:

dxlxl('c = kT) = d(xl(O), xl(k)) = II x1(0) - xl(k) ” . (7)

Funkcja dana wzorem (7) jest wykreslona za pomoca linii ciaglej. W swoim minimum
przyjmuje ona warto§¢ zero.

Na rys. 7c pokazano przebieg odleglosci Euklidesa dla sygnalow z rys. 6b i 4c
— linia przerywana. Zauwazmy, ze tutaj minimum funkcji wyst¢puje przy = = — 2ms.
Warto$é ta odpowiada prawdziwej warto$ci opoznienia aglomeratu, ktory przeszedt
pomiedzy czujnikami, w przeciwienstwie do zupelnie bigdne; wartoSci otrzymanej
przy zastosowaniu metody z poprzedniego rozdziatu.

Réwniez pokazany jest narys. 7c przebieg odleglosci Euklidesa dla sygnalow z rys.
6ai 6¢, to znaczy przebieg funkcji danej wzorem (7). Funkcjg t¢ wykre$lono za pomoca
linii ciagle;.
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5 HISTOGRAMY DLA PRZESTRZENNYCH ROZKELADOW PREDKOSCI

Znajac wartosé czasu opdznienia czastki na drodze migdzy czujnikami, predkos¢,
odpowiadajaca temu opoZnieniu, mozna obliczy¢ ze wzoru

L
L .
=% | ®)

gdzie # oznacza szacowana warto§¢ predkosci w rozpatrywanym, krotkim przedziale
czasowym, L=4,4 mm jest odleglodcia mi¢dzy czujnikami, oraz D jest szacowana
wartoScia czasu opoOznienia.

Obliczone ze wzoru (8) wartosci predkosci czastek zebrano i przedstawiono
w postaci histograméw dla réznych polozen czujnikéw w kolumnie fluidyzacyjnej.
A poniewaz histogramy stanowig dobre aproksymacje funkcji gestosci prawdopodo-
biefistwa, mozna moéwié, ze otrzymano w ten sposob rozkiady przestrzenne funkcji
gestoéci prawdopodobienstwa predkosai [5].

Zestaw histograméw otrzymanych dla czterech réznych polozeri czujnikéw ,,w
poziomie”, na wysokosci 2,7 m od dna kolumny fluidyzacyjnej, pokazano na rys. 8.
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:;\;50,0 : g 50,0 :
2400} 2 40,01
o | o !
a0t F30,0t
2 e |
z z
20,0+ o 200F
@ 10,0+ $.10,0¢
8 L 8 L
0’ 1 1 iy 1 1 IS e W] 0’0 1 1 1 1 i 1 [-l i 1 LD_[
-7,0 50 90 130 -7,0 30 1,0 50 9,0 130
v Im/sek] vim/sek]
c) d)
¥ 500 X 50,01
ST E] L
o c
€ 40,0F 40,0
g L .‘% »
7300 6 30,0
z - x -
g 20,0r 9 20,0
et St
N
& 100r §’ 10,0t
i 1 1 I 1 1 r] I t L LD_I 1 r‘ ! [l L 1 1l : 1 i n .
09 .0 -30 1,0 50 9,0 13,0 0'—07, 0 30 10 50 9,0 13,
vim/sek] v [m/sek]

Rys. 8. Histogramy predkosci czastek substancji stalej dia r6znych promieni: a) 20 cm (Sciana kolumny
fluidyzacyjnej) b) 18 cm, c) 12 cm, d) 0 cm (§rodek kolumny)

Zauwaimy, ze przedstawione na rys. 8 wyniki $wiadcza o bardzo kiepskiej
rozdzielczo§ci zastosowanej metody. Powodem jest tutaj zbyt niska warto§¢
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czgstotliwosci probkowania. Wyniki pokazane na rys. 8 uzyskano korzystajac
z sygnaiéw x,(7) i x,(¢) prébkowanych z czgstotliwodeia f,=3 kHz.

Problem wyboru czgstotliwosci probkowania i jej wplyw na dokladnoéé uzys-
kiwanych wynikéw jest omawiany w nastgpnym rozdziale. Zalezno$¢ nakladu
obliczeniowego w przedstawionej metodzie od czgstotliwosci probkowania jest
réwniez poruszona.

6. ZWIAZKI MIEDZY CZESTOTLIWOSCIA PROBKOWANIA,
ROZDZIELCZOSCIA METODY I NAKLADEM OBLICZENIOWYM

Przeprowadzona analiza widmowa sygnalow x,() i x(¢) pokazala, Ze widmo to
przyjmuje znaczace warto$ci w pasmie od 0 kHz do 1 kHz. Poza tym pasmem mozna
przyjal, ze jest rOwne zeru. Wynika stad i z kryterium prébkowania Nyquista, ze
najmniejsza czgstotliwos$é, z ktéra mozna byloby probkowaé powyisze sygnaly
wynosi 2 kHz. Jak pokazano jednakze w poprzednim rozdziale, gdzie probkowano
z czgstotliwodcia 3 kHz, jest to zbyt mata czestotliwosé. Nie zapewnia ona wymaganej
rozdzielczosci metody.

Zauwazmy, 7e rozdzielczo§é metody w odniesieniu do zZmiennej czas opdZnienia
mozna wyrazi¢ za pomoca wzoru AD =1/f.. A zatem dla czgstotliwoscei probkowania
3 kHz rozdzielczo$¢é ta wynosi 0,33 ms. Zauwaimy dalej, ze tak duza warto$§é
AD powoduje szczegoblnie duze bledy przy obliczeniach wigkszych predkosci (patrz
wzor (8)).

Jezeli przykladowo wezmiemy pod uwage predkosé 10 m/s, i zazadamy dla niej
rozdzielczosci rzedu 0,25 m/s, to ze wzoru (8) wynika, ze AD moze byé wtedy co
najwyzej rowne 0,011 ms. Ta warto$é z kolei odpowiada czestotliwosci prébkowania
ok. 90 kHz. Z taka tez czestotliwoscia probkowania wykonano pomiary.

Zauwazmy teraz, ze zgodnie z wzorami (3), (4) i (5), ze wzrostem czestotliwosci
probkowania, wzrasta tez nakiad obliczeniowy zwiazany z obliczeniem odleglodci
Euklidesa (gléwnie ze wzgledu na zwigkszenie sie liczby mnozeri w operacji: produkt
skalarny dwoch wektor6w). Innymi stowy dzieje si¢ tak dlatego, Ze szeroko$é
wybranego okienka pozostaje bez zmiany, natomiast rognie liczba probek w tym
okienku N.

Wzrost nakladu obliczeniowego ze wzrostem czgstotliwodei probkowania jest
istotny, gdy si¢ wezmie pod uwage liczbe wartoéci predkosci, jaka jest potrzebna, aby
uzyskac wiarygodny histogram. I dalej, gdy si¢ wezmie pod uwagg liczbe histograméw
jaka jest potrzebna, aby uzyskaé wiarygodny obraz przestrzenny zjawisk zachodzg-
cych w kolumnie fluidyzacyjnej. A zatem pozadana jest redukcja nakladu ob-
liczeniowego (przy probkowaniu z czestotliwoscia /=90 kHz). Algorytm, ktéry
wykonuje to zadanie jest omawiany ponizej.

Zasada dzialania tego algorytmu jest zilustrowana na rys. 9. Na rys. 9 okres
T odpowiada zredukowanej czestotliwosci prébkowania. Rzeczywista czestotliwo$é
probkowania jest oSmiokrotnie wigksza, co oznacza, ze¢ odpowiadajacy jej okres
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rowny jest T/8. Zauwazmy dalej, ze w odleglosci 778 jeden od drugiego rozstawione sg
koteczka na rys. 9a. Koleczka te reprezentuja chwile rzeczywistego probkowania.
Zaczernione koleczka na rys. 9a, b, c reprezentuja chwile probkowania dla celow
obliczen produktu skalarnego wektoréw — patrz wzory (3), @) i (5). Przesunigcie
okienka w segmencie przeszukiwanym drugiego kanalu odbywa si¢ jednakze z okre-
sem oémiokrotnie mniejszym, to jest okresem T7/8.

or /8 21/8 T 2T
ol Lo ; E
66000008 0 000000 o00C
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. o — . -
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cl '}
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Rys. 9. Hustracja do obliczen odleglosci Euklidesa z zredukowana czestotliwoscia probkowania i punktem
startowym obliczeri okre§lonym przez rzeczywista czestotliwo§é probkowania

A zatem obliczenia produktu skalarnego dwoch wektorow (x 1) wykonujemy
tutaj wedtug nastgpujacej zaleznosci:

N-1 :
<x(0), y(k)> = E_: x(nT) y(nT+kT|m), )

gdzie wspolczynnik redukcji m=38, T jest okresem odpowiadajacym zredukowanej
czestotliwosci probkowania.

Opisana powyzej procedura prowadzi do znacznej redukcji naktadu obliczeniowe-
go, a 0 tym, Ze nie pogarsza ona jakosci uzyskiwanych wynikow, przekonuje nas
przyklad pokazany na rys. 10. Na rysunku 10b pokazano przyklad funkciji d, . (7)
w otoczeniu minimum globalnego, obliczonej z pelnym uwzglednieniem we wzorach
probkowania z czestotliwoscia 90 kHz. Rys. 10c pokazuje ten sam wycinek funkcji,
obliczonej tym razem z 32-krotna redukcja czestotliwoéci probkowania wg opisanej
powyzej procedury. Widaé tutaj nieznaczne przesuniecie minimum na prawo (okolo
0,2 ms) oraz nalozone na krzywa zaklocenia. Zrodlem tych zaklocen sa skladowe
w widmie sygnaléw pomiarowych lezace powyzej 1 kHz. Jezeli sygnaly pomiarowe
przed obliczeniami podda sig filtracji za pomocg filtru dolnoprzepustowego o czgstot-
liwoéci granicznej 1 kHz, to uzyska si¢ funkcje unimodalna, jak pokazano na rys. 10d.
W tym przypadku rowniez odcigta minimum ma taka sama warto§¢ jak odcigta
minimum z rys. 10b. Jeszcze raz podkreslamy tutaj, ze krzywe na rys. 10c, d zostaty
otrzymane wg procedury korzystajacej ze wzoru (9) dla obliczes produktu skalarnego
dwéch wektoréw ze wspodlczynnikiem redukcji m=32.

Dalsza redukcje nakladu obliczeniowego mozna osiagnal, sprz¢gajac powyzszy
algorytm z procedura szybkiego poszukiwania minimum. Opracowana procedura [5]
polega na tym, ze najpierw oblicza si¢ funkcje dy (1) dla zredukowanej czestotliwosci
probkowania, to znaczy liczy si¢ potrzebne produkty skalarne dwoch wektoréw (x1y)
wg zaleznosci
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Rys. 11. Tlustracja do mechanizmu znajdywania minimum funkcji dx‘x () w obliczeniach ze zredukowana
czgstotliwoscia probkowania

N-1
x(0), 3k = 2 x(nT)yT+kT), (10)

gdzie T jest okresem odpowiadajacym zredukowanej czestotliwoéci probkowania.
Z otrzymanych warto$ci wybiera si¢ najmniejsza z nich i dwie sasiadujace z nig. Na
rys. 11 oznaczono je literami 4, B, C. Pomigdzy tymi punktami leza punkty
D i E przesunigte na prawo od punktéow 4 i C o 16/32 okresu odpowiadajacego
czestotliwosci zredukowanej, to znaczy o 16 okresow odpowiadajacych pomiarowej
czestotliwosci probkowania. W punktach D i E liczy si¢ odleglos¢ Euklidesa ze
zredukowana czestotliwoscia probkowania. W kontekécie algorytmu opisanego na
poczatku tego rozdziatu oznacza to, ze w tych obliczeniach sa uzyte produkty skalarne
dwoch wektoréw liczone wg formuly

N-1

(x(0), (ke ac+16)y= 3., x(nT) y(nT+(kac+16)T/32), an

gdzie k,c oznacza warto§¢ k dla punktu 4 lub C, oraz T jest okresem od-
powiadajacym zredukowanej czgstotliwosci probkowania. W przypadku, gdy
zachodzi d(tp)<d(tc) rozpatruje si¢ dalej odcinek 4A—D—C, natomiast w przy-
padku pdy zachodzi d(tz)<d(zo) rozpatruje si¢ odcinek C—E—B. Jezeli zaden
z powyzszych przypadkéw nie zachodzi, to rozpatruje si¢ odcinek D—C—E.
Zauwazmy, ze odcinek otrzymany do dalszego przeszukania ma dlugos¢ dwukrotnie
mniejsza od odcinka poczatkowego, tj. odcinka 4—C—B. Opisana powyzej
procedure powtarzamy, az do otrzymania odcinka rbwnego %T. Odcinek
ten, tak jak kazdy poprzedni, posiada dwa punkty skrajne i jeden srodkowy.
Jeden z tych punktéw jest poszukiwanym minimum. Zauwazmy, Ze to minimum
daje rozdzielczo§¢ czasowa, jaka otrzymuje si¢ przy czestotliwosci probkowania
90 kHz.
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Rys. 12. Histogramy predkosci czastek substancii stalej uzyskane przy: a) pomiarowej czestotliwosci
probkowania 3 kHz, b) pomiarowej czgstotliwosci prébkowania 90 kHz i zastosowanym algorytmie
»Przyspieszajacym obliczenia” z rozdzialu 6

Na rys. 12 pokazano dwa histogramy — jeden otrzymany wg procedury opisanej
w rozdziale 5 z pomijarowa czgstotliwoscia probkowania 3 kHz, i drugi otrzymany
z pomiarowa czgstotliwo$cia prébkowania 90 kHz i zastosowanym algorytmem
przyspieszajacym obliczenia z tego rozdziatu.

PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono pewna metode szacowania stochastycznego czasu opdz-
nienia, ktora zostala zastosowana przez autora w pomiarach parametrow statystycz-
nych dwufazowego, turbulentnego procesu fluidyzacyjnego. Dokonano réwniez
poréwnania dwéch metod estymacii czasu opéznienia, a mianowicie zwyklej techniki
korelacyjnej i techniki opartej na obliczaniu odlegloéci Euklidesa pomigdzy dwoma
sygnatami dla réznych przesunig¢ czasowych pomiedzy nimi i znajdywaniu minimum
otrzymanej funkcji. Pokazano, Ze ta druga technika prowadzi do bardziej wiarygod-
nych wynikéw. Rozwazono réwniez wpltyw wyboru czgstotliwosci probkowania na
dokladnos¢ szacowanych wielkosci oraz pokazano sposob uzyskiwania w miare duzej
rozdzielczosci przy zredukowanym nakladzie obliczeniowym.

Sygnaly otrzymywane w pomiarach turbulentnych procesow fluidyzacyjnych,
odpowiednio przetworzone za pomoca metod przetwarzania sygnaléw cyfrowych,
moga postuzy¢ do ,,wydobycia” z nich dalszych, cennych informacji. Jedna z takich
prob byla proba autora stwierdzenia, czy te procesy maja jakie§ cechy zjawisk
chaotycznych [6]. Wydaje sig, ze dalsze prace w tym zakresie warte sa kontynuowania.

PODZIEKOWANIE
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A. BORYS
AN ALGORITHM OF ESTIMATION OF STOCHASTIC TIME-DELAY

Summary

A method of time-delay estimation used to process the measurment data obtained in the two-phase
turbulent flow is presented in detail. The technique described is based on calculations of the Euclid distance.
Some comparisons with other techniques are also gived. Moreover, the relation between the value of
sampling frequency and resolution of the estimated values of velocities in flow is discussed as well.

Key words: time-delay, converter of digital signal, fluidizing processes.
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056b lub instytucii, zamieszkalych lub mieszczacych si¢ w miejscowosciach, w ktoérych
nie ma jednostek kolportazowych RUCH prenumerat¢ Kwartalnika mozna zaméwic
w Oddziale Warszawskim RUCH na konto: PBK S.A. XIII Oddziat Warszawa, nr
“370044-16551.

Bieigce numery mozna naby¢ w Ksiggarni Wydawnictwa N ankowego PWN, ul.
Miodowa 10, 00-251 Warszawa. R 6wniez mozna je nabyé, a takze zamowié (przesytka
za zaliczeniem pocztowym) we Wzorcowni Oérodka Rozpowszechniania Wydaw-
nictw Naukowych PAN, Patac Kultury i Nauki, 00-901 Warszawa w cenie podanejna

okladce kwartalnika.
} W roku 1996
przewidywana cena 1 egz. wyniesie 7,00 zt  (70.000 z1)
prenumerata roczna w kraju . 28,00 zt (280.000 z1)
prenumerata roczna za granice 90 $ USA




