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ROZPRAWY ELEKTROTECHNICZNE - TOM VI — ZESZYT 1 — 2 1960

621.314.1/.2
MICHAL JABLONSKI

Rozwinigeie metody obliczania opornoéci rozproszenia
transformatora z niesymetrycznymi uzwojeniami
cylindrycznymi
Re¢kopis dostarczono 19.12.1938

W pracy rozwinieto i rozbudowano opublikowang juz wezeéniej [5] metode
obliczania opornogci biernej zwarcia transformatora z uzwojeniami cylin-
drycznymi nawet przy bardzo znacznych asymetriach przestrzennych ampe-
TOzZwojow.

Opracowano wzory na skupianie rozrzedzed w uzwojeniach, na elimino-
wanie luk skompensowanych oraz ostatecznie na obliczanie opornosci biernej
w przypadku jednoczesnego wystepowania luk brzegowych i érodkowych
w obu uzwojeniach. Opracowano réwniez spos6b obliczania opornoéci biernej
w autotransformatorach wielozaczepowych i w transformatorach wielkoprg-
dowych z malg liczbg zwoidéw. .

Rozwazania sg ilustrowane przykiadami obliczeniowymi.

1. ROZWAZANIA PODSTAWOWE

Obecnos¢ niesymetrii w ukladzie cylindrycznym uzwojen powoduje
znaczne komplikacje w obliczaniu opornosei rozproszenia. Sposrod kilku
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Rys. 1. Przyklad podzialu amperozwojéw niesymetryeznych na sktadows . podtuzng
i poprzeczng .

metod stosowanych w.tym przypadku najprostszg, lecz i nhajmniej do-
kiadng jest metoda amperozwojow podtuznych i poprzecznych [2], [31, [4].
Analiza tej metody i jej zalozeh pozwala jednak na wyprowadzenie $cis-
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lejszych wyrazen oraz doswiadczalnych wspblczynnikéw poprawkowych,
co powoduje bardzo znaczne zwiekszenie doktadnosci rezultatow.

Nie powtarzajac tutaj w cato§ci rozumowan opublikowanych juz
wezesniej [5] przytoczymy w rozdziale pierwszym jedynie zasade rozkla-
du amperozwojéw na sktadows podiuzng i poprzeczng — w formie przy-
kladu na rys. 1 — oraz podstawowe wyjasnienia i wzory wynikajace ze
wspomnianych rozumowar. Rozdzialy nastepne stanowig dalsze rozwinie-
cie i rozszerzenie zakresu metody. :

Na rysunku 2 przedstawiono znaczenie symboli stosowanych w dal-
szym  ciggu.

S

DS'N ’

b) 2y Q) kd)

teie

Dsrs ’cﬁ “%"__L———_ ) L ) L

sz 7
0 %

“n=1 n=2 n=2 n=4 n=4 n=6

Rys 2. Oznaczenia poszczegolnych wymiaréw i okreslenie liczby n wzajemnie skom-
pensowanych cze$ci elementarnych asymetru

Opornosé rozproszenia dla sktadowej pbdluinej oblicza sie znanym.
wzorem Kappa—Rogowsklego

6’

X, d_79 f- zzlg, - ks - 1078 [Q], (1)
gdzie
D, —:1— £ Dys -8 +Dgp 2
= @, [ema]; @)
3 3

o =T 45 femy 3)

kR — wspdlczynnik Rogowskiego dla ukladu skladowej podiuznej;

w postaci uproszczonej kg =1 —ﬂjﬂ—ahi%;

— = hs, czyli wysoko§é rozproszeniowa ukladu [em].
Opornoé¢ dodatkows X4,4 Wynikajgcg ze skladowej poprzecznej stru-
mienia rozproszenia okre§limy poczatkowo dla przypadku, gdy umyslone
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uzwojenie krgzkowe rozklada sie na jednakowe wzajemnie skompensowa-
ne czesci elementarne, ktorych liczba wynosi n, rys. 2. Liczbg p oznaczy-
my stopien asymetrii, ktérego istote wyjasniajg rys. 2a i 2b. Zjawisko za-
krzywiania sie linii sit pola magnetycznego i powstajacy w zwigzku z tym
wzajemny wptyw pola podluznego i poprzecznego uwzglednimy wprowa-
dzajac do. Wyrazema na Xdod Wspommany wyzej Wspolczynmk popraw—
kowy kp.- . o - -

Wzor na oporno$¢ dodatkows od sktadowe]j poprzecznej dla jednej
czeéci elementarnej umyslnego uktadu krgzkowego X goq analoglczrue do
wzoru (1) jest: :

 qzp\2. 1 S
Koa=n9 - ((Bf 0 B B 0oy, -
' CAm 3n’ .a : :
Dla wszystkich n czesci elementarnych:

Gt R kRk 100, 5)

Xoa = Xdod n—79 f

N L
gdzie:
2
2 _ liczba zwojéw przypadajaca na kaidg luke uzwojenia asyme-
trycznego przy réwnomiernym roztozeniu -amperozwojow na
calej wysokosci uzwojenia, ‘ 2
L.,
lgr'l——l — przejscie ze sredmeJ dlugosci obu uzwojen na Wlasna; sredma
$r
diugosét obwodowg umyslonego uzwo;ema krazkowego [
h
an zastepcza szczehna rozproszemowa 8 Jednego zespolu ele-
n .

mentarnego umyslonych uzwojen quzkowych

k, — wspétczynnik poprawkowy uwzgledniajacy wzajemny wplyw
strumienia podluznego i poprzecznego,

kr — wspblezynnik Rogowskiego dla krgzkowego umys$lonego ukla-
du poprzecznego. Wspoétezynnik ten nalezy wykorzystaé w po-
staci pelnej [1] przy zaniedbaniu obecnosci kad21 a uwzgle;d—
niajgc obecno$é rdzenia. \

Oznaczajac poszczegdlne odlegtosci zgodnie z rys. 3i stoquqc symbole:

s, = exwn-blh : ~ (6a)
oraz o
‘ neN-Q
. n
—e
R L (6)
TN a
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mozemy napisaé

m,-m-n-a
kp=1—m, |1 — 2 "| 7
® n( 2-h-s, ) @
Podstawiajgc (7) do (5) uzyskujemy:
2 . . .
Xp=19-F-22-1,-10% |2 g by 1—m, (1— T O
. n? l, 3a 2.h-s,
=T79.f.2%.1,.-8.1078, )
gdzie ' |
1 m, -mw-n-a
=k .p*l— — = " It =k_ .p%-v, 9
B pp{2 2 ks, )]} 2Py (9)
czyli
My-7-N-a\]
= — 9a
v n? 2-h-s, ) 92)
9
7 2 l I
H A _pf20nb
/ ;V $, f< /I)
7 / ;
/]
/ /] / N\
/]
/ 7 % \\‘ /
b o [~ sl g - N
5"‘16 -~
Rys. 3. Oznaczenia stosowane we sk g5 \\ 7 =f/1t-n~a)_
wzorach 49 Qi /
- 04 /
/
3l a3 v
e
2 62 e
4+
Rys. 4. Przebieg wspolezynnikéw - af
Sp oraz mp

0 0 07 04 U6 08 10 17 14 16 18 20 22 24
Catkowita opornosé rozproszenia jest sumg opornosci sktadowych:
6/
h,

X = Xpod + Xdod = 7:9 'f‘ 2. lér( + /3) 10_8 [Q] (10)

lub
u =19 - f 21, (—Z n ﬁ) 107 [%]. (10a)
e t3
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2 [ A n-. b
h
spotykanym w praktyce przedstawia rys. 4. Uzyskang empirycznie na
doswiadczalnych transformatorach wartos¢ k, przedstawiono na rys. 5a,

b, ¢, d.
Do dalszych rozwazah pofrzebny jest réwniez opubhkowany juz
uprzednio [6] wzér okreslajacy wysokoé¢ zastepezg ukladu cylindryczne-

- . Ton-a .
Wartos¢ wyrazenia s, = f( oraz m, = f( )W zakresie

/,

|

_f__ 2 VU
|
|

he

-t

7

/._
= g tJ Q-

‘Rys. 6. Przypadek luki skompensowanej w $rodku uzwojenia

go (z uwzglednieniem wspdtezynnika Rogowskiego) zawierajacego dwie
jednakowe naprzeciw siebie potozone luki w uzwojeniach gérnego i dol-
nego napiecia, rys 6 Luk1 takie bedziemy nazywa¢ dalej skompenso-
wanhymi.

hs=hc—M+Er—giiL5(2_e “x+“z+").- 11)

Jezeli liczba luk skompensowanych o wysokosciach poosiowych My, Ma...
M, wynosi k, to wzoér (11) przybiera posta¢ w oparciu o poz. [4] wykazu

literatury:
n=k 3,

h,=h, — ZM w_ék+1_2 TwEira ) (119

n=

2. PRZYGOTOWANIE ZASTEPCZEGO UKLADU OBLICZENIOWEGO
Z LUKAMI SKUPIONYMI

Luki wystepujace w uzwojeniach transformatora sg badz rzeczywisty-
mi lukami skupionymi (np. wylgczenie czesci cewek zaczepowych lub tzw.
odstepy grupowe), badz rozrzedzeniami na tle wzmacniania izolacji, kom-
pensowania luk zaczepowych itp. Rozrzedzenia powstaja przez zastosowa-
nie zwiekszonych odstepéw miedzy cewkami lub przez zmniejszenie licz-
by zwojéw w cewkach mna skutek pogrubienia izelacji.

Przygotowujgc zastepczy uklad obliczeniowy rozrzedzenia nalezy sku-
pi¢ 1 utworzyé zastepcze luki skupione. Przedstawiony na rys. 7a naj-
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prostszy uklad z rozrzedzeniem ma wymiary przedstawione w liczbach
wzglednych odniesionych do wysokoso1 UZWO]enla Podobnie ]ak na rys 1
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Rys. 7. Skupianie rozrzedzenia

a) Rozklad amperozwojéw z ijozrzedze‘niem. na skiadowsa podiuzng i poprzeczna, b) Analogicz-
ny rozklad amperqzwojéw z luka skupiong

uktad ten rozklada sie na skladowa, podluznq i poprzeczng. Amperozwoy—:-
skladowej poprzecznej rownowazq sie wzajemnie, czyli
. zpr A (1 - pr)a
a superpozycja obcigzen hruowych obu skladowych musi dawaé rzeczy-
wisty uklad wyjsciowy. Mozna wiec zgodme Z rys. Ta napisac:
[A(1—p)+Ap]—A,=4, - (12)
oraz R ‘ ' v

Uktad ten ma by¢ w pelni rownowazny ukladow1 ze skuplonq lukg przed-
stawionemu na rys. 7b.. - ;

Dla uktadu z lukg skupiong mozna napisa¢ analogicznie do poprzed-
niego:

APy = A; (1 — D)
oraz : ; : »
[47(1 —Pa) +0 - pu] — Al=0, (14)
[An(1 —py) + 0 - pu] + A; = A, (15)
Réwnowaznosé obu ukladéw (rys. Ta oraz Tb) wystepuje wtedy, gdy

zaréwno ich sktadowe podiuzne, jak i poprzeczne sa odpowiednio réwno-

wazne, to znaczy , v
An (1 - pr) + Ar b, = A, (1 psk) ] (16)
oraz - 4 ‘ '

A;p = Aﬂ*W—ATWEAﬂ - Du)- ' 17
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Rozwigzanie otrzymanego ukladu szesciu réwnan (12 do 17) z szeScioma
niewiadomymi (4:;, 4,, 4%, Aj, 4}, ps) w zaleznoSci od trzech wia-
‘domych (4,, 4, p;) pozwala na uzyskanie réwnania luki skupionej psk:

1— 4,
An'—Ar An
Ps = Pr P =P, A P =
A, 4+ AL 14 B
=pr[l— 4 ]=p1(1— A’), (18)
Arpr+An (1 '_pr) Asr

gdzie Ag jest érednim obcigzeniem liniowym dla tgcznej wysokosci nor-
malnej czesci uzwojenia oraz rozpatrywane]j czesci rozrzedzonej. Na og6l
wygodniej jest operowaé bezwzglednymi wartosciami wysokosci odpo-
wiednich czeéei uzwojen, niz okreslaé ich wartosci wzgledne (p). W takim
przypadku wzér (18) mozna wyrazi¢ w postaci:

M,=M ——" . (18a)

M,
Tu M, jest wysokoscig rozpatrywanej czesci rozrzedzonej; M, — to wyso-
ko$e czesci normalnej uzwojenia, a My, — wysokos¢ luki skupionej zaste-
pujacej M,.
W poréwnaniu z szeroko dotychczas uzywanym wyrazeniem
An - Ar Ar

Dse = Dr A ——Pr(l—— An)
wzér (18) lub (18a) daje mniejsza wartosé luki skupionej — tym mniejsza,
im rozrzedzenie jest rozciagniete na wiekszej przestrzeni i im bardziej

—le

e ”’ h—
M
M
(]

— N” le—

L

1L

Rys. 8. Podstawowe praktyczne przypadki asymetrii

zblizone sg do siebie wartosci obeigzen liniowych czesci rozrzedzonej i nor-

T

malnej, czyli im stopien rozrzedzenia 1 — jest blizszy 0. Pomiary wy-

n
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konane na modelach rozrzedzen calkowicie potwierdzily stusznosé wzo-
Tu (18) i (18a).

W przypadku kilku rozrzedzen i luk wystepujacych w obu uzwojeniach
rozwazanie komplikuje sie, jednak — jak wykazalo poréwnanie oblicze-
mia i pomiaru — wystarczy osobne rozwazenie obu uzwojen, a w kazdym
Z nich osobne rozpatrzenie poszezegdlnych rozrzedzen.

Najczesciej zastepezy uklad ze skupionymi lukami odpowiada jednej
z trzech mozliwosci z rys. 8: M' = M"; M'<<M"”; M’ > M”". Te trzy moz-
liwosci, przy jednoczesnym istnieniu luk brzegowych w jednym z uzwo-
jen, obejmuja wiekszo$é zdarzajgcych sie w praktyce asymetrii,

3. ROZPATRYWANIE PRZYPADKOW M’ = M”

a) M'=M", rys. 9
Przypadek ten odpowiada istnieniu Iluki skompensowanej (rys. 6);

7/, =

7

4
i

Rys. 9. Przypadzk asymetrii brzegowej i luki skompensowanej

oznaczymy dla niego trzy rézne wysokoSci uzwojen potrzebne podczas
rozwazan

h. — calkowita wysoko$¢ uzwojen po skupieniu ewentualnych rozrze-
dzen koncowych,

hs — zastepcza wysoko$¢ rozproszeniowa obliczana wzorem (11) i wy-
korzystywana we wzorze (10),

h — zredukowana wysoko§é uzwojen, ktéra powstaje po zredukowa-

niu w uktadzie luki skompensowanej (rys. 10) i jest wykorzy-
stywana do okreélania stopnia asymetrii oraz do wzoru (9).
Wysokost zredukowana stuzy do wyznaczenia wspétczynnika f odda-
Jacego liczbowo wplyw dodatkowej reaktancji od skiadowej poprzecznej
strumienia rozproszenia.
Rozpatrujgc przebieg dodatkowego strumienia poprzecznego w przy-
padku gdy luka skompensowana jest w $rodku symetrii ukladu i pomija-
Jjac zakrzywianie sie linii si}, a przez to przechodzenie dodatkowego stru-
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b7

-

—_—

- — — = — ADla strumienia /

/ poprzecznego

/ Z uklady te sq p—

rownowazne

N

|

h=h,~H

Rys. 10. Przebieg strumienia poprzecznego przy obecnodci i nieobecnodci luki skom-
pensowanej w $Srodku uzwojenia

mienia poprzecznego w podiuzny, obraz indukcji strumienia poprzecznego
mozna przedstawié¢ jak na rys. 10. Przy takich zalozeniach indukcja do-
datkowego strumienia poprzecznego na przestrzeni luki skompensowanej

wynosi 0, co pozwala napisaé

h=h, — M. (19)

Jezeli indukecja dodatkowego strumienia poprzecznego w miejscu luki

A~

Rys. 11. Przebieg strumienia po-
przecznzgo przy obecnosci wielokrot-
nych luk skompensowanych

skompensowanej jest nieréwna 0,
okre§lenie zredukowanej wysokosci
uzwojenia jest znacznie klopotliwsze.

Przebieg wartosci indukeji po-
przecznej (do osi symetrii AA) na
rys. 11 jest analogiczny z przedsta-
wionym na rys. 12 przebiegiem in-
dukeji podtuznej w uzwojeniach kil-
kucylindrycznych ze szczelinami po-
osiowymi (np. cylinder uzwojenia
glownego i cylinder uzwojenia regu-
lacyjnego — rys. 12).

2 rys.fl

Odpowiednik osi symetrii AA

Rys. 12. Rozklad strumienia (pordstawowego)’ w uzwojeniu kilkucylindrycznym: ge
szezelinami poosiowymi
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Rysunek 12 jest obrécony o 90°, aby zwiekszyé podobieastwo z rys. 11.
Wartoé¢ potowy zredukowanej wysokoséci uzwojenia 3 (do osi symetrii
AA — rys. 11) podzielona przez 3 odpowiada szczelinie zastepczej dla stru-
mienia poprzecznego 6, [patrz objasnienia do wzoru (5)], czyli
S="" 1w h—es,

6

Obliczenie zastepczej szczeliny rozproszeniowej dla ukladu na rys. 12
przeprowadzil prof. E. Jezierski, wyprowadzajgc wzoér?): .

=245 11—t Do ra—cp(L 45
- 3 1 3 1 3 2]
gdzie
c= I(I‘1 //; (l_c)z Ial II'
a; -+ a G+

Ze wzgledu na analogie przebiegu indukcji na rysunkach 11 i 12 mozna
wprowadzi¢ poréwnanie odpowiednich odcinkéw (po lewej stronie znaku
réwnosci oznaczenia z rys. 12, po prawej — z rys. 11):

hl Ml hII
G=""5 5 =0;  ai=—  g=l; . al =l

2 , 2 2 2

po takim podstawieniu ¢’ = d;. Wykonanie prostych matematycznych
przerdbek upraszezajacych daje w wyniku wyrazenie dla rys. 11:

rt 2
h=h,— M, — M, 1—3—h—' . (20)
hl + hII
Jezeli luka skompensowana M; znajduje sie daleko od $rodka symetrii,
mozna uzyska¢ nawet h > h..

b) M'<M”, rys. 13

W tym przypadku czes¢ luki §rodkowej jest skompensowana, mozna
wiec wydzielié
luke srodkows skompensowana,
luke $rodkowsg nieskompensowang,
luke brzegowa.
Czesé skompensowana luki $rodkowej odpowiada wymiarowi mniej-
szemu, czyli M'. Réznica M” — M’ = M, tworzy juz luke $rodkows nie-
skompensowang.

1) E. Jezierski: ,Transformatory. Podstawy teoretyczne”. PWT, Warszawa 1956,
str. 88 oraz 89,



14 M. Jablonski ) Rozpr. Elektrot.

&
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_til_ - 3

f S by
Obliczenie =
1 wartosci hs i)
SE——-—% = [przy pomocy weoru(tf)] —= = %—-— =]
% i zredukowanie ¥
Z ) Luki _skompensowang] i
gl
3

S

Rys. 13. Przypadek asymetrii brzegowej i czeSciowo skompensowanszj luki $rodko-
wej, dajacy sie sprowadzié¢ do asymetrii brzegowej i §rodkowej w jednym uzwojeniu

Luke skompensowang rozwazamy podobnie jak w punkcie a). Oblicza-
my przy pomocy wzoru (11) zastepczg wysokos¢ rozproszeniows hs; redu—
kujemy calkowita wysoko$é uktadu h. do wysokosci zredukowanej h.
W tym przypadku h = h, — M".

Wysokost zredukowang h wykorzystuje sie we wzorze (9). Nalezy jed—
nak zwrécié uwage na to, ze bezposrednie wykorzystanie wzoru (9) moze
nastgpié¢ jedynie w przypadkach:

1) M=M"—M = M,; tutaj n=4;
2) M=M" M=0 tutaj n=2
3) M,=0 (brak luki brzegowej); tutaj n=2;
We wszystkich przypadkach posrednich, gdy
M=M'—M+#£M,#0 oraz M,0,

nieokreslona wartosé n zawierajgca sie miedzy 2 a 4 uniemozliwia bez-
posrednie zastosowanie wzoru (9). Chociaz niecalkowita wartos¢ n zawie-
rajaca sie miedzy 2 a 4 jest w zasadzie pojeciem sztucznym, fo jednak
ustalenie tej liczby jest konieczne do obliczenia wartosei § [wzor (9) i (10)].

Nazwijmy stopien asymetrii mniejszej luki (brzegowej lub sSrodko-
wej) Pm, za§ wiekszej luki p,,. Tak wiec zgodnie z rys. 13:

M P M M
dla M,<M; —t===m; =2 = s
o M e T Po=
M ‘M
da M,>M; e Pn, oo Mg T
Mb Puw h h
catkowity stopien asymetrii p = p,, + Pw;
okreslone poprzednio warunki brzegowe wskazuja na to, ze gdy P _ 0,

w

n = 2 oraz gdy&:l,n:&.

w
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W zakresie posrednim 0 << P <1 nakladajg sie na siebie dwa ukla-

dy: I —majacy n = 2, oraz II —ful)‘najacy n = 4. W celu okre§lenia wypad-
kowego n wydzielamy w obu lukach — $§rodkowej i brzegowej — asy-
metrie pn, czyli lacznie 2p,, ktéra tworzy uklad I (n = 4), pozostala
w wiegkszej luce asymetria p, —p,, tworzy uklad II (n = 2). Wypadko-
we n uzna¢ mozna za $rednig wazong obu ukladéw czastkowych, a wiec

_ 42D, +2(Py—Pw)
2P, + (Po — P,,)

Trzeba tu jednak pamieta¢, ze wydzielenie z wiekszej luki asymetrii p,,
wymaga skupienia tej asymetrii rozrzedzonej na calej rozciggtosci luki p,,
do rozciaglo$ci mniejszej, wynoszacej p,. Jak wynika z dyskusji wzo-
ru (18), przy skupieniu asymetrii jej wartos¢ maleje, tak wiec, aby otrzy-
ma¢ skupiong luke p.,, nalezy z luki p,, wydzieli¢ wigkszg nieco asymetrie
Py rozrzedzona na calej rozcigglosci p,. Pozostala czesé (p, —p,,) jest
réwniez rozrzedzona na calym wymiarze p,, i po skupieniu ulegnie zmniej-
szeniu.

@1

W celu uwzglednienia wptywu skupiania luki nalezy zastosowaé wzor
(18). We wzorze tym p, odpowiada calemu wymiarowi luki p,, a wy-

raz (1 —

14
. ), czyli stopien rozrzedzenia, odpowiada stosunkowi P , czyli
% w

stopniowi rozrzedzenia czastkowej asymetrii p,, na calym wymiarze p,,.
Stad: '

1— j’ L
P =Pu—— =Pu — Lo ;
po uproszczeniu otrzvmujemy
! pm
" 1=y —DPw
albo
' 1 - pw
Pp = P . (22a)

Skupiajac pozostaly czes¢ (p, — p,) nalezy analogicznie jak we wzorze
— Dy

wyjsciowy wzor (21) zostanie zastgpiony skorygowanym wzorem (23).

(22a) pomnozyé ja przez wspblezynnik Ostatecznie
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4. 2p, +2(p, = Pp) 12

ne — 1—(pw—pm) .

2Pm +(pw P m

Po podstawieniu (22) do (23) Ir uproSzczemu otrzymujemy:

4 (p_'")z+ (33'1+1)k
=9 Dut Dy’
G+ (o)
Py P .

R 2
6.
k= Po ] .

R

gdzie

@3

(24)

(25)

Wyprowadzone wzory (24) i (25) sa skomplikowane, a przez to kio-
potliwe do stosowania. Aby otrzymaé¢ w oparciu o nie wzér wygodniejszy

w uzytku, postuzymy sie rozumowaniem uproszczonym.

Pamietajac, ze pj, = Pm, W czionie (p, — Pm) Wzoru (21) powiekszymy
wyraz p,, stosujac przy nim wspoélezynnik o wigkszy od 1 i tak dobrany,

k n
4W0r 4
38F
36Y 38
34F
32¢ 36
301

\

281 34 \
LTy
\

1=1

3
/
2| A
4

/.
241 32
22} . //
201 30 </,
181
K
2R
12t 26 /
10F
; AN
081 24 -
d 4 \ -
a6t : :
0,4-2,2/ S Im
azp

— W
0 07 07 03 04 05 06 07 08 08 t0lubp,
Rys. 14. Przebieg wyrazen (24), (25) i (26)

l—n-—;f(

w

3——n-—f(
Pw

S—n—f(

) [wzér uproszezony (26)]
\ p'w

)przy Pw =0; Z—n—f(p )przy Py = 0,29 (k = 1);

) przy puw = 0 5, 4 —k =f(pw) [wzér 25)];
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aby otrzyma¢ wyrazenie mozliwie proste, dajace rezultaty zblizone do wy-

nikéw wzoru (23), przy asymetriach.p,, rzedu 0,25--0,3. Warunek taki

speinia wspoétczynnik a=1-+ %, 'ktéry zmienia sie od 1 przy
Dy — P

Pm = Py (Wiedy Dy =pm) do 1,5przy pn=0 (p;, = 0). Wstawiajgc ten

wspoélezynnik do wyrazenia (14) otrzymamy wzoér (26):

n=4-2pm+2(pw—p,,,a)=2[2_(1_1_9_,,1)2]. : 26)

Stosowanie uprosZczonego wzoru (26) przy asymetriach mniejszych
(py << 0,25) mozna uzna¢ za dopuszczalne, gdyz w miare zmniejszania war-
tosci asymetrii dodatkowa oporno$¢ rozproszenia gra coraz mniejszg role
i nieduzy uchyb popelniany przy jej obliczaniu traci stopniowo znaczenie.

W przypadkach p, > 0,3 nalezy stosowa¢ pelny wzér (24). Przebieg
wyrazenia (24) dla kilku wartosci p,, oraz przebleg wyrazenia (25) przed-
stawia rys. 14, :

Obliczenie wspélczynnika S [wz()r((Q)'] wymaga jeszcze okre§lenia
wspdlczynnika poprawkowego k‘ Wykresy wartosci tego wspélczynnika
dla n = 2 podane sg w rozdziale 1 na rys. 5¢, d. Wspétezynnik k, oznaczy-
my dodatkowo indeksem m lub w, zaleznie od tego, czy dotyczy on luki
0 mniejszym, czy tez o wigkszym stopniu asymetrii. Wspétczynnik k, za-
réwno dla.luki érodkowej, jak i brzegowej nalezy odezytywaé dla calej
wartosci asymetrii p. Wypadkowy Wspolczynmk kp jest Srednig wazong
z obu odezytanych wartosci, to Znaczy:.

Lk — kpm pm+kpw " Py .

y4

b
Poniewaz [wzér (9)] f = y-kp*p?, wiec ostatecznie:

Zaréwno obliczenia opornogci rozproszenia uktadu ze stalg asymetrig brze-
/‘(z‘
%
100+
86
92
a8
84

0.04 0.08 0,12 015 0.20 0,24 028 0,32 0,35 040 TP
0.2'7 037 035 03.9 043 0,47 051 055 059 063 067 p—pb"'ps

Rys. 15, Przebizg wartodci opornoéci biernej rozproszenia dla konkretnego przypad-
ku odpowiadajgcego rys. 13 przy »zrrllianie wartosci luki §rodkowe]

2 Rozprawy elektrotechniczne
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gows, a Srodkowg zmieniajgcg sie od ps =0 do ps = p, [wzory (24), (9),
(27)], jak i potwierdzajacy je pomiar modelowy wykazujg wystepowanie
pewnego minimum opornosci (rys. 15), to znaczy, ze pomimo wzrostu
p = pp + p, indukeyjnoéé rozproszenia ukladu poczatkowo maleje osig-

i)
gajac przy - a2 0,3 swe minimum, a nastepnie wzrasta. Mamy tu wiec

zjawisko zblinone do tego, ktore wystepuje w przypadku rozrzedzenia
kompensujacego luke zaczepowsg?l).

Fizyczng interpretacje tego zjawiska daje rys. 16 przedstawiajacy prze-
bieg linii sit przy luce brzegowej i $rodkowej. Wygiecie linii sit w obu

7

S
_

=
NN

SRS

RS ,
‘ AR

Rys. 16. Przebieg linii sit rozproszenia przy luce brzegowej i §rodkowej w uzwojeniu
zewnetrznym

przypadkach jest przeciwne, wiec jednoczesne wystepowanie obu luk po-
woduje ,,prostowanie sie” linii sit, a zatem czeSciowg kompensacje stru-
mienia poprzecznego. Z ,,prostowaniem sig” linii sit i zmniejszeniem do-
datkowej indukcyjnosci rozproszenia zwigzane jest oczywiscie malenie
poosiowych sit elektrodynamicznych. Zjawisko takie zaobserwowat
Festl [6].

c) M>M", rys. 11.

Podobnie jak w przypadku b) cze$é¢ luki §rodkowej jest skompensowa-
na, mozna wiec wydzieli¢:

luke $rodkows skompensowang M”,
luke $rodkows nieskompensowang M; = M'— M” w uzwojeniu I,
luke brzegows M, w uzwojeniu II.

Luke skompensowang M” rozpatrujemy jak w punkcie a), obliczamy
rozproszeniows wysokos$é zastepczg h, [wzor (11)] oraz wysokos¢ zreduko-
wang h, w danym przypadku réwng h = h — M”. Otrzymany po tej czyn-
nosci zredukowany uklad uzwojef,, a raczej amperozwojéw, nalezy rozio-
zy¢ na skladowg podluzng i poprzeczng, jak w przykladzie na rys. 18.

1) Zob. Wykaz literatury [5], rozdzial 2.
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o~
=y - N
= NS
_ = 3|
A 57
. %E Obliczente T
2 ; wartosci hs =
EE- = [przy pomocy wzo-—= _TF-4 =
f ru (17 zredukowanie t %
Luki” skompensowanej é _{
$ E

Rys. 17. Przypadek asymetrii brzegowsj i czeSciowo skompensowanej luki $rodko-
wej, dajacy sie sprowadzi¢ do asymetrii brzegowej i §rodkowej w réznych uzwo-
jeniach

Z rys. 18 wida¢, ze amperozwoje poprzeczne obu uzwojeh wspomagaja
sie wzajemnie.

g
gl/-’ﬂ | ' 004
X x| . [} x 1004z
gja | |%] |5| aooar O00AZ| x| |+ |00Az 4jd | 10042
el 3 T R o I A L P2 s ol
Hs of — _f{xpojel 4 2d e} |,
= ik o
oA qooaz | x| | |ewoaz U afa fo | M0AZ
sooaz| |%| || e X ||6id 2008z ]
4id x d x . 4jd | x| p}—db 1004z
gt B H ey R R N Bl i
SN — § e
=

Rys. 18. Rozklad niesymetrycznych amperozwojéw z rys. 17 na skladows podiuzina
i poprzeczng (w pewnym konkretnym przypadku); jd — jednostka diugosci

Ujecie matematyczne jest jednak w tym przypadku bardzo trudne,
poniewaz: \

1. Warto$ci amperozwojow poprzecznych kazdego z uzwojen réznig sie,
gdyz sg proporcjonalne do odpowiedniego stopnia asymetrii

M—M
h

2. Osi podzialu amperozwojoéw poprzecznych aa oraz bb sg przesunie-
te wzgledem siebie, co powoduje przechodzenie skladowej poprzecznej
strumienia w podtuzng; osi pokrywaja sie tylko w jednym szczegélnym
przypadku, p, = ps = 0,5.

3. Wzajemne skojarzenie amperozwojéw poprzecznych obu uzwojeh ze

b

pb=T lub p,=

é
sobg zalezy od odlegtosci 6 uzwojen, a raczej od stosunku —.

4. Wyznaczenie wspéiczynnika Rogowskiego dla tak zestawionego
ukladu jest praktycznie nieosiggalne.

2%
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Wszystkie wymienione trudnosci sktaniajg do przyblizonego rozpatry-
wania tego ukladu w oparciu o wskazoéwki doswiadczalne. Rozumowanie
uproszczone oprzemy na dwéch przypadkach skrajnych:.

1. Zalozymy, ze obie asymetrie wspoéldziataja calkowicie i s w peini
ze sobg skojarzone. Wspélezynnik k, nalezy wigc okreslié w poszczeg6l-
nych uzwojeniach dla catej Wartosc1 asymetrn Py, + ps. Wspbtezynnik y
[wzér (9)] oblicza sie osobno dla kazdego z uzwojen sktadowych, a na-
stepnie iloczyn k,y dla catodci przyjmuje si¢ jako $rednig wazong z war-
tosci obhczonej dla poszczegolnych uzwo;]en

k A o - . N N . . )
kp . y — A p ’yb pb . (28)
pb + ps
Ostatecznie °
ﬁ':kp . V(Pb +ps)2
albo

ﬁ = (kps N ys ps + kpb yb pb\ (ps + pb) (29)

2. Zalozymy, Ze obie asymetrle dz1a1a3q catkowicie niezaleznie od sie-
bie, tak quc § .
B =Ko ¥ - P2AKpp s - PE v Koy oy (03 +PD) (30)
gdzie kp+y okregla wzér (28).

Rzeczywista wartosé § zawiera sie miedzy f° oraz g, ktére — jak
mozna latwo udowodni¢ — nie réznig sie miegdzy sobg wigcej niz dwu-
krotnie: Doswiadezenie wskazuje, ze wartoé¢ 8 lezy blizej " niz 57, wpty-
wa na, nig jednak szereg czynnikéw wymienionych na wstepie rozwazan.
Dla przecietnie spotykanych ksztaltéw transformatora z uzwojeniami cy-
lindrycznymi mozna przyjaé, ze 8 jest wieksze od Sredniej geometryczne]
z f oraz §”. )

5> Vk 7.+ Pk, 7@ D) =

= (kps * ys ps + kpb 'yb pb) ]/ps + pb = ‘B”I (31)
Poniewaz jednoczesnie f <, w oparciu o szereg pomiaréw przyjeto
‘3 — \/ﬂl . ﬁ”, s . B . (32)

czyli

B= (s - 72+ Py +Kon - 70 - P) Y/ 0, F P @ P
d). Przyklad obliczeniowy 1 z komentarzam1

Dany jest fransformator o .mocy 31 5 MVA i przektadni
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Rys. 19. Dane wymiarowe konkretnego przypadku przeliczanego w przykladzie:
a) Uzwojenie DN — po lewej uklad cewek, po prawej zastepczy ksztait tego uzwojenia, by Uzwo-
jenie GN — po lewej uklad cewek, po prawej zastepczy Kksztalt tego uzwojenia, ¢) Wymiary

Srednicowe uzwojen
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b)

&8

5

’ o {
' 379mm  Szw; 0132 2¥mmi
9 b) 3
2 —
[ I gy & §|
3 g =\ wy
mmmm (I B 7485 0 B
—-EEER-- Mgy, o[]S s g s
= ] &
(I i AL 10,15 2w £
[T ) mom oogm LR
([ IO
Rys. 20. Spos6b okreflania granicy Rys. 21. Zastapienie rozrzedzen w
miedzy amperozwojami: a) normal- uzwojeniu DN lukami skupionymi
nymi i b) rozrzedzonymi a) Rzeczywisty uklad z rozrzedzeniami,

b) Zastepczy ukiad z lukami skupionymi

117 jlg%/lﬁj kV YA (uzwojenie GN ma zaczepy co 1,67%); napiecie
zwojowe e’ = 91,8 V/zw; catkowita liczba zwojéw GN wynosi 772; liczba
zwojéw DN wynosi 180; prad znamionowy fazowy DN wynosi 636 A; uklad
uzwojen i zaczepéw przedstawia rys. 19. Nalezy obliczy¢ i poréwna¢ z wy-
nikami pomiaru napiecia rozproszenia na zaczepach -+5; 0; —5 oraz
—15%o.

Przy skupianiu rozrzedzen w uzwojeniach [wzér (18a)] zamiast stosun-

A

ku obcigzen liniowych—A—’ wykorzystamy stosunek ,,zageszczen zwojow”’,

n
czyli liczb zwojow przypadajacych na 1 ecm wysokosci w czesci rozrzedzo-

nej i normalnej. Granice miedzy réznymi zaggszczeniami przyjmujemy
wg nastepujacych kryteriow: ’

a) jezeli cewki sa jednakowe, odstepy za$§ miedzy cewkami rdine
(rys. 20a), to granica przechodzi przez $rodek cewki granicznej;

b) jezeli odstepy sa jednakowe, a cewki réine, to granica przechodzi
przez $rodek odstepu granicznego (rys. 20b).

Skupianie rozrzedzeh w uzwojeniu DN przedstawiono na rys. 21. Wy-
chodzac z rys. 21a skupiamy rozrzedzenie brzegowe [wzér (18a)].

LA ,_ o182
A, ©0,1415
My = MTI—A—TW— 37,9 ] 0132.379 2,35 ~ 2,4 mm.
Tz T 0,1415 - 528,2
n

Analogicznie dla rozrzedzenia Srodkowego otrzymujemy



Tom VI— 1960 Obliczanie oporno§ci rozproszenia transformatora 23

_0,0664
0,1415
0,0664 . 153
1+ 0,1415 . 528,2
Wymiary uzwojenia po skupieniu przedstawia rys. 21b.
Skupienie rozrzedzenia brzegowego GN przedstawia rys. 22.

)y A
1063 mm; 79zw; 0,743 Mmm %T

M, = 153 = 71,5 mm.

EX

4233 537w 1273 2¥mm

644
716.5
(wys.ON z rys.21b)

0s symetrit
w_srodku_uzwojert
Czes¢ normalna

Rys. 22. Zastgpienie rozrzedzenia brzegowego w uzwojeniu GN przez luke skupiong
a) Uklad z rozrzedzeniem, b) Zastepcza luka skupiona

e
&

4233 mm
537zw 1273 ™mm

7 7
14| |14

Czes¢ normalna

I
|
4|
_,IL_

Czes¢ normalna

s36mm 202w Q78— "y o)
Czest normalna
Jakw a)

Czes¢ normalna
Jak w a)

819mm 84z
1029 Ymm

1oubon
"

|
|

2

Czes¢ zaczepowa
14+7

10000
I

Zaczep 0% odlgczone 195 cowki(362w)
Zaczep—5%; odlaczone 3 cewki (72 zw)
Zaczep —15%,; odlaczonych 6 ce

JUL

e ———

‘ Zaczep +5%; czynne wszystkie zwge
s || 12| 2] Vel 2| e
14| |nd n4) |mal |mal (e

|
|

1k B36mm  16zw 1005 ¥mm

l—1536~

!

Rys. 23. Okreflenie zastepczej luki §rodkowej dla poszezegélnych zaczepéw w uz-
wojeniu GN
a) Zaczep +5%, b) Zaczep 0%, c) Zaczep —5%, d) Zaczep —15%

0,745
1,273
0,743 106,5
1,273~ 423,3

S

.= 106,5

=38,7~ 39 mm.

fu—y

+
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Skupienie rozrzedzenia $rodkowego GN i uwzglednienie luki zaczepo-
we]j dla rozpatrywanych czterech zaczepéw wykonamy w oparcm o rys. 23.
a) Zaczep + 5%
. 1,015
1,273 _
M, =153,6 ] 1,015 153.6 = 24,2 mm ~ 24 mm.
| T1373 1233

b) Zaczep 0%

o 0,78 -
1,273 :
M, = 153»’6. ) 078 1536 — 48,5 mm.
- 1,273 ° 423,3
¢) Zaczep —5% ,
1,029
M, =717+ 819 1278 _ 852 mm ~ 85 mm.
§ 14 1,029 1,029 81,9

1,273 * 4233

d) Zaczep —15%; czysta luka skupiona My = 144,5 mm.
Dla obliczania opornosci rozproszenia [wzér (10a)] wyznaczymy war-
- tosé ¢, g [wzor (2)], Luiows luew (WE Tys. 19c¢).

a a 5,2
V=—"46+2=
3 + _+ 3
lypy=m.81,4=2555cm; 1,4 =m.107,2=337 cm;

5,2 9,0
81,4 — 192,458 4 107,2——
3 3
ly=m= 1055 =298 cm.

Napigcie rozproszenia w procentach obliczamy przy pomocy wzoru (10a):

U, = 7,9 . fEZTlér '10_6(6—"*_.3):
e s
—79. 50%298 : 10—6(

b

10,55 10,55

= 146,5{—
+4) (%

+ﬂ)-

Obliczenie hg, § i ostatecznie u, przeprowad21my osobno dla poszczegbl-
nych zaczepdw.

a) Zaczep +5%, rys. 24, przypadek odpow1ada_]a;cy rysunkowi 17.
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8 E
: i
%l;é : < . !
L| y 0buczen¢e S
§§j:§fl e __{ 2 (nzze) + vé,?‘& - l
o~ - )
é‘t x| he= 14Bémm =1
/ /

(ll/r[ad po zredukowaniu
luki skupioney)

Rys. 24. Uklad wymiarowy uzwojenia na zaczepie +5% odpowiadajacy rys. 17

1) Luka skompensowana wystepuje tu w §rodku symetrii uzwojent
i wynosi M =48 mm. Wysokos¢ rozproszeniows h, obliczamy stosujac
wzor (11), a wysokos$é zredukowang h stosujgc wzér (19).
' 3IM

hs‘='hc—M+—“l"+;2+5(2_e_ a,+a+a,)=

. 3-148

— 1433 — 48 +@(2 —e w0 ) — 1486 mm — 148,6 cm;

h=h,— M=1433 — 48 = 1385 mm = 138,5 cm.
2) Stoplen asymetrn asymetria brzegowa w uzwojeniu GN

2.172,5"
=———=0,1050;
P =385
asymetria $srodkowa w uzwojeniu DN

p, — 2 _ 0,0685;
1385

asymetria catkowita p = p, + p; = 0,1735.

3) Wspolczynnik poprawkowy k, kazdego z uzwojen odezytujemy
z rys. 5 dla calej wartosci p.
6’ 10,55

Parametr —=
h, 148,6
zewnetrznym interpolujemy wspétczynnik spomiedzy krzywych 3 i 4 na
rys. 5c; kpp = 1,2; dla asymetrii srodkowej w uzwojeniu wewnetrznym
interpolujemy wspdlczynnik spomiedzy krzywych 51i 6 na rys. 5d;
kps = 0,95,
4) Liczba n dla obu uZWO]en W ktorych wystepu;]e asymetria, rys. 24
wynosi 2.
5) Obliczenie y przeprowadzamy dla kazdego Z uzwojen stosujgc
wzor (9):

= 0,071; dla asymetrii brzegowej w uzwojeniu
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uzwojenie wewnetrzne DN z luka $rodkowsg; a = 5,2 cm

memea me2-52 =0,236; m, z rys. 4 wynosi 0,89;

h 1385
2.x-n+b 2.w-2.2,6 .
= >~ =0,236; s, z rys. 4 wynosi 1,27,
" 1385 Sy Y Yy

1 lwl h m,.n.w.a
T e R

_ 12655 13851 (aofy 089-2.7-52\]_ (a0
4 298 3.5, , 2.138,5.1,27.

uzwojenie zewnetrzne GN z luka brzegows; a = 9,0 cm

T.N.a ©.2.90

= 0,409; m,= 0,822 (z rys. 4);

h 1385
2omomeb_ 272136 oo gup e gy
3 138,5
yym s 38T 18O ggapf1— 2822:2-7m9 M _ 45
4 208 3.9 2.138,5 . 3 -48

Majgc juz stopnie asymetrii, liczbe y i wspétczynnik poprawkowy k, znaj-

dujemy g przy pomocy wzoru (32):

g=1(0,95 . 0,348 . 00,685 + 1,2 - 0,316 - 0,105) i§/0,17352(0,1052 + 0,0685%) =
= 0,00925.

Napiecie rozproszenia wynosi ostatecznie:

u, = 146,5 10,55
{148

+ 0,00925) = 11,7 9.

b) Zaczep 0, rys. 25, jak w przypadku poprzednim odpowiada rysun-
kowi 17.

Prowadzgc obliczenie analogiczne do poprzedniego otrzymujemy:
hs = 145,4 cm; h = 133,6 cm; p, = 0,1087; p; = 0,0345; p = 0,1432;
kpp = 1,27; kps = 0,94;
gila GN z luks brzegowg m, = 0,815; s, = 3,65; y, = 0,312;
dla DN z luky $rodkowg m, = 0,887; s, = 1,29; y; = 0,344,

g =(0,94 - 0,344 - 0,0345 -

+ 1,27 . 0,312 . 0,1087) ii/0,14322 (0,1087% - 0,0345%) = 0,0069

10,55
u, = 146,5 (——— 40,0069} = 11,52 %,.
¢ (145 P ) /o

)
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U
g\l

Vi il

T‘ ? % T:‘gl Obliczente T8 / 7 §
%3%"—._ 5T = /,5:;,54 +§‘<ai - _/___l
ét P 7 T T mT

N

(UkTad po zredukowaniu
Luki skupiongj)

Rys. 25. Uklad wymiarowy uzwojenia na zaczepie 0% odpowiadajacy rys. 17
¢) Zaczep —5%, rys. 26, przypadek odpowiadajgcy rys. 13.
1) Luka skompensowana wystepuje tu w Srodku asymetrii uzwojen

‘J\‘.i “
7 F
2 i
V4 P 4§ Obliczenie % T
o« h, p==]
Serstl 11 8L = () + %
R gyl B~

(U_k[ad po zredukowaniv
Luki skupionej)

Rys. 26. Uklad wymiarowy uzwojen na zaczepie —5% odpowiadajacy rys. 13
1 wynosi 143 mm. Wysokosé rozproszeniowg hs obliczamy przy pomocy
wzoru (11), a wysokoséé zredukowang h przy pomocy wzoru (12).
3 M

hs=hc~M+9ﬁgz—+§(2_e_ax+az+6)=1433—143+

3143

(2 —e 20 ): 1415 mm = 141,5 cm;

h=h,— M=1433 — 143 = 1290 mm = 129 cm.
2) Stopien asymetrii; calo$¢é asymetrii wystepuje w uzwojeniu GN;
2.72,5
1290

27
asymetria srodkowa p, = 1590 = 0,0209;

200
T3

asymetria brzegowa P, = = 0,1125;
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asymetria catkowita p = p, + p; = 0,1334.
Asymetria brzegowa jest wieksza — p,,, a srodkowa mniejsza — p,.
3) Wspélezynniki poprawkowe k, odczytujemy z rys 5 dla caleJ war-

10, 55
tosci p = 0,1334. Parametr 6—:
h, 1415 »
wspoélczynnik k, interpolujemy spomiedzy krzywych 3 i 4 na rys. 5c;
| 9
' f
| i, 7 Obliczenie 31
§“’ &2 §°s _ hs § / A [ Re
DA TTES T (m) Y TS
<¥ { h=115 = ¥
Z z =

(Uklad po zredukowaniu
Luki skupiongj)

Rys. 27. Uklgd wymiarowy uzwojen na zaczepie —15% odpowxa«dajacy rys. 13

kpp = 1,3; dla asymetrii s’rodkowej odczytujemy wspélczynnik z krzy-
wej I na rys. 8d; kps = 1,37. :
4) Liczba n — okreslamy ja wzorem uproszczonym (26)

2 2
n=2l2(1-Bn)|_2[a— (1 Q0200 _, 676,
Dy 0,1125
5) Obliczenia y dokonujemy stosujgc wzér (9):

wen-a  w-2,676.9,0

= 0,586; m, z rys. 4 wynosi 0,76;

R 129,0
2-m-m- b= 2. m- 2676 - 13,6 =1,775; s, zrys. 4 wynosi 5,90;
h 129,0

LI T DR Py 1_M_]:
n* 1l, 3a 2h-s,
1 337 129 [1—076 (1_0,76-2,676 e 9

2,676 298 3.9 2.129.5,90

Majgc stopnie asymetrii, y oraz k, znajdujemy f przy pomocy wzoru (27)

) = 0,204.

B="7 P - P+ Kypp » Po) = 0,204 - 0,1334 (1,3 - 0,1125 -+ 1,37 - 0,0209) —
= 0,00475.
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Napiecie rozproszenia wynosi ostatecznie:

10’52 + 0,00475) = 11,6 %,

u, = 146,5 (

d) Zaczep — 15%, rys. 27, przypadek odpowiadajacy rys. 13.

1) Wysokos¢ rozproszeniowa h, [wzér (11)] i wysokosé zredukowana h,
wzor (19); luka skompensowana wynosi tutaj, jak w przypadku poprzed-
nim, 143 mm, obliczenie daje wiec ten sam rezultat: hs = 141,5 cm;
h =129 cm. ‘

2) Stopien asymetrii; jak wida¢ z rys. 27

146

Np = =0,113; p= . = 0,226.
Py N Py = o= 0] p=p,+p

3) Wspélczynnik poprawkowy k,; ze wzgledu na to, ze p, == ps, wspol-
czynnik k, przyjmiemy jako $rednig z wartosci odezytanych dla luki $rod-

; - ¢ - 10,55 - . i
kowej i brzegowej. Parametr 71—= 1415 = 0,0745; wartosci wspdlczyn-
nikéw odezytujemy jak w punki:ie poprzednim:

1,25 4+1,15

k,, =115 k,=1,25; Kk, . 1,2
4) Liczba n; poniewaz pp, ~= ps, wiec n = 4.

5) Obliczenie, wzbor (9)

ﬁ.n.a: TC-4-9=O,877; mn=0’645;
h 129
2-m-m-b_2-7-4-136 o 5n o 141
h 129 o

yzi.ﬁii.ﬁ 1— 0,645 1_MW_‘2 = 0,124.
42 298 3.9 2.129.14,1

Obliczenie f przeprowadzamy stosujgc wzor (9):
p=vy-p*-k,=0,124.0,226% . 1,2 = 0,0076.
Napiecie rozproszenia wynosi ostatecznie:

u, — 146,5 (202
141,5

3

-+ 0,0076) = 12,02 9%,

Zestawienie wynikéw obliczenia i pomiaru przeprowadzonego na stacji
prob po wykonaniu transformatora wskazuje na zupelng zgodno$é¢ rezul-
tatéow (tablica). '
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Tablica 1
Tablica wynikow obliczen i pomiarow

Zaczep Uz obliczone Uz pomierzone
— % %
+ 5 9% 11,70. 11,74
0 % 11,52 11,55
— 5% 11,65 11,70
| —15 % 12,02 12,10

4. PRZYPADEK SZCZEGOLNY UKEADU AUTOTRANSFORMATOROWEGO

Szczegblnym przypadkiem niejednakowych wartosci asymetrii srodko~
wej 1 brzegowe]j jest autotransformator przedstawiony na rys. 28. Przy

{171 315 11951 327 |—

Y I

|

2995
335 7
3650
3965

I
a0 A
4355

4682 4Y

5009

Rys. 28. Uklad wielozaczepowego autotransformatora rozwazanego w rozdziale 4

WA RRR

Co~ I -h o™~

825

obliczaniu napiecia rozproszenia dla dowolnej kombinacji zaczepéw (w da-
nym przypadku GN—1, 2, 3, 4 i DN — 5, 6, 7, 8) nalezy tu braé¢ pod
uwage nie tylko luki brzegowe powstajgce przy pracy na nizszych zacze-

Y/

Z.

A

Rys. 29. Przestrzenne rozmieszezenie amperozwojow przy pracy autotransformatora
z rys. 28 na zaczepach 2 i 5
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pach GN (2, 3, 4), lecz rowniez ,wtracone” amperozwoje przeciwne
w czesci Srodkowej uzwojenia zewnetrznego przy pracy na wyzszych za-
czepach DN (5, 6, 7). Konkretny przyklad przesfrzennego rozmieszczenia
amperozwojow przy pracy na zaczepach 2 i 5 przedstawia rys. 29. Pod-
kresli¢ trzeba, ze przedstawione na rys. 28 rozwigzanie autotransformato-
ra ma bardzo powazng wade — mozliwos¢ tworzenia wielkich sit dyna-
micznych poosiowych podczas zware.

Rozklad amperozwojow tego ukladu niesymetrycznego na skladowsg
podluzng i poprzeczng wykazuje w zastepczym uzwojeniu krgzkowym
uktadu poprzecznego wieksze obcigzenie liniowe na przestrzeni odpowia-
dajgcej luce Srodkowej niz luce brzegowej. Obliczymy wspbétczynnik
zwiekszenia obcigzenia liniowego luki $rodkowej z amperozwojami wtrg-
conymi w stosunku do obcigzenia luki brzegowej ,,czystej”.

W luce czystej obcigzenie liniowe skladowej poprzecznej musi by¢

~réwne i przeciwnie skierowane do obciaZenia liniowego sktadowej podiuz-

nej, natomiast w luce z amperozwojami witrgconymi musi by¢ ono wieksze
o obcigzenie liniowe amperozwojow wtrgconych. Prad plynacy w uzwo-
jeniu wewnetrznym i w czesci ps uzwojenia zewnetrznego (luka srodko-
wa) wynosi I,,. Symetryczny podtuzny odpowiednik amperozwojow uzwo-
jenia wewnetrznego wynosi na przestrzeni luki srodkowej I,,2,0s.
Wspoétczynnik » powiekszenia obcigzenia liniowego w luce $rodkowej
wynosi :
Iw'zw'ps_l_Iw'zz'psf

2z .
— 2 -
%= w* 2w Ps —1+Zw'hz (33)

gdzie

h,— wysokoéé uzwojenia wewnetrznego,

_hz—— wysokos¢ uzwojenia zewnetrznego,

Z2,— liczba zwojow uzwojenia wewnetrznego,

Z,— liczba zwojéw uzwojenia zewnetrznego.

Wspblezynnik x jest, jak widaé, staty niezaleznie od wartosci ps, czyli
niezaleznie od zaczepu.

Obliczenie dodatkowego napiecia rozproszenia wymaga najpierw spro-
wadzenia ukladu amperozwojow poprzecznych zastepujgcych obie luki,
srodkows i brzegows, do tej samej wartoéci obcigzenia liniowego. Obcig-
zenie liniowe dla luki §rodkowej jest #-krotnie wieksze niz dla brzegowej.
Sprowadzajgc catoé¢ do wiekszego obcigzenia liniowego zmniejszymy lu-
ke brzegows x razy. Po dokonaniu sprowadzenia oblicza sie wartosé p
[wzér (9)] podanym poprzednio sposobem. Dla uzyskania opornosci roz-
proszenia [wzory (10)lub (10a)] nalezy jednak warto$¢ § pomnozy¢ przez
wspoiczynnik #, w tym bowiem stosunku wieksze sg sprowadzone ampe-
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rozwoje ukladu poprzecznego od amperozwojoéw z przypadku zwyklej,
»ezystej” luki.
 Obliczenie napiecia rozproszenia dla dowolnego zaczepu najdogodniej
przeprowadza sie systemem transformatorowym przy zalozeniu statej mo-
cy wlasnej, ktoérg nazywamy moca odniesienia P.,. Moc taka wystepuje
rzeczywiscie przy pracy na zaczepach skrajnych (1 i 8 na rys. 28), przy
czym uzwojeniem podstawowym jest cale uzwojenie wewnetrzne, a do-
dawczym cale uzwojenie zewnetrzne.

Przeliczenie napigcia rozproszenia u, na odpowiednig moc przechod-
nig P w ukladzie autotransformatorowym (u ) nie przedstawia juz zad-
nych trudnosci:

P

’ . Pw

Ug = U, —=}

‘ Pwo.

. /79_1

Uy = Uz ’

&

a wiec , SRS
2 1\2 ' i o 2
uza:uxi ﬁ_.]; _-—_-_uxi M R (34)

P\ & P

wo

Uey

Przyklad obliczeniowy 2 : o

Przeprowadzimy obliczenie niapiecia. rozproszenia autotransformatora
przedstawionego na rys. 28 dla zaczepéw 2—5 (rys. 29). Dane autotrans-
formatora: Moc przechodnia dla dowolnej pary zaczepéw 6300 kVA; prze-
kladnia 38—36,4 — 34,8 — 33,2/31,6 — 30 —28,4—26,8 kV.
Moc wtasna odniesienia ‘

PwoszBm—_—U— 6300 38268 1860 kVA.
U 38

GN
Plyngcy przy tym prad w uzwojeniu wewnetrznym

[, — 1860 KVA _ ,0a,

V3 26,8kV :

Liczba zwojéw w uzwojeniu wewnetrznym z, = 944 zwojoéw.
Liczba zwojéw w uzwojeniu zewnetrznym z, = 392 zwojow (2 grupy row-
nolegte), zaczepy co 56 zwojow. W obu uzwojeniach zastosowano réwno-
mierne roztozenie zwojéw na calej wysokosc1

’

Stosunek T wynosi dla rozpatrywanego autotransformatora 0,048, sred-
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nia dlugos¢ obwodowa uzwojenn [obliczona przy uzyciu wzoru (2)]
l, =131 cm; diugos¢ obwodowa uzwojenia zewnetrznego l,, = 147 cm.
Amperozwoje uzwojenia wewnetrznego odpowiadajace mocy wiasnej od-
niesienia

I, z,=40- 944 = 37700 Az.

Napiecie zwojoweb
, 26800V
e —

TV sshaw otV

Napiecie rozproszenia obliczamy przy pomocy wzoru (10a):

u, =179 - 503:%0131(0 048 + p) =119 (0,048 -+ f).

’
Obliczenie wspoétczynnika f przeprowadzimy dla przypadku zacze-
péw 2—5.,
Zaczepy dzielg obie grupy réwnolegle na 7 czes$ci. Rozpietosé jed-
nej czesci wyrazona liczbg wzgledng wynosi wiec 0,143;

1
luka brzegowa (zaczep 2) wynosi - = 0,143,

3
luka $rodkowa (zaczep 5) wynosi 7= 0,429.

Aby sprowadzi¢ calo$¢ do amperozwojoéw luk1 Srodkowej, stosujemy

wzor (33)
h 392 825

2
1 Z — 1,415,
w=1+77 Y942 B2

w 2

Sprowadzona luka brzegowa (czyli tutaj luka mniejsza):

0,143
1,415

m = 0,101.

Luka wieksza ($rodkowa) p, = 0,429, a wiec p = p,, + p» = 0,530. Dla
znalezienia f [wzér (27)] obliczymy y [wzér (9a)]; w tym celu wyznaczy-
my poszczegblne czynniki tego wyrazenia.

n obliczamy stosujgc nieuproszezony wzoér (24) i (25) (gdyz p. = 0,3):

2 2
(iA) (012 _1)
= Po [ _ 10829 —0,49;

2 _, 2
P 0,429

3 Rozprawy elektrotechniczne
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Pn 0,235, '(p—'")z —0,0554;
Dy IR U
5 40,0554 4 (3 - 0,235 4 1) 0,49
2 . 0,0554 - (0,235 + 1)0,49
mom-a - 2,95 3,27
R 82,5
2.m-m-b_ 2. m-295- 68
h N 82,5 .

Yy 1 147 82,5 1 0,839 0,839 -2,95 - & - 3,27 — 0,2055.
2,952 1313 - 3,27 : 2..82,5-4,52 SN

= 2,95;

= 0,368,mn (rys. 4) wynosi 0,839;

="1,52; s, (rys.4) wynosi 4,63 ;

B znajdujemy przy pomocy wzoru (27) i w tym celu okreslamy wspoi-
czynniki poprawkowe k, dla* Tuki brzegoweJ i srodkowej, odezytujac je
z rys. be i 5d dla catej Wartosc1 p = 0,53.

kpm = 1; kpw = 1,11; dla zastosowania wyniku we wzorze (10a) mnozy—
my uzyskang wartose /3 przez wspotezynnik » = 1,415, a wiec

=1,415 - 0,2055 - 0,53 (1 - 0,101 + 1,11 - 0,429) = 0,089.
Ostatecznie dla zaczepdéw 2—5, czyli ¢ = 36,4/31,6 kV
u, = 119(0,048 4 0,089) = 16,3 %,

Pomiar wykazal przy tym (po przehczemu na moc Wlasna odniesienia) war-
tosé u, = 16,2%o.

Tablica 2
Porowna.me wynikéw obliczen oraz wynikéw pomiaru wykonanych
dla poszczegolnyeh par zaczepow

Para zaczepow —|1—8|1—7|1 6|15 27—8 2—7 | 2—6 2j_5\
Obliczone ug ool 5 | 74 | 11,4 181 67 | 75 | 109 | 163
Pomierzone ug %l 58 | 75 | 11,9 11,9 66 | 7.2 | 10,8 | 162
Uchyb o —2 | —15|—42| +1 | +15| +4 | +1 | 106
Para zaczepdw —|3—8|3-7|3—6 |85 |4-8|4—T7 (4645
Obliczone g %| 93 | 89 _11;9 17,0 | 13,6 | 11,4 | 142 ,19,5
Pomierzone ug %| 92 | 86 | 11,4 16,4 139 ] 120 | 140 19,1
Uchyb % | +1 | +35|+44|+35[—22| —5 | +1,5| +1

Przeliczenia napiecia rozproszenia na uklad autotransformatorowy
() przy stalej mocy przechodniej P = 6300 kVA dokonujemy stosujac
wzor (34):
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Uy = U, -

za

P (Usy —Up\® _ ;¢ o 63007364 31,6
P ( Uy 01860\ 36,4

wo

)_0964,

Zestawione w tablicy 2 poréwnanie wynikéw obliczen Wykonariych dla
poszczegblnych par zaczepow oraz wynikéw pomiaru, po sprowadzeniu
ich do mocy wtasnej odn1e51en1a w ukladzie transformatorowym, potwier-
dza stuszno$¢ zaproponowanej powyzej metody obliczania nap1ec1a roz-
proszenia. :

5. TRANSFORMATOR WIELKOPRADOWY Z MAEA LICZBA ‘ZWOJOW

W wielkopragdowych transformatorach z malg " liczbg zwojow powstaja
zasadniczo dwa zagadnienia: zagadnienie luk brzegowyeh oraz zagadnie-
nie konturu zewnetrznego, ktérego jednak rozpatrywac¢ tutaj nie bedzie-
my?l). Zagadnienie luk brzegowych rozpatrzymy dla obu alternatyw kon-

”II
/7'

I

Rys. 30. Luk1 brzegowe w wielkopradowych transformatorach z mala 11czba ZWOjOW
a) Przypaiek smrah $cist -j, b) Przypadek wstawki wyréwnawczej pod I zwojem

strukcyjnych pokazanych na rys. 30. W przypadku przedstawmnym na
rys. 30a oznaczymy dwie rézne Wysokosc1 uZWOJema W1elkopradowego

R — calkow1ta wysokog?: rozproszemowa uzwojenia odpow1ada3qca
liczbie zwojow z;
h” — calkowita wysokosé konstrukcyjna uZWOJema 0dpow1ada]aca

liczbie zwojow (z + 1).

1) Duze znaczenie konturu zewnétrznego wystepuje szczégolme W transformato-
rze zgrzewarkowym, w ktérym liczba zwojéw roboczych wynosi 1 lubi2 (a wiec
2z =1 lub 4); kontur zewnetrzny tworzy praktycznie réwniez 1 zwéj (czysto rOZpro-
szeniowy). Znaczenie konturu zewnetrznego w mlare wzrostu liczby zwojéw robo-
czych szybko maleje.

3%
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Jezeli wysokosé h' uzwojenia wielkopradowego jest réwna wysokosci
uzwojenia przeciwnego, to uzna¢ mozna, ze niesymetria nie wystepuje.
Jesli natomiast wysokoéé h” réwna sie wysoko$ci uzwojenia przeciwnego,
wtedy wystepuje niesymetria brzegowa:

h'"—h" (=z+1)—z 1

Py n z+1 z+1 )

przy n = 2.

Nieréwnomierno§é w rozkladzie niesymetrii wokél obwodu uzwoje-
nia mozna zaniedbaé, gdyz jak wskazuje praktyka biad popeiniany przez
to nie ma wiekszego znaczenia.

W przypadku przedstawionym na rys. 30b wystepuje w zasadzie tylko
calkowita wysokosé konstrukcyjna uzwojen h”, mamy jednak na obu kon-
cach uzwojenia bezposrednio za pierwszym zwojem luki nier6wnomiernie
roztozone wokét obwodu uzwojenia. Podobnie jak poprzednio zastepuje-
my je lukami réwnomiernymi o $redniej wartosci wynoszacej po /2 wy-
sokodci zwoju i traktujemy skrajny zwoéj i wystepujaca przy nim luke
jako rozrzedzenie.

A 1
Stopien rozrzedzenia — Zr) wynosi tu 1 — 15 = 0,333, a wyra-
zona w liczbach wzglednych obustronna przestrzen, na ktérej wystepuje
. . 1,5 + 1, 5 _ 3 . .
rozrzedzenie, wynosi P, = = . Rozrzedzenie to mozna

_ z+1 z+1
zastapi¢ lukg skupiong stosujgc wzoér (7):

A
A 3 0,333 z—2
P, =P, = = : . = , . (36)
1_!_i41._~pf__ z+1 1+D,667.._3_ Z(z+ 1)
A, 1—0p, z—2

W tym przypadku réwniez n = 2.

Poréwnujac uzyskane wzory (35) i (36) mozna stwierdzi¢, ze w przy-
padku, gdy uzwojenie przeciwne ma wysokos¢ h”, konstrukecja przedsta-
wiona na rys. 30b lagodzi wplyw niesymetrii brzegowych, lecz ich nie
likwiduje.

Przyklad obliczeniowy 3.

W transformatorze z uzwojeniem spiralnym 8—zwo;10wym i wysokoscig
uzwojenia przeciwnego rowng wysokosci h” spirali otrzymujemy dla przy-
padku jak na rys. 30a [wzor (35)]:

D, = —1—_0111

841
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natomiast dla przypadku jak na rys. 30b skupiona luka brzegowa wynosi
[wzér (36)]:

Dy = 8-2 _ 0,0833.
884+ 1)
Zastosowanie konstrukeji z rys. 30b zmniejsza wiee asymetrie brzegows
w tym transformatorze o 25%.
Obliczenia opornosci rozproszenia dokonuje sic w obu tych przypad-
kach oméwionym w poprzednim rozdziale sposobem.
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M. ABJIOHBbCKU

- PASBBUTUE METOJIA PACYETA COIIPOTUBJIEHUA PACCESHHKS
TPAHCO®OPMATOPA C HECUMMMETPUYECKUMU LIUIAMHIPUYECKUMII
OBMOTKAMMI

Pezome

Ha ocnoBanmym merosa NPOROJBHBIX M IIONEPEHHLIX AMIIEPBUTKOB (puc. 1) BBI-
BefleHbl DOPMYJBI, & TaKKe IpPHUBELEHH] SKCIEPUMEHTANbHbIE KOPPEKTHUPOBOUHLIC
KO3((PUIMEHTEI Jalone BO3MOXKHOCTb DAacyéTa IIACCHBHOTO COMPOTMBICHNUA pac-
ceqHNMA TPaHc(OpMaTopa Raxke IPM BeCbMa 3HAYMTENLHON aACHMMMETDMM paclpele-
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JEHUA aMIIEPBUTKOB Ha CTEpPxKHe (HAalp. B CTEPIKHEBbIX MHAYKIMOHHBIX IledaxX IJid
IJIaBKM METaJIoB). B HaYaJbHBIX PACCYXKIEHMAX IO STOMY BOIIPOCY; -HOABWUB-
mmxea yxe B newdatu (JI.5), Obuim paspaboTaHbl HECHOXKHBbIE npnmepbi HEeCUM-
METPUYECKUX pacnpefesennii, KoTopble MOINY ObITH pPA3JOXEeHbl HA OJMHAKOBBIC
3JIEMEHTBI, YMCJIO KOTOPBIX pPaBHO ‘n (pme. 2); paspaﬁo'raH’ TakXKe crocob yuéra
nepepbiBa CKOMIIEHCHPOBAHHOT'O TEPEPBIBOM MM Ke pa3pelleHMeM B IIPOTUBOIIO-
JOXKHO obmorke (puc. 6). B Hacrosamieli crarbe IPMBEAEHBI B COKPAalLlEHMM De-
3yJAbTATHl DaHbIIE IPOU3BENEHHBLIX pPa3paGoToK M B JalbHENIIeM BBLIBEJEHA Gop-
MyJia HeobxommMas AJAA 3aMeEIleHMsi DPaspelieHuil cocpefoTOUEeHHBIMM IIePepPhLIBaMM
(18 u 18a). Dra dopMmyna oTaMUaeTca OT A0 CHUX INOP NOPUMEHAEMON (QOPMYNIBI:

Ay
70 cUX HOop HOpuMeHseMmoe BbIpazxkenue Mg =M, |1 ——],

Anr
LA
BRIBEJIeHHOe B pabore BeIpamkenme: Mg, = My An
M, A,
1 _I_ —_— . ———
My An
roe:
Mgk — pasmMep BIOJb OCHM COCPELOTOUEHHOIO IIepEepPBIBA,
M, — pa3Mep BJOJL OCK PaspelleHud,
A, — JuHeIHad Harpyska B 30HE pa3pelleHusd,
A, — nuyeliHadg Harpyska B HOPMaJIbHOM 30HE.

Psap 9KCIEPMMEHTOB ONPAaBAall NPABMIBHOCTH BbIBEJEHHON (DOPMYJIIbI

ITocye 3aMeUEHMA paspelleHui? COCPefOTOYEHHBIMM IepepblBaMyM IoJdydaercd
pacuéTHeIl BUA o0OMOTKM. B Hambolee dYacTO BCTPEYAEMBIX IPAKTUHUECKUX CIY-
yagx 9TO OAMH M3 BUAOB OGMOTKM HPEHNCTABIEHHBIX Ha pucyHKe 8. [mpu uém Oe-
Peroeble IepephbIBLI MOTYT HAXOAUTHLCS BO BHEINHEH MMM 3Ke BHYTPEHHe! oOMOoTKe].

B cnyuae GOJBIIEr0 KOJMYECTBA IIePEPHLIBOB B 0OOMOTKE, TO €CTb IIPK n>4
BIMAHME acHMMETPMM OYEeHL COKDALJaeTcda ¥ MOXKHO 0e3 omaceHmsa 3HaAYUTEeNbHBIX
TIOTPEMIHOCTE YIIPOCTUTH cXeMmy (10 HpuMepy Duc.2) U IPUMEHATH BbIParxKeHNe 9
o3t 10 mum 10a, DpMHMMAS OPYM TOM KOPPEKTMPOBOUHLNI Kodddmmuenrt kp = 1,2,

CxeMmBI #u3 puc. 8 ObLIM perajdbHO 00CyXKIeHbl M ObliM BLIBELEHBI COOTBRT-
CTBEHHBbIE OPMYJBLl IS pPacuéra COIPOTMBJIEHMUSA PACCesHMA B TaKMX CAYYaAX;
TOrZa HaXOLAT MHpex7e BCEr0 EKBMBAJEHTHYIO BBICOTY DAaCCESHM hs, yunurteIBaA
HamMuMe CKOMIICHCHPOBAHHBIX IEpepblBoE B obMorre (chopmyrna 11 mam 113)
¥ B JalnbHeMIIeM MCKIIOYAIOT CKOMIICHCHPOBAHHDLI TEpPEephIB 3 CXEMBI {(thopmyna
19 mmm 20), HOJydYas COKDPaIEHHYIO BBICOTY 0OMOTORK h u OKOHYATENBbHbLI SKBU~
BAJIEHTHBIN BuA cxeMbl (pucyHrm 10, 13, 17). v

Ilns manpHeiero Npou3BeleHnsa pacyéra B CIIydae NPeACTaBICHHOM Ha DPHC. 13
CJIEAYET OIpPENeNUTh COOTBETCTBEHHOE 3HAUEHME ,n”°, HAaXOAAIIeeca MEXKAY 2 u 4
(bopmyaa 21 u 25 mau chopmyaa 26), a TaKxe CIeAyeT ONPEREINTbH COOTBETCTBEH-
HOEe 3HAYSHME KOPPEKTMPOBOYHOIO Koo duIeHTa kp. C 270l LIENBI0 BMECTO dbop-
Mym;i 9 mpumenserca ¢opmyna 27 M OKOHYaTeIbHOE 3HA4YeHME COIPOTUBIICHNIA
pacceAHys MONydaeTcs OObIMHEIM IIyTEM IIO dopmysne 10 num 10a.

B pacuére cayuad NUPeACTABIEHHOTO Ha puc. 17 3HaweHye CONPOTUBJIEHMA Ha-
XOOMTCA MEKLY DPe3yJbTAaTaMy HBYX PacuErToB:

I-ro momarad, 4TO ACMMMETPUM B 00emx OGMOTKAX TECHO COAEHCTBYIOT,

u II-ro mosiarad, YTO acuMMeTpuM B obemx oOMOTKax HE3aBMCHUMBI APy OT

Apyra.
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IIprueenéms, OCHOBaHHBINA -HA PpANe WU3MEPEHMIA, - CIIOCO6 ONpefeNieHns COOTBET-
CTBEHHOTO SHAYEHMA Koscbcbnumeﬂ'ra f (dbopmyna 32), HyzxHOro ;mﬂ qaopMyJIm 10
uan 10a. . : :

C 1enbl0 IOACHEHMs OOCYXAAeMbIX CIYYAeB NPOM3BEASH UPMMEDPHLII pPacuér
KOHKPETHOIO TPAaHC(OPMATOpa: PpesyJbTaThl PacdéToB XOPOILIO COBIANAIT € pe-
3yJAbLTAaTaMM M3MEPEeHMI. : - ‘

B rsaBe 4 paspaboraH crnocol Yydéra CONMPOTUBIEHMSA pacCedHMUs AJA JI0D0
TIaphbl 323KMMOB MHOTOOTBOJNHOI'O ABTOTPAHCEOPMATOPAa, MPEeNCTaBJIEHHOTO Ha pmc 28;
STOT croco0 MIIIIOCTPMPOBAH HPMMEPOM pacdéra.

Bo rmase 5 paspaboran crmocof pacyéra CONPOTMBIEHUS DPACCESHMA IS TPaHC-
hopMaTOPOB €O 3HAYMTENBLHBIMM TOKAMM C HEGONBIUMM KOJIMUECTEOM BUTKOB Z IS
ABYX TMNOBBIX KOHCTPYKIIMOHHBLIX BapMaHTOB IIpEACTaBJEHHRIX Ha puc. 30. Camas
Mallad HOPOCTPAHCTBEHHAA AaCHMMMETPHMS aMIEPBUTKOB, B cJaydae u3 pucynka 30a,
BRICTYIIA€T TOTAA, KOIZAa BbICOTA paccesHmsa h’ paBHa BBICOTE HNPOTMBOMIONOIKHOM
obmoTkm. Ho ecam KOHCTPYKLMOHHASA BbicOTa h’/ paBHa BBLICOTE MIPOTMBOMOJIOMKHON
OOMOTK¥, TOTZa BBICTYIIAET acHMMETPM, CTeleHb KOTOPOiT p cocraBaser (dop-
Mysaa 35):

1
z4+1"

Jdus cxembl u3 puc. 30b creneHb aCMMMETPMM B AHAJIOMMUYHOM CJydae COKpa-
1aeTea K 3HayeHuio (hopmysia 36):

p=

1 z— 2
z+1 z .
ITocye ornipefeneHMs CTeeHM OEpPEroBOil acHMMETPMUM MOXKHO HAYEPTUTL SKBM-

BAJIGHTHYI0O CXeMy OOMOTOK M PAacCCHUMTATh COIPOTMBIICHME DPACCEAHMA IO METOXY
M3JI0KEHHOMY B NPEbIAYUIMX TIiaBax paboTeL

=

\

M. JABEONSKI

DEDUCTION DE LA METHODE DU CALCUL DE REACTANCE
DE DISPERSION DU TRANSFORMATEUR AVEC LES ENROULEMENTS
CYLINDRIQUES ASSYMETRIQUES

Resumé

En s’appuyant sur la méthode des ampeéres-tours longitudinaux et transversaux
(fig. 1), on a déduit des formules et on a trouvé des coefficients expérimentaux qui
permettent de calculer la réactance de fuites magnétiques des transformateurs meé-
me en cas d'une trés grande assymeétrie d’amperes tours sur la colonne (p ex. dans
les fours a induction a noyau).

Dans les considérations initiales, qui ont été pubhees plus t6t [5], on a discuté
les cas simples de dispositions assymétriques, qui peuvent étre partagées en ,n”
éléments identiques (fig. 2); on y a déduit aussi la méthode de prise en considération
d’une lacune compensée par une autre lacune dans le second enroulement (fig. 6).
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Dans cet article-ci on a cité les résultats des considérations préalables; puis on
a déduit la formule nécessaire pour remplacer des raréfactions d’ampeéres-tours par
des lacunes comprimées (form. 18 et 18a). Cette formule se distingue de la formule
utilisée jusqu’a maintenant:

A
la formule ancienne Mgy, = M, (1 — —') s

Ap
2
la formule nouvelle Mg, = M, | — ="
L M A
M, Anp
ol .

Msr — la mesure axiale de la lacune comprimée,
M, —la mesure axiale de la raréfaction d’ampéres-tours,
A, - ampéres-tours par cm de hauteurs dans le rayon de la raréfaction,
A, — ampéres-tours par cm de hauteurs dans le rayon normal.

Toute une série d’essais a confirmé cette formule. Aprés avoir remplacé les
raréfactions par des lacunes comprimées, on obtient la forme d’enroulement pour
le calcul.

Pratiquement, le plus souvent c’est une des formes représentées sur la fig. 8 (les
lacunes de c6té peuvent étre situézs dans !’ enroulement intérieur, ou bien extérieur).

En cas d'un plus grand nombre de lacunes dans l'enroulement, c’est-a-dire
ayant n > 4, Pinfluence de l'assymétriz diminue tellement, que sans crainte d’une
erreur on peut simplifier la disposition 4 une forme simple (selon fig. 2) et ap-
pliquer les formules 9 et 10 ou 10a en utilisant le coefficient de correction kp = 1,2.

Les dispositions de la figure 8 ont été discutées en détail et on a déduit des
formules nécessaires pour le calcul de la réactance de dispersion en ces cas.

Tout d’abord il faut trouver la hauteur suppléante de lispersion hg ayant égard
a la présence des lacunes compensées dans les enroulements (form. 11 ou 1la); puis
les lacunes compensées sont éliminées de la disposition (form. 19 ou 20) et on ob-
tient la hauteur réduite de Penroulement h et la finale forme suppléante de la dis-
position (fig. 10, 13, 17).

Pour le calcul suivant du cas représenté sur la fig. 13 il faut définir la valeur
" qui est comprise entre les limites 2 et 4 (formules 24 et 25 ou formule 26) et il
faut trouver la propre valeur du coefficient de correction kp.

Pour cela, au lieu de la formule 9 on applique la formule 27 et la valeur défi-
nitive de la réactance de dispersion peut étre calculée comme d’habitude avec la
formule 10 ou 10a.

Pour le calcul suivant du cas de la fig. 17 la valeur de la réactance est compri-
se entre les résultats de deux calculs:

I — partant du principe, que les assymétries dans les deux enroulements col-

laborent strictement;

II — partant du principe, que les assymétries dans les deux enroulements sont

complétement indépendantes.

Pour établir la valeur convenable de la réactance il faut trouver le coefficient
B nécessaire pour la formule 10 ou 10a. On a donné le moyen empirique pour éta-
blir ce coefficient résultant du calcul I et II (form. 32).

Comme illustration de ces cas discutés on a donné un exemple du calcul pour
un certain transformateur. Les résultats des calculs s’accordent bien avec la mesure. -
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Dans le chapitre 4 on a presenté la méthode de calculer la réactance de disper-
sion pour une paire quelconque de prises d’autotransformateur de réglage repré-
senté sur la fig. 28; ce cas a été illustré aussi par le caleul.

Dans le chapitre 5 on a déduit la méthode de calculer la réactance de fuites
pour le transformateur a trés grand courant et avec un petit nombre de spires z en
cas de deux solutions de construction (fig. 30a et 30b).

La moindre assymétrie spatiale d’ampeéres-tours en cas représenté sur la fig, 30a
a lieu, quand la hauteur suppléante de dispersion h’ est égale a la hauteur du se-
cond enroulement.

Quand la hauteur de construction ,,h” est égale a la hauteur du second enroule-
ment, c’est une certaine assymétrie, qui se forme ayant degré p (form. 35)

Pour la disposition de la fig. 30b le degré d’assymétrie analogue diminue
jusqu’a la valeur (form. 36)

. 1 _2—2
b z+1 z

Aprés la définition du degré d’assymétrie de coté oﬁ peut dessiner la forme
suppléante de I'enroulement et calculer la réactance avee la méthode donnée dans
les chapitres précédents.

M. JABLONSKI

DEVELOPMENT OF THE METHOD FOR CALCULATING THE STRAY
REACTANCE OF ASYMMETRIC CYLINDRICAL TRANSFORMER
WINDINGS

Summary

In terms of the method of longitudinal and transversal ampere-turns, formulae
are evolved and experimental correction factors are presented, which make it
possible to calculate the stray reactance in transformers, even in the case of large
asymmetry of the ampere-turn distribution on the column (e. g. core type induction
furnaces for melting metals). Former considerations, already published (L 5) con-
cerned cases of simple asymmetric systems, which can be resolved into identical
asymmetry elements, the numbsar of which is ,,n” (Fig. 2). A method is also elabo-
rated taking into consideration a gap'compensated by a gap or thinning in the am-
pere turn distribution of the second winding (Fig. 6). The author pressnts in brief
results of former considerations, and then derives a formula (18) and (18a) necessa-
ry for replacing thinnings by lumped gaps. This formula diffsrs from the expression
used till now:

A,
the former expression: Msx = M, (1 — 2—1) ,
n
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; AT
',
the expression introduced in the paper: Msk = M —M——nA—‘ 5
r ']
. 1 —_—
M, A,
where:
Msi— axial dimension of lumpead gap,
M, — axial dimension of thinning,
A, — linear load in thinned area,
A, — linear load in normal area.

A series of experiments have confirmed th2 correctness of the deduced ex-
pression. ‘

After replacing the thinned areas by lumped gaps, a winding form ready for
calculation is obtained. In most practical cases it has one of the forms showmn in
Fig. 8 (the border gaps may be in the external or infernal windings).

In the case of a larger number of gaps, ie. when 7> 4, the asymmetry effzsct
is markz=dly decreased and the system may be reduced to a simple form (according
to Fig. 2) and the expressions (9) and (10) or (10a) with the correction factor
kp = 1,2 may be used without fear of making greater errors.

The systems of Fig. 8 are considered in detail and suitable formulae for calcu-
lating the stray reactance in these cases are introduced; first the equivalent stray
height hg is found, taking into account the presence of compensated gaps in the
winding [formulae (11) or (11a)], then the compensated gap is eliminated from the
system [formula (19) or (20)], and the reduced height of windings h and the final
equivalent form of the system are obtained (Figs. 10, 13 and 17).

In the further course of calculation of the case shown in Fig. 13, the suitable
value of n comprised between 2 and 4 must be determined [formulae (24) and (25)
or (26)] and a suitable value of the correction factor kp should be established. For
this purpose formula (27) is used instead of formula (9) and thz final value of the
stray reactance is obtained as usually from formula (10) or (10a).

The value of the reactance calculated for the case shown in Fig. 17, is compri-
sed between the results of two calculations: :

1 — assuming that the asymmetrics in both windings interact closely,

II — assuming that the asymmetrics in both windings are mutually independent.

A method of determining a suitable value of the coefficient p (formula (32)],
necesary for the formula (10) or (10a), based on a series of measurements is given.

In order to illustrate the discussad cases the numerical calculation of a concrete
transformer is carried out; the results are in good agreement with the results of
measurements. .

In chapter 4 a method of calculating the stray reactance of a freely chosan pair
of terminals of a multi-tap autotransformer shown in Fig. 28 is elaborated and il-
lustrated on an example,

A method of calculating the stray reactance of high-current transformers with
a small number of turns ,,z” for two typical designs shown in Fig. 30 is presented
in chapter 5. The minimum spatial asymmetry of ampere turns for the case of
Fig. 30a occurs, when the stray height k' is equal to the height of the second winding.
If, however, the construction height h” is equal to the height of the second win-
ding, an asymmetry occurs, the degree p of which is [formula (35)]:
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1
z41°

For the system shown in Fig. 30b the asymmetry degree for an analogical case
is reduczd to the following value [formula (36)]

_1 z—2
z+1 z

After establishing the degree of the border asymmetry, an equivalent picture
of the windings may be drawn and the stray reactance can be caleulated according
to the method presented in the former chapers of this paper.

p=
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JERZY BADER, JANUSZ LECH JAKUBOWSKI, JERZY ZIELINSKI

ZagroZenie piOI‘llIlOWG SZYbOV\TCéW
Rekopis dostarczono 11.3.1959

W artykule oméwiono mechanizm powstawania ladunkéw na szybowcach,
a mianowicie drogg influencji i droga tadowania przez tarcie i przez rozbryz-
giwanie kropel wody na powierzchni szyboweca. Ponadto zestawiono parame-
try pioruna trafiajacego w szybowiec. Na podstawie analizy przydatnos$ci me-
tod modelowania, polegajgeych na odtworzeniu czola wyladowania pioruno-
wego za pomocy elektrody ostrzowej i zastapieniu szybowea modelem w ska-
1i 1:20, wykonano serie pomiaréw postugujac sie generatorem udarowym Insty-
tutu Elektrotechniki na napiecie 2800 kV i o energii 32 kWs. Badania te mia-
1y na celu wybranie miejsc dla zalozenia zwodéw na szyboweu oraz okresle-
nie ich przestrzeni chronionych. Badania powyzsze umozliwily wyciggniecie
wnioskéw co do rozwigzania ochrony odgromowej i jej skutecznosci na kon-
kretnym szybowcu typu ,Bocian”.

1. WSTEP

Sport szybowcowy w okresie powojennym osiggngt w Polsce niezwykle
wysoki stopien rozwoju. Ilustruje to chotby zwiekszenie sprzetu — ze
120 szybowcéw w . 1948 do 710 w r. 1958 — i jego unowoczesnienie. Jest
to zaréwno sport wyczynowy (uzyskanie przez Polakéw 34 odznak z trze-
ma diamentami oraz zdobycie Mistrzostwa Swiata w klasie Standart), jak
i sport juz w pewnej mierze masowy (2820 pilotéow).

Rozw6j szybownictwa zwrécil uwage na niebezpieczehstwo lotéw pod
chmurami burzowymi i w tych chmurach, lotéw bardzo atrakcyjnych dla
szybownikéw, gdyz wystepujgce tam wznoszace sie prady powietrzne
umozliwiaja im osiggniecie duzych wysokosci. Kroniki polskiego szybow-
nictwa niestety majg juz do zanotowania dwa wypadki $mierci zatogi
1 zniszczenia szybowcow wywolane uderzeniem pioruna.

Opisany stan zagrozenia sklonit Lige Przyjaciél Zolnierza a nastepnie
Aeroklub Polskiej Rzeczypospolitej Ludowej do powierzenia Katedrze
Wysokich Napieé Politechniki Warszawskiej sprawy ochrony szybowecow
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i pilotéw od skutkéw uderzen pioruna. Wynikiem dwuletnich prac labo-
ratoryjnych na ten temat bedg dwa artykuly w ,Rozprawach Elektro-
technicznych”: ,,Zagrozenie piorunowe szybowcoéw” i ,,Ochrona odgromo-
wa szybowcow”. Prace badawcze biegnace dalej dotyczg roztadowywania
ulotowego samolotéw i szybowcoéw oraz ochrony radiostacji.

Wszelkie rozwazania ochrony odgromowej szybowcow muszg wyjsé
z ‘zatozenia, Ze uderzenie pioruna w szybowiec jest zjawiskiem zasadniczo
nie do unikniecia. Mozna wprawdzie zmniejszy¢ zagrozenie trafienia pio-
runa w szybowiec, mianowicie przez usuwanie z niego ladunkéw zwigza-
nych z duzymi natezeniami pola przy szybowcu, ale sg przypadki, gdy
ten zabieg nie jest skuteczny. Totez ochrona szybowca liczy sig z trafie-
niem przez piorun i dgzy do tego, aby piorun uderzyt w specjalnie kon-
strukcyjnie dostosowane miejsce szybowca oraz aby prad pioruna prze-
plywat przez szybowiec nie wywolujac razenia pilota i uszkodzen kon-
strukeji (wypalenie dziur, rozszczepianie tworzywa, stopienie 1ozysk
i przez to unieruchomienie steréw, uszkodzenie instalacji elektryczne]
i nawigaeyjnej). - -

Zagadnienie ochrony szybowcow jest zasadmczo zbhzone do zagadnie-
nia ochrony samolotéw, jednak réznice w obu przypadkach sg bardzo
istotne; samoloty posiadajg zwykle peing obudowe metalows, stanowiaca
prawie doskonala klatke Faradaya. Przy trafieniu ich przez piorun, prady
pioruna nie przenikajg w ogble do wnetrza lub przenikajg w niewielkim
stopniu (trafienie w nieodpowiednio zabezpieczong anteng). Trafienie do
wnetrza przez okno jest niezwykle malo prawdopodobne. Antycypujac
dalsze rozwazania, mozna na wstepie juz stwierdzi¢, ze koncepcja ochro-
ny szybowcéw polega na mozliwym upodobnieniu ich pod wzgledem osto-
ny do samolotu metalowego, a wiec na zatozeniu odpow1edn1e] sieci zwo-
déw, stanowigcej czeéciows klatke Faradaya.

Niniejszy artykut ujmuje tylko czesé oméwionego wyzej tematu, mia-
nowicie omawia -zagrozenie piorunowe szybowcéw, w szczegblnosci wa-
runki powstawania duzych natezen po6l elektrycznych przy szybowcu
i okre§lanie wybiorczoéci pioruna, to jest wyznaczanie miejsc predesty-
nowanych do trafienia przez piorun. Znajomos¢ tych miejsc pozwala na
prawidlowe zaprojektowanie ochrony.

Prace Katedry Wysokich Napie¢ nie ograniczyty sie do badah podsta-
wowych, ale objely réwniez wytyczne projektu instalacji piorunochron-
nej szybowea typu ,,Bocian”. Wytyczne te zostang tutaj réwniez omoéwio-
ne szkicowo, jako ilustracja praktycznego zastosowania badah laborato-
ryjnych. : '

Rozdziaty 2, 3 i 4 niniejszego artykulu majg charakter sprawozdawczy
i zawierajg krytyczny przeglad literatury z nielicznymi uogélnieniami
wiasnymi. Rozdzialy 5 i 6 opisuja badania wlasne autorow.
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2. POWSTAWANIE LADUNKOW ELEKTRYCZNYCH NA SZYBOWCACH

‘Podezas lotu szybowca wystepuje szereg zjawisk powodujacych wy-
stgpienie na jego powierzchni duzego natezenia pola elektrycznego K,
a wiec duzeJ gestosci powierzchniowej tadunku elektrycznego (zgodme

"z zaleznoscig K = z ., gdzie ¢ — przenikalnosé d1e1ektryczna osrodka)
€

W dalszym ciggu niniejszego artykulu beds wielokrotnie rozwazane
albo wartos$ci natezen pola przy powierzchniach metalowych samolotu
i szybowca, albo gestosci tadunku na tych powierzchniach.' W rozwaza-
niach tych nie nalezy zapominaé, ze wartosci liczbowe wzmiankowanych
natezen pola i gestosci tadunku réznig sie stalym wspélczynnikiem pro-
porcjonalnosci.

Jedno ze zjawisk powodujgcych powstawanie tadunku na szybowcach
wystepuje jedynie przy przelotach przez obszary burzowe (obszary o du-
zym natezeniu pola elektrycznego), inne moga zachodzi¢ niezaleznie od
istnienia obszaré6w burzowych. Radunek . powierzchniowy zwigzany
z pierwszym wzmiankowanym zjawiskiem wynika z rozdzialu ladun-
kow w czeSciach metalowych szybowca pod wplywem zewnetrznego pola
elektrycznego, przy sumarycznym !adunku szybowca réwnym zeru, co
okreslamy terminem influencji. Druga grupa zjawisk prowadzi do adun-
ku powierzchniowego przez wprowadzenie do szybowca ladunkéw dodat-
kowych z zewnatrz. W tym przypadku jego sumaryczny tadunek jest réz-
ny od zera. : .

Najpierw zajmiemy sie wprowadzeniem do szybowca dodatkowych ta-
dunkéw z zewnatrz. Ma ono znaczenie praktyczne, gdyz wystepuje sto-
sunkowo czesto. Zjawiska te byty dos$é szeroko badane; nizej podajemy
probe ulozenia przejrzystego wzoru, nie spotykanego w literaturze, po-
zwalajacego na latwe okreslanie roli poszczegolnych parametrow

Gromadzeme sie¢ tadunkéw na' szybowcu zwigzane jest z doptywem
tadunkéw z zewnatrz, czyli z pradem elektrycznym ladujacym. Szybowiec
posiada pojemnos¢ wiasng?l), tadowanie go prowadzi wiec do powstawania
na nim ‘potencjatu elektrycznego. Przy dostatecznie duzym potencjale zja-
wia si¢ na elementach szybowca o duzej krzywiznie ulot i powstaje prad
roztadowujacy szybowiec (prad uptywu). Prad ten rosnie poczawszy od
wartosci zerowej w miare wzrostu potencjatu sz’ybowca Gdy prad tadu-
jacy zréwna sie z rozladowumcym (zakladamy, ze prad ladu_‘]qcy jest sta-
tly), potencjat szybowca osigga maksimum.

1) Pojemno$¢ wiasna — pojemno$§é okre§lona w zalozeniu, ze druga elektroda
jest w nieskoneczonoéei.
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Prad uptywu (ulotu) mozna wyrazi¢ przyblizonym wzorem, opartym

o wzor 1. S. Townsenda [1], stosowany dla ukladu walcow koncentrycz-
nych: » '

=a(V —Vy)V, M

gdzie:

a — wspbtezynnik skutecznosci roztadowywania,

Vo — potencjal poczagtkowy jonizacji (potencjat jonizacji),

V — potencjal szybowca; V =V,.

Zakladajac, zgodnie z podanym wyzej réwnaniem, ze prad uplywu i,
réwna sie pradowi tadowania i, , otrzymamy:

=a(V—Vy)V,

———-——}— ]/_+_____ (2)
przy ¢ > 0.

Ze wzoru tego widaé¢, iz potencjal szybowca bedzie tym mniejszy, im
mniejszy bedzie potencjal jonizacji, im wspotczynnik skutecznosci rozla-
dowywania bedzie wigkszy i im prad adujacy bedzie mniejszy. Wartosci

- potencjatu jonizacji szybowca i wspélczynnika skutecznosci odprowadza-
nia tadunkéw zaleza gléwnie od konstrukceji szybowca. Wartosci pradu ta-
dujacego szybowiec zalezg gléwnie od czynnikéw atmosferycznych oraz
od predkosei lotu szybowea. '

oraz

Natezenie pola elektrycznego na powierzchni szybowca, przy pominig-
ciu jonizacji powietrza otaczajacego szybowiec i uwzglednieniu szeregu
zalozen upraszczajgcych, mozna wyrazi¢ ogbélnie wzorem:

K=b -V, ' ' (3)

gdzie wspblczynnik b jest funkcja wymiaréw geometrycznych. Podsta-
wiajac wyrazenie (3) do wzoru (2) otrzymamy dla K > Ko wzor

R2  ib°
k-Eo 0" 4
+ <t 4)

gdzie:

Ko — poczatkowe natezenie jonizacji, zalezne od ksztaltu szybowca

i rozpatrywanego miejsca na szybowcu,

b — wspolczynnik zalezny od tych samych parametrow.

Tak wiec dla danego szybowca i dla okreslonego na nim miejsca nate-
zenie pola elektrycznego jest funkcjg pradu ladujacego.

Przy duzych pragdach ladujgcych mozna sie spodziewa¢, Ze natezenie
pola elektrycznego na powierzchni szybowca bedzie mniejsze, niz wynika
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to z zaleznosci (4). Przy takich prgdach potencjal szybowca osigga tak
wielkie wartosci, Ze powstaje bardzo intensywny ulot, a zwigzana z nim
jonizacja powietrza powoduje zmniejszenie wspélczynnika b we wzo-
rze (3). '

Rozpatrzmy obecnie przyczyny powstawania prgdu ladujgcego i zwia-
zane z nimi wartosci tego pradu.

W wyniku obszernych badan [2], [3], [5] stwierdzono nastepujgce przy-
czyny gromadzenia sie tadunku elekirycznego na szybowcach:

a) bezposrednie zetkniecie sie szybowca z obszarem Yadunkéw prze-
strzennych, .

b) rozbryzgiwanie kropel wody przy zetknieciu sie ich z powierzchnig
szybowca,

c) tarcie (stykanie sie) szybowca z suchymi czgstkami $niegu i lodu.

W samolotach wystepuja ponadto dodatkowe przyeczyny gromadzenia
sie ladunku elektrycznego, a mianowicie wyrzucanie gazé6w spalinowych
oraz ruch $migla [2]. Nie odgrywaja one zresztg powazniejszej roli.

Omoéwimy najpierw bezposérednie zetkniecie sie szybowca z obszarem
tadunkoéw przestrzennych. Mechanizm wymiany ladunkéw miedzy szy-
bowcem a otoczeniem jest w tym przypadku do$é zlozony. Mozna go
w pewnym zakresie poréwna¢ do mechanizmu przenoszenia ladunkéw
wystepujgcego w generatorze Van de Graaffa. L. P. Harrison [3] podaje,
ze tadowanie tego typu wystepuje zwlaszcza tam, gdzie prady wznoszace
niosg ze sobg fadunki elektryczne, np. przy przelotach nad miastami. Wy-
daje sie wiec, ze to zjawisko moze czesto wystepowaé na szybowcach, kto-
re odbywaja loty w tak zwanych kominach (w obszarach, w ktérych wy-
stepujg prady wznoszgce). Poniewaz prady wznoszgce zwigzane sg prie—
waznie z maly gestoscig ladunkéw elektrycznych, wystepuje maty prad
tadujacy, a wige maty potencjatl szyboweca.

Zjawisko tadowania sie mas metalowych wskutek rozbijania sie o nie
kropel wody zostalo wyjasnione przez P. Lenarda [4]. Wyjasnit on
wprawdzie elektryzowanie sie kropel deszczu przy rozrywaniu ich przez
silny wiatr, ale mechanizm przy rozrywaniu sie kropel trafiajgcych w ma-
sy metalowe jest analogiczny. L.adowanie nastepuje mianowicie wskutek
oddzielania sie kropli warstwy powierzchniowej. Ta warstwa laduje sie
ujemnie w stosunku do wewnetrznej warstwy, pozostajgcej na obiekcie
metalowym. Obiektowi temu zostaje przekazany zatem ladunek dodatni.
Prad ladujacy jest w tym przypadku uzalezniony od intensywnosci i ro-
dzaju deszezu, od predkosci wiatru i predkosci szybowca. Jest on wiekszy
od pradu tadujgcego wystepujgcego przy bezposrednim zetknieciu sie szy-
boweca z chmurg tadunkéw, natomiast jest mniejszy od pradu ladujgcego
wystepujgcego przy tarciu szybowca o czastki state.

Ilos¢ tadunku elektrycznego gromadzgcego sie pod wplywem tarcia

4 Rozprawy elektrotechniczne
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szybowca o suche czgstki $niegu i lodu zalezy od stanu-powierzchni szy-
bowca, gestosci padania $niegu lub: czastek lodu, kata padania w stosunku
do powierzchni szybowca, predkosci szybowca wzgledem czastek opadu
oraz temperatury otoczenia. Na podstawie badan [5] zostal opracowany
wzor, pozwalajacy na obliczanie pradu tadowania:

i,=c . V" 5)
gdzie: v
¢ — stala zalezna od konstrukeji i wymiaréw szybowea,
v — predkosé szyboweca,
n — stala zalezna od rodzaju powierzchni, jej wielkosci i temperatu-

ry otoczenia; dla wiekszych powierzchni jest ona rzedu 3 i wy-
kazuje maksimum przy temperaturze ok. —9°C.

W wyzej wspomnianych badaniach zarejestrowano dla samolotu me-
talowego o duzej powierzchni (miarg jej jest pojemno$¢ wlasna 780 pF)
przy stabym opadzie $nieznym prad adujgcy 0,10 mA, za$ przy Srednim
opadzie — 0,155 mA. W szybowcach ze wzgledu na mniejsze wymiary
(pojemnosé wlasna rzedu 200 pF) nalezy sie spodziewa¢ mniejszych pra-
dow ladujacych zwigzanych ze zjawiskiem tarcia. Trzeba jednak pod-
kresli¢, ze przytoczone wartoSci pradu tadujacego nie sg najwigksze.
Wieksze wartoéci wystepuijg przy bardzo intensywnych opadach, zwlaszcza
czgstek lodu.

Zjawisko gromadzenia sie ladunku pod wplywem tarcia nie doprowa-
dza do najwickszej gestosci ladunku powierzchniowego, jednak jest praw-
dopodobnie najbardziej czesty przyczyng tadowania szybowcea. Najwigksze
gestodci sg zwigzane ze zjawiskiem influencji. .

Zjawisko influencji polega na rozdziale ladunkéw wewnetrznych w na-
tadowanej masie metalowe]j umieszczonej w polu elektrycznym. Prowa-
dzi ono, jak wspomniano, do najwiekszych gestosci fadunku powierzchnio-
wego, to znaczy do najwiekszego natezenia pola elektrycznego na po-
wierzchni szybowca. Trzeba jednak podkre§li¢, ze obszary w atmosferze
o duzym natezeniu pola elektrycznego, w ktérych influencja jest silna,
nie sg na ogo6t rozlegle i szybowiec rzadko moze trafi¢ na te obszary. Tak
wiec duze natezenie pola elektrycznego na powierzchni szybowca zwigza-
ne z influencjg wystepuje raczej rzadko.

Natezenie pola elektrycznego na powierzchni szybowca K jest w oma-
wianym przypadku wprost proporcjonalne do natezenia pola elektryczne-
go K, obszaru, przez ktéry szybowiec przelatuje:

K=K, d, (6)

gdzie d — wspolczynnik zalezny od ksztattu szybowca, jego potozenia
w stosunku do linii pola elektrycznego oraz od miejsca na szybowcu. Za-
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leznosc (6), analogicznie jak (4), ulegnie zmianie w przypadku. uwzgled—
nienia silnej jonizacji powietrza otaczajacego szybowiec. R

Wartosci natezenia pola elektrycznego na powierzchni szybowca, pra-
du tadujacego i prgdu uptywu, ladunku gromadzgcego sie na szybowcu,
poziomu zaklécen radiowych oraz wielkosci meteorologicznych. byly szcze-
gblowo badane zaréwno w czasie lotéw, jak i w warunkach laboratoryj-
nych. Badania wielkosci meteorologicznych i poziomu zaklécen radiowych
przeprowadza sig przy pomocy powszechnie stosowanych metod. Do po-
miaru pozostalych wielkosci stosuje sie metody specjalne, ktére tutaJ Zo-
stang oméwione w sposéb ogélny.

Prad doplywajacy do szybowca mozna mierzyé WstaW1a]qc mledzy
czeS¢ metalowy odizolowang od niego a jego gléwna mase odpowiedni
przyrzad pomiarowy. Udzial pradu tadujacego, wywolanego nhatadowany-
mi czgstkami, mozna okresli¢ przy pomocy elektrody wykonanej w posta-
ci umieszezonego w poblizu powierzchni samolotu pierscienia, przez kto-
ry przelatujg czastki naladowane [5]. o

Prad uplywu mierzy sie za pomocg miernikéw pradu WlacZonych mie-
dzy samolot a umieszczone na nim roztadowywacze — specjalne ostrzowe
elektrody o poczatkowym potencjale jonizacji znacznie nizszym od po-
czgtkowego potencjatu jonizacji innych czesci.

Kierunek mierzonego nateZenia
pola elektrycznego -

Elektrody
Wirujgce

Llektrody
nieruchgme
Wzmacniacz
“\Lolacyjna os wirujgca
Prostownik Mikroamperomierz é@
mechaniczn
-
Rys. 1. Uktad do pomiaru natezenia pola =lektrycznego w poblizu samolotu lub

szyboweca
Pomiar natezenia pola elektrycznego w poblizu powierzchni szybowca
przeprowadza si¢ za pomocs elektrometru wirujacego. Schemat elektro-
metru stosowanego do tego celu przez R. C. Waddela i wspétpracowni-
kow [6] uwidoczniony jest na rys. 1. Elektrody wirujgce polgczone z masg

4%
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szybowca, obracajg sie wraz z osia wykonang z materialu izolacyjnego,
napedzang przez matly silniczek z predko$cia 1000 obrotéw na minute.
W niewielkiej odleglosci od tych elektrod umieszczone s3 elektrody nie-
ruchome, odizolowane od masy szyboweca. Miedzy elektrodami nierucho-
mymi a masg szybowca powstaje napiecie zmienne proporcjonalne do na-
tezenia pola elektrycznego. Napiecie to mierzy si¢ przy pomocy wzmac-
niacza polgczonego z mikroamperomierzem i prostownikiem mechanicz-
nym umieszczonym na osi silniczka. Metoda powyzsza nie nadaje sie do
okreslenia natezenia pola elektrycznego w miejscach o duzej krzywiznie.
W przypadku szybowcéw zastrzezenie to nie jest wazne, gdyz poza roz-
tadowywaczami i anteng w konstrukcji szybowca unika sig silnie zakrzy-
wionych elementéw przewodzgcych.

W celu poréwnywania wartosci natezenia pola elekirycznego wyste-
pujacego w réznych punktach szybowca przeprowadza si¢ w zdefiniowa-
nych warunkach pomiary w tych punktach. Na podstawie tych pomiaréow

Widek samolotu z gory Widox samolotu Zdolu 37

Miejsce zamocowanta elektromelru,
punkt odpiesienta

Rys. 2. Wspoiczynniki wyrazajgce warto§¢ natezenia pola elekirycznego w poszcze-
gblnych punktach szybowca w stosunku do punktu odniesienia

ustala sie wspoéteczynniki wyrazajace warto$¢ natezenia pola elektryczne-
go w poszczegbdlnych punktach szybowca w stosunku do punktu odnjesie-
nia. Za taki punkt odniesienia przyjmuje sie zwykle punkt pod kadtubem.
Na rys. 2 podane sg wspotczynniki okreslone przez R. Guna i J. P. Parke-
ra [7] dla samolotu metalowego. Przy pomiarach natezenia pola elektrycz-
nego w warunkach eksploatacyjnych elektrometr umieszcza si¢ w punkcie
odniesienia. '

Pomiar tadunku zgromadzonego na samolocie przeprowadza sig za po-
mocg urzadzenia pozwalajacego sztucznie go tadowac. Urzadzenie takie,
opracowane przez Naval Research Laboratory [6] polega na ladowaniu na
samolocie kropel wody ladunkiem elektrycznym, a nastepnie na wydala-
niu ich z samolotu. Krople unoszgc ze sobg ladunek, laduja samolot do
biegunowosci przeciwnej niz biegunowos¢, do ktorej byly natadowane.
Urzadzenie takie zasilano napieciem 10 kV; przy uzyciu 340 litréw wody
na godzine pozwalalo ono naladowa¢ samolot do potencjatu okolo 500 kV.
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Przejdziemy teraz do omoéwienia najwazniejszych wynikéw badan
przeprowadzonych w czasie lotéw [5].

Ze wzgledu na ciezar przyrzadéw pomiarowych i znaczne miejsce po-
trzebne do ich zainstalowania, badania wyzej oméwionych parametrow
przeprowadza sig¢ przewaznie na samolotach zamiast na szybowcach. Wie-
le wynikéw uzyskanych przy tych badaniach ma zastosowanie bezposred-
nio do szybowcéw, a wiele mozna przenieéé droga interpolacji. Natezenie
pola elektrycznego w punkcie odniesienia samolotu wyniosto [5]:

przy rozbryzgiwaniu na powierzchni samolotu kropel

deszczu -« . . . . . . . . . . 005kVicm
przy tarciu samolotu o suche czgstki $niegu lub lodu 0,2 kV/em
przy przelotach w silnym polu elektrycznym . . . 34 kV/em

W ostatnim przypadku zarejestrowano prady uplywu z samolotu do-
chodzgce do 10 mA. Pojemnosé samolotu, na ktérym przeprowadzono ba-
dania, byla okolo 4 razy wieksza od pojemnosci przecietnego szybowca. .
Mozna wiec spodziewa¢ sie, ze prad uplywu z szyboweca, wywotany polem
elektrycznym, bedzie ze wzgledu na mniejsze wymiary szybowca rowniez
okolo 4 razy mniejszy od analogicznego pradu samolotu. Tak wiec na pod-
stawie badafh przeprowadzonych na samolotach maksymalny prad uply-

10
wu szybowca mozna oszacowaé na okoto Y mA = 2,5 mA.

Duze natezenie pola elektrycznego na powierzchni szybowca jest przy-
czyng powstawania przy jego powierzchni wyladowan niezupelmych: swie-
tlgeych, snopigeych, a nawet piorunowych wytadowan wstepnych (lide-
réw). Wedlug obserwacji przeprowadzonych na samolotach metalowych
[3] wyladowania osiggaja dtugosé do 4,5 m. Wyladowania wstepne w znacz-
nym stopniu zwiegkszajg prawdopodobienstwo uderzenia pioruna w szybo-
wiec, a wyladowania niezupelne wszelkich typéw wytwarzaja w jego oto-
czeniu tak duzy poziom szuméw, ze komunikacja radiowa moze staé sie
niemozliwa. Dlatego jednym z podstawowych zagadnien ochrony odgro-
mowe]j szybowca jest zmniejszenie natezenia pola elektrycznego na jego
powierzchni.

‘Zmniejszenie natezenia pola elektrycznego uzyskuje sie przez zain-
stalowanie na szyboweu tak zwanych rozladowywaczy z materiatéw péi-
przewodzacych o duzym wspdlezynniku skutecznoéci odprowadzania la-
dunk6éw oraz matym poczatkowym nateZeniu jonizacji [patrz wzér (4)].
Rozladowywacze te posiadajg stosunkowo duza opornosé wlasng, a wiee
odprowadzajac prad nie wywolujg szuméw szkodliwych dla radiokomu-
nikacji.

Przedstawiony w niniejszym rozdziale przeglad zagadnien zwigzanych
z powstawaniem duzych natezen pola przy szybowcach i samolotach jest
materialem wyjéciowym zaréwno do badah przeprowadzonych przez au-
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toréw w zakresie wybiorczosci piorunéw w odniesieniu do szybowcow, jak
i badan rozladowywaczy.

3. PIORUN I JEGO PARAMETRY

Badanie piorunéw trafiajgcych w samoloty i szybowce nastrecza
znacznie wiecej trudnosei niz badanie piorunéw doziemnych. Te trudnosci
wyplywaja z faktu przebywania w samolocie lub szybowcu obstugi, dla
ktérej piorun lub towarzyszgce mu zjawiska moga by¢ grozne. Z tego
wzgledu na ogél w przypadku samolotéw unika sie lotéw w obszarach
burzowych. :

Metody stosowane do okre§lania parametréw piorunéw trafiajacych
w’ samoloty i szybowce sg znacznie mniej liczne niz metody stosowane
do badan piorunéw doziemnych. W zasadzie ograniczajg si¢ one do zesta-
wiania statystyk czestosci uderzen piorunéw w samoloty i szybowce, po-
miaru wartosci szczytowej pradu pioruna oraz pomiaru ladunku pioruna.
Jak wykazaly statystyki, znaczny odsetek piorunéw trafia w anteny
umieszczone na samolocie lub szybowcu. J. M. Bryant i wspélpracowni-
cy [8], biorgc to pod uwage opracowali specjalny uktad ochrony przepie-
ciowej radiostacji, w ktérym przewidziano jednoczesnie sztabki magne-
tyczne [9] pozwalajace na przeprowadzenie pomiaru wartosci szczytowe]
pradu pioruna. Wartosci ladunkéw elektrycznych przenoszonych przéz
pioruny trafiajagce w samoloty i szybowce okresla sie przewaznie na pod-
stawie skutkéw wywotanych przez.te pioruny, np. na podstawie wytopie-
nia kul iskiernika umieszczonego w wyzej wspomnianym uktadzie J. M.
Bryanta lub na podstawie wytopienia tozysk czesci ruchomych (np. ste-
row i lotek).

Opierajac sie na zebranym materiale statystycznym A. C. Van Dor-
sten [10] stwierdza, ze prawdopodobienstwo uderzenia pioruna w samo-
lot wzrasta w miare powiekszania jego wymiarow oraz wzrostu predkosci
lotu. Pewne $rednie dane statystyczne podaje J. H. Hagenguth [11].
Wedtug tych danych na 1363 do$wiadczalne ekspedycje burzowe (loty
w obszarach burzowych) stwierdzono 21 uderzen piorunéw w samolot.
"Stanowi to 1,5% ogblnej liczby ekspedycji burzowych.

Energetycy, jak wiadomo, zebrali obszerne materialy dotyczace tra-
fiania piorunéw w ziemie i obiekty energetyczne. Materialy te postaramy
sie wykorzystaé do przeprowadzenia poréwnania miedzy czestoscia wy-
stepowania piorunéw uderzajgcych w samoloty i piorunéw doziemnych
(rejestrowanych przez energetykow). Przy zalozeniu, ze jedna ekspedycja
burzowa odpowiada jednemu dniu burzowemu, i przyjmujac srednig po-
wierzchnie samolotu réwng 500 m2 — otrzymujemy roczng liczbe ude-
rzeh piorunéw w samoloty, przypadajacg na 1 km? powierzchni i na je-



Tom VI — 1960 . Zagrozenie: piorunowe szyboweéw . . 55

den dzieh burzowy, réwng 30. Analogiczna liczba dla piorunéw doziem-
nych wynosi.0,01—0,10 [9]. Z tego poréwnania wynika, Ze czestos¢ ude-
rzeh piorunéw w samoloty jest 3 X (102 do 103) wigksza, niz czestosé pio-
runéw doziemnych. To poréwnanie wyraznie wskazuje, ze przy uderze-
niach piorunéw w samoloty wchodzg w gre pewne dodatkowe czynniki.
Do takich czynnikéw mozna by zaliczyé:

a) wiekszg czestosé wystepowania piorunéw na duzych wysokosciach
(poza piorunami doziemnymi — pioruny miedzy chmurami),

b) lokalne zwiekszanie natezen pola elektrycznego przez samoloty
i szybowce znajdujgce sie¢ w obszarach burzowych.

Pierwszy z tych czynnikéw wydaje sie odgrywaé¢ mniejsza role. Pod-
stawowe znaczenie natomiast przypisywane jest czynnikowi drugiemu,
jako przyczynie zapoczgtkowywania pioruna przez samolot lub szybo-
wiec [3], [12]. E. M. Workman i wspélpracownicy szacujg liczbe piorunéw
trafiajgcych samolot skutkiem znalezienia sie jego na drodze pioruna tyl-
ko na 0,1%6 ogblnej liczby piorundéw trafiajgcych w samolot; tak wiec
w przewazajacej wiekszosci przypadkoéw przyczyne wywolujgcg piorun
stanowi sam samolot lub szybowiec. Potwierdzeniem tej tezy moze byt
zestawienie badan E. J. Workmana i R. E. Holzera [12] oraz badan R. G.
Strimmela 1 wspédlpracownikéw [5]. Wedlug pierwszych samolot jest naj-
bardziej narazony na uderzenia pioruna przy lotach miedzy izotermami
—5°C do —25°C, wg drugich w niskich temperaturach, a zwlaszcza —
przy temperaturze —7°C... —9°C gromadzi sie na samolocie wielki do-
datkowy tadunek elektryczny. W tych warunkach wystepujg wiec na po-
wierzchni samolotu duze natezenia pola elektrycznego, to znaczy istniejg
korzystne warunki do zapoczatkowania pioruna przez samolot.

Ochrona odgromowa szybowca sprowadza sie, jak juz wspomniano, do
zmniejszenia prawdopodobienstwa uderzenia pioruna, z drugiej strony —
do uodpornienia szybowca na dzialanie pioruna, ktére moze by¢ termicz-
ne, elektryczne i magnetyczne. )

Dziatanie pioruna na szybowiec zalezy od parametréw elektrycznych
pioruna. Na podstawie pomiaréw przeprowadzonych na samolotach pod-
czas lotéw J. H. Hagenguth [11] podaje nastepujace wartosci:

dla pioruna miedzy chmurg a ziemig — wartos¢ szczytowa pradu do

100 kA,

dla pioruna miedzy chmurg:

i chmurg — warto$¢ szczytowa pradu do 10kA,
a tadunek przenoszony do 500 C.

Nieco inne dane na podstawie dwuletnich badan piorunéw uderzajg-
cych w anteny samolotéw podaje Lightning and Transient Research In-
stitute: najcze$ciej wystepujgca wartosé szczytowa pradu pioruna rzgdu
5 kA, tadunek przenoszony rzedu 100 C. s
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Mozna przypuszczaé, iz przytoczone wyzej wartosci tfadunku przeno-
szonego przez piorun uderzajgcy w samolot wystepujg rzadko. Brak jest
danych w tej sprawie w literaturze, jednak za przyjeciem przez roéznych
autoréw podanego wyzej przypuszczenia $wiadczy fakt uwzglednienia
w ich obliczeniach mniejszych wartos$ci tadunku. Tak np. J. M. Bryant
i wspotpracownicy [8] proponujg — do celéw badah samolotéw — znor-
malizowanie wartoéci tadunku probierczego udaru pradowego na pozio-
mie 25 C. Stwierdzaja oni koniecznosé powiekszenia tej wartosci ladunku
tylko przy niektdérych badaniach.

To kroétkie zestawienie parametréow piorunéw uderzajacych w samolo-
ty wykazuje, iz ich znajomos¢ jest jeszcze stosunkowo niewielka.

4. OKRESLENIE WYBIORCZOSCI PIORUNA NA MODELACH

Okres$lanie miejsc, w ktore moze trafi¢ piorun, nosi nazwe okre$lania
wybiorczosei pioruna. Badania takie, w odniesieniu do szybowcéw, nie sg
mozliwe w warunkach naturalnych w czasie burz, a to ze wzgledu na
rzadkost uderzen pioruna w szybowce i na niebezpieczenstwo dla zatogi
szybowca. Inaczej sprawa przedstawia sie w stosunku do samolotéw, z re-
guly pokrytych metalem, stanowigcym doskonalg oslone dla personelu.
Prady przy uderzeniach pioruna w samolot mogg dosta¢ sie do wnetrza
tylko wtedy, gdy piorun trafi w antene (w razie braku odpowiedniego za-
bezpieczenia) lub w otwoér okienny, co jest niezwykle mato prawdopo-
dobne. Przeprowadzono szereg bardzo interesujgcych eksperymentéw,
ktorych celem bylo ustalenie zagrozenia od uderzenia piorunéw samolo-
tow wojskowych. Czesciowo opublikowane sg wspomniane juz wyniki ba-
dan amerykanskich [11], omawiajgce tysigce lotow w obszarach burzo-
wych. Material uzyskany w ten sposéb okazal sie jednak bardzo skapy
wobec rzadko$ci trafien pioruna w samolot. ‘

Obserwacje miejsc uderzen pioruna w samolot w czasie lotéw W chmu-~
rach burzowych i pod chmurami oraz ustalenie miejsc trafienia na pod-
stawie wytopien metalu stanowig cenny material poréwnawczy, nie da-
jacy sie jednak bezposrednio zastosowa¢é do szybowcow. Wynika to z in-
nych ksztaltéw i wymiaréw geometrycznych szybowca i z innego rozkla-
du czesci metalowych.

Badania wybiorczosci pioruna odnosnie szybowcéw w warunkach na-
turalnych sg duzo trudniejsze niz w przypadku celéw naziemnych trafia-
nych przez piorun. Cele takie, jako nieruchome, ,,oczekuja”’ na trafienie
w czasie kazdej burzy przechodzgcej nad okolicg, podczas gdy szybowce
muszg dopiero unie$¢ sie w chmury lub w ich poblize, aby znalezé sie
w warunkach zagrozenia, wystepujacych w eksploatacji. Jednak i w przy-
padku celdw naziemnych bezpos$rednia obserwacja zwodéw i obiektow
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. chronionych daje bardzo skapy material — ze wzgledu na niezwykla

rzadkosé trafien. Nic wiec dziwnego, ze dla tego przypadku powstala mysl
badan laboratoryjnych na modelach w zmniejszonej skali. Takie badania
modelowe byly prowadzone bardzo intensywnie w ciggu ostatnich lat 25
i majg obszerng literature (vide np. [13], [14], [15], [16]).

Przez analogie nasuwa sig mysl zastosowania badan modelowych do
okreslania wybiorczosci pioruna w przypadku szybowcoéw. Z gbéry mozna
przewidzie¢, ze ocena wartosci tej metody powinna by¢ bardzo ostrozna.
Juz badania wybiorczoséci przy celach naziemnych podlegajg ostrej kry-
tyce — przypadek szybowca jest, jak zobaczymy, jeszcze trudniejszy pod
wzgledem doboru parametréw przy modelowaniu.

Wiekszosé uwag krytycznych dotyczacych modelowania ukladu
w przypadku frafienia celéw naziemnych odnosi sie i do modelowania

Ostrze piorunowe
1
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Obiekt chroniony | 15h ——si
Rys. 3. Modelowanie odleglosci ostrza pio- Rys. 4. Przestrzenn chroniona szdu
runowego przy badaniu celéw naziemnych: pretowego wedtug ,, Wskazéwek”
h — wysoko§¢ zwodu, H — odleglosé od ziz- radzieckich

mi ostrza piorunowego

ukladu z szybowcem. Dlatego celowe jest krotkie przedstawienie tych
uwag. Cele naziemne, jak zwody piorunowe, majgce przyjaé uderzenie
pioruna (piorunochron, przewéd odgromowy linii energetycznych) i ob-
iekty chronione, jak budynki, linie i stacje elektroenergetyczne — mode-
luje sie w pewnej skali, np. 1 :50. Wedlug obecnych pogladéw nie odtwa-

" rza sig natomiast na modelu chmury, a tylko zastepuje ostrzem czolo od-

gornego wyladowania wstepnego pioruna (lidera), przesuwajgcego sie
w naturze w kierunku od chmury do ziemi. To tak zwane ostrze pioru-
nowe 1gczy sie w czasie badan z generatorem, dajgcym udary napieciowe
rzedu setek ... tysiecy kV. Swego czasu w literaturze rozgorzala ozywiona
dyskusja nad wysoko$cig umieszczenia tego ostrza nad plyta imitujaca
powierzchnie ziemi (rys. 3). Jako parametr poréwnawczy wybrano stosu-
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nek wysokosci tego ostrza H do wysoko$ci pionowego preta, imitujgcego
zwod piorunowy h, a wiec stosunekz . Pierwotng tendencja byl stosunek
H

W bardzo wysoki, np. réwny 10; uzasadniano to lepszym imitowaniem wa-

runkéw naturalnych, w ktérych czoto lidera, powstajace w chmurze, zbli-
za sie do danego obiektu z duzej wysokoséci. Sprawa jednak nie jest tak
prosta; pokazalta to analiza fotograficznych zdje¢ wyladowan w ukladach
modelowych. Wynikalo z niej, ze na spotkanie wyladowania odgérnego,
wychodzgcego z ostrza piorunowego, idg powstajgce przy ostrzach uzie-
mionych (zwody, obiekty chronione lub ich czesci) wyladowania oddolne,
skierowane w goére. Wyladowania te sg przy tym na modelach czesto du-
zo dtuzsze (z uwzglednieniem skali) niz w naturze. Takie wyladowania
oddolne wychodzgce z ostrza-zwodu (piorunochronu) igczac si¢ z wylado-
waniem z ostrza piorunowego powodujg iskre — odpowiednik pioruna. .
Jest jasne, ze dlugie wyladowania oddolne z piorunochronu zwierajg
czesé odstepu ostrze piorunowe-zwod i ulatwiajg uderzenie pioruna
w zwod, a przez to zmniejszajg zagrozenie obiektéw chronionych znajdu-
jacych .sie w poblizu piorunochronu. Tak zwana przestrzen chroniona
(rys. 4), to jest cze$¢ przestrzeni, w ktérej moga sie znajdowac obiekty
uziemione, nie narazone na uderzenie pioruna, jest wiec — w przypad-
kach dlugich wyladowan oddolnych z piorunochronu — wieksza niz bez
nich. W naturze wytadowania oddolne z obiektéw uziemionych majg diu-
go§¢ — jak wykazaly obserwacje — do 20 m, a wiec zwierajg bardzo
malg cze§é przestrzeni, ktérg przebiega iskra pioruna. Przy badaniach mo-

H
delowych, zwlaszcza gdy N jest duze (np. 10 i wiecej), wyladowania od-

dolne, idgce w. gbre, moga natomiast osiggnaé dlugos¢ polowy przerwy
iskrowej, a nawet wiekszg, zanim spotkajg si¢ z wyladowa_nie_m.odgéf;
nym, idacym w dol.

Jak wykazaly fotografie wyladowan, przy prébach modelowych diu-
goéé wytadowan oddolnych jest specjalnie duza w przypadku ujemnej
biegunowoséci ostrza piorunowego. Pioruny doziemne wychodzgce z ujem-
nie natadowanej czesci chmury sg, jak wiadomo, najczestsze, stanowig one
do 90% wszystkich uderzen w ziemie [9]. Dlatego tez przypadek modelo-
wania, w ktérym ostrze piorunowe ma biegunowo$¢ ujemns, jest szcze-
gélnie interesujgcy. Niestety, przy ostrzu piorunowym ujemnym wyla-
dowania wstepne oddolne przekraczaja czesto polowe dlugosci przerwy
iskrowej, zanim spotkajg sie z wyladowaniem odgérnym. Dyskwalifikuje
to calkowicie takie badania. Pierwszy z. analizy tego stanu rzeczy wy-
ciagnal wnioski A. A. Akopian [15], ktory zaleca stosowanie do badan
zawsze biegunowoséci dodatniej ostrza piorunowego, réwniez wowczas,



Tom VI —1960 | ‘Zagrozenie piorunowe szybowcow - 59

gdy modeluje sie piorun, bijagcy z ujemnie naladowanej czeSci chmury.
Zasada ta zostala pdzniej przyjeta ogoélnie.

Stosowanie sie do wytycznej Akopiana nie jest oczywiscie wystarcza-
jace. Rézni autorzy postuguja sie poza tym dodatkowym kryterium,

zwlaszcza dotyczacym stosunku% . Na przyktad R. H. Golde [16] tWierdzi:

»,Jedng z drég znalezienia prawidlowej wysokosci gornej elektrody
przy prébach modelowych byloby takie zredukowanie tej wysokosci, zeby
dla zwodu pretowego stosunek ochrony byl okoto 17 1),

Autorzy niniejszego artykulu sa zdania, Ze jako kryterium nalezy
uznaté zasade bardziej ogélna, wynikajgeg wprost z podanej wyzej anali-
zy, mianowicie przyjecie takiego ukladu elektrod, aby wyladowania od-
dolne — przy kontroli fotograficznej — miaty diugo$é wyladowan oddol-

nych w naturze, a wigc wymiary do 20 m (w skali), a ponadto, aby zwie-
2

1 .
raly tylko niewielky cze$¢ przerwy iskrowej, np. E) Takie sformulowa-

nie ma jeszcze te zalete, Ze mozna je zastosowac réwniez do prob z szy—
bowcami.

W przypadku szybowcoéw modelowanie jest bardziej zlozone niz
w przypadku obiektéw naziemnych. Szybowce w powietrzu znajdujg sie
nad ziemis, to tez pierwsza my$la jest odtworzenie na modelu w skali od-
legtosci szybowiec-ziemia. Jest to jednak w praktyce laboratoryjnej nie-
mozliwe, gdyz prowadziloby do stosowania albo tak wysokich napie¢, ja-
kimi technika laboratoryjna jeszcze nie dysponuje, albo do tak miniatu-
rowych modeli szybowcéw, ze dokladne odtworzenie ich budowy i doklad-
ne obserwacje wytadowan bylyby pod znakiem zapytania.

Biorgc pod uwage, ze o trafieniu w dang cze$é szybowca decydujg lo-
kalne pola elektryczne, oraz uwzgledniajge, ze wykladnikiem struktury
pola jest dlugos¢ wytadowan wychodzacych z szybowca (zaré6wno w gére,
jak w dét i na boki) — mozna uzna¢ diugos$é tych wyladowan za kry-
terium prawidtowosci modelowania.

Wedtug L. P. Harrisona [3] obserwowane diugos$ci wyladowan wstep-
nych z samolotu w naturze sg rzedu 5 m. Dotyczy to przypadku, gdy pio-
run nie uderza w samolot. Bezposrednio przed uderzeniem mozna sie spo-
dziewaé¢ dlugoéci wytadowan wstepnych z szybowca takich, jak z obiek-
téw naziemnych, a wiec do 20 m. W przypadku skali modeli 1 :50 ozna-
cza to diugos$é wyladowan na modelu do 40 cm.

1) Stosunek ochronny — stosunek promienia kola ograniczajgcego przestrzen
chroniong na powierzchni ziemi do wysoko$ei zwodu.

%) Przerwa iskrowa — odstep miedzy ostrzem plorunowym i ostrzem namem-
nym (poréwnaj rys. 3).
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Powyzsze rozwazania dotycza modelowania ukladéw, w ktérych szy-
bowiec jest trafiony zaréwno przez piorun przebiegajacy miedzy chmurg
a ziemig, jak i przebiegajgcy miedzy dwoma chmurami.

Aby okresli¢ diugosé wyladowan wstepnych, mozna w praktyce labo-
ratoryjnej oczywiscie ucina¢ udary napieciowe specjalnym zewnetrznym
iskiernikiem. Prosciej jest jednak okresla¢ diugos¢ tych wyladowan na
fotografiach z przeskokami iskrowymi. Iskra na modelu, podobnie jak
iskra w iskierniku zewnetrznym, uginajqc udar napieciowy, zmniejsza na-
piecie do malej wartosci i uniemozliwia dalszy rozwéj tych wyladowan
wstepnych, ktore nie utworzyty iskry.

5. OKRESLANIE WYBIORCZOSCI PIORUNA NA MODELACH
UPROSZCZONYCH

Dotychczasowe rozwazania mialy na celu przedstawienie krytyczne
stanu zagadnienia i ustalenie wytycznych do wykonanych w Katedrze
Wysokich Napie¢ badai nad polskimi szybowcami. Teraz zajmiemy sie
szczegblowo tymi badaniami w zakresie okreslenia wybiorczosci pioru-
néw, ich metodyks i wynikami.

Celem badan wybiorczo$ci pioruna na uproszczonych modelach szy-
boweca byto okreslenie miejsc szybowca najbardziej narazonych na ude-

Folia metalowa

__A¥
= U =
Rys. 5. Uproszczony drewniany model szybowca stosowany do badan wybiorezosci
pioruna

rzenie pioruna oraz wyznaczenie przyblizonych stref chronionych zwo-
déw, umieszczonych w miejscach najbardziej narazonych na uderzenie
pioruna. Do badaf tych uzyto dwu modeli szybowca. Pierwszy, wykona-
ny z drewna, oklejony paskami folii aluminiowej w sposob imitujacy roz-
mieszezenie czesci metalowych na szybowcu (rys. 5) sluzyt do okreslenia
miejsc najbardziej narazonych na wytadowania. Drugi, wykonany z drutu
miedzianego, wyposazony w ostrza o regulowanej dtugosci i o zmiennym
ustawieniu wzdtuz skrzydel (rys. 6) stuzyl do okreslenia przyblizonej
strefy chronionej zwodéw na szybowcu. Obydwa modele posiadaly te sa-
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me wymiary gabarytowe i byly zmniejszone w stosunku do rzeczywiste-
go szybowca w skali okolo 1 :50.
Zgodnie z rozwazaniami przeprowadzonymi w rozdziale 4 przyjeto, ze

najbardziej narazone na uderzenia pioruna sg te miejsca szybowca, w kt6-

a) ' | b |
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1

R e " >} C

-

i e

Rys. 6. Model szybowca wykonany z drutu miedzianego z regulowanymi ostrzami
do badan przestrzeni chronionej: a) ostrze w malej odlegtosci od kadluba, b) ostrze
w duzej odlegloéci od kadtuba

rych w polu elektrycznym pod wplywem duzych natezen wystepujg wyta-
dowania niezupelne (Swietlenia, snopienia). Biorgc pod uwage, Ze &cista
rejestracja fotograficzna wyladowan niezupelnych przy napieciu udaro-
wym jest utrudniona, we wstepnych badaniach zastosowano napiecie
zmienne o czestotliwosci 50 Hz. Przy napieciu takim wyladowania niezu-
pelne mozna utrzymywaé¢ przez czas dowolnie diugi dla przeprowadzenia
obserwacji i rejestracji fotograficznej. Napiecie to, ktérego zrdédtem byt
transformator probierczy 300 kV, wytwarzalo w plaskim uktadzie elek-
trod pole elektryczne w przyblizeniu jednostajne. Po wprowadzeniu mie-
dzy elektrody modelu szybowca, w niektérych punktach na powierzchni
modelu zjawiaja sie punkty Swietlne, swiadczace o wystepowaniu wyta-
dowan niezupelnych. W punktach tych natezenia sg specjalnie duze. Przez
zmiany polozenia szybowca w stosunku do elekirod mozna w ten sposéb
okre§lic wszystkie miejsca szybowca o duzym natezeniu pola (rys. 7).

Badania powyzsze mialy charakter orientacyjny, totez ograniczono je
do przypadku z szybowcem nienatadowanym. Innymi stowy — uwzgled-
niono tylko przypadek influencji.

Punkty o najwiekszym natezeniu pola, to konce skrzydet?, dzidéb oraz
krawedzie steréw wysokosciowych i steru kierunkowego. Sprawdzenia

- prawdopodobienstwa uderzen pioruna w poszczegblne punkty dokonano

przy napieciu udarowym, wytwarzanym przez generator udarowy Insty-
tutu Elektrotechniki MPC o danych znamionowych 2800 kV, 32 kWs.
Ksztalt napiecia udarowego wytwarzanego w generatorze podano na
rys. 8. Modele szybowca umieszczono w przerwie miedzy elektrodg ostrzo-
Wwag a uziemiong pltyta metalows. Elektroda ostrzowa, tak zwane ostrze pio-
runowe, odwzorowywala czolo zblizajgcego sie do szybowca wstepnego
wyladowania piorunowego. Ptyta metalowa stuzyla do wytworzenia pola
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Rys. 7. Wyladowania niezupelner z modelu szybowca przy napieciu zmiennym. Zdje-
cia a), b) — wykonane w §wietle dziennym, zdjecia c¢), d) — wykonane dla tych sa-
mych polozen modzlu, lecz w pomieszezeniu zaciemnionym

Rys. 8. Oscylogram napiecia wytwarzanego w generatorze udaru 2800 kV. Skalowa-
nie co 1 mikrosekunde

elektrycznego, jakie panowaloby miedzy chmurami lub miedzy chmurg
a ziemig. Wymiary pltyty 300 X 400 cm byly tak dobrane w stosunku do
odstepu miedzy elektrodami (ok. 1,5 m), aby na krawedziach plyty nie
wystepowaly wytadowania niezupelne, moggce wplyna¢ na zmiane kie-
runku wyltadowania z ostrza piorunowego.

Zgodnie z rozwazaniami poprzedniego rozdzialu stosowano do badan
udary o biegunowosci dodatniej. Wartos¢ szczytowa napiecia udarowego
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Rys. 9. Wyladowama udarowe W uproszczony model szybowea (wg rys. 5). Dlugosc

wyladowan wstepnych z szybowca nie przekracza w skali ok. 10 m (rozpietogé skrzy-

del szybowca 18 m). Wyladowania te sg widoczne jako cienkie nitki wychodzgce
z konicow skrzydet i ogona

Rys. 10. Przyklady wyladowan udarowych w uproszczony model szyboweca: a), b),.
e} — wyladowania w skrzydio, c), d) — wyladowania w dziéb, f) — wyladowanie
podwoéjne — w skrzydio i ogon
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byta rzedu 1 miliona woltéw, co zapewniato uzyskanie wyladowania przy
kazdym udarze.

Przy dobieraniu wysokosci zawieszenia szybowca w przerwie miedzy-
elektrodowej stosowano sie do kryterium ustalonego w rozdziale 4. Wyso-
kosé te okre§lono w ten sposéb, aby wytadowania wstepne wychodzgce
z szybowca nie przekraczaly w skali dlugosci 20 m, a wiec najwigksze]
diugosci wystepujacej w naturze w przypadku obiektow uziemionych (por.
rys. 9).

Odleglosé modelu szybowca od plyty uziemionej przyjmowano jak naj-
wiekszg z dwoch przyczyn:

— aby pole elektryczne wokot szybowea byto mozliwie takie, jak
w przypadku szybowca wysoko nad ziemia, .

— aby szybowiec nie uzyskiwat potencjatu ziemi skutkiem dojscia wy-
tadowania wstepnego z szybowca do ziemi wezesniej, nim spotkajg sie
w przestrzeni wytadowania ostrze piorunowe-szybowiec. Typowe foto-
grafie wytadowan przedstawiono na rys. 10.

Zgodnie z przypuszczeniami najbardziej narazone na wyladowania pio-
runowe sg wysuniete punkty modelu, jak konce skrzydel, sterow i dziéb

Rys. 11. Przypadek wyladowania udarowego w skrzydlo, w miejsce, gdzie wystgpo-
walo ,,iskrzeniz”

kadluba. Istotng role grajg przy tym wyladowania wstepne, wychodzace
z szybowca. Bardzo dobrze ilustruje to rys. 11. W tym przypadku przerwa
‘w polgczeniach folii metalowej na skrzydle byla przyczyna powstawania
wyladowan niezupelnych — ,iskrzenia” w miejscu przerwania. Wytado-
wanie piorunowe, przed tym trafiajace w koniec skrzydta, zostalo skiero-
wane w miejsce przerwania folii. Nalezy stad wyciagna¢ praktyczny
wniosek: aby instalacja odgromowa szybowca byla skuteczna, powinna
byé wykonana bez przerw w polgczeniach Wywo?tujacych iskrzenia.
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Rys. 12. Polozenie modelu szybowca przy okreslaniu przestrzeni chronionych
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Rys. 13. Przyklad wyznaczania krzywej prawdopodobiefistwa uderzenia pioruna
w poszczegllne punkty modelu. A — koniec skrzydia, B — ostrze stuzacs do okre-
§lania przestrzeni chronionej, C — dziéb

5 Rozprawy elektrotechniczne
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Badania przestrzeni chronionych na szybowcu przeprowadzono na mo-
delu uproszczonym z rys. 6. Na 1/3 i 2/3 ditugoéci skrzydia modelu umo-
cowano ostrze, ktére stopniowo wysuwano. Badanie przeprowadzono
w roéznych polozeniach modelu wzgledem ostrza piorunowego, pokaza-
nych na rys. 12. Przy dobieraniu tych potozen zalozono, ze szybowiec
w chmurach burzowych moze byé trafiony przez wyladowania pioruno-
we przychodzgce praktycznie z kazdej strony. Ostrze piorunowe przesu-
wano podczas pomiaréw w plaszezyznie pionowej poprzecznej do osi szy-
bowca w odstepach 5 cm. Dla kazdego potozenia wyznaczano prawdopo-
dobiefistwo uderzenia pioruna w ostrze na modelu oraz w inne punkty
modelu, wytwarzajac w ukladzie 20 udaréw i notujac miejsca trafione.
W ten spos6b wykres§lono krzywe prawdopodobienstwa uderzenia pioru-
na w rézne punkty szybowca przy roéznych polozeniach szybowca wzgle-
dem kierunku rozwoju kanatu pioruna. Przyktadowe krzywe przedsta-
wiono na rys. 13. Wyszukano rowniez takie najwigksze diugosci ostrzy,
wysuwanych z przodu skrzydla (w polozeniu szybowca z rys. 6a) lub z ty-
tu skrzydia (w polozeniu szybowca z rys. 6b), przy ktérych nie wystepo-

Rys. 14. Zarys przestrzeni chronionej przez zwody na uproszczonym modelu szy-
bowea. Zaczerniono miejsca umieszczenia zwodéw

waly ani razu trafienia pioruna w ostrze. Z otrzymanych w ten Sposo6b
punktéw w otoczeniu modelu szybowca wyznaczono przyblizony zarys
przestrzeni chronionej (rys. 14).

Wyniki badan pozwolily okreslié miejsca najbardziej narazone na ude-
rzenia pioruna, a wiec miejsca, w ktérych powinny by¢ zainstalowane
zwody piorunochronne. Okreslony w przyblizeniu zarys stref przestrzeni
chronionej pozwala spodziewaé sig, ze uderzenie pioruna w nie zaopa-
trzone w zwody miejsca szybowca, jest raczej mato prawdopodobne, o ile
nie ,wystajg” one z przestrzeni chronionej.

6. OKRESLANIE WYBIORCZOSCI PIORUNA NA MODELU SZYBOWCA
TYPU ,BOCIAN”

Praktycznym celem badan wybiorczosci pioruna przeprowadzanych
na modelach szybowcéw byto uzyskanie podstaw do$wiadczalnych do za-
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Rys. 15. Szybowiec dwumiejscowy typu ,Bocian” SZD-9b, dla ktérego projektowano
ochrone odgromowsg

projektowania skutecznej ochrony szybowca dwumiejscowego produkeiji
polskiej typu ,,Bocian” SZD-9b. Fotografie szybowca tego typu przedsta-
wiono na rys. 15. Szybowiec ten jest skonstruowany do lotéw o charakte-
rze wyczynowym, stuzy jednak réwniez do celéw szkoleniowych ze wzgle-

_

Rys. 16. Rozmieszczenie zwodéw (miejsca zaczernione) przy badaniach wyladowan
w model szybowca typu ,Boecian”

du na moznos¢ kierowania nim z dwoch stanowisk (elewa i instruktora).
Na tym typie szybowca uzyskano wiekszos¢ rekordow Polski dla szybow-
coéw dwumiejscowych. :

5%
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Rys. 17. Wytadowanie niezupsine na modelu szybowca ,Bocian” wg rys. 16 przy

réznych wysokogciach zawieszenia ‘modelu nad piyta. Diugosé wyladowania jest

wieksza w przypadku mniejszej odlegtoéci modelu od plyty. Najdluisze wyladowa-
nia (rys. 17a) dotycza modelu polaczonego metalicznie z uziemiong piyta

Model gstrza piorunowego
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Rys. 18. Zawieszenie modslu szybowca typu ,Bocian” do sprawdzania skutecznoscei
zwodow piorunochronnych
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Przed przystapieniem do badan zaprojektowano wstepnie rozmieszcze-
nie zwod6éw na szybowcu w oparciu o oméwione w rozdziale poprzednim
badania na modelach uproszczonych. Jak wynika z tych badan, konieczne
jest umieszczenie zwodéw na dziobie szybowca, na koncach skrzydet i na
sterach. Poniewaz w tych miejscach stosuje sie ze wzgledoéw konstrukeyj-
nych (wzmocnienie mechaniczne) kotpaki metalowe, zaproponowano uzy-
cie ich jako zwodéw odpowiednio polgczonych przewodami odprowadza-
jacymi.

W celu zbadania skutecznosei ochrony przygotowano do badan drew-
niany model szybowca w skali 1 :20 z zainstalowanymi na nim zwodami,
polgczonymi przewodami odprowadzajgcymi, oraz z odwzorowanymi waz-
niejszymi elementami metalowymi na powierzchni szybowca (por. rys. 16).
Badania przeprowadzono w ukladach analogicznych do omdéwionych w po-
przednim rozdziale. Wobec wiekszych wymiaréw modelu przyjeto wiekszy
odstep miedzy ostrzem piorunowym a plytg uziemiong (ok. 2,7 m)
i wieksze napiecie udarowe powodujgce wyladowanie (ok. 1,6 miliona
woltow). »

Stosownie do przyjetego w rozdziale 4 kryterium, wyladowania
wstepne z szybowca (w kierunku czota wyladowania pioruna) nie powin-
ny przekracza¢ 1/5 diugosci przerwy iskrowej, a bezwzgledna dlugose ich
dla przyjetej skali 1:20 nie powinna przekracza¢ 100 cm. Jednak, jak
wynika z przyjetych wymiaréw, decydujacy jest warunek pierwszy, we-
diug ktorego dlugos¢ wyladowan wstepnych nie powinna przekraczaé
27—45 cm, w zaleznosci od wysokosci zawieszenia modelu nad piyta (po-
réownaj rys. 18). -

W rzeczywistosci ten stosunek dlugosci wytadowan do dlugosci prze-
rwy, jak wynika z fotografii na rys. 17, nie zawsze by! zachowany i w nie-
ktérych przypadkach zwiekszat sie do 1/4. Przy jednakowych odstepach
ostrza piorunowego od piyty, w miare oddalania szybowca od plyty
zmniejszata sie dlugos¢ wyltadowan wstepnych.

Badania wykonano dla szeregu potozen szybowca przedstawionych na
rys. 18. Uzyskane krzywe prawdopodobienstwa trafienia w poszczegdlne
miejsca szybowca przedstawiono na rys. 19. Z krzywych tych wynika, ze
istnieje prawdopodobienstwo wyladowania w szczyt kabiny (punkt B),
jakkolwiek jest ono bardzo niewielkie. Na tej podstawie wysunieto przy-
puszczenie, Ze moze istnie¢ takze niewielkie prawdopodobienstwo wyta-
dowania w hamulce aerodynamiczne, ktore wysuwa sie ze skrzydel w pew-
nych warunkach meteorologicznych. W zwigzku z tym przeprowadzono
dodatkowsy specjalng serie badan majgcg na celu okreslenie prawdopodo-
biefistwa wyladowan w hamulce i w kabine.

W trakcie badan stwierdzono, zZe wysuniecie hamuleéw (rys. 20) na
wysokos¢ 12 cm ponad powierzchnie skrzydet (6 mm na modelu) wpro-
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Rys. 19. Krzywe prawdopodobienstwa wyladowan w poszczegélne miejsca modelu

szybowea typu ,,Bocian”: a) dla zawieszenia wg rys. 18a, b) dla zawieszenia wg

rys. 18b, ¢) dla zawieszenia wg rys. 18c. Oznaczenia miejse na szybowcu: A — zwéd

na dziobie szyboweca, B — wierzcholzsk kabiny, C — zwéd na koncu skrzydia, E —
zwo6d na stateczniku poziomym, F — zwo6d na stateczniku pionowym
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Rys. 20. Zawieszenie modelu z wysu- Rys. 21. Krzywe prawdopobienstwa wy-
nietymi hamulcami (D) tadowan w szybowiec z wysunietymi
hamulcami (D). Oznaczenia jak na
rys. 19

wadza pewne prawdopodobienstwo uderzenia pioruna w hamulce (patrz
rys. 21). Jednoczeénie ulega zmniejszeniu prawdopodobienstwo uderzenia
w koniec skrzydta. Natomiast na prawdopodobienstwo uderzenia pioruna
w kabine i wysunicte stery hamulecéw praktycznie nie wplywa.

W wyniku specjalnych badan prawdopodobienstwa wytadowania w ka-
bine modelu stwierdzono, ze nawet mate wychylenie osi modelu szybowca
z plaszczyzny poziomej (pochylenie go w przéd lub w tyl) powoduje
znaczne zwiekszenie liczby wyladowan w dzidb, ogon lub konce skrzydet,
a praktycznie zmniejszenie do zera prawdopodobienstwa uderzenia w ka-
bine. W zwigzku z tym okreslono do§wiadczalnie kat nachylenia, przy
ktérym uderzenie pioruna w kabine jest juz bardzo mato prawdopodobne
(rys. 22). Kat ten wynosi a = & 7°.

W oparciu o wyniki badafn przestawione na rys. 19 i 22 sprébowano
oszacowaé prawdopodobiehstwo uderzenia pioruna w kabine we wszyst-
kich polozeniach szybowca w stosunku do kierunku uderzenia pioruna.
W tym celu otoczono go umyslong powierzchnig kulistag o promieniu réw-
nym odleglosci ostrza piorunowego od modelu (rys. 23). Na powierzchni
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~ kulistej wydzielono powierzchnie S, okreslajaca kierunek przestrzeni,
z ktoérego mozliwe jest dojécie lidera, prowadzace do wyladowania w ka-
bine. Przyjmujac zalozenie, ze kazdy kierunek zblizania sie lidera jest jed-
nakowo prawdopodobny, wyznaczono prawdopodobienstwo nadejécia go

DIA[B|F ClA|F
10116120\60(% 60| 10130\%
DIA|B ClA|F
@000 401 0 1601%
D|A)B ¢ F.
751251 0 0000 %
diat=191 dla =272

Rys. 22. Wplyw nachylenia osi podiuznej modelu szybowca na prawdopodobienstwo
trafienia wytadowania w kabine

S=160 cm*

Rys. 23. Szkic do okreslenia prawdopodobienstwa trafienia wyladowania w kabine.
Powierzchnia S przedstawia miejsca umieszczenia ostrza piorunowego, z ktérych
prawdopodobne jest trafienie wyladowania w- wierzcholek kabiny

z wyréznionego kierunku okreslonego powierzchnig S. Stosunek po-

wierzchni S do powierzchni sferycznej odpow1ada3ace3 katowi przestrzen-
nemu pelnemu wynosi:

K= 5 = 0,005.
45 - H?
Biorac pod uwage, ze $rednie prawdopodobienstwo trafienia w kabine wy-
ladowania nadchodzgcego z wyréznionej powierzchni wynosi okolo 10%o,
mozna spodziewac sie, zé jedynie jedno na okoto 2000 wytadowan pioru-
nowych w szybowiec dosiegnie kabiny.
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Dla zorientowania sie w zagrozeniu pilota tymi uderzeniami mozna
oprzeé¢ sie na eksperymentalnych badaniach amerykanskich [11] opisa-
nych w rozdziale 3. Z badan tych wynika, Ze przecietnie na 65 lotow
w chmurach burzowych przypada 1 uderzenie pioruna w samolot.

Jesli to samo prawdopodobienstwo przyjaé dla naszych szybowcow
i naszych warunkéw klimatycznych, woéwczas uderzenia pioruna w kabi-
ne, ktére — mimo ochrony — mogloby spowodowaé¢ przynajmniej czaso-
wag niezdolnos¢ pilota do kierowania szybowcem, mogloby zdarzyé¢ sie nie-
zmiernie rzadko, jeden raz na okolo 130 tysiecy lotéw w chmurach bu-
rzowych.

7. WNIOSKI

— Ze wzoru J. S. Townsenda dla ulotu wynika, ze istnieje zaleznosé
wigzaca potencjal szybowca z pradem ulotu i potencjalem poczatkowym
jonizacji.

— Ustalono jako kryterium modelowania wytadowan piorunowych
w szybowce nieprzekraczanie przez wyladowanie wstepne z modelu diu-
gosci 20 m (w skali), przy czym wyladowania te nie powinny zwieraé Wle—
cej niz 1/4..1/5 przerwy iskrowej.

— Na podstawie wyznaczenia przestrzeni chronionej stwierdzono, ze
zwody umieszczone na sterach, na koncach skrzydet i na dziobie chronig
wszystkie czesci szybowea typu ,Bocian” z wyjatkiem wysunietych ha-
mulcéw i wierzchotka kabiny. Prawdopodobiefistwo uderzenia pioruna
w wierzchotek kabiny okreslone doswiadczalnie (na modelu) wydaje sie
niezwykle male (jedno uderzenie na 130000 lotéw w chmurach bu-
rzowych).
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E. BAASP, #A. J. AKYBOBCKHM, E. 3EJIMHBCKU

OIIACHOCTDL IJA IIJIAHEPOB OT I'PO30OBLIX PA3PALOB
PeszwomMme

B ‘crarhe OBCYROAETCA OMNACHOCTb, KOTOPYIO COCTAaBJIAKT IJA IUIAHEPOB TIpO-
30Bble DPa3pafibl; B OTAEIBHOCTM OOCYXKAAIOTCA YCJHOBMA BO3HMKHOBEHMA 3HawI-~
TeNbHBIX HaNPAKEHHOCTE! SJIEKTPMYECKMX IIoJel, a TakzKe JOKaJIu3anusd MecT
NpefonpeaeNsHHbIX AJA Hopaxednsda. Orpejenenne 3TUX MeCT naéT BO3MOIKHOCTER
[IPABMILHOTO TIPOEKTMPOBAHMA 3alMTHOM yCTaHOBKW. B paboTe mprBeneHBl TaKKe
OCHOBHBIE IIOJIOKEHMA IIPOEKTAa TPOMOOTBOAHOM YCTAHOBKU naagépa TMna ,,bonaH”.
CyL1eCTBYIOT ABE OCHOBHbBIE NPUHMHLI BO3HMKHOBEHMA 3HAUMTENLHON HaNpAKEH-
HOCTM 9SJICKTPMYECKOTO IIONA IIPy HOBEPXHOCTHM TMnaHépa. ORHOM M3 HMUX ABJIAETCA
HaKOIJIEHIe 3apA0B Ha IJIaHépe BO BpeMsA MmOJ&ra — BRICTyMNAOIlasd TOrxa Harpa-
JKEHHOCTL I[IOJIA [peACTaBJeHa Ha ocHOBaHuM (opmynnr ToyHCEeHAa 3aBMCHUMOCTHIO
(4). DTa 3aBUCMMOCTE OIIpEfeNnAeT CBA3b MEXIY HaNpAKEHHOCTBIO IIOJA ¥ TOKOM
3apaxaomuM naaHép. Jagee abTopamm OOCYZKAEH BOIPOC BO3HMKHOBEHMA TOKA
3apaxaroulero niaaHép. Ha ocHOBaHMYM MaTepMUaNoB U3 TeXHUYIECKON I1eYaTu [A0Ka-
33HO, YTO BTOpAd MPMHYMHA, TO €CTh MHAYKUMOHHOE pacmpefeseHue 3apAnoB B ILIa-
HEpe BbI3BAHHOE BHEIIHMM SJIEKTDPUYECKUM II0JIEM, INPUBOAMUT K CaMbiM 3HATUTENhL-
HbIM HAIPAXKEHHOCTAM NoJeil BOMM3M IIaHépa.

B paboTe OpefCcTABJE€HA CBOJKA W3BECTHBIX M3 II€MATM PE3yJbTATOB MCCIENOBA-
MUt TAPAMETPOB TPO3OBLIX DA3PALOB IOPAXKAOIIMX CAMOJNEThI M IMaHéPsl. Ilpn
OIIpEIEJIeHM) MECT IUIaHépa MNOABEPTHYTHIX OMNACHOCTM IIOMafaHuUA TIPMMEHEH MeTOJ
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MOAENVPOBAHMA (IIJIaHEP ObLI BOCIPOM3BEAEH B COOTBECTBEHHOM MacIITabe —— puc. 5,
6 u 12). B xadecTBe KPUTEPUM MOKEIDOBAHMA TPO30OBEIX PAa3pPAAOB IIOPAKAOINMX
TNNaHEpPDI, [0 aHAJOTMM K MOLEJMPOBAHMIO HAZEMHDLIX 00'BEKTOB, IPMUHATO, YTO IIPET -
BapUTENbHBIE DA3PAAB! M3 MOJENM HE LONXKHBI IpeBocxoiutk 20 M (B macmrabe),
IpMIEM OHM He FOJDKHBI 3aMblKaTk Gonee 1/4 .. 1/5 MCKpOBOro mepepsisa (cw.
puc. 9 u 17). .

C Iesbi0 NPEABAPUTENLHOTO ONPEHEJEHMA MECT 00pa3oBaHMA 3HAYNTENLHOI Ha-
TPAXKEHHOCTM [0S IIPOM3BEefeHbI Mo,uem}lposoqnme VICCIIEOBAHUA B YCIOBUSIX
MEIEHHO M3MEHAIOIIEroca HanpaxkeHus. He moaHble paspanbl u3 MOAemM HIpencTaB-
JI€HBI Ha puc. 7. '

JlaGopaTopHbIe MCCIEHOBAHMA B YCIOBMAX YAAPHOTO HANPAMKEHUA ObLIM Ipou3Be-
AEHBI C IIOMOMIBIO YAapHOTO reHepaTropa B 2,8 MrB, 32 KBTCEK ODJEKTPOTEXHIYECKOIO
Vincturyra B Bapmwase, Ha puc. 10 npencTaBiIeHB! IPUMEPH! PA3PALOB IOPAKAIOLINK
basHpie MecTa Mofesn. [losyueHHOe BO-BpeMdA WCCHAELOBAHMII OYEPTAHHME 3aIMIISH-
HOTO NPOCTPAHCTBA HIPENCTABJIEHO MH puc, 14, Ma OCHOBAHMM PE3YILTATOB IPELBAa-
PUTENBHBIX MCCIeAOBAaHMII COCTABIEH IIPOEKT PACIOJNOXKEHMS OTBOLOB (puc. 16) Ha
VI3TOTOBJEHHOM JABYXMECTHOM INIaHEpe HONBCKOTO IPOM3BOACTBa TUIa ,Boisan”
(pmc. 15). Jns pasHbIX IIONOXKEHMI! MOKENN Ti0 OTHOIIGHMIO K HAIPABJICHWIO paspsanga
(puc. 18) ompeneneHa KpMBasd BEPOATHOCTM IIONANAHUA pPa3pAfa B OTAEILHBIE MECTA
rrasépa BblleyKas3aHHOTO Tuma (pue. 19). B pesynbTare MccaemeBanmii MOKa3aHo,
YITO OTBOABI PACHOMOXKEHHBbIE HAa DYJISX, Ha KOHUAX KPLUILEB M HA HOCOBOM YaCTH
3allMIaloT ECe JIEMEHTHI NIaHeépa Tuna ,BolAH”, MCKIO4Yasd BLIOBMHYTbIE aspo-
AMHaMMYECKNME TOPMO3a M BEPXYIIKY KabuHBI. BepoATHOCTHL yZapa B BEPXYIIKY Ka-
Gunpr .Oblia onpefesieHa SKCIEePMMEHTAJILHO Ha MOZenyu (puc. 23) M ABIAETCS BecbMAa
HE3HAYMTENbHOM (COOTBETCTBYET OAHOMY yJapy Ha 130000 mojéToB B TPO3OBBIX TY-
wax). Topmoza CNeAyeT IONaraTb OTBOXAMM M COOTBECTBEHHO COELMHATEH € 3AILMTHON
Y CTaHOBKOJ, ‘

Haneneiiine paborel Kadenper Beicokmx Hanpamenmii Bapmasckoro Iloamrex-
HMYECKOTro WHCTMTYTa HO NPOTMBOYAAPHOM 3aiyre NJIAHEPOB 6yayT W3JI0ZKEeHbLI
B CJAeAyIOUIel cTaThe.

J. BADER, J. L. JAKUBOWSKI, J. ZIELINSKI

LIGHTNING DANGER FOR GLIDERS

Summary

In the present paper thz danger of lightning to which a glider may be exposed
is discussed. Particular attention is given to the conditions in which great strengths
of the electric field occur and the parts of the glider most liable to be struck by
lightning are determined. The knowledge of these points permits to design a correct
lightning protection installation. The authors also give guiding principles for
a lightning protection installation for glidsrs of the ,,Bocian” type.

There are two causes of occurrence of high strengths of the electric field on
the glider surface. The first is the accumulation of the electric charge during
flight — the strengths of the electric field in this case are expressed by formula 4)
in terms of Townsend’s equation. This formula gives the r=lation. between the
strength of the electric field and the current loading the glider. The authors further
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consider the causes of thz appearance of tre current loading the glider. The second
cause, as results from technical literature, is an influence distribution of electric
charges in the glider due to an =xternal electric field. This fact causes the appearan-
ce of the greatest electric field strengths in the neighbourhood of the glider.

The paper presents the results of research on the parameters of lightning
discharges to aeroplanes and gliders, known in the technical literature. In order to
determine the parts of the glider most liable to be struck by lightning, a model
method was used (the model scale according to Figs. 5, 6 and 12). The adopted
criterion of modelling lightning diseharges to gliders, analogically to that used for
modelling objects on ground level, is that initial discharges from the glider may not
exceed 20 m (in scale) and should not short-circuit more than 1/4 to 1/5 of the
discharge clearance (see Figs. 9 and 17). For a preliminary determination of points
of great field strengths, model measurements were carried out at a voltage of in-
dustrial frequency. The partial discharges from the model are shown in Fig. 7.

Laboratory experiments with impulse voltage were performsd by aid of a surge
generator 2,8 MV, 32 kWs at the Electrotechnical Institute of Warsaw. Fig. 10 shows
examples of discharges to different parts of the model. The outline of the protected
area obtained during these measurements is presented by Fig. 14. On the basis of
the results obtained in przliminary measurements the arrangement of lightning leads
(Fig. 16) was designed for a two-seat glider of Polish construction of the ,Bocian”
type (Fig. 15). Probability curves (Fig. 19) of discharges to particular parts of the
glider were plottad for the model of the glider of ,,Bocian” type at-various positions
of the glider in relation to the direction of discharge (Fig. 18). The investigations
showed that the lightning leads placed on the empennage and ailerons on the ends
of the wings and on the nose protect all parts of the glider except the protruding
aerodynamic brakes (Fig. 21) and thz cabin top. The probability of lightning striking
the cabin top as established experimentally on the model is extremely small (cor-
responding to 1 stroke in 130.000 flights in storm clouds). The brakes should be
considered as leads and should be connected to the lightning protection installation.

Further results of work on lightning protection of gliders at the High Voltage
Department of the Warsaw Polytechnic will be published in a subsequent paper.
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ZBIGNIEW KACZKOWSKI, ADAM SMOLINSKI

- Ferryty magnetostirykeyjne i ich zastosowanie
Rgkopis dostirczono 19.11.1959

Podano podstawowe definicje wielkosei okreslajgcych wtasno§ci magneto-
strykeyjne materialu. Na podstawie danych zagranicznych przeprowadzono
poréwnanie wiasno§ei magnetycznych, magnetostrykeyjnych i fizyeznych ma-
teriaiéw metalicznych (tablica 1) i ferrytéw (tablica 2). W tablicach 3 i 4 podano
wiasnosci ferrytéw produkowanych specjalnie do celéw magnetostrykeyjnych.
W dalszej czeSci pracy oméwiono wymagania stawiane ferrytom stosowanym
w przetwornikach ultradzwiekowych (nadajnikach i odbiornikach) oraz urza-
dzeniach radiotechnicznych (filtrach, stabilizatorach czestotliwogei i liniach
opézniajacych). W zakoficzeniu podano wykaz bibliografii dotyczacej magne-
tostrykeji ferrytéw i dziedzin z nig zwigzanych.

1. WSTEP

Odkryte przez Joule’a w 1842 r. [1], [2] 1) zjawisko zmiany wymiaréw
geometrycznych materialéw magnetycznych pod wplywem przytozonego
pola magnetycznego wraz z odkrytym przez Villariego w 1865 r. [3] zja-
wiskiem zmiany wilasnosci magnetycznych pod wplywem wprowadzonych
naprezen znajduje, poczawszy od lat dwudziestych naszego stulecia [4],
[Al, [5], [6], [7], [8], coraz szersze zastosowanie w przetwornikach ultra-
dzwiekowych [B], [C], [D], [9] oraz urzadzeniach telekomunikacyjnych [B],
[C], [E], [10], [11], [12], [13], [14], [15].

Dziedzina magnetyzmu obejmujgca zjawiska zwigzane z odwracalny-
mi zmianami magrietomechanicznymi, a wiec zwigzane ze zmiang ksztal-
tu, wymiaréw geometrycznych i modutu sprezystosci pod wpltywem przy-
Yozonego pola magnetycznego oraz ze zmiang wlasnosci magnetycznych
pod wpiywem zmian naprezen, nosi nazwe piezomagnetyzmu i jest czescig

1) Wykaz literatury sklada sie z dwu czeSci: w pierwszej, oznaczonej liczbami
kolejnymi, podano publikacje zamieszczone w czasopismach, w drugiej, oznaczonej
duzymi literami — literature ksigzkows.
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ogblniejszej dziedziny obejmujacej réwniez zmiany nieodwracalne, a no-
szgce nazwe magnetostrykeji.

Odpowiednie materiaty, w ktérych te zjawiska wystepujg, i przetwor-
niki na nich oparte noszg nazwe piezomagnetycznych lub magnetostryk-
cyjnych.

W chwili obecnej technika dysponuje nastepujgcymi materiatami
magnetostrykcyjnymi:

1. metale [F], [G]: zelazo, kobalt, nikiel;

2. stopy binarne [F], [G], [H]: Fe-Ni (permaloje), Al-Fe (alfery [16]

i alfenole [17]) i Ni-Co [18];

3. stopy ternarne [F], [G], [H]: Fe-Co-Cr (hiperco) [19], Fe-Co-V (per-
mendury wanadowe) i Fe-Ni-Cr (elinwary);

4, ferryty [I], [J], [20]: zelazowe (magnetyt), niklowe, litowe, cynkowe,
niklowo-cynkowe, mklowo—kobaltowe niklowo-miedziowe 1 bar-
dziej zlozone;

5. materialy proszkowe [64].

W zastosowaniach technicznych z metali uzywa sie jedynie niklu; ze-
lazo i kobalt nie znajdujg zastosowan prakiycznych.

Magnetostrykcyjne przetworniki ultradzwiekowe [B], [C], [D], [E], [K],
[21], [22] znalazty zastosowanie w morskich urzadzeniach hydroakustycz-
nych (echosondy, hydrolokatory [L]), w badaniach materialowych (beto-
noskopia, defektoskopia), przy spawaniu aluminium, w urzadzeniach me-
dycznych (w terapii, dentystyce, przy usuwaniu nowotworéw, kamieni z6t-
ciowych itp.), przy wierceniach w szkle i innych kruchych materiatach
[23], przy wygladzaniu powierzchni, przy usuwaniu zanieczyszczen z me-
chanizméw, przy przyspieszaniu proceséw technologicznych itp.

Materiaty magnetostrykcyjne znalazty réwniez zastosowanie w urzg-
dzeniach telekomunikacyjnych takjch, jak filtry magnetostrykeyjne
i elektromechaniczne, stabilizatory czestotliwosei [B], [C], [D], [E], [12],
[13], [14], [15], [24] oraz magnetostrykcyjne linie op6zniajace [10], [11], [25].

We wszystkich wymienionych urzgdzeniach projektowanych pierwot-
nie przy uzyciu magnetycznych materiatéw metalicznych coraz czesciej,
poczawszy od 1949 r. [12] stosuje igier-ferryty, ktore ze wzgledu na duzg
opornoéé wlaéciwg i inne korzystne wlasciwosci sg duzo odpowiedniejsze
od materialéw metalicznych przy pracy przy wielkich czestotliwosciach.
Powazna wadg ferrytow jest ich kruchosé i mata indukeja nasycenia, lecz
niskie koszty produkcji i inne réwnorzedne, a czesto i lepsze wiasnosci
magnetostrykeyjne i magnetyczne (w poréwnaniu z materiatami metalicz-
nymi) przemawiaja za stosowaniem ferrytéw we wszelkiego rodzaju prze-
twornikach magnetostrykecyjnych, w ktérych wymienione wady nie maja
decydujacego znaczenia.
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2. WIELKOSCI \OKRESLAJ_ACE WEASNOSCI MATERIALOW
MAGNETOSTRYKCYJNYCH

Obok wielkosci charakteryzujacych material pod wzgledem magne-
tycznym i elektrycznym, takich jak indukcja nasycenia Bg, remanencja
B, (pozostatos¢ magnetyczna), natezenie powsciggajgce H., przenikalnosé
poczatkowa u,, przenikalnos¢ maksymalna u,, przenikalno$¢ odwracalna
e (uo), temperatura Curie T, opornosé¢ wlasciwa o, dobroé elektryczna Q.,
tangens kata strat tg 6 (lub stratno$¢) — w technice wykorzystujgcej ma-
terialy magnetostrykcyjne niezbedna jest znajomosé¢ wielkosci okre$laja-
cych material pod wzgledem magnetostrykeyjnym.

Do tych wielkosci wchodzg zaréwno znane wielkosei fizyczne, takie
jak gestos¢ y (lub ciezar wilasciwy), modul Younga E (lub jego odwrot-
no$¢ — wspédtezynnik sprezystosci o [26]), modul sztywnosci G, dobroé
mechaniczna @, czestotliwosé rezonansu mechanicznego f, (zalezna od
wymiaréw i ksztaltu probki i wlasciwosci materiatowych), szybkosé roz-
chodzenia sie dzwieku w materiale v, porowatoéé p, wytrzymatosé mecha-
niczna, jak réwniez wielkosci &cisle zwigzane z magnetostrykeja, jak
wspélezynnik magnetostrykeji lub — krécej — magnetostrykecja 1 (ozna-
czana tez przez ¢, np. [I], [20]), przy czym podawana jest zwykle magneto-
strykcja nasycenia 15, wspdtczynnik sprzezenia magnetomechanicznego k,
przy czym podaje sie zwykle wartosci dla remanencji k, oraz maksymal-
ne k,,, czuto§¢ magnetostrykcyjna 4 oraz spotykana w literaturze japon-
skiej [27], [28] magnetostrykcyjnosé T, i inne nie uporzadkowane jeszcze
okreslenia.

Przed podaniem definicji okreslajacych wielkoSei magnetostrykeyjne
zostanie pokrdtce omoéwione samo zjawisko magnetostrykeji.

O wtlasnoéciach magnetycznych stanowia nieskompensowane momenty
magnetyczne spinéw elektronowych z warstwy 3d (dla Fe, Ni, Co, Mn).
Obszar, w ktorym nieskompensowane magnetycznie spiny poszczegélnych
atomow sg rownolegle, nosi nazwe domeny [F], [E], [M], [N].

Pod wptywem odpowiednio silnego zewnetrznego pola magnetycznego
w jednodomenowym krysztale nie tylko nastgpi obrét wektoréw magne-
tyzacji (réwnolegle do kierunku przylozonego pola), ale rdéwnoczesnie
ulegnie zmianie ksztalt krysztalu. W materiale polikrystalicznym defor-
macji elementarnego krysztalu w pewnym stopniu sprzeciwig sie krysz-
taty sgsiednie i wtedy w krysztale powstang naprezenia wewnetrzne. Od-
wrotnie, pod wplywem sit zewnetrznych, obok odksztalcen elastycznych,
nastapi zmiana orientacji spinéw w krysztale, co pocigga za sobg zmiane
wlasnosci magnetycznych. Ze wzgledu na anizotropie krysztalu na wiel-
kos¢ tych zmian ma wplyw wzajemne polozenie kierunku przyltozonego
pola i osi krysztatu. :
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Rozpatrujac zagadnienie makroskopowo mozna stwierdzi¢, ze pod
wplywem pola magnetycznego materiat wydtuza sie w jego kierunku, row-
noczesnie - kurczac sie w kierunkach poprzecznych (magnetostrykcja
wzdluzna dodatnia) lub kurczy sié; w kierunku pola zwiekszajgc swoj prze-
kréj poprzeczny (4 wzdluzna ujemna).

Obok zjawiska Joule’a i Villariego znane sg zjawiska pochodne majace
z nim $cisty zwigzek. I tak zjawisko Guillemina (1846 r.) [29], [30] polega
na tym, ze zginany (lub zgiety) pret wykonany z materialu magnetyczne-
go dazy do wyprostowania pod wptywem wzdluznego pola magnetycznego.

Zjawisko Wiedemanna (1862 r.) [31], [F], [30], [M] dotyczy zachowania
sie zamocowanego na jednym koncu preta wykonanego z materialu mag-
netycznego, ktéry jest magnesowany wzdluznie przez zewnetrzne pole
i réwnoczeénie obwodowo przez pole pochodzace od przeplywajgcego
wzdluz osi preta pradu elektrycznego. Pod wplywem dziatania tych poél
nastgpi skret wolnego konca.

Magnetostrykcje okresla statyczny wspoétezynnik magnetostrykeji 2
obrazujacy wzgledne zmiany wymiaréw prébki, ktory jest podawany jako
funkcja natezenia pola H [F], [G], [M], [26], [30], indukeji B [32] lub mag-
netyzacji J [30], [33]

= 9

Wspoltezynnik 1 przyjmuje znak (+) w przypadku rozciggania i (—)
w przypadku kurczenia sig¢ probki pod wptywem wzdluznego pola magne-
tycznego.

Nalezy podkresli¢, ze magnetostrykeja 4 jest funkcja parzysts wiel-
koSci magnetyeznych (tzn. przy zmianie znaku B lub H 1 nie zmienia
znaku).

Przy badaniach kierunkowych magnetostrykeyjnych, przy wspoélezyn-
niku 1 umieszcza sie odpowiednio indeks réwnolegltosci /1‘\ lub prosto-
padtosci 1, oznaczajacy kierunek pomiaru w stosunku do przytozonego po-
la (przy innych kierunkach oznacza sie wartos¢ katowa np. 145). Przy ba-
daniach krysztaléw umieszcza sie jako indeks nazwe osi np. 2100, *111,
A110. Warto§é wspotczynnika 1 przy nasyceniu nosi nazwe magnetostrykeji
nasycenia 4. .

Przy pomiarach A = f(H) lub 1 = f(J) wystepuje podobnie jak przy po-
miarach magnetyczhych B = f(H) zjawisko histerezy [F], [G], [26], [30],
[32].

W poblizu nasycenia obok magnetostrykeji liniowej wystepuje magne-
tostrykeja objetosciowa w [F], [G], [30]
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_v_d, 2dr (2)

v 4 T

Zjawisko magnetostirykcji obok konkretnych zastosowan technicznych
ma réwniez bardzo duze znaczenie teorétyczne, gdyz z nim sy zwigzane
inne wielko$ci magnetyczne. Zagadnieniami teoretycznymi magneto-
strykeji zajmowalo sie wielu naukowcéw, miedzy innymi Akulow [34],
Heisenberg [35], Wonsowski [36], Kittel [37], Kwiek [38] i Diakow [39].

Przy projektowaniu przetwornikéw magnetostrykcyjnych wazne jest
zagadnienie, jaka cze$¢ energii magnetycznej moze by¢ zamieniona na me-
chaniczng (lub odwrotnie). Stosunek energii magnetycznej przetworzonej
na mechaniczng E,, do calej energii magnetycznej E okreéla sig jako kwa-
drat wspétczynnika sprzezenia magnetomechanicznego [26], [20]:

1 1

k‘z:%: HBo— M2 _. Ey EB, (3)

Hha =
EH

gdzie:
4s — przenikalnos$¢ odwracalna probki swobodnej,
41 — przenikalnosé odwracalna probki zamocowanej,
E,; — modut Younga przy statym natezeniu pola,
E; — modut Younga przy statej indukcji.
Wspodlezynnik k podaje sie jako wielko$é niemianowang lub rzadziej
w 9/ [28], [40], [41]. :
Podobnie jak przenikalnosé przyrostowa us jest tangensem kata na-
chylenia petelki magnesowania przy pracy z podkladem statego pola mag-

netycznego
- (4B )
o =177} » 4
HA ( 7 H) ‘ (4)

czulo$¢ naprezen A jest tangensem kata nachylenia petelki zmiennej na
tle stalej polaryzacji

A,=(2B) —4s ‘”) , 5)
Ao |y AH }
Wielkosci te w granicznym przypadku, gdy 4H — 0, stajg sie odwra-
calne (1, 4) [26], [32].
Magnetostrykeyjnose I' [27], [28], [40] oznacza iloczyn pochodnej czast-
kowej magnetostrykeji wzgledem magnetyzacji i modulu Younga
02 :
=[—|g. 6
[5:)= ®

6 Rozprawy elektrotechniczne
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Spotyka sie czesto okreslenie stalej magnetostrykeji [J], [17], [18], [65]

oo
hb—(@.B);.> @

przy czym zamiast h w przytoczonych publikacjach uzywa sie oznacze-
nia 4 (a zamiast 1—¢).

3. UKEADY ROWNAN MAGNETOSTRYKCYJNYCH

Przy matematycznym opisie magnetostrykcji przyjmujac, ze proces
przebiega adiabatycznie, otrzymuje sie zespél czterech wielkosci (magne-
tycznych: H i B lub J oraz mechanicznych: 2 i ¢) wzajemnie ze sobg po-
wigzanych. Zaleznie od przyjetych par wielkosci zaleznych i niezaleznych
(przy czym do kazdej pary wchodzi jedna wielko$¢ magnetyczna i jedna
mechaniczna) mozna otrzymaé cztery warianty réwnan opisujacych wias-
noéci magnetostrykcyjne materialu.

Réwnania sg stuszne dla malych amplitud zmiennych, kiedy: 1) maja
miejsce przebiegi odwracalne, 2) praca odbywa sie duzo ponizej rezonan-
su mechanicznego oraz 3) nie wystepuje depolaryzacja.

W zakresie tej pracy nie lezy omawianie wszystkich wariantéw row-

‘nan magnetostrykeyjnych; podany zostanie tutaj jedynie uktad tylko naj-
bardziej usprawiedliwiony fizycznie, w ktérym przyjeto jako wielkosci
pierwotne natezenie pola H i naprezenia o, a jako wielkosci wtérne in-
dukcje B i wydluzenie wzgledne 1 [26].

Roézniczki zupelne indukeji i wydtuzenia wzglednego przyjmujg postac:

0B
=|—- d
T
oA oA
oo

gdzie: .

0B
(——) = A — czulo$t naprezen,
oo /g

0B )
(O—H) = us — przenikalnoéé odwracalna probki swobodnej, -
oA 1 . : . - . .
—Z1 = — — wspblezynnik sprezystosci, odwrotnos¢ dynamicznego
0ofn  Ey modutu Younga przy stalym natezeniu pola.
Z 1i II zasady termodynamiki wynika tozsamos¢ [421, {43], [F], [N]:

(%1‘3_) —dn (aa:I)_,,_A' | (10)
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Po odpowiednich podstawieniach ofrzymuje sie nastepujgcy uktad réow-
nan magnetostrykeyjnych: '

dB=Ado + u,dH, (11
di=tdass A an. ' 12)
E, 47

Ze wzgledu na dotychczas stosowany powszechnie w Polsce w dziedzi-
nie magnetyzmu uklad jednostek CGSM w pracy niniejszej roéwniez przy-
jeto ten uklad, mimo ze w publikacjach zagranicznych z dziedziny magne-
tostrykeji coraz czeéciej spotyka sie jednostki ukladu zracjonalizowanego
MKSA zalecanego przez normy na materialy piezoelektryczne [44].

Nalezy podkresli¢, ze wystepuje wielka dowolno$¢ w oznaczeniu i de-
finiowaniu wspélczynnikéw zwigzanych z magnetostrykejq, dlatego przed
poréwnaniem wartosci liczbowych nalezy zapozna¢ sie z definicjg wielko$ci
istosowanym w danej publikacji ukiadem jednostek (np. wielkosci odpo-
wiadajace 4 mogg by¢ mniejsze od 4 4n razy). Wspdlczynniki wystepujace
w réwnaniach magnetostrykeji i wspotczynnik k powigzane sg nastepujaca
zaleznoscig:

_A*E,

, 13
S, (13)

L2

Innym powszechnie stosowanym uktadem réwnan jest ukiad przyjmu-
jgcy jako zmienne niezalezne 2 1 B [18], [19], [J]; wtedy:
__4dahiu

E,

ke (14)

4. FERRYTY A MATERIALY METALICZNE

Przetworniki ultradzwickowe pracujg w zakresie czestotliwosci do kil-
kudziesieciu MHz. Zaleznie od zastosowan wymagane sg rézne whasnosci
magnetostrykcyjne, magnetyczne, elektryczne i fizyczne materiatu. Wyma-
gania te dla poszezegdlnych typéw przetwornikéw zostang oméwione w dal-
szej czesci pracy. Tu przedstawione zostang tylko wymagania ogélne.

O wtasnoéciach magnetostrykeyjnych decyduje wspbtczynnik wydiuze-
nia wzglednego A. Zaréwno stosowane materialty metaliczne, jak i ferryty
maja statyczne wspélezynniki wydtuzenia wzglednego dla nasycenia 4, tego
samego rzedu. Dla najlepszych stosowanych materialéw metalicznych
wspdtezynnik 2; dochodzi do + 70-10—% (2 V permendur), a nawet do
78+10—8 (stop 35%0 Fe, 5/0 Co, 8% Cr [53]), dla ferrytow zas§ do + 41-10—%
(ferryt zelazowy — magnetyt). W grupie materiatéw o ujemnym wspéi-
czynniku magnetostrykcji nikiel (—45-10—% [I]) i ferryt niklowy

B*



‘84 : : Z. Kaczkowski, A. Smolinski Rozpr. Elektrot.

Magnetyezne, magnetostrykeyjne i fizyezne wlasciwosei materialow metalicznych
i Ferebee [17], [49], Huertera i Bolta [D], Poppera [I],

Badana wielko§é Sg :11 - Jednostka Nikiel Permaloj 45
Skiad % masy 99 [F] 45 Ni
99.9 [20] 55 Fe
Indukeja nasycenia B; kGs 533 171 1 16 [F}I33]
6,3 [20]
Przenikalnoéé poczatkowa | p Gs/Oe 110 [F] | 2500 [F]
Przenikalno$é maksymalna Him Gs/Oe 600 [F] 25000 [F]
: 2500 [17]
Gestosé y g/em® 8,7 [D] | 8,17 [F]
2 8,9 [F1,[20] | 8,25 [D]
Magnetostrykeja nasycenia As 1078 —33 [33l _{_27 [33]
—45 [1}
Temperatura Curie T(O) °c 358 [F] | 440 [33]
45 F
Oporno$¢ wlasciwa 0 ©2 em 7 [F] 0 {D}
. Wspdtczynnik sprze- e 0,14 r20] | 0,124 [D]
fc::é zenia magnetomechan. 4 - 0,23 {18y | 0,17 [32]
10
{9 v Gs em?® —1.5 1201 | 40
g Czulosé >t A Ll )
; % i zulo§¢é naprezen " ayn 7o l1g] | 60 [33]
m
S Przenikalnosé 18 200
o0 >y {20]
g E odwracalna br Gs/Oe ' 160 (18] | 350 [33]
3 e s 4,75 20
é’ P’re»dxosc dzwieku v : km/s 49 [[17]] 4,1 [33]
@
A= 2
1B | Modut Younga Eg | 102 dyn/cm? ;‘1’3 [[]g% 1,38 (D]
1 . L -
Q Wspbiczynnik
§ R sprzezenia km — 0,30 118] 0,35 [49]
= 0,31 17
g 8 magnetomechan.
S
- ., ., ¢ Gs cm®
18 & Czuloié naprezen Agm —_— —6,1 [18]
18 S dyn
129 -
1.9 g| Przenikalno§¢ 22 [49]
1 I Gs/Oe 100 [49]
= odwracalna fom / 70 [18]

Uwaga. Wyniki ‘podane w tablicy zalezg od technologii, stad duze rozbieznosci -w niektérych
z réznychh Zrédet nie uwzgledniajac réznic technologicznych. '
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Tablica 1
wg Bozortha [F], van der Burgta [20], [32], [33], Clarka [18], Davisa
Reinbotha [M], Sussmana i Ehrlicha [19].
. Stop Stop Alfer Alfer 12
2V Permendur Hiperco 4 Co-Ni | 18 Co-Ni 13 | (alfenol)
2V (1,7V [20D) 35 Co 0,5 Cr ‘4 Co 18 Co 13 Al 12,5 Al
- 49 Co 49 Fe 64,5 Fe 96 Ni 82 Ni 87 Fe 87,5 Fe
24 [F1120] | 24,2 Fl (68 [321]80 81| %2 U7 1i30 117
13 [32]
. 800 [F] | 650 - [F1 | 660 [18] | 1450 [18]
4500 [F1 | 10000 [M]1 | ~3000[18] | ~4000 [18] | 13200 [17] | 10800 {[17]
8,0 [F] 6,3 [17] :
2 33 ’ 18] | 8,9 18 ’ 6,6 171 |
8, [33] 8.1 (201 8,9 [18] [18] 67 331 | & [171 |
+70  [20,[33] | -+55 [20] | —31 [32] +40  [32] +35
33 970 [F]
980 [20],[33] 980 M1 410 [18] | 570 [18] | 500 [32] ~500
25 20 [F]
0,13 0,19 .
0,26 {32 0,14 [19] | 0,34 [18] | 0,23 [18] 0,26 [32]
ol 2,6 {191 1 18 8,0
3,7 [2 3,8 [20] | —148 [18] | —12,1 [18] 11 [33]
22) | 123 [19] 18 90 18 200
53 [22] 250 [18] : 3 [18] 350 [33]
45 171
5,18 [33] | 5,1 [20] 475  [33] 4,5 [17]
2,2 1201 | 2,1 [20] |1,5-1,9[18]| 1,7 [18] |15 (17|15 [17]
X 0,51 0,42 .
0,17 [19] (0,59) [18] | (0,46) [18] 28 [17] | 0,30 [17]
3,6 [19] | 13,5 [18] | 12,7 [18]
5 [19] | 130 [18] | 150 [18} | 80 [17] | 100 [17]
danego materialu czerpano

pozycjach, Nalezy réwniez zaznaczyé, ze wielkaosei dotyczgce
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(—27-10—%) majg duze wartosci tego wspélczynnika. Oczywiscie nie sg to
szezytowe osiggniecia. Istniejg stopy platyny z zelazem (63%0 Fe, 37%0 Pt)
o wspélezynniku 1s = 170-10—6 [45] i zelaza z kobaltem (300 Fe, 70%o Co)
0o As = 130-10—° [53], ale ze wzgledu na duze koszty produkcji nie znalazly.
powszechniejszego zastosowania, W ferrytach kobaltowych A; jest jeszcze
wieksze i dochodzi do —210-10—9%. Nalezy doda¢, ze najwieksza magneto-
strykcje nasycenia ferrytéw 1, = + 870-10—¢ [46] pomierzono w mono-
krysztale ferrytu kobaltowego dla kierunku [100], przy czym pole byto
przylozone prostopadle do tego kierunku. Mimo tak duzych wspélczynni-
kéw 2, ferryty kobaltowe nie znalazly praktycznego zastosowania, gdyz
nalezg do materialéw magnetycznie twardych. Najwiekszy wspodtczynnik
As = 2750-10—¢ pomierzono dla materiatu proszkowego o zawartoSci 75%
Fe [64]. _

W tablicy 1 podano wspéiczynnik magnetostrykeji nasycenia i inne
wielkosci magnetostrykcyjne materialéw metalicznych, powszechnie sto-
sowanych w przetwornikach ultradzwiekowych. Biorac pod uwage mozli-
woscl krajowe pierwszenstwo nalezy odda¢ permalojowi o zawartosci
45%9 Ni przed niklem i alferem (o ile zostanie opracowana produkcja al-
feru, materiat ten ze wzgledu na niski koszt, wystarczajgce zasoby krajo-
we surowcoéw i dobre wlasnosci magnetostrykeyjne powinien wyprzeé po-
zostale materiaty metaliczne).

W tablicach 2 i 3 podano odpowiednie wlasnoéci magnetostrykcyjne
ferrytéw spotykanych na rynku $wiatowym. W chwili obecne] w prze-
twornikach ultradzwiekowych stosuje sie najczesciej ferryty niklowe lub
niklowo-cynkowe o malej zawartosci cynku (0,05 w stosunku molowym).
Opracowano caly szereg specjalnych ferrytéw z dodatkiem kobaltu [47];
[48], [49] lub miedzi [40], majacych znacznie lepsze wlasno$ci magneto-
strykeyjne, przewyzszajgce nawet wlasnosci najlepszych materialéw me-
talicznych.

Dobre materialy magnetostrykcyjne maja wspétezynnik sprzezenia
magnetomechanicznego k. wiekszy od 0,1 a dochodzacy do 0,34 (stop
4-Co-Ni [18]). Na warto$¢ k duzy wplyw ma sposéb obrébki termicznej.
Obecnie dla ferrytéw niklowych uzyskuje sie wspétezynnik k. = 0,15+0,20.
[32], [50], [51], przy czym k, dochodzi do 0,21 [50]. Ferryty Ni-Cu [40]
majg kn, = 0,216, a ferryty niklowo-kobaltowe k. = 0,25 [32]. Dla ferry-
tow niklowo-kobaltowo-zelazowych k,, dochodzi do 0,37 [49]. Warto$ci
wspélczynnika k ferrytéw zalezg od porowatosci p. Im wigksza porowa-
to§é, tym nizsza warto$é sprzezenia magnetomechanicznego.

Ostatnio opracowane ferryty magnetostrykcyjne odznaczajg sie bardzo
malg porowatoseig (0,01-+0,035) i bardzo dobrymi wlasnosciami magneto-
strykeyjnymi [65].
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Magnetyczne, magnetostrykeyjne i fizyczne wlasnosei ferrytow Ni-Zn

Wielko$¢ badana Symbol | Jednostka [20] [20} [20]
Fey0, 50 50 | 50
Ni0 mole w 9% 15 17 17,5
Zn0 35 33 32,5

Indukeja nasycenia B; kGs 2,6 3,3 3,5
Przenikalngs¢ poczatkowa Up. Gs/Oe 1360 890 775
Gestosé y g/cm? 5,06 4,90 4,90
Magnetostrykeja nasycenia g 10-° -2 -4 -4,5 .
Temperatura Curie Te e 85
Opornoéé wiasciwa I Qem >104 >10* >>10*

2 Wsp6tczyn. sprzez. % _ 0,034 0,067 0,066

N magnetomechan. "

‘g . L uGs cm®

g Czuto$é naprezen — A4, —d——& . 3,2 5,0 4,5

3} yn

[}

g . | Przenikalno§é¢ od- llr Gs/Oe 1210 735 600

% ™ | wracalna

S @

?Ev” T | Predkos¢ diwieku v km/s 5,97 5,79 5,79

‘§ Modul Younga Eg | 10%dyn/cm?® 1,8 1,63 1,63

i, .

(]

Y Dobroé mechan. Q — 2780 1490 1420
8 & Wspblezyn. sprzez. | kms o 0,063 0,089 0,08
g B magnetomechan. (Fem)*

[=]

© g G scm?®

£ 2 _ | Czutosé naprezen | —4, gasem 7,9 9 | 73
g 8 8 dyn

: g A Przenikalnos$é od- :

& w wracalna ) [ Gs/Oe 1880 394 418
S g

L%

é 5 Dobroé mechan. Q: — 1740 2000 1640

* Warto§¢ maksymalna wspélczynnika sprzezenia magnetomechanicznego dla drgan wzdluz
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Tablica 3
wg van Burgta [20] (wiersze gérne) i Golaminy [50] (wiersze dolne)
IVB [20] ; 1VD [20] IVE [20]
IVA [20] 50] [50] |IVC [20]] [50] [50] [50] [50] [50] [50]
50 50 50 50 50 50 50 50 50 50
18 25 30 32 35 37,5 40 42,5 45 50
32 25 20 18 15 12,5 10 7,5 5 0
3,7 4,4 4,7 4,2 1 26
705 219 168 85 24,2
330 221 160 141 117 97 49 44
4,90 4,85 4,85 4,76 4,20
5,27 5,25 523 | 5,23 5,20 5,20 521 | 5,20
-5 -11 -18 -21 -26
; -9 -13 -16 -18 -20 -21 -23 -26
200 290 410 490 595
>10° | >10° >10° >10° >10°
0,073 | 0,082 0,093 0,112 0,08
0,10 0,11 0,11 | 0,115 | 0,125 | 0,13 0,15 0,15
4,5 2,8 2 25 2,0 1,2
4,3 3,15 3,3 3,1 3,1 3,1 2,1 2,2
492 140 86 36 19
290 165 127 | 108 85 76 35 34
5,76 5,67 : 5,57 5,37 Tl oam
5,94 5,93 5,90 5,89 5,86 5,83 5,8 5,79
1,62 1,53 1,50 1,37 0,93
1,85 1,84 1,82 1,81 1,78 1,77 1,75 | 1,75
1260 920 1430 2150 2040
(14500) -
0,0115 | 0,11 0,105 0,13 ’ 0,09
0,089* | 0,14* | 0,15* 0,165* | 0,165* | - 0,17* | 0,17* | 0,14* | 0,21%
11,2 | 57 4,4 3,7 2,1
470 128 85 35 16
2450 3150 4250 5650 ' 4450

nych.
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Najwiekszg wartosé wspbdiczynnika k,,, jesli chodzi o ferryty, podaje
firma Kearfott (k,, torroidu wynosi 0,40) dla ferrytu o nazwie firmowej
N-51 [66]. Najwiekszg wartos¢ k, pomierzono dla stopu 4 Co-Ni [18]
(m = 0,59). o

Trzecig wielko$ciag magnetostrykeyjng jest czulo§é naprezen A. Naj-
wieksza czulos¢é ferrytéw przy remanencji 4, wynosi okoto 5-10—%
Gs cm?/dyne (dla ferrytu Ni-Zn [20]), natomiast najwieksza czutose A, dla
materiatéw metalicznych wynosi 14,8 uGs cm?dyne (dla stopu 4%
Co-Ni [18]).

Materialy metaliczne majg stosunkowo duza indukcje nasycenia
(8-+24 kGs) w poréwnaniu z ferrytami, ktérych B, zawiera sie w grani-
cach 2-+5 kGs. Mala indukcja nasycenia stanowi powazng przeszkode
w stosowaniu ferrytéw na przetworniki magnetostrykcyjne duzej mocy,
np.-na nadajniki ultradzwiekowe.

Bardzo wazng zaletg ferrytéw jest ich duza opornos¢ wiasciwa, czesto
o 10 lub 11 rzedéow wielkoéci wyzsza (z wyjgtkiem magnetytu) od opor-
nosci materialéw metalicznych. Pozwala to na stosowanie przetwornikéw
w postaci litej, co utatwia produkcje i polepsza sprawnosé.

Wypalanie w wysokich temperaturach (1400°C) polepszajace wiasnosci
magnetostrykeyjne i zmniejszajace porowatosé obniza opornos$¢ wiasci-
w3 [54], natomiast dodanie kobaltu lub manganu zwieksza te¢ wielkose¢ [55].
Optymalna ilos¢ dodatkéow zalezy od technologii. Mozna réwniez polep-
szy¢ wlasno$ci magnetostrykcyjne i zmniejszy¢ porowato$¢ przez zasta-
pienie czeéci niklu przez miedz w ferrytach Ni-Zn [40].

Przetworniki z materiat6w metalicznych ze wzgledu na duze straty na
prady wirowe muszg byé¢ wykonane z blaszek, co jest powodem dodatko-
wych strat na tarcie. Mimo dzielenia na blaszki mozliwos¢ uzycia meta-
licznych przetwornikéw ultradzwiekowych w zakresie wigkszych czesto-
tliwosci jest ograniczona gbérng czestotliwoscig graniczng, ktéra (zaleznie
od grubosci blaszki) pozwala na prace w zakresie do 100 kHz. Ostatnio co-
raz powszechniej stosowane stopy typu alfer dzieki nieco wigkszej opor-
nosci wiasciwej (¢ = 9+10—° Qem [17]) moga pracowaé do 300 kHz.

Nalezy zaznaczy¢, ze najwieksza sprawno$§¢ przetwornikéw metalicz-
nych wynosi okoto 75% dla najmniejszych czestotliwosci (do 15 kHz).
W zakresie wiekszych czestotliwoéci sprawno$é spada (np. dla 175 kHz
s = 16%, a dla 500 kHz 7., = 8%) [52]. W tym zakresie czestotliwosci
przetworniki pracujace na rdzeniach ferrytowych osiagaja sprawnos¢ 90%o.
Zastosowanie ferrytéw w przetwornikach magnetostrykcyjnych pozwala
na pokrycie zakresu czestotliwosci do kilku MHz.

Ferryty magnetostrykcyjne wyrézniaja sie duzg dobrocig mechanicz-
na Q.. Przecietnie dobro¢ ferrytéow zawiera sie w granicach od 2000 do
8000 [47]. W szczegblnych przypadkach dobro¢ ta jest duzo wieksza, np.
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Tablica 4

WilasnoS$eci ostatnio opracowanych ferrytéw magnetostrykeyjnych [65], [66], [69], [70]

Nazwa firmowa ferrytow

Wielkoéé Sg;r{x- Jg?ﬁ;' . Kearfott Cv‘éﬁis Ferroxcube
N-50 | N-51| ght |74 1|74 2| 7B
Indukcja nasycenia Bs kGs 2,175 | 2,54 | 2,64 3,20 | 3,20 3,18
3,27 | 3,27
. n ] . 30 45
Przenikalno$é poczatkowa Hp Gs/Oe 34 91 10 60
r 5,2 5,2
Gestosé V4 cm?® 5,1 5,1 5,2 ’ ’ 5,1
€ g/ y ’ 5,3 5,3 y
Magnetostrykeja nasycenia As 107 —30 -26 -26 —27
-28 -28
Temperatura Curie T °C >500| >500| >500 530 | 530 | 590
Oporno$é wiasciwa 4 Qem 102-10 >100| >100| >10*
Maksymalna wartosé 0.17* 0.2 0.91 21
wspélczynnika sprzezenia km — 0’1 «| 0.40 0,22 0’ 5 0’ g’ 3
magnetomech. »27 ’ 0,27 82 26 -2
10%dyn | 1 49% | 1,45% 1,68 | 1,73
Modul You k E — | 4 1,6 ’ ? 1,7
nga pray fm 2 Tem | uest | ueox | 7| 175 | 178
L, ., wGsdyn - -
Czulo$¢é naprezen przy km| 4m Tem? _iﬁ _;,g
Stata magnetostrykeji przy h 10* dyn | 0,64* | 0,75% -2,2 1 -2,3
K * | Gs cm? |-1,64% | -45% | "% | 24 | -2,8
Przenikalnoéé odwracalna 15 8
przy kn ke | Gs/Oe 25 | 15
1,1 1,5 1,6
Pozostalosé 15 B kG 1,1 1 1 ’ ’ ’
zostato$¢é magnetyczna r S , ,15 47 16 L7 1,9
. . 0,15 0,15 | 0,20
Wspblezynnik k B k. —_ 0,3 ’ . ’
potezy Przy Sr " 83 0,20 | 019 | 0,22
.. . pGs dyn -2,3 | -2,2 [ -2,7
Czulo ] ‘ B, A —_— 4 4 ’
zulo$é naprezen przy Br r om? -3,8 | -3,7 | -3,0
Stala magnetostrykeji B 10* dyn -0,9 | -0,9 | -1,5
przy B, " | Gs em? -1,2 | -1,1 | -7
Przenikalnos§é odwracalna 30 30
81 4 20
przy B: Hy Gs/Oe 330 5 50 55
L. . . C 3.1 2,5
Natezenie powS$ciggajace Hc Oe 3,5 1,5
6,3 6,0
. . 60%* 800 | 2500 | 2500 | 3000
D — 2800
obro¢ mechaniczna @ 260* | 2000 | 5000 | 5000 | 4000

* Wielkoéci te przy innych riezmienionych byly podawane w kilku wersjach przytaczanych -
przy okazji omawiania réznych zagadnien. W niektérych przypadkach prawdopodobnie popei-

niono ¢myiki drukarskie, gdyz np. we wszystkich wersjach prospektéw H,
a z wykresu wynika H, = 3,5 Oe.

= 35 Oe dla N-5§,
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dla ferrytu Ni-Zn typu 4A dobro¢ dochodzi do 14 500 [20], a dla niklowo-
miedziowego do 20 000 [40]. Dobro¢ materialéw metalicznych, takich jak
nikiel lub permaloj, zawiera sie zazwyczaj w granicach od 25 do 200; na-
tomiast dobroé¢ stopu specjalnego. w nazwie firmowej NiSpanC dochodzi
do 16 000. )

Ferryty wyrézniaja sie duza przenikalnoscia odwracalng dochodzacy
do 1200 Gs/Oe, podczas gdy magnetostrykcyjne materiaty metaliczne ma-
ja przenikalnosé odwracalng dochodzaca do 400 Gs/Oe (18 Co-Ni [18]).

Temperatura Curie ferrytéw jest tego samego rzedu co materiatéw me-
talicznych z wyjgtkiem ferrytu Ni-Zn o duzej zawartosci cynku, ktérego
T, spada do 85°C.

Predko$é rozchodzenia sie fal dzwiekowych zaréwno w materiatach
metalicznych, jak i w- ferrytach jest tej samej wielkosci i wynosi od 4000
do 6000 m/s.

Gestosé ferrytow y, miedzy innymi ze wzgledu na porowatosé, jest niz-
sza niz metali i zwykle nie przekracza 5,3 g/cm?.

Nalezy zaznaczyé, ze materialy metaliczne odznaczaja sie znacznie
wiekszg wytrzymalos$cig mechaniczng. Ferryty ze wzgledu na porowatosc
dochodzgca w materiatach handlowych do 0,25 sa kruche i znosza znacz-
nie mniejsze moce. Natomiast rdzenie ferrytowe majg duza odpornos¢ na
korozje i mogg pracowaé w wyzszych temperaturach (tabl. 2 — ferryty
niklowe i litowe).

W tablicy 4 podano wlasnosci ostatnio opracowanych ferrytéow magne—
tostrykeyjnych [65], [66], [69], [70]. Wiasnosci ich wskazuja, Ze sg to ferryty
niklowe z niewielkimi domieszkami innych pierwiastkéw, takich jak miedz,
cynk, kobalt, zelazo, mangan lub magnez. Ferryty te przewaznie odzna-
czaja sie mala porowatoscig (p = 0,01--0,04) [65], [67] i bardzo dobrymi
wlasnoéciami magnetostrykeyjnymi. Wspétczynnik sprzezenia k dochodzi
do 0,40, dobro¢ mechaniczna @, = 5000, a indukcja nasycenia przewyzsza
3kGs. Wlasnosci te dowodzg, ze technika w tej dziedzinie posuwa sie szybko
naprzéd i ze wiele razy zajdzie potrzeba uzupelmanla podanych w tabli-
.cach zestawien,

5. WYMAGANIA STAWIANE FERRYTOM STOSOWANYM W NADAJNIKACH
ULTRADZWIEKOWYCH

Wiele parametréw przetwornika ultradzwiekowego zaleiy od jego
ksztattu i wyriaréw. W technice ultradzwigkowe]j stosuje sie¢ kilkanascie
odmian wibratoréw magnetostrykcyjnych [9], lecz mozna je sprowadzi¢
do dwoéch form podstawowych. Jedna grupa wibratoréw to wibratory
- oparte na zjawisku Joule’a, a wiec wibratory pretowe i okienne. Drugg
grupe stanowig wibratory pierscieniowe oparte na zjawisku Joule’a lub
Wiedemanna.
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Od dlugosci wibratora (lub $rednicy) i masy drgajacej zalezy czesto-
tliwosé¢ rezonansu mechanicznego przetwornika. Wywolane magneto-
strykcja odksztalcenia mechaniczne zostajg dla czestotliwosci rezonanso-
we] wielokrotnie wzmocnione (@, razy) i w ten sposéb powstajg silne
drgania ultradzwiekowe. Aby ferryty byly dobrymi materialami na na-
dajniki magnetostrykcyjne, musza mie¢ duzy wspélczynnik magneto-
strykeji 1, duzy wspétezynnik sprzezenia magnetomechanicznego k i du-
zg dobro¢ (o ile praca ma odbywa¢ si¢ przy jednej czestotliwosci). Ponad-
to ferryty stosowane w nadajnikach musza si¢ wyrézniaé duzg wytrzy-
matoécia mechaniczng, gdyz od niej uzaleznione jest maksymalne dopusz-
czalne natgzenie promieniowania nadajnika (moc na jednostke powierzch-
ni promieniujgcej). :

Czestotliwos¢ rezenansows okreéla sie z nastepujgcej zaleznogci

f = i]/ Ex g, (15)
- b Y ‘ ‘
gdzie: )
Ey — modul Younga przy stalym natezeniu pola w dynach na cm?
y — gestos¢ w g/cm3,

b — wspolczynnik zaleiny od ksztaltu proébki; dla preta b, =21,
gdzie 1 dtugos¢ preta w cm, a dla toroidu by = nd,, gdzie d éred-
nia $rednica toroidu w cm.

W przypadku drgan skretnych do wzoru zarmast E wchodzi G — mo-

dut sztywnosci. ‘

Od nadajnikéw ferrytowych wymagana jest duza sprawnosé elektro-
akustyczna 7., bedaca iloczynem sprawnosci elektromechanicznej 7
i mechanoakustycznej #..

Zagadnienia zwigzane ze sposobem wyznaczania sprawnosci (np. z két
reaktancji lub admitancji) byty przedmiotem kilku publikacji [33], [56],

 [57]; na szczegélowe oméwienie tych zagadnien brak jest tutaj miejsca.

Wystarczy tylko powiedzie¢, ze sprawno$é elektroakustyczna wzrasta ze
wzrostem kwadratu wspétczynnika sprzezenia magnetomechanicznego 'k,
z dobrocig mechaniczng @, i elektryczng @, przetwornika.
Bradfield [67] podaje nastepujacy przyblizony wzér na optymalng
Sprawnosé
2
‘/kz Qe ’ Qm
Przyjmujge k = 0,2+0,3, Q. = 40-+-300, Q.= 205000 w praktyce
sprawnos¢ zawiera¢ sie bedzie w granicach od 65% do ponad 98%o.
Wysoka sprawnos$¢ nadajnikéw jest pozgdana nie tylko z punktu wi-
dzenia najmniejszych strat energetycznych. Ferryty nalezgce do pélprze-

Nea & 1-— (16)
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wodnikéw elektrycznych rowniez nie sg dobrymi przewodnikami ciepta
i grzanie wibratora prowadzi do powstawania cieplnych naprezen we-
wnatrz rdzenia, co obniza jego wytrzymalo$¢ mechaniczng.

Sprawnoéé nadajnika maleje ze wzrostem czestotliwosei na skutek
dziatania pradéw wirowych i szkodliwych sprzezen. Ponadto sprawnosé
7.s nNadajnika zalezy od jego ksztaltu, sposobu przygotowania rdzenia (na-
dajniki na rdzeniach blaszkowych pewien procent energii traca na tarcie
mechaniczne) i od mocy promieniowanej.

Ferryt w czasie drgan poddawany jest naprezeniom rozciggajacym
i $ciskajagcym (w przypadku drgan skretnych — $cinajgcym). Dopuszczal-
na moc nadajnika ograniczona jest wiec przez mechaniczng wytrzymatose
materiatu. Przy jednokierunkowych naprezeniach wytrzymatosé ferrytow
na $ciskanie jest o rzad wielkosci wieksza od wytrzymalosci na rozcigga-
nie [33] i dlatego wytrzymalo$¢ na rozcigganie jest wielkoscig okreslajaca
ich przydatno$¢ w zastosowaniach na nadajniki, gdyz wspotczynnik mag-
netostrykeji statycznej i dobro¢ pozwalaja na prace przy wigkszych
mocach.

Pekniecie ferrytu zaczyna sie w najstabszych punktach probki, wyni-
kajacych z niejednorodnosci materialu. Ze wzrostem objetosci materiatu
zwieksza sie prawdopodobiefistwo istnienia takich punktéw. W wibrato-
rach pretowych wykonanych z ferrytu o strukturze jednorodnej maksi-
mum naprezen przypada w okolicy §rodka wibratora i tam nastapi pek-
niecie.

Wytrzymato$é mechaniczna ferrytu jest $cisle zwigzana z jego porowa-
toscig. Van der Burgt [32] podaje nastepujacy eksperymentalny wzoér na
maksymalne dopuszczalne natezenie promieniowania dla pretowego prze-
twornika wykonanego z ferrytu Ni-Zn drgajacego wzdluznie, gdzie po-
wierzchnig promieniujgcy jest przekréj poprzeczny preta:

I1=15(1—2p) [W/cm?, (17)

gdzie p — porowatosé

p=22"7, (18)
Yo
Przy przetwornikach typu jednookiennego powierzchnia promieniuja-
ca jest wieksza od przekroju poprzecznego magnetostryktora i we wzorze
nalezy wprowadzié¢ wspétczynnik 2/3, a dla typu wielookiennego 2/3-+1/2.
Dla przetwornikéw pretowych 1/2 y o dobroci mechanicznej @m > 10
natezenie promieniowania mozna okresli¢ [67] z zaleznosci:
T Opmaxl0  m Ema

[T Omael0 % e s 101 [Wem?, 19)
S Qme [W/em?] 19
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dzie: .
g Ome;— IMmaksymalne dopuszczalne naprezenia rozciggajace w dy-
nach/cm?2, .
@, — dobro¢ mechaniczna,
¢ — gestos¢ ferrytu w g/ems3,
v — predkos$¢ dzwieku w m/s,

&mar — amplituda maksymalnych odksztalcen.

Van der Burgt [33] podaje, ze ferryty wytrzymuja naprezenia rozcig-
gajace dochodzace do 400 kG/em?, z czego wynikaloby I~ 150 W/cm2.
Bradfield i Kikuchi stwierdzili, ze ferryty pekaja przy naprezeniach
110+-120 kG/em? (= 101° dyn/cm?) [67]. Krytyczna wartosé dla przetwor-
nik6w wykonanych na ferrytach 7A [65] oceniana jest na 90 do 110 kG/cm?
dla wiekszych rdzeni i 150=-250 kG/cm? dla mniejszych. Wytrzymatosé me-
chaniczna ferrytéw na rozcigganie jest od 3 do 15 razy mniejsza od ma-
teriatléw metalicznych i dlatego w ferrytach stosowanych w nadajnikach
wielkoscig ograniczajacy jest ich wytrzymatosé, natomiast w materiatach
metalicznych o ich przydatnosci i o mozliwosci uzyskania maksymalnych
natezen decyduje ich wspoétezynnik magnetostrykeji statycznej i dobroé
mechaniczna.

Z tych powodéw dla ferrytéw praktycznie przyjmuje sie, ze dla .rezo-
nansu stosunek amplitudy drgan do odpowiednich wymiaréw magneto-
stryktora @, nie powinien by¢ wiekszy od 1-+1,5-10—4 [32], [67], czyli
0,1%eo.

Zaleznie od dobroci, ktéra dla ferrytéw w wodzie wynosi 1545,
uwzgledniajgc wytrzymalosé mechaniczng ferrytéw, mozna okreslié Wy-
magania na wspétczynnik magnetostrykeji nasycenia. Przyjawszy, ze pra-
ca odbywa sie przy polaryzacji stalej i ze dla punktu pracy wspoélczyn-
nik 1 = 1/3 A, wartosé 4; powinna wynosié¢ okolo 10— (10-10—).

Wiele sposréd ferrytéw dostepnych na rynku, a produkowanych nie
do celow magnetostrykcyjnych spelia ten warunek, majgc niekiedy
znacznie wiekszg magnetostrykcje nasycenia, lecz ze wzgledu na poro-
watos¢ dochodzgcg do 0,25 dopuszczalne natezenie promieniowania jak
i wspélezynnik sprzezenia magnetomechanicznego sa stosunkowo niskie.
W materialach produkowanych do celéw magnetostrykeyjnych porowatosé
mozna zmniejszyé o polowe.

Na rys. 1 podano wg van der Burgta [32], [33], [47] odpowiednie wykre-
sy przenikalnoéci, czutosci i wspélezynnika k dla remanencji oraz porowa-
tos¢ w funkcji zawartosci cynku w ferrytach Ni-Zn stosowanych w nadaj-
nikach magnetostrykeyjnych. Krzywe ciagte dotyczg materiatéw handlo-
wych, a krzywe kreskowe dotycza materialéw produkowanych dla celéw
magnetostrykeyjnych, w ktérych zmniejszono porowatosé. Pod strzalkami
u dotu podano nazwy handlowe materiatéw. Zmniejszenie porowatosci po-
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prawia o kilkadziesigt procent wytrzymatos¢ mechaniczng i wptywa na po-
lepszenie innych wlasno$ci magnetostrykcyjnych. Dopuszczalne natezenie
promieniowania dla ferrytéw magnetostrykeyjnych o matej porowatosci
przy 50 kHz wynosi 10 W/em? [32], podczas gdy dla ferrytéw z produkcji
masowej (o duzej porowatosci). dopuszczalne natezenie jest mniejsze od
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Rys. 1. Porowato$é p, indukeja nasyceniaBs, temperatura Curie T, magnetostrykeja

nasycenia As, czuloéé Ar, wspdtezynnik sprzezenia magnetomechanicznego k, i przz-

nikalnoéé odwracalna u, dla remanencji materialéw handlowych — ‘krzywe ciggle —

i specjalnych — krzywe przerywane — ferrytéw Nii_y Znp Fep Og4 wg van der
Burgta [33]
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8 W/ecm? [58]. Ferryty Ni-Zn odznaczajg sie duza stabilnoscig. W czasie
5-godzinnej pracy nie zarejestrowano zadnych wahah mocy promieniowa-
nej [59].

Przy pracy impulsowej, gdzie niebezpieczenstwo powstawania napre-
zen termicznych jest b. mate, dopuszczalne natezenie dla promieniowania
w wodzie dochodzi do 20 W/em? [32]. Przy wiekszych objetoéciach prze-
twornika prawdopodobienstwo pekniecia jest wieksze i dlatego dopuszczal-
ne natezenia nalezy dzieli¢ przez 2--3.

Jednym z najwazniejszych zadan nadajnika jest przeksztalcenie jak naj-
wiekszej energii elektrycznej w akustyczng. Dlatego mimo trudnosci kon-
strukeyjnych stosuje sie podklad pola statego (wstepne podmagnesowanie),
aby punkt pracy nadajnika znajdowal sie w optymalnym polozeniu, dla
ktérego wystepuje maksimum wspétczynnika sprzezenia k. W nadajnikach
opartych na drganiach wzdluznych optimum wypada przy 0,5 B;, natomiast
w nadajnikach o drganiach skrecajgcych optymalna indukeja wynosi 0,7 B,
[20]. Czesto wykonuje sie ferryty w postaci péttwardej o duzym B, i praca
odbywa sie w tym punkcie. Jezeli sg trudnosci ze stosowaniem obwodu
z pradem statym, punkt pracy przesuwa sie¢ za pomocg zewnetrznego mag-
nesu lub przez wstawienie w obwdéd magnetyczny plytki z ferrytu magne-
tycznie twardego (o grubosci okoto 1 mm) [41], [60]. W przetwornikach ty-
pu okiennego ptyte czolowg wykonuje sie zazwyczaj z ferrytu niemagneto-
strykcyjnego o dobrych wlasnos$ciach magnetycznych (duza B, i u). Stupy
natomiast wykonane sg z ferrytu magnetostrykcyjnego. Klejenle odbywa

sie zwykle za pomocg aralditu [33]. 100 :
= 7
| R,

6 .0 ferryty starse>p 2ME
Rys. 2. Sprawno$é elektroakustyczna T 4 -
przetwornikéw wykonanych z ferrytéw §20 A £3,W/cm
»Starszych” [32] i ferrytow typu 7TA [65]
w poréwnaniu z 7, przetwornikéw ni- © N ﬁ?l Ly

klowych 0 0 30 50 70 w0 200 300 500 1000

f[kHz] _—

Sprawnos¢ nadajnikéw ferrytowych waha sie w granicach 40--90% [33],
[41], [57], [58], [59]. Najlepsza uzyskana sprawnosé wynosi 93%0 przy pracy
przy 74 kHz [60], a van der Burgt dopuszcza mozliwoéé uzyskania spraw-
noéci wiekszej niz 98%. Na rys. 2 podano wykres 7., = f(f) przetwornikéw
ferrytowych opracowanych przez van der Burgta.

6. WYMAGANIA STAWIANE FERRYTOM
STOSOWANYM W ODBIORNIKACH ULTRADZWIEKOWYCH

Magnetostrykeyjne przetworniki odbiorcze [32], [33], [60], [61] podobnie
jak i nadaweze moga by¢ typu okiennego lub pierscieniowego. Jezeli wy-

7 Rozprawy elektrotechniczne
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magana jest ostra kierunkowos¢ przetwornika, uzywa si¢ rdzeni ttoko-
wych lub rurkowych. Odbiorniki pracujgce przy jednej czestotliwosci ma-
ja tak dobrane wymiary, ze czestotliwos¢ rezonansu mechanicznego odpo-
wiada czestotliwosci pracy. Przy pracy w szerokim zakresie czestotliwosci
czestotliwo$e rezonansu zar6wno mechanicznego, jak i elektrycznego po-
winna znajdowat sie poza gorng czestotliwoscig pracy.

Zasada pracy odbiornikéw oparta jest na zjawisku Villariego i po-
chodnych.

W odbiornikach ultradZwickowych wielkoscia charakteryzujaca ich
czutosé jest stosunek amplitudy napiecia wzbudzonego (otwartego obwo-
du) do amplitudy ciénienia akustycznego.

- 2xfnBq - 1078

g

~fngA. (20)

at|

Gdy indukcyjno$é magnetostryktora L jest stala i indukcyjnos¢ roz-
proszenia jest do zaniedbania, czulos¢ odbiornika jest proporcjonalna do
wspélczynnika sprzezenia magnetomechanicznego k [32], ktéry wskazuje,
ile mocy mechanicznej zostaje zamienionej na magnetyczng

Y ot <. (21)
o “ ‘ .

W przetwornikach rurkowych wystepuje duza indukcyjnosé rozpro-
szenia i wtedy stuszniej jest poréwnywac czutos¢ A,

Magnetostryktory odbiornikéw mozna wykonywat z tych samych ma-
terialéw co przetworniki nadawcze. Najczesciej stosowane sg ferryty
Ni-Zn, przy czym najwiekszg czutoé¢ A, = 4,5+5uGs cm2/dyne wykazu-
ja ferryty o zawartosci 33~+32% moli ZnO, lecz ich wspétczynniki sprze-
zenia k << 0,1. Prace Golaminy [50] wykazaly, ze przy 15-+25% moli ZnO
mozna osiggnaé czulosé A = 3,3+4,3 uGs cm?/dyne przy k.= 0,10--0,11
(km = 0,14-+0,165). '

W urzadzeniach hydroakustycznych przewaznie ten sam przetwornik
spetia role nadajnika i odbiornika i wtedy nacisk nalezy kla$¢ na to, by
przetwornik byt dobrym nadajnikiem, a wiec aby mial duzg sprawnosc,
natomiast czuto$é ze wzgledu na szumy osrodka wodnego (silniki okreto-
we, inne urzadzenia hydroakustyczne itp.) nie ma podstawowego zna-
czenia.

7. FERRYTY MAGNETOSTRYKCYJNE STOSOWANE
W URZADZENIACH TELEKOMUNIKACYJNYCH

Ferryty magnetostrykcyjne znalazly zastosowanie w takich urzadze-
niach telekomunikacyjnych, jak stabilizotory czestotliwosei [12], w fil-
trach magnetostrykeyjnych [13], [14], [15] 1 liniach opézniajacych [E].
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Wymagania stawiane materiatom stosowanym na filtry i stabilizatory sg
podobne, beds wiec omawiane Iacznie. Ferryty w urzadzeniach tego typu
mogg pracowa¢ w zakresie od okoto kilku kHz do okolo kilku MHz [14].
Zasada pracy filtru moze byé oparta na drganiach wzdtuznych lub skre-
cajacych. Jako materiatu uzywa sie ferrytéw Ni-Zn (Bl dla drgan wzdtuz-
nych i B4 dla drgah skrecajgcych) lub ferrytéw specjalnych niklowo-cyn-
kowych z domieszkg kobaltu [14], [47]. Optymalny punkt pracy dla k
i stalej magnetostrykeji h wypada przy Bo = 0,6 .Bs [14], co zwykle jest
spetnione przy pracy przy pozostaloéci magnetycznej. Obok wymagan ta-
kich, jak duza dobro¢ i wysoki wspétczynnik sprzezenia magnetomecha-
nicznego k, materiaty stosowane w filtrach muszg wyrézniaé sie duzg sta-
toscig wlasnosci magnetycznych (4), mechanicznych (f, i f,) oraz magneto-
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Rys. 3. Zmiana wspblezynnikéw temperaturowych czestotliwosdei rezonansowyeh i an-
tyrezonansowych oraz wzglednej przenikalnogei poczatkowej w zaleznoéei od zmiany
zawartodci cynku w ferrytach niklowo-cynkowo-kobaltowych (Ni;_y Zny),-z Co,
FepO4 wg van der Burgta [47] '
Krzywe: 1—ferryty handlowe, 2 — ferryty Ni-Zn-Co o minimalnym wspétezynniku
temperaturowym f i fa, 3 —ferryty Ni-Zn-Co o minimalnym wsp6étezynniku: tem-
peraturowym u. Pomiary wykonano dla zakresu typowych temperatur . pracy
(20+-50°C)

7 Rozprawy elektrotechniczne
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mechanicznych (k) w zaleznosei od zmian temperatury. Osiaga sie to przez
dodanie do ferrytéw magnetostrykcyjnych niewielkich domieszek kobal-
tu [47], [14], [15]. Zagadnieniem temperaturowym zajmowano sie w wielu
pracach [47], [62]. Na rys. 3 podano wg van der Burgta [47] zmiane wspol-
czynnikéw- temperaturowych w zaleznosci od sktadu w ferrytach Ni-Zn
i- ferrytach Ni-Zn-Co. Dla ferrytéw Ni-Zn produkowanych masowo, do kto6-
rych uzycia uzywa sig niklu zanieczyszczonego kobaltem (& 0,5%0), zmia-
na czestotliwosci rezonansowej i antyrezonansowej w zakresie od 20 do
50°C wynosi 0,1—0,25% (okolo 0,005%0 na 1°C). Dla ferrytow Ni-Zn
oczyszezonych z domieszek kobaltu zmiana ta wynosi okoto 0,3%0 [33].
W ferrytach Ni-Zn-Co opracowanych do zastosowan w filtrach zmiana ta
w podanym wyzej zakresie temperatury wynosi 0,03%0 [33], co wystarcza
do praktycznych zastosowan. Przenikalnos¢ przy tym skladzie réwniez
ulega matym zmianom. Dobro¢ ferrytéw jest wystarczajaco duza, zawiera
sie zwykle pomiedzy (2000—8000), dochodzac nawet do 20 000 [40].

Ferryty Ni-Zn z dodatkiem kobaltu- odznaczajg si¢ réwniez lepszym
wspblczymnikiem sprzezenia k. Ferryty magnetostrykeyjne stosowane
w liniach opb6zniajgcych powinny charakteryzowat sie duzym wspdlczyn-
nikiem sprzezenia magnetomechanicznego, duza dobrocig, duza statoécig
parametréw magnetostrykcyjnych przy zmianach temperatury (przynaj-
mniej w zakresie 20—50°C) oraz duzg jednorodnoscig struktury [E],
{10}, [11].

Streszezenie tego artykutu referowano na Konferencji Ferrytowej Pol-
skiej Akademii Nauk w maju 1959 r., ktadgc nacisk na oméwienie wlas- .
no$ci ferrytow [68].

8. WNIOSKI

Ferryty magnetostrykeyjne moga z powodzeniem konkurowaé ze
wszystkimi typami materialéw metalicznych w dziedzinie zastosowan
w przetwornikach ultradzwiekowych matej i éredniej mocy. Nalezy dazy¢
do opracowania ferrytéw o duzej wytrzymatosci mechanicznej (matej po-
rowatoéci) i dobrych wiasnosciach magnetostrykeyjnych, ktore pozwolg
zastosowaé férryty w przetwornikach magnetostrykcyjnych duzej mocy.

Dzieki zastosowaniu ferrytéw w przetwornikach magnetostrykeyjnych
istnfeje mozliwose podwyzszenia gornej czestotliwosci pracy przetworni-
kéw ze 100 kHz do kilku MHz, co pozwoli na zastagpienie w wielu zastoso-
waniach znacznie drozszych przetwornikéw piezoelektrycznych.

Fo niezbyt udanych z powodu niskiej dobroci prébach zastosowan
przetwornikéw metalicznych w filtrach magnetostrykeyjnych otwieraja
sie w tej dziedzinie szerokie mozliwosci przed ferrytami posiadajacymi
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duzg dobro¢ mechaniczng i elektryczng. Nalezy zwr6cié uwage na opraco-
wanic ferrytéw o wlasnosciach magnetycznych i magnetostrykeyjnych
niezaleznych od zmian temperatury przynajmniej w zakresie temperatur
od 20°C do 50°C. Ferryty tego typu beda réwniez odpowiednie do pracy
w stabilizatorach czestotliwoseci.
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3., KAYKOBCKU, A. CMOIMHBCKWY
MATHUTOCTPUKIITMOHHBIE SEPPUTHI U MX IIPMMEHEHHUE
PezwmMme

IIpuBeneHbl OCHOBHBIE OIPEZENeHMA BENMYMH KaCAIIMXCA MAarHuTOCTPUKI[MOH-
HBIX CBOMCTB MaTepuaia. Ha OCHOBaHMM 3arpaHMYHBIX JaHHBIX IIPDOM3BEIECHO
CpaBHEHMEe MAarHWTHBIX, MAaTrHMTOCTPUKIMOHHEIX M (OU3NMYECKMX CBOMCTB METaJJIM-
YeCcKMX MaTepuanoB (tabnmna 1) u deppuror (rabamuma 2). B rabmmuax 3 u 4 npu-
BEJ€HLI CBOMCTBA (HEPPUTOR NPOMIBOAMMBIX CHENMANBHO JJIA MarHMTOCTPUKIMOHHBIX
neneil. B panbHeinieir yactu paborsr 0o0cyskieHbl TpeboBamua K eppuraM Ipu-
MEHAeMbIM B YJIbTPa3BYKOBBIX IIPeo0pazoBaTeNdx (M3nydaTenax M HNPpUEMHMKAX),
a TakKXKe B papmoycTpoiicTBax (dbwmabrpax, crabuamzaTopax dWacTOTbI M JIMHMAX
3azepxKM). B 2akmodUeHMM NIPHMBEAEHA JMUTEpaTypa N0 MarHUTOCTPURLMM ¢ep-
PUTOB U CBA3AHHBIX ¢ Hel obiacTax. :

Z, KACZKOWSKI, A, SMOLINSKI

MAGNETOSTRICTIVE FERRITES AND THEIR APPLICATIONS

Summary

Principal definitions for the magnitudss determining magnetostrictive properties
of the material are given. On the basis of data obtained from the foreign literature,
there is a comparison carried out betwzen magnetic magnetostrictive and physical
properties of metallic materials (Table 1) and ferrites (Table 2). Tables 3 and 4 pre-
sents the properties of ferrites produced especially for magnetostrictive purposes. In
the subsequent part of the paper, the authors discuss the requirements to be met by
ferrites applied to ultrasonic transducers (emitters and receivers) and radiotechnical
equipments (filters, frequency stabilizers and delay lines). In conclusion, there is an
index of bibliographical items concerning ‘farrite magnetostriction and related fields.
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TADEUSZ JANICKI

Zagadnienia termiczne w tranzystorach mocy
Rekopis dostarczono 24. 10. 1958

Artykul ponizszy omawia zalezno$é temperatury przejécia p-n kolektora
i wynikajacej stgd dopuszezalnej moey strat od opornofci cieplnej tranzystora.
Pokazano wplyw konstrukecji i technologii tranzystora na wartosé tej opor-
nosci oraz podano sposéb jej pomiaru.

WSTEP

Wzrost temperatury tranzystora wywolany wskutek traconej w nim
energii elektycznej powoduje znaczne zwiekszenie sie koncentracji nosni-
kow generowanych termicznie. Konsekwencjg tego zjawiska jest wzrost
pradu wstecznego kolektora I k,» hiekontrolowanego przez sygnal wejscio-
wy, oraz zmniejszenie sie opornosci i dopuszczalnego napiecia wsteczne-
go kolektora. .

W temperaturach powyzej 100°C wplyw generacji termicznej nosni-
kow jest tak silny, ze german o opornosei kilku Qem wykazuje juz wlas-
ciwosci przewodnictwa samoistnego, powodujgcego zanik hieliniowych
wlasciwosci przejscia p-n.

Wplyw temperatury przejicia p-n na wielkoéé jego parametréw elek-
trycznych jest tym mniejszy, im mniejszg opornosé wlasciwa ma german
uzyty do konstrukeji tranzystora. Z drugiej strony zbyt mata opornosé
wlasciwa nie pozwala na uzyskanie dostatecznie wysokich dopuszczalnych
napie¢ wstecznych, dlatego zwykle nie stosuje sie germanu o opornosci
mniejszej od 1 Qcm.

Wysoka temperatura tranzystora powoduje takze wzrost naprezen me-
chanicznych wystepujacych miedzy ptytka germanowg a materiatami
elektrod, ktérych wspétczynniki rozszerzalnosei liniowej znacznie réznig
sig¢ od wspolczynnika rozszerzalnosci liniowej germanu (ind, cyna, oldw,
stopy ind-gal, oléw-antymon).
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Biorge pod uwage powyzsze czynniki, zazwyczaj przyjmuje sie, ze
maksymalna temperatura zlgcza w tranzystorach germanowych (tempe-
ratura pracy zlgcza) nie powinna przekraczac wartosei +85°C.

1. ODPROWADZENIE CIEPELA W TRANZYSTORACH MOCY

-Na rysunku 1 przedstawiono przekrdj typowego tranzystora mocy,
przykreconego do metalowej ptyty, ktéra ma za zadanie utatwienie prze- -
kazywania ciepta wydzielanego w tranzystorze do otaczajacego powietrza.

EW//

Rys. 1. Przekréj typowego tranzystora mocy.
1 — baza, 2 — emiter, 3 — kolektor, 4 — oprawka, 5 — plyta chlodza-
ca, 6 — trzpien umozliwiajgcy przykrecenie tranzystora do piyty

Plyte chtodzaca, do ktorej jest przymocowany tranzystor, bedziemy na-
zywali réwniez radiatorem.

Energia cieplna wydzielana w zlgczu emitera, kolektora i w obszarze
bazy jest doprowadzona do podstawki tranzystora za posrednictwem mie-
dzianego trzpienia, do ktérego jest przylutowany kolektor, a nastepnie do
plyty, ktérg moze byé¢ réwniez metalowa podstawa lub obudowa urzg-
dzenia.

Dla prawidtowo wykonanego tranzystora mocy, o duzym wspbtczyn-
niku a i malej opornosci bazy, mozna poming¢ straty mocy w ztgczu emi-
tera i w bazie wobec strat w kolektorze, dlatego tez w dalszych rozwaza-
niach przez moc strat tranzystora bedziemy rozumieli moc tracong w ztg-
czu kolektora.

Odprowadzenie ciepla od kolektora do podstawki odbywa sie dzieki
zjawisku przewodzenia, natomiast wymiana ciepla miedzy plyta chlodza-
ca a otaczajacym ja powietrzem nastepuje wskutek konwekeji i promie-
niowania,. :
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Prawo przeplywu strumienia cieplnego przez przewodnik o dtugosci 1
da sie zapisa¢ w stanie ustalonym jako:

AT =P - ¢ ——l—, 1)
: kA _
gdzie
AT — roéznica temperatur powstala na koncach przewodnika przy
przeplywie strumienia cieplnego wytworzonego przez moc
P[W],
¢ — elektryczny réwnowaznik ciepta = 0,239 cal/W-sec,
k — przewodnos¢ cieplna,
A — przekrdj poprzeczny przewodnika [ecm?].

4
Oznaczajgc wyrazenie ¢ A przez R otrzymamy:

AT = PR [°C]. (1a)
Wspolezynnik R reprezentuje tu opornost termiczng przewodnika i jest
wyrazony w stopniach Celsjusza na wat.

W przypadku swobodnej konwekeji moc cieplng, ktérg oddaJe do oto-
czenia ptyta metalowa o temperaturze T, wieksze] od temperatury oto-
czenia, mozna przedstawi¢ przy pomocy zaleinosci:

AT

P= T (2
c
. kA
gdzie:
P — moc oddawana do otoczenia [W],
AT — réznica miedzy temperaturg plyty a temperaturg otocze-
nia [°C],
k, — wspétczynnik konwekcii.

A — powierzchnia plyty [em?Z].

Wyrazenie ¢ nazwiemy opornoscig termiczng konwekcji i oznaczy-

k
my symbolem Ry, Wspoiczynnik ten podobnie jak wspélczynnik R z za-

leznosci (1a) bedziemy wyrazali w stopniach Celsjusza na wat.

- Drugim zjawiskiem, dzieki ktéremu piyta chlodzaca oddaje ciepto do
otoczenia, jest promieniowanie. W przypadku gdy plyta ta znajduje sie
w wolnej przestrzeni lub gdy jest ona dostatecznie oddalona od innych
elementdéw urzgdzenia, promieniowana przez niag moc wyraza sie¢ wzorem:

P—coA(Ti— T4 [W], ®)

8 Rozprawy elektrotechniczne



110 o T. Janicki : : Rozpr. Elektrot.

gdzie . :
¢ — emisyjnos¢ catkowita ptyty chlodzgcej,
6 — stala promieniowania wynoszgca 5,67-10712 W/em? K¢,

.. A — powierzchnia ptyty [em?],
T1 — temperatura plyty [°K],

T, — temperatura otoczenia [°K].
Wyrazenie nazwiemy opornoscia cieplng promieniowania i ozna-
cZymy éymbolergg Ryom. Zaleznost (3) przybierze wtedy postac:
P— (T—;_ﬂ)— [W]. (3a)

prom

Udziat promieniowania w ogélnym bilansie odprowadzenia ciepta od
plyty chiodzgcej jest znaczny i nie moze by¢ zaniedbywany. Nalezy zwro-
cie uwage, ze w zaleznosci (3) wystepuje réznica czwartych poteg tempe-
ratur wyrazonych w stopniach Kelwina. Na rysunku 2 przedstawiono

10 //
/

x

o

(=590
[
N

V.
2
/

il KA

o 20 40 60 80

Rys. 2. Wartoé¢ (T} — T:) [°’K?] w funkeji wzrostu tempe-
ratury plyty chlodzacej temperature otoczenia wynoszacyg
25°C

przebieg wartosci (T1 — T3 ) w funkcji wzrostu temperatury plyty ponad -
temperature otoczenia wynoszacg 25°C. Dla réznicy temperatur miedzy
ptytg chlodzgeg i temperaturg otoczenia roéwnej 40°C  wyrazenie
(T4 — T3, jak to wynika z rysunku, osigga wartosé¢ okoto 5-1077.°K*
(temperatura ptyty chtodzacej wynosi w tym przypadku 65°C).

2. CZYNNIKI WPEYWAJACE NA TEMPERATURE TRANZYSTORA

Przez analogie do obwodu elektrycznego mozemy przedstawi¢ obwod
cieplny tranzystora w postaci generatora o statej wydajnosei ciepla i kom-
binacji opornosci termicznych. tranzystora i ptyty chtodzacej. Schemat
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zastepczy takiego obwodu jest pokazany na rys. 3a. Opornosci.termiczne
Rionw 1 Ryrom jest bardzo trudno oddzieli¢ od siebie, dlatego tez zastapimy
je przez wypadkowsg oporno$¢ cieplng ,,plyta chlodzgca-powietrze”, wy-
nikajgcg z jednoczesnego odprowadzania ciepta przez zjawisko konwekcji

VAV
Ry

R

Generator o stalef 2

Generator o stalej
) wydajnosci ciepla "

wydajnosci ciepla  RipnyS  Ryror

M

Rys. 3a. Schemat zastepczy ob- Rys. 3b. Modyfikacja obwodu
wodu cieplnego tranzystora cieplnego z rys. 3a.
wraz z ptyta chlodzgcg :

i promieniowania. Opornos¢ te nazwiemy oporno$cig termicznag ‘radiato-
ra i oznaczymy jg symbolem R,.

Schemat zastepczy obwodu cieplnego tranzystora przeksztalm sie te-
raz do postaci pokazanej na rys. 3b. Postugujgc sie nim rozwazymy wptyw
wielkosci opornosci termicznych i mocy strat na wartoé¢ temperatury

tranzystora.
Ciepto wydzielane w zlgczu kolektora powoduje wzrost temperatury

‘tranzystora w stosunku do temperatury otoczenia o wartosé proporcjo-

nalng do traconej w nim mocy. Wspdtczynnikiem proporcjonalnosci jest
opornoéé termiczna, jaka napotyka strumiefr cieplny na swej drodze od
kolektora do powietrza otaczajacego radiator, ktére w przypadku tranzy-
storéw jest najczesciej spotykanym odbiornikiem ciepta (chlodzenia wod-
nego nie stosuje sie).

Zgodnie ze schematem przedstawionym na rys. 3b calkowita opornos¢
cieplna bedzie sie¢ sktadala z dwéch czesci, mianowicie z opornoéci cieplnej
miedzy zlgczem kolektora i podstawa oprawki, oznaczonej na schemacie
symbolem Rr oraz z opornosci radiatora R,. Roznica temperatur miedzy
zlaczem kolektora i oprawksg tranzystora wywotana wskutek przeptywu
strumienia cieplnego wytworzonego przez moc strat w kolektorze o wiel-
kosci P, watéw, wyniesie zgodnie z (1a): :

AT, =P, - R; [°C],
roznica za$ temperatur miedzy plyta chlodzaca, do ktérej przykrecony
jest tranzystor, i temperaturg otoczenia wyniesie odpowiednio: -
AT, =P, - R.

Zaniedbujgc opornosé cieplng styku: oprawka tranzystora-ptyta chtodzaca,
mozemy napisaé wyrazenie na catkowitg réznice temperatur miedzy zig-
czem kolektora a temperatura otoczenia: . :

AT = AT, 4 AT, = P, (R,+R,). ‘ 4

8"
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Ozraczajgc temperature zlgcza kolektora przez Ty, temperature otoczenia
za$ przez T, otrzymamy z wyrazenia (4)

Ty=P, (R, +R)+ T,. ' 1)

W przypadku gdy napiecie i prad kolektora zmieniajg sie w czasie w spo-
s6b okresowy, przyjmuje sie, ze temperatura zlgcza kolektora w stanie
ustalonym jest proporcjonalna do wartosci sredniej mocy strat w kolek-
torze, okreslonej jako:
. :,
P, — —1—qu 4, d,
t2 - tl

tl
gdzie u, oraz i, sg wartosciami chwilowymi napiecia i pradu kolektora.
Zaleznose () pozwala na okres$lenie maksymalnej mocy strat, ktérg
mozemy wydzieli¢ w tranzystorze przy zadanych warunkach chtodzenia
(R, R, i T,) nie przekraczajgc dopuszczalnej temperatury zlgcza ko-
lektora:

T ar ~ To
Pk iz = _IEL_____, (6)
) R, +R,
gdzie Ty mex jest dopuszczalng temperaturg zlgcza kolektora wyrazong
w stopniach Celsjusza.

Przyjmujac, ze maksymalna temperatura kolektora w tranzystorach

germanowych nie powinna przekracza¢ 85°C mamy:
Plc mar — M N (6&)
R, + R,

Jak wynika z zaleznosci (6) lub (6a) maksymalna moc strat w kolekto-
rze dla danej temperatury otoczenia T, jest ograniczona wielkoscig opor-
nosci termicznej tranzystora i radiatora. Oporno$¢ Ry nie zalezy od fem-
peratury otoczenia i od mocy strat w kolektorze. Jest ona zalezna jedy-
nie od konstrukeji i technologii tranzystora i jest stalg fizyczng konkret-
nego egzemplarza (zmiany przewodnosci cieplnej materialu w zakresie
temperatur pracy tranzystora sg do pominiecia). Opornosé¢ ta dla tranzy-
storow duzej mocy, rzedu kilkudziesieciu watéw, wynosi zwykle 0,3+
1,5°C/W, dla tranzystoréw za§ o mocy kilkunastu watow zawiera sie
w granicach od 3 do 5°C/W. Opornos¢ cieplna radiatora zalezy w znacz-
nym stopniu od réznicy temperatur pomiedzy temperaturg plyty chiodzg-
cej i temperaturg otcczenia oraz od stanu powierzchni ptyty chlodzacej.
Dla réznicy temperatur AT = 20°C opornoé¢ ta przeliczona na jednostke
powierzchni ma wartosé okoto 1,2-10% °C/Wem? w przypadku plyty mie-
dzianej o wypolerowanej powierzchni i okolo 8:102°C/Wem? w przypad-
ku plyty o powierzchni piaskowanej, a nastepnie czernionej.
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Na rysunku 4 przedstawiono zalezno$¢ opornosci termicznej radiato-
ra 1., przeliczonej na jednostke powierzchni, od réznicy temperatur mie-
dzy pitytsg chlodzacy i temperaturg otoczenia. Krzywa A pokazuje te za-
leznosé dla ptyty o powierzchni piaskowanej, za§ krzywa B — dla plyty
o powierzchni polerowanej. Jak wida¢ z zamieszczonych wykreséw, opor-

I3 -
’ =~ X <
Rys. 4. Przebieg wartosci opornosci ter- § 12 A A
micznej radiatora, przeliczonej na jed- = 8
nostke powierzchni, w funkeji wzrostu é‘ 1
temperatury pilyty chlodzacej ponad S X
temperature otoczenia e 10 X
A — plyta miedziana piaskowana, B — pole-. \\ .
rowana; T, = 22,5°C . ettt o
0 10 20 30 40 50

nos¢ radiatora jest tym mniejsza, im wicksza jest réznica temperatur mie-
dzy radiatorem i otaczajgcym go powietrzem. '

Poniewaz opornosé termiczna R; wplywa na rozklad temperatur po-
miedzy Rr i R, (rys. 5), mozna méwié o posrednim wptywie tej opornosci

Temperatura 2lgcza kolektora T T

/. 7

AT, =P-R AT=PRr
1 T s 7}

Temp. radiatora T, +
P S arerkl o
- r

AL =PR, _RI =/ d d Bt
A < R 3
T

Temperatura otoczenia T,

Rys. 5. Rozklad temperatur miedzy zia-
czem kolektora i powietrzem otaczajgcym

., Rr
radiator dla réinych stosunkéw _—R przy
r
statej wartosei (RT + Re), P, Tk i To

na warto§¢ opornosci termicznej radiatora. Tranzystor o opornosci ter-
micznej R'r uzyty zamiast tranzystora o oporno$ci Rr, przy czym
R’t < Rr, pozwala na wzrost dopuszczalnej mocy strat w kolektorze, wy-
nikajgcy nie tylko ze zmniejszenia wartosci Rt na R’7, ale takze z jedno-
czesnego zmniejszenia si¢ wartosci opornosci termicznej radiatora.
Wptyw grubosci ptyty chlodzacej na wielko$é opornosci R, moze by¢
znaczny w przypadku wykonania jej z cienkiej blachy o duzej opornosci
cieplnej, np. z blachy zelaznej. Roznica temperatur migdzy punktem za-
mocowania tranzystora i brzegiem plyty moze dochodzi¢ w takim przy-
padku, zwlaszcza dla plyt o duzych rozmiarach, do kilkunastu stopni
Celsjusza. Oczywiscie opornos¢ termiczna radiatora jest wtedy znacznie
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wieksza w pordéwnaniu z opornoscig ptyty o takie] samej powierzchni,
lecz wykonanej z grubszej blachy.

Dila plyt miedzianych i aluminiowych o wymiarach 150 X 150 X 1 mm
roznica temperatur miedzy brzegami i srodkiem piyty nie przekracza za-
zwyczaj 2—3°C przy mocy strat w kolektorze rzedu 10 W, dlatego tez
zwiekszenie grubosci ptyty w tym przypadku jest zbyteczne.

Nalezy jeszcze zwrécié uwage na istotng zaleznos¢ maksymalnej mo-
cy strat w kolektorze od temperatury otoczenia. Jak wida¢ z zalezno$ci
(6a), Wzrost temperatury otoczenia powoduje zmniejszenie dopuszczalnej
mocy strat w kolektorze. Dla temperatury otoczenia T, = +85°C dopusz-
czalna moc strat w kolektorze Py .. osiaga wartos¢ réwna zeru, to zna-
czy, Zze przy tej temperaturze otoczenia tranzystor w ogéle nie moze pra-
cowac oczyw1sc1e w zalozeniu, ze temperatura zlgcza kolektora nie po-
winna przekroczyé wartogei +85°C.

3. WPLYW KONSTRUKCJI TRANZYSTORA NA WARTOSC OPORNOSCI
CIEPLNEJ

Uzyskanie matej opornosci termlczneJ miedzy kolektorem i oprawkg
tranzystora wymaga, aby elementiy, przez ktére przeptywa strumien
cieplny wytworzony w zlgczu kolektfora, byly mozliwie krétkie, miaty du-
zy przekrdj poprzeczny oraz by material uzyty do ich konstrukcji mial
jak najwiekszg przewodno$¢ cieplng. Zamieszczona ponizej tablica I po-
daje warto$ci wspélczynnikéw przewodnosci cieplnej oraz wspdiczynni-
kéw rozszerzalnosci najwazniejszych materiatow stosowanych w techno-
logii tranzystoréw mocy. Ze wzgledu na duza przewodno$¢ cieplng naj-
bardziej przydatnym1 materiatami do -konstrukeji oprawek franzystoréw

D 1 Tablica 1
Wartosci wspolezynnikow przewodnoscn cieplnej oraz wspélczynnikéw

rozszerzalnos§ei naJwa.zmerzych materialéw stosowanych w technologii
tranzystorow mocy

eriat Przgwoldnoéé Wnslioi,?z{n_ Matesial Prze'vv(idnoéé Y)Siiéi%zz}:n_
Materia ca»_ll/(‘gé3 pcrlrrllalsec szel:zzil(l)’-{‘OéCi,_ e éal/c°1C3epc1I;1a sec szex(‘lz.alléioéci
Aluminium | 0,48 23 Molibden 0,35 4,9
Cyna , ’ 0,16 24 Mosiadz 0,26 185
Cynk _ 0,29 14,1 Nikiel 0,14 13,1
German 0,125 6 Ot6w 0,08 28,9
Ind 0,057 33 Srebro 1,0 - 18,7
Miedz 0,94 16,5 Stal nisko-

: weglowa 0,14 1
Mika'® . 0,0012 — Zloto 0,7 14,3
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bytyby srebro i miedz. Poniewaz jednak srebro jest metalem stosunkowo
drogim, bywa ono stosowane jedynie w specjalnych rozwigzaniach kon-
strukcyjnych, usprawiedliwiajacych jego uzycie, jak ma to miejsce
w przypadku tranzystor6w o mocy strat w kolektorze okolo 250 mW,
przeznaczonych do pracy przy czestotliwodciach rzedu kilkudziesigeiu
MHz.

W niniejszym rozdziale oméwimy dwa zasadnicze sposoby odprowa-
dzania ciepla od kolektora. Pierwszy z nich pokazany na rysunku 6 jest

l

Rys. 6. Odpro«wadzanie ciepla w ' typowym tranzystorze mocy. Liniai B

przerywang oznaczono zlgcza kolektora i emltera Warstwa zrekrystah-

zowanego germanu znajdujgca sie miedzy zlaczem kolektora i warstwa
indu zostala.oznaczona kropkami

1 — zigcze kolektora, 2 — trzpien miedziany, 3 — emiter, ¢+ — pierscien doprowa-
dzenia bazy, 5 — ptytka germanowa, 6 — ind, 7 — podstawa oprawki tranzystora

'st'osowanj—f-'; przede Wszysv.tkirh:.\:)v tranzyétoraéh duzej i éredniej mocy.

Latwo zauwazy¢, ze calkowita opornos¢ termiczna tranzystora- germano-
wego wykonanego metodg stopowa bedzie sumg opornosci cieplnych na-
stepujacych elementow: - ‘

a) warstwy zrekrystalizowanego germanu,.

b) warstwy indu, '

¢) miedzianego trzpienia,

d) podstawy oprawki tranzystora. : .

' Ze wzgledu na malg przewodno$¢ cieplng indu, wynoszgcg zaledw1e\
0,057 cal/°C cm-sec, opornosé termiczna, -ktéra on wnosi, ma decydujacy,
wplyw na warto$é Rr. Zmniejszenie opornoéci cieplnej warstwy indu jest
mozliwe przez zmniejszenie jej grubo$ci i zwiekszenie przekroju.- po-
przecznego. Srednice kolektora w produkowanych obecnie tranzystorach
duzej mocy dochodzg do siedmiu i wiecej milimetréw, co przy wiasciwej
technologii ‘tranzystora pozwala na zmniejszenie jego opornosm c1ep1ne]
do wartosci okoto 0,3°C/W. !

Rysunek 7 przedstawia inny typ konstrukcji, stosowany jedynie
w tranzystorach o mocy strat w kolektorze mniejszej od czterech watow.
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Ciepto wydzielane w kolektorze jest odprowadzane do oprawki tranzysto-
ra przez plytke germanows, a nastepnie przez metalowy pierscien, stano-
wigcy jednoczesnie elektryczne doprowadzenie bazy. Poniewaz gruboéé
plytki germanowej zwykle nie przekracza 200 yu, grubos¢ za§ metalowego
pierscienia — 500 p, wynikajaca stagd opornosé cieplna miedzy zlgczem

N7

yros.

Rys. 7. Przyklad konstrukecji tranzystora stosowanej bardzo czesto

w przypadku tranzystor6w o mocy strat w kolektorze do 4 watéw
1 — pityttka germanowa, 2 — pierScien doprowadzenia bazy, 3 -~ kolektor, ¢ —~ kor-
pus oprawki, 5§ — emliter

kolektora i oprawka zawiera sie¢ zazwyczaj w granicach od kilkunastu do
kilkudziesieciu stopni Celsjusza na wat. Zaletg tej konstrukcji jest bar-
dzo latwa technologia montazu, co powoduje, ze jest ona chetnie stoso-
wana w przypadku tranzystoréw o stosunkowo matej mocy strat w ko-
lektorze. \

Przyktadem tranzystoréw o tego rodzaju konstrukeji sg tranzystory
firmy Telefunken (OD-604), radzieckie (II3-A, II3-B, II3-B) oraz polskie -
(TM-1, TM-2, TM-3).

Czesto zachodzi potrzeba elektrycznego odizolowania oprawki tranzy-
stora od ptyty chlodzacej, na przyklad, gdy ptyta chlodzgca i oprawka
znajdujg si¢ na réznych potencjatach elektrycznych. Dokonuje sie tego
przy pomocy cienkich krazkéw mikowych, ktore wkiada sie miedzy
oprawke tranzystora i ptyte chtodzacs, a dla lepszego styku cieplnego po-
krywa sie je dodatkowo smarem silikonowym. Opornosé cieplna tranzy-
stora powickszy sie w takim przypadku o warto$¢ opornosci cieplnej
warstwy miki, ktéra zazwycza] jest tego samego rzedu co opornosé Rr.

4, WARUNEK STABILNOSCI TERMICZNEJ TRANZYSTORA

Omawiane poprzednio zagadnienia dotyczyly wplywu temperatury
zlagcza na wielkos¢é takich parametréow elektrycznych, jak Ix, Uk s
T, oraz zaleznoSci tej temperatury od mocy strat w kolektorze, kon-
strukeji tranzystora i plyty chlodzacej. W niniejszym rozdziale oméwimy
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pokrétce wplywy wielkosei temperatury zlacza oraz opornosci cieplnych
Rt i R, na stabilnoé¢ termiczng tranzystora.

Niech temperatura tranzystora znajdujgcego sie w stanie rownowagl
termicznej wynosi T [°C], napiecie za§ kolektora U, [V]. Jezeli z jakich- -
kolwiek przyczyn temperatura zlgcza kolektora chwilowo zwiekszy sie
o wartoé¢ dT, to odpowiadajacy temu przyrostowi temperatury przyrost
pradu zerowego kolektora dIy, spowoduje zwiekszenie si¢ mocy strat
w kolektorze o wartosci dP, ktorg mozna wyrazié jako:

dP =TU, - dI,,

Jednoczesnie wzrost temperatury zlacza kolektora wywola dodatkowy
przeplyw ciepla o wielkoscei:

gdzie R jest opornoscig termiczng.
Tranzystor wréci do poprzedniego stanu rownowagl jezeli zostanie
spelniona zaleznosé:

dP < dQ,
czyli:
aT

U, -dl, < =
a stad:

dal, 1

—.0 ——

T <7T, R M

Jak wynika z powyzszej zaleinoSci, warunek stabilnosci termicznej
jest tatwiej speiniony przy niskim napieciu kolektora i malej opornosci
cieplnej R.

Ry

i

Rys. 8. Schemat zastepczy obwodu cieplnego tranzystora i ptyty chio-
dzgcej z uwzglednieniem pojemnoéci cieplinej

Dla zadanych wartosci Uy i R nieréwnosé (7) okre§la krytyczng tem-
perature zlgcza kolektora ze wzgledu na warunek stabilno$ci (war-

ko

tose ro$nie ze wzrostem temperatury).
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Nalezy zaznaczy¢, ze opornos¢ termiczna R wystepujgca w wyraze-
niu (7) jest wlasciwie rzecz biorgc impedancja, dlatego tez w schemacie
zastepczym obwodu cieplnego tranzystora musimy jeszcze uwzglednié
pojemnosét cieplng . oprawki tranzystora wraz z ptyta chlodzacg. Pojem-
nos¢ ta jest oznaczona na rysunku 8 symbolem C. »

W przypadku gdy czas trwania czynnika zakl6cajacego rownowage ter-
miczng jest duzo mniejszy od iloczynu Rr-C, na miejsce opornosci R wsta-
wiamy warto$¢ opornosci cieplnej tranzystora Rr. '

Dla czynnikéw zaklécajacych o czasie trwania wigkszym od wartosci
Rr C przyjmuje sie, ze opornos¢ R jest réwna sumie opornosci cieplne]
tranzystora i radiatora, a wigc: '

R =R, dla t<R;-C
i
R=R,+R, t>R,-C,

gdzie t jest czasem trwania czynnika zakl6cajgcego.

5. POMIAR TEMPERATURY ZEACZA KOLEKTORA'I OPORNOSCI
TERMICZNYCH

Prad I, ktory ptynie w kolektorze przy rozwartym obwodzie emite- -
ra, jest funkcjg temperatury zlacza kolektora. Wtasnos¢ te wykorzystuje
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Rys. 9. Przyklad zaleznodci Ik0 od temperatury i mocy traconej w ko-
lektorze

sie do pomiaru temperatury kolektora w funkeji traconej w nim mocy
elektrycznej.
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Poréwnujae charakterystyke Ix, = f(Px) z uprzednio zdjeta w termo-
stacie charakterystyksa I;, w funkcji temperatury (patrz rys. 9) mozemy
okresli¢ wielkosé temperatury zlgcza odpowiadajgca danej mocy strat
i odwrotnie. Ze wzgledu na wykladniczy charakter zaleznosci I, od tem-
peratury, pomiar oparty na tej metodzie jest bardzo doktadny. Poniewaz

ek—+[-

Ve
o)

b
L b

(17 504

Rys. 10. Uklad do pomiaru pradu Ix, w funkcji mocy strat w kolektorze

prad Ik, jest sumg pradu termicznego zlgcza i pradu uptywu, ktéry zale-
zy od przylozonego napiecia, charakterystyka Iy, w funkcji temperatury
oraz charakterystyka Ir, w funkcji mocy strat muszg byé¢ zdejmowane
przy takim samym napieciu kolektora. Zaleznosé pradu I, od mocy strat
w kolektorze bada sie w ten sposéb, ze po przylozeniu do kolektora zna-
nej mocy pradu stalego i doprowadzeniu tranzystora do stanu réwnowagi
termicznej przerywa sie szybko doplyw mocy i mierzy wartosé I, ..

Schemat ukladu umozliwiajgcego wykonanie takiego pomiaru podano
na rysunku 10. Obwod zasilania tranzystora jest przerywany za posred-
nictwem stykéw przekaznika spolaryzowanego z czestotliwoscig 50 Hz.
Przez pét okresu trwa zasilanie tranzystora, w drugiej zas polowie okre-
su, po przerzuceniu kotwicy przekaznika, odbywa sie¢ pomiar.

Przy zalozeniu prostokatnego ksztaltu impulséw i zaniedbaniu czasu
przeskoku kotwicy przekaznika amplituda I, bedzie réwna podwdjnej
wartosci pragdu wskazywanego przez mikroamperomierz.

W celu unikniecia ewentualnych bledéw moggcych wynikngé z nie-
spetnienia tych zalozen wygodniej jest poréwnywac ze sobg charaktery-
styke Iy, = f(Px) z charakterystykag I;, = f(T), zdjetg réwniez w tym
ukladzie. Jest rzeczg oczywisty, ze w przypadku zdejmowania charakte-
rystyki Ir, = f(T) obwdd zasilania emitera musi by¢ rozwarty, aby tran-
zystor nie byt dodatkowo podgrzewany.

Pomiar temperatury ztgcza kolektora wykonany przy mocy strat w ko-
lektorze o wielkosci P, [W] oraz pomiar temperatury podstawy oprawki
tranzystora pozwalajg na wyznaczenie wartosci opornosci termicznej Rt
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z nastepujacej zaleznosci:
T,—T
R, = —+—=  [*C/W], (8)
P,

gdzie T,, — temperatura oprawki [°C].

Wielko$é Rr mozna réwniez wyznaczy¢ w przypadku, gdy znana jest
temperatura ztgcza kolektora dla dwoch okreslonych wartosci mocy. Opor-
noéé¢ termiczna tranzystora wyrazi sie wtedy jako:

T, —T,

R —_
T p,—P,

[°C/W], (9)
gdzie Ty i T» sg temperaturami zlgcza kolektora odpowiadajgcymi mo-
com strat P; i P, wyrazonym w watach.

Wzér (9) jest stuszny przy zalozeniu, ze opornoé¢ radiatora R, jest sta-
la w przedziale mocy [P1, P2], co jest w przyblizeniu stuszne dla niezbyt
duzych roéznic Pz—P;s. =

Korzystajac z zaleznosci (5) mozemy okresli¢ sume opornoéci cieplnej
_ tranzystora i radiatora znajgc temperature zlacza kolektora wywotang
przez moc P, [W]:

T.—T, o
. Lt (10)

P,

Pomiar temperatury radiatora przy znanej mocy strat w kolektorze umoz- .
liwia wyznaczenie jego opornosci cieplnej ze wzoru:

Tr_Ta

R, +R, =

R, = [°C/W], (11)

k
‘gdzie: T; 1 T, sg odpowiednio temperaturg radiatora i temperaturg oto-
czenia wyrazonymi w stopniach Celsjusza. .
Jak wykazaliémy uprzednio, oporno$¢ R, jest funkcja réznicy tych
temperatur, a wiec przy stalej temperaturze otoczenia R, jest takze
funkcjg mocy strat w kolektorze.
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T. AHUIIKN

TEPMUYECKHUE BOIIPOCEHI B MOIIHBIX KPUCTAJIUYECKVX TPUOIAX
Pe3ioMme

B cTarbe OMNMCOHO BJIUAHME TEPMMUECKMUX COIPOTUBJIICHMI BLICTYIAIOIMX MEKAY
KOJINEKTOPHLIM P-7 IIEPEXOAOM ¥ OKPYKAIOIMM PafMaTop BO3AYXOM HA BEIWYUUHY
ZIOIIYCKaeMOoil PaCcCeMBaeMoll MOIJHOCTM B MOIIHBIX TIEPMAHMEBBIX TPUOAAX THMHA
p-n-p. - TlpueejeHa 3aBMCMMOCTh 3TMX CONPOTMBJICHMI OT KOHCTPYKIMM TPaH3I-
CTOpa, BEAMYMHBL paauaropa M obpaboTKM ero IIOBEPXHOCTH.

B 3agmOYEHMM CTATbM OIMCAH CHOCO0 M3MEPEHM:A TEeMIEpaTypPbl KOJIJIEKTOD-
HOTO P-1 IEePexXOofa, TEPMMUYECKOro COIPOTUBIIEHUS MEXKAY KOJJIEKTOPHBIM P-1 Ile-
DPEXOoMoM - ¥ KOPHYCOM TPMOMa, & TaKiKe TEPMMYECKOIO COMPOTMBIECHMA MEXKAY Da-
JAMATOPOM ¥ OKDYXKAIOIIMM €ro BO3LYXOM.

T. JANICKI

THE THERMAL PROBLEM IN POWER TRANSISTORS
Summary

The paper discusses the influence of thermal restistances occurring between
the collector junction and air surrounding the radiator upon the magnitude of the
admissilble power dissipation in germanium power transistors of the type p-n-p.
The dependance of these resistances on construction of the transistor, dimensions
of the radiator and its surface treatment, is presented.

In conclusion, the author discusses the method of measufing temperature of
the collector junction, thermal resistance between the collector junction and the
transistor container, and thermal resistance between the radiator and the sur-
rounding air.
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T. JANICKI

WARME-PROBLEME BEI LEISTUNGSTRANSISTOREN
Zusammenfassung

In dissem Aufsatz ist der Einfluss der zwischen dem Kollektor-pn-Ubergang
und der den Radiator umbhiillenden Luft auftretenden Wirmewiderstinde auf die
Grosse der zuldssigen Verlustleistung in Germanium-Leistungstransistoren von der
(p-n-p)-Type besprochen worden. }

Die Abhingigkeit dieser Widerstinde von der Konstruktion des Transistors,
von den Abmessungen des Radiators und von der Bearbeitung seiner Oberfliche
ist angegeben worden.

Zur Beendigung des Aufsatzes ist ein Messverfahren der Temperatur des Kol-
lektor-pn-Uberganges, des Wirmewiderstandes zwischen dem XKollektor-pn-Uber-
gang und dem Geh#use des Transistors und des Warmewiderstandes zwischen dem
Radiator und der umbhiillenden Luft besprochen worden.
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' 621.3.01/.02
JERZY OS’,IOWSK.I‘

Uklady elektryczne liniowe pobﬁdzane okresowo

Rekopis dostarczono 29.5.1959

‘W pracy zostaly oméwione w sposéb systematyezny zagadnienia analizy
przypadku ogoélnego sieci liniowej RLCM pobudzanej dowolnymi przebiega-
mi okresowymi. W oparciu o rachunek macierzowy 1 operatorowy podano
warunki istnienia i jednoznacznosci rozwigzan okresowych i ustalonych oraz
wyprowadzono dla tych rozwigzan odpowiednie wzory. Otfrzymane wyniki
zilustrowano przyktadami. Na zakoficzenie rozpatrzono przypadek szeozegdlny
steci liniowe] traktowanej jako czwoérnik,

1. WSTEP

~

We wspdlczesnej elektrotechnice, a w szczegélnosci w radiotechnice,
technice impulsowe]j, telewizyjnej, radiolokacji, autoatmyce itp. wyste-
puja bardzo licznie zagadnienia, ktérych rozwigzanie sprowadza sie do
wyznaczenia przebiegdw elekirycznych w uktadzie pobudzanym ze Zré-
dia pradowego lub napieciowego przebiegiem okresowym o okreslonym,
aczkolwiek w zasadzie dowolnym, ksztalcie. Wymagania, jakie przy tym
stawia praktyka odnoénie charakteru otrzymywanego rozwigzania, sg
oczywiscie rézne w rozmaitych konkretnych przypadkach, ogélnie jed-
nak biorgc sg one na ogét wysokie; chodzi zwykle o wyznaczenie rozwig-
zania dla stanu ustalonego i nieustalonego, mozliwie o duzej dokladnosci,
pozwalajgcego na badanie i dyskusje ksztaltu otrzymanych krzywych
rozmaitych wspolczynnikéw znieksztaleen itp.

Metody, jakie mozna przy tym stosowaé, mogg byé oczywiscie rézne:
numeryczne, graficzne, grafoanalityczne, analityczne, oparte na wyko-
rzystaniu maszyn matematycznych itp. W dalszym ciggu pracy bedzie
mowa tylko o metodach analitycznych.

Trzeba od razu podkresli¢ oczywisty fakt, iz cala teoria pradéw sinu-
soidalnie zmiennych jest przypadkiem szczegélnym teorii ukladéw po-
budzanych okresowo, przypadkiem polegajgcym na badaniu w stanie
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ustalonym uktaddéw pobudzanych przebiegami sinusoidalnymi, tj. prze-
biegami okresowymi typu:

£(t)=Asin(wt + ¢) (1)

iub kombinacjami liniowymi takich przebiegéw o postaci:

)= Asnpot+p). | )

Metody, jakie sie wowczas stosuje przy wyznaczaniu rozwigzan, sg pow-
szechnie - znane i stosowane (rachunek symboliczny dla stanéw ustalo-
nych, metody klasyczne lub operatorowe dla stanéw nieustalonych) i wo-
bec tego nie bedg tutaj omawiane.

Z punktu widzenia zaréwno teoretycznego, jak i praktycznego, inny
problem wykania sie wowczas, gdy mamy do czynienia z przypadkiem
0g061lnym:ukladu liniowego pobudzanego dowolnym przebiegiem
skresowym., ‘W tym przypadku, od dawna znang i stosowang, niejako kla-
syczng metodg rozwigzywania jest metoda szeregébw Fouriera (metoda
harmonicznych), pozwalajgca na wyznaczenie rozwigzania okresowego
dla stanu ustalonego w postaci szeregu trygonometrycznego. Obok bar-
.dzo duzych { powszechnie znanych zalet metoda ta w niektérych przy-
padkach jest ucigzliwa lub nawet w ogble nie nadaje sie praktycznie do
stosowania ze wzgledu na to, iz rozwigzanie ma forme szeregu (lub
w przypadku uproszczonym — wielomianu trygonometrycznego). Wyste-
puje to szczegblnie w tych zagadnieniach, gdzie wazna jest analiza cza-
sowa, a nie czestotliwo$ciowa przebiegdéw, ktére w znacznym stopniu réz-
nig sie od przebiegu sinusoidalnego. Z tego wzgledu, a takze w zwigzku
z szybkim rozwojem i doskonaleniem metod operatorowych, powstal
w okresie ostatnich kilkunastu lat szereg metod rozwigzywania uktadow
pobudzanych dowolnym przebiegiem okresowym, pozwalajgcych na wy-
znaczenie rozwigzania dla stanu ustalonego w postacizamknietej
(tj. nie w postaci szeregu), a wiec eliminujgcych podstawows niedogodnosé
metody harmonicznych.

Zagadnienia uktadéw liniowych pobudzanych okresowo majg juz swo-
ja historie. Pierwsze, wstepne prace z tego zakresu (Carnahan [1], Mazr-
chand [18], Hamlin [9] i in., a takze Chin [3]) pojawily sie w ckresie po-
przedzajgcym ostatnia wojne oraz w poczgtkowych jej latach. Zagadnie-
nie efektywnego wyznaczania przebiegéw okresowych (ustalonych) w kon-
kretnych ukladach elektrycznych zostalo rozwigzane — i to kilkoma spo-
sobami — w cyklu prac Waidelicha [25], [26], [28]. Niektére z koncepeji
Waidelicha zostaly rozwiniete w ksigzkach: Kontorowicza [11] oraz Car-
slawa, Jaegera [2]. Luurie [14] (a takze [15]) sformulowal problem ogdlniej
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wychodzge z ukladu réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego w postaci

‘normalne]. Podat on takie inng metode wyznaczania rozwigzan okreso-

wych oraz sformutowal warunki istnienia i jednoznacznos$ci’ takich roz-
wigzan. Warunki te byly w ogélniejszej postaci sformutowane pézniej
przez Maltkina [16] (a takze [17]), ktéry podat takze warunki istnienia
rozwigzan quasiokresowych. W pézniejszych latach powstalo szereg dal-
szych prac (Zalmanzon [31], Gonorowskij [8], Osiowski [20], Wegrzyn [29],
KoZesnik [12], Woronow [30] i in.) w rozmaitych ujeciach traktujgcych
omawiany problem. Niedawno Kaczorek [10] podal uogélnienie znanego
wzoru dla rozwigzania okresowego na przypadek blegunow wielokrot-
nych funkeji przenoszenia [por. wzér (100)].

Jak wynika chotby z tego niekompletnego wyliczenia, literatura do-
tyczgca omawianego zagadnienia jest juz bogata, poszczegdlne prace roz-
nig sie¢ jednak do$¢ znacznie, je$li chodzi o sformulowanie samego za-
gadnienia (ujecie elektryczne, mechaniczne, czysto matematyczne), za-
kres stosowalnosci wynikéw, przyjmowane zatozenia, metody rozumowa-
nia itp. W wielu pracach mozna z latwoscig odnalezé réznego rodzaju
niescistosci i niedomodwienia. ‘

W tej sytuacji autor niniejszej pracy postawil sobie za cel przedsta-
wi¢ mozliwie ogblnie.i $cisle zarys zagadnien elektrycznych uktadéw li-
niowych pobudzanych okresowo oraz wspélczesnych metod ich rozwig-
zywania. Niezaleznie od samego, ujecia niektére partie tekstu majg cha-
rakter oryginalny i nie byly dotad publikowane.

2. OGOLNA CHARAKTERYSTYKA ZAGADNIENIA

Rozpatrywaé¢ bedziemy uklad réwnan rézniczkowo-catkowych linio-
wych o wspélezynnikach statych o postaci:

2 | dy™ ¢ L
(m) 1 m) — )
m=1 ' - ’
l1=12,..,r
z warunkami poczgtkowymi:
y(m) l t=0 : Am ? . (4)

przy czym: y™ = y™(t).

Wprowadzajgc oznaczenia:

5 . .
[ymdt =B, ’ (5)
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mozna uklad réwnan (3) przepisaé w postaci:

dt

r du ; . 7
Do e +omvtra([ya 4B <t ©
| J o

v m=1
1=1,2,..,r,

w ktoérej state B, majg charakter wartosci poczatkowych catek funkeji
niewiadomych y™,

~ Uklad réwnan (6) mozna zapisaé w postaci jednego réwnania macie-
rzowego. Przyjmujac symboliczne oznaczenia:

t
p=to Lt 4
dt D .
oraz 0znaczajgc:
1
Zlm(D)zalmD +‘81m+7’1m1_)— : (7)

dostajemy (i = 1, 2, ..., 1):

D Ziw@) Y™ + Y yinBa=1,(1). ®
. . v m=1 m=1
Wprowadzajgc nastepujgce macierze kwadratowe (wymiary r X 7):
U=aml]: B=|Bul; ©=|rmll ©)
oraz:
Z0)=|Zw@)|=UAD+B+G=, ()

a takze macierze-wektory (wymiary r X 1):

. yO=lvl; fO=100; A=|4.l; B=|B,l, (1

mozemy uklad réwnan (6) zapisa¢ w postaci rownowaznego mu réwna-

/. nia macierzowego:

| ZO)yy®)+GB=£@t) (12)
z warunkiem poczatkowym: _

y(0)=A. f 13

Réwnanie (12), jak kazde réwnanie mézniczkowe, mozna rozpatrywaé przy réz-

,1\'1ych warunkach poczgtkowych (13), 1j. przy réznych macierzach A, przy czym,
oczywiScie zmiana macierzy A mnie zmienia samego réwnania (12), podezas gdy
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zmiana macierzy B formalnie zm ienia réwnanie. Mimo ‘tefgo, .uwzglednia;ja‘é, zZe
macierze A i B maja ten sam charakter i interpretacje fizyczna (wartoéei poczat-
kowe funkcji niewiadomych i ich calek), bedziemy w dalszym ciggu méwié o tym
$amym réwnaniu (12) mawet przy roézinych macierzach B traktujac zmiane
macierzy B jako zmiane warunkéw poczatkowych, a nie zmiane samego TO6W-
namnia.

Nadmieniamy jeszeze, Ze w zaleZnofcl od macierzy ® elementy macierzy (SB
wystepujgcej w réwnaniu (12) mie muszg zaleze¢ od wszystkich elementéw macie-
rzy B. Jefli mp. macierz ® ma »-ta kolumne zerows, to macierz B nie bedzie za-~
lezeé od elementu By, kiéry moze pozosta¢ nieokreslony. '

( - Przyjmujemy przy tym nastepujace zatozenia.
a) Wielkosci aim, Bims 7ims Am, Bm s3 liczbami rzeczywistymi.
‘ b) Macierz Z(s), gdzie s jest dowolng zmienng rzeczywisty lub zespo-
I'o‘na,, jest nieosobliwa, tzn.

A(s)= det Z (s)=£0. (14)

¢ Funkcje f;(t) sg funkcjami rzeczywistymi, przedzialami regular-
nymil); ponadto zakladamy, ze sg to funkcje albo state, albo okresowe

& okresie 76— (k; — liczby naturalne), przy czym co najmniej jedna z nich
i

jest okresowa o okresie T. W ten sposéb macierz f(t) jest okresowa
0. okresie T, tzn.

£t Ty=1£(t). B (15)

Jak wiadomo, funkcja fi(t) okresowa i przedziatami regularna jest réwna sumie
swojego szeregu Fouriera?):

o co 400 .
f ="+ Z’ak cos kot+byg sin ko)=Y o’ ®f, - (16)

k=—o0

2w
gdzie w = — oraz:
T

9 T : 9 T

— t)coskwitdt; br=— t) sin ko tdt

Tof @) ;obe Toff() |

an

. ar—ibx
=T

1 7 —Jjkwt
= [1we at .
0
1O funkeji f(t) méwimy, iz jest ona przedziatami regularna, jesli w kazdym
przedziale domknietym jest ona prawie wszedzie rézniczkowalna, przy czym ft)
() maja w tym przedziale skoniczong liczbe punkiéw niecigghosci tylko pierwszego
rodzaju (skokéw). o
2y Scidle, ré6wnoéé (16) zachodzi w kazdym punkcie, w ktérym funkcja fiit) Jjest
eiggta, i moze nie zachodzié¢ w punktach mieciaglofel. Utozsamiajgc funkceje réznigce
sie tylko warto§ciami w punktach nieciaglodci piszemy we wzorze (16) znak rownosci
bez zadnych juz zastrzezen. »
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‘Analogiczne rozwinigcie mozna wiec napisaé takse dla macierzy £(t):

: 20 o0 +.00 o
Tt ="+ Y (ax cos kot -+ b sin kot) = > erelFet, a8
= ;

2 e ’

gd21e ak, bk, ¢x s3 odpowiednimi macierzami- wektoram1 olkrnewslonyml analogicznie
jak wspolczynniki (17). :

‘W réwnaniu macierzowym (12) wystepuje macierz 2 stala ®B. Przeno—
$zZ3C ja na prawa strone réwnania otrzymujemy

Z((D)y () =f(t)— GB. | (19)

Zauwazamy, ze jesli macierz f(t) spelnia zalozenia p. c), to przy dowoinej
macierzy B macierz £(t) —© B tez je spelnial). Bez szkody dla ogélnosei
rozwazah mozna wiec przyjaé, ze réwnanie ma postaé:

ZD)y(t)=¢e®), (20)
gdzie -p'rawa strona: :
g(t)=£()-GB (2.1;)

spelnia wszystkie poprzednie zalozenia.

W dalszych rozwazaniach bedziemy korzysta¢ zaréwno z postaci (12)
jak i z postaci (20)2).
' Rozwigzaniem réwnania (12) lub (20) [a tym samym rozwigzaniem
uktadu réownan (6) lub (8)] bedziemy nazywaé kazdq macierz:

Yy (1)
Yy (t)

spetniajacq dla t > 0 réwnanie (12) przy danej macierzy B.

- Podstawowym zadaniem niniejszej pracy jest przedyskutowanie zagad-
nien istnienia i sposob6w wyznaczania rozwigzah okresowych réw-
nania (12), przy czym w rozdz. 5 wyjasnimy jeszcze szczegdlowiej, co be-
dziemy rozumieé¢ pod pojeciem rozwigzania okresowego.

1) Dodanie skiadnika — GB zmienia co najwyzej skladowe state funkeii fi(t)
(tj. macierz ag) nie zmieniajgc charakteru tych funkeii. i
%) ‘W postaci (20) przy za d a nej macierzy £(t) prawa strona réwnania, tj. ma-
cierz g(t), nie jest jeszeze jednoznacznie okreslona, gdyz zalezy takze od macierzy B.
W wielu jednak zagadnieniach ta miejednoznacznoéé¢ nie powoduje zadnych kompli-
kacji i w przypadkach tych wygodnie jjest postugiwaé sie réwnaniem w postaci (20).
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3. INTERPRETACJA ELEKTRYCZNA

Rozpatrywany w poprzednim rozdziale uklad réwnan rézniczkowo-
catkowych (6) ma swojg bezposrednia i oczywistg interpretacje elektrycz-
ng. Takim bowiem ukladem réwnan da sie opisa¢ dowolna sie¢ elektryczna
linjowa o parametrach skupionych R, C, L, M, w ktérej dziata pewna
(skonczona) liczba zrédel energii o przeblegach okresowych. Zgodnie
z zasadg dualizmu wielko$ciom wystepujacym w réwnaniach (6) mozna
nada¢ jedno z dwéch mozliwych znaczen elektrycznych w zaleznosei od
tego, czy rownania (6) zostaty ulozone dla danej sieci metods pradoéw ob-
wodowych, czy metodg potenCJalow wezlowych,

Dla wyjasnienia znaczenia elektrycznego uzytych symboli podaJemy
nastepujgcy tabelke.

Metoda potencjatow

Wielko§ci| Metoda pradéw obwodowych
wezlowych

r liczba obwodéw niezaleznych | liczba wezléw niezaleznych

m~ta funkcja niewiadoma

Yo (1) prad w m-tym obwodzie napiecie m-tego
niezaleznym wezia wzgledem wezta
odniesienia

m-ty przebieg wymuszajacy
wypadkowa sila elektromoto- | wypadkowa wydajno&é prado-
fm (8 ryczna zrédel dziatajacych | wa .zrédet doprowadzajacych
w m-tym obwodzie niezale- | prad do m-tego wezla

znym
vt macierz pragdéw obwodowych | macierz napieé wezlowych
£(t) macierz sit elektromotorycz- | macierz wydajnoéci prado-
nych obwodowych wych wezlowych
95 macierz indukcyjno$ci ob~ | macierz pojemnoéci wezlo~
wodowych wych
% macierz oporno$ci  (rezys-~ macierz przewodnos$ci (kon-
tancji) obwodowych . duktancji) weztowych
G macierz odwrotnosci pojem- | macierz odwrotno$ci indu-
nosci obwodowych keyinosci wezlowych
Z (jo) macierz impedancji obwo- | macierz admitancji wezlo-

dowych wych
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| Wielkoéci| Metoda pradéw obwodowych Metoda potencjaléw
wezlowych
macierz warto$ci poczatkowych funkeji y™’ (t)
macierz warto§ci poczatko- | macierz wartoSci poczatko-
A wych pradéw obwodowych | wych napigé wezlowych
okreglajgca warto§é energii | okre§lajgca warto§¢ energii
magnetycznej zmagazynowa- | elekirycznej zmagazynowa-
nej w chwili t =0 w sieci w chwili t =0 w sieci
macierz wartosci poczatkowych calek funkeji y'™ (t)
macierz wartosci poczatko- | macierz warto§ei poczatko-.
wych ladunkéw kondensa- | wych strumieni magnety-
B tor6w okre$lajgca wartoéé | cznych cewek okreSlajaca
energii elektrycznej zmaga- | warto$¢ energi magnetycznej
zynowanej w chwili t= 0 | zmagazynowanej w chwili |
w sieci t =0 w sieci

Jak wiadomo, macierze %, B, &, Z(jo) sieci realizowalnej nie mogg by¢
dowolne, lecz muszg spelnia¢ pewne warunki. Poniewaz warunki te nie
bedg potrzebne do dalszych rozwazan, nie bedziemy ich tu zaktada¢ przyj-
mujgc za punkt wyjscia uklad réwnan (6) opisujacy zaréwno wszystkie
- fizycznie realizowalne uklady elektryczne o stalych skupionych (rzeczy-
wiste i idealne), jak i inne typy uktadéw liniowych, nie dajacych przed—
stawié¢ sie w postaci ukladéw R, C, L, M.

"4, ROZWIAZANIE W POSTACI KLASYCZNEJ I OPERATCROWEJ
Jesli yo(t) jest rozwigzaniem réwnania (12) z macierzg Bo, tzn.

Z(D)y,(t) + OBy =f(t), (22)

to ka%de- inne rozwiazanie y(t) tego réwnania z dowolng macierzg B da
sie przedstawi¢ w postaci:

, YO =Y®+ 50, (23)
gdzie Y(t) jest rozwigzaniem réwnania jednorodnego, tzn.t)
ZOD)YH)+GB =0, (24)

gdzie: B'=B —B,.  °

1) iSymbolami: 1 i 0 bedziemy oznaczaé odpowiedniio macierz jednostkows i ma-
cierz zerows (odpowiednich wymiaréw).
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+, Przystgpimy teraz do rozwigzania réwnania (12) stoqua,c przy ‘tym
rachunek operatorowy. Oznaczajgc:

€ LlyOl=y(@); LEGOI=16); LEB]=2g(©)

otrzymamy po dokonaniu przeksztatcenia Laplace’a réwnania -(20)
i uwzglednieniu warunku (13):

o _ B
ZE)Y(E) —AA=5(), (25)
gdzie:
. 1
Z(5)=Us -V G&—. (26)
s
Macierz Z(s) jest z zalozenia nieosobliwa, istnieje wiec macierz od-
wrotna:
W(s) = Wy,@)|=2Z7(), (7).

ktorej elementy W,,(s) sg funkcjami wymiernymi zmiennej s i majg
postaé:

_ ml (S) 2
Wi (s) = 4 (28)
gdzie:
- AS)=detZ(s) (29)

oraz A.,(s) sg odpowiednimi podwyznacznikami wzglednymi macie-
rzy Z(s). Macierz W(s) bedziemy nazywaé macierzq funkcji przeno-
szenia. :

Mnozac réwnanie (25) lewostronnie przez macierz W(s) i uwzglednia-
jac, ze:

WEOZE=Z0WEO=1, (0
glgfs;:aje-my transformate rozwigzania w ppstaci:
§(s)=W(s)f(s)—|—W(s)%[A—-%W(s)@5B (31
fup: -
¥ () =W(s)g(s) + W(s)AA. | (32

;b"Naleiy teraz rozréznié dwa przypadki.
Przypadek 1: [a] = det A £ 0.
W tym przypadku macierz W(s) mozna przedstawi¢ w postaci:

W@=%+W&» - (33)
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gdzie macierz r; Jest stala oraz macierz Wi(s) jest macierzg funkeji Wy-
miernych i ma wtasnosé

lim s W, (s) = 0 R (34)

S>>0

oraz:
r]_ = 32[_1 (35

Elementy macierzy W(s) sg zatem funkcjami wymiernymi, ktoérych
liczniki sg stopnia co najmniej o jeden nizszego od stopnia mianownika:
(wspélnego dla wszystkich elementéw).

Przytoczone wlasnosci wynikajg z nastepujgcego prostego rozumowamal) Wobec
zwigzku (30) zachodzg oczywidcie takze zwigzki:

1 1
—Z(s) - sW(s) = sW(s)'-s—Z(s) =1,
s
a wiec i relacje graniczne:
lim — Z(s) sW(s) —llmsW(s) ’—Z(s)—l (36)
8§ = 00
Poniewaz ponadio, zgodnie z (26), istnieje granica:
1
lim ——Z ) =A 37N
§— 00 B

i jest z zalozenia macierza mieosobliwg, wiec istnieje takie granica:

limsW(s)=r, . (38)
§— 00

i przy tym: ‘
Ar=rUY=1,

a ‘wigc dochodzimy do zalezno$ci (35), a takze -wzoréw (33) i (34).
Oznaczajgc (t==0):

LW (9] =h(t) (39)

dostajemy z (32) po wykonaniu przeksztalcenia odwrotnego (t2==0): -
y(@) =h(t) %k g()-+Fh(@®)AA. (40»
Przy t—0 otrzymujemy: ‘
y(0)=limy(t)=h((0)AA =A, : (41)
t>0+

1) Do'wnios‘kéw tych mozna fez doj$¢ wychodzgc z ogdlnych zaleiznoéei poda-
nych dla wukiadu réwnan réZniczkowych IZQdu n-tego prnzez Mohra [19] {(por.
takze [21]).
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i gdyz zgodnie z (38) i (39) mamy:
" h(0)=limsW(s)=r,, (42)

a wiec rozwigzanie (40) istotnie spelnia zadane w postaci macierzy A
warunki poczgtkowe,
Przypadek 2: o] = det ¥ =
W tym przypadku macierz funkeji przenoszenia nie ma juz, ogblnie
"biorgc, postaci (33). Przypadek ten bedziemy rozpatrywaé jedynie przy
dodatkowym zalozeniu upraszczajgcym, ze macierz funkeji przenoszenia
ma postaé: _
W(s) =1, + W,(s), (43)
gdzie maicierz ro jest stata oraz macierz Wy (s) jest maclerzad funkeji wy-

{miernych majacg wlasnosé:
ClimW(s) =0. (44)

8§~y co
Macierz Wo(s) wygodnie bedzie czasami przedstawiaé¢ takze w postaci
;analogicznej do (33), tzn.

. r i

- Wy (s)= ?1 + Wy(8), (45)
_ g-dzL.e r1 jest macierzg staly oraz Wi(s) jest macierzg funkcji wymiernych
o wlasnosei: ‘

_  limsW, (9= 0. . (46)

$— 0

" Ograniczamy sie zatem do przypadku, gdy wszystkie funkeje przenoszenia wy-
stepujace w ukladzie majg liczniki stopnia co najwyzZej réwnego z mianownikiem.

y 4
’;% L, e,ft)

Rys. 1. Dwa obwody LC sprzezone magnetycznie

Jak wiadomo (por. np. [22]), w dowolnym ukladzie liniowym o parametrach skupio-
‘nych R, C, L, M dowolna funkcja przenoszenia jest zawsze funkcja wymierns, kt6-
rej licznik moze by¢ stopnia co najwyzej o jeden wyzszego niz mianownik. Uklady
R,‘C, L, M, w ktérych funkeja przenoszenia ma stopien licznika dokladnie o jeden
wiékszy od stopnia mianownika i(np. uklady idealnie rézniczkujace), sg. jednak ukla-
dami o bardzo duzym stopniu idealizacji w stosunku do wkladéw rzeczywistych
i nie majg praktycznego znaczenia. Do takich ukladéw, obok znanych dwdch naj-
p*‘os/cszych przypadkéw ‘(mdukcyjlnosc zasilana z idealnego Zrédia nanplecmwego
i odpowiedni ukiad dualny — pojemnoéé zasilana z idealnego Zrédia pradowego),
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nalezy np. uklad rozpatrywany przez Ghizetti’ego [7] i- Doetscha [4] (poz. takze
[6], str. 319) przedstawiony na rys. 1, dla ktérego, jak latwo sprawdzié, macierz
funkeji przenoszenia ma posta¢ (M2 = LqLs):

1
- (1 + 82L2C2) 3 - S2M
C.Css C. '

14 8® (LG, + LaCs)

W(s) =
1

—s*M, — (1 + s*L,Cy)
C

Ograniczenie sie do ukladéw o funkecjach przenoszenia typu (43) wydaje sie wige
uzasadnione i nie zmniejsza ono, w zasadzie, ogélnosci rozwazand, jesli chodzi o rz~°~
czywiste uklady elekiryczne.

Poniewaz w dalszym ciggu jest stluszna zaleznosé (30), wiec zachodzi
takze réwnogé:

LmW(s)Z(s) =limZ(s)W(s)=1. (47)
>Uwzg1e‘dniaja‘c wzory (26) i (43) oraz (44) -6trzymujemy:

‘slim[%[rovs"l‘%ro'!‘gtlﬁ‘l' @roé—}-QIWl(s)S—[—(%‘ + @%)Wo(s)]z

(48)

$— 00

__hm[rog[s—[-roﬂ‘—]—rli)[—l—ro@) +W(s)%[s+W(s)(J+@) )]
Z zalezno$ci tej uwzgledniajgc (44) i (46) otrzymujemy zwigzki nuedzy
wspotczynnikami macierzy Z(s) i W(s) w postaci: :
Ar,=r, =0, 49
Bry 4+ Ar, =1, B +r, A =19, - (50)

Transformate rozwigzania mozna przedstawié teraz zgodnie z (3!2)
i (49) w postaci:

Y(8) =T, g(5) + Wy ()8 (5) + Wo () AA. (51)
Oznaczajgc (t=0):
L7 W, (8)] = hy (1) (52)
otrzymujemy po wykonaniu przeksztalcenia odwrotnego (t==0):
| YO =Tg®) +ho() % g +h()AA. (53)
W tym przypadku rozwigzanie y(t) przybiera przy t—0 wartosci: _
y(0)= tlir;a Yy =r1,80)+h()AA=x,8(0)+r, AA, %)
04

1y Z méwnah (49) i (50) wynika, ze qfe;éli lal ="det A = 0 oraz A+ 0, to:
B # 0, a takze jesli A = 0, to: |/J’| = det B # 0. .
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przy czym korzystajagc z (50) zalezno$é¢ (54) mozna przepisat w postaci:

y(O)=A+1[g0)—BA]. (5)

Z zaleznosci (55) wynika, ze wartosci osiggane przez rozwigzanie przy
t = 0- réznig sie teraz, ogdlnie biorge, od wartosci poczatkowych okre-
§lonych macierzg A. Wynika to stad, Zze w przypadku, gdy wyznacznik
macierzy wspdlczynnikéw przy najstarszych pochodnych w uktadzie réow-
nan (w naszym przypadku |a|) jest rowny zeru, wowcezas nie zawsze ist-
nieje rozwigzanie spelniajgce dowolnie zadane warunki poczgtkowe. Sam
uklad réwnan narzuca wowezas pewne zwigzki miedzy warunkami poczgt-
kowymi i warto$ciami w zerze prawych stron réwnan wzglednie ich po-
chodnych, tak ze nie wszystkie z warunkow poczgtkowych (w naszym
przypadku — nie wszystkie z elementéw macierzy A) mozna przyjac
w sposbéb niezalezny ([19], [4]). Muszg by¢ spelnione tzw. warunki zgod-
nosci, ktére w naszym przypadku wopec. réwnosci (55) przybierajg po-
staé:?) : :

r[g(0) —BA]=0 | (56)
lub wobec (21): ’
r, [f(0) — G B — BA] = 0.

Jesli jednak warunki te nie sg spelnione i warunki poczatkowe (ma-
cierz A) sa zadane w sposéb dowolny, to mimo wszystko otrzymuje sie
pewne ,rozwigzanie” [w mnaszym przypadku (53)], ktére jednak przy
t = 0+ przybiera inne, niz zalozono, warto§ci poczatkowe [wartosci (55)].
Jak pokazal Doetsch [4], mozna w pewiem sposéb, uogoblnié pojecie roz-
wigzania ukladu réwnan dopuszczajac niecigglos¢ tego rozwigzania
w chwili poczatkowej t = 0. Z takim wlasnie rozwigzaniem mamy do
czynienia w naszym przypadku, jesli nie jest speiniony warunek (56).
Zadane z gory wartosci poczatkowe (macierz A) mozna traktowat teraz
jako istniejgce w ukladzie przy t = 0—, a rdéznice y(0) — A jako skoki
nieciagtego przy t = 0 rozwigzania. Jak wiadomo, przy dokonywaniu
przeksztalcenia Laplace’a uktadu réwnan [uktadu (20)] potrzeba jest zna-
jomo$é wartoéci przyjmowanych przez rozwigzanie przy t = 0+, podczas
gdy réwnanie (25) i wynikajace z niego dalsze zaleznoSci otrzymaliSmy
biorac za te wartoéci elementy macierzy A. Jak wykazat jednak Doetsch
[4] (por. takze [7], {19]), postepowanie takie prowadzi do poprawnych re—
zultatow, gdyz — jak latwo sprawdzi¢ — je$li przy dokonywaniu prze-

1) Por. takze: V. Dolezal, O systémech linedrnich integrodiferencialnich rovaic:
v technickych problémech (Aplikace Matematiky, 1959, 4).
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‘ksztalcenia Laplace’a réwnania (20) wzigé w miejsce macierzy A ma-
cierz y(0) okreslona wzorem (55), tj. macierz rzeczywiscie przyjmowa-
nych przez rozwigzanie wartosci przy t = 0+, otrzymuje sie rezultat
identyczny, a wiec poprawny. Jest to niejako cecha samego przeksztalce-~
nia Laplace’a, ktére mimo iz wychodzimy od wartosci poczatkowych, ki6-
re nie mogy byt przyjete przez rozwigzanie, prowadzi w pewnym sensie
automatycznie do wartodci rzeczywiscie osigganych.

‘Warto jeszeze zwréci¢ uwage na to, ¢e macierz funkeji przenoszenia o postaci
{43) otrzymujemy réwniez w przypadku, gdy ¥ =0 oraz |f] = det B 7 0. Istot-
nie, w tym przypadku

. 1
Z(s)=€8+®-s— (57
oraz istnieje granica:
limZ(s) =3B
§— 0 N

i jest macierzg nieoscbliwg. Z réwnocsci (47) wynika zatem, ze istnieje wéwezas
réwniez granica:

lim W (s) = 1o _ (58)
§—» 00
oraz ze?):.
ro=BL (59)

Wecbec zaleznodci (58) macierz funkcji przenoszenia W(s) daje sie zatem wprzed-
- stawié w postaci (43).

5. ROZWIAZANIE OKRESOWE I USTALONE

Przy rozpatrywaniu sieci = elekirycznyech liniowych, pobudzanych
okresowo i odpowiednich ukladéw réwnan jednym z najistotniejszych za-
gadnien jest wyznaczenie rozwigzania okresowego, tj. takiego rozwigzania
szczegblnego, ktore jest okresowe i ma okres réwny okresowi przebiegu
pobudzajagcego. W przypadku sieci rzeczywistych zawierajacych rezy-
stancje, ktorych funkcje przenoszenia majg bieguny lezgce tylko w lewej

1) Jesli traktowaé¢ rozwazany uklad rownan jako uklad réwnan sieci elektryecz-
nej otrzymany metodg pradéw obwodowych, to zalozenia te majg prosta inter-
pretacje. Warunek U =0 oznacza, ze w ukladzie mie wystepujg indukcyjnoseci
(uklad R, C), a warunek detB 7 0 $wiadczy o tym, ze przy dowolnym wyborze
obwoddéw niezaleznych w kazdym cbwodzie znajduje sie opornoéé rzeczywista (re-
zystancja).

%) Zwracamy uwage na to, Zze w przypadku, gdy U+ 0 macierz ro jest zawsze
osobliwa, gdyz gdyby byla nieosobliwa, z réwnosci (49y otrzymalibysmy: U =0,
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polplaszczyzme przy pobudzaniu dowolnym przebiegiem okresowym -ist-
nieje zawsze stan ustalony i rozwigzanie okresowe jest jednoczeénie tzw.
rozwigzaniem ustalonym, tj. opisuje zachowame sie sieci w stanie usta-
lonym

W przypadku jednak ukladéw bezrezystancyjnych (bieguny funkeji
przenoszema lezg na osi urojonej) pobudzanych okresowo nie mozna juz
moéwi¢, w zasadzie, o stanie ustalonym w poprzednim znaczeniu.'Rozwig~
zaf okresowych, jakie mogg w takich przypadkach istnie¢, nie bedziemy
juz zatem zaliczaé do rozwigzah ustalonych. .

Jeszcze szerszy zakres mozliwosci dostaniemy, jesli bedziemy przyjmo-
Waé za punkt wyjscia nie realng sie¢ elekiryczng, lecz uklad réwnan (6),
nie wnikajagc w mozliwosci realizacji sieci o réwnaniach (6). Otrzymuje
(si'e}bwéwczas ogélny problem czysto matematyczny. Polozenie biegunéow
funkcji przenoszenia moze by¢ teraz dowolne i ogélnie biorgc, nie istnieje
stan ustalony oraz rozwigzanie ustalone. Rozwigzanie okresowe moze na-
tomiast istnieé¢ tracgc jednak zupelnie ten sens fizykalny, jaki jest zwig-
zany ze stanem ustalonym.

Wydaje sie wiec celowe wyraZne rozréznienie pomiedzy rozwigzaniem
okresowym i ustalonym oraz $ciste zdefiniowanie tych pojeé.

Rozwigzanie okresowe okreslamy nastepujgco:?l)

Rozwigzanie yo(t) réwnania (20) bedziemy nadywaé rozwigzaniem okre-
sowym, jesli wszystkie funkcje yi™ (t) bedqce wspdtrzednymi wektora

Yo (2)
Yo ()

......

o T
sq funkcjami okresowymi o okresach P (kn — liczby naturalne) lub”

m

_stalymi, przy czym co najmniej jedna z nich nie jest stata.

Jesli k oznacza najwiekszy wsp6lny dzielnik liczb K., to rozwigzanie

T
Yo(t) jest okresowe w okresie P tzn.

T . .
Yo (t + z) =Y,(t). ' (60)

steniu do rozpatrywanego ukladu réwnan (6) lub réwnania macierzowego (20), jest’
jednak oczywiste, iz analogiczne okre$lenia moina by wypowiedzie¢ | w przypadku
ogélniejszym, mna przyklad ukladu réwnan roézniczkowych rzedu n-tego.

1) Ckreflenia rozwigzania okresowego i ustalonego podajemy od razu w odnie-

2 Rozprawy Elektrotechniczne
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~ Jegli istnieje rozwigzanie okresowe yo(t), to dowolne inne, rozwigza-~
nie y(t) réwnania (20) mozna przedstawi¢ w postaci (23), gdzie Y(t) jest
rozwigzaniem réwnania jednorodnego (24).

Podamy teraz okre$lenie rozwigzania ustalonego.

Rozwigzanie okiresowe yo(t) bedziemy nazywaé rozwigzaniem ustalo-
nym réwnania (20), jesli dla kazdego rozwigzania tego réwnania zachodzi
réunodé: ' '

t-};u-;-n [y () = Yo ()] = 0. : (61)

Latwo zauwazyé, ze wobec zaleznosci (23) réwno$¢ (61) zachodzi wtedy

i"tylko wtedy, gdy:

limY((t)=0 . ' (62)
+ : .

przy d owolnych warunkach poczatkowych, tj. przy dowolnej macies
rzy warto$ei poczatkowych funkeji ¥Y(t) i dowolnej macierzy B’ w row-
naniu’ (24).

Widzimy wigc, ze rozwigzanie ustalone zostato okreslone jako szcze-
gbélny przypadek rozwigzania okresowego. Rozwigzanie ustalone (jesli ist-
nieje) posiada te wlasnosé, ze kazde inne rozwigzanie, tj. kazde rozwigza-
nie ,,startujace” z dowolnych warunkéw poczgtkowych, dazy asymptoty-
cznie do rozwiazania ustalonego; wydaje sie wiec, iz przy takim wlasnie
formalnym zdefiniowaniu rozwigzania ustalonego, odpowiada ono fizycz-
nemu pojmowaniju stanu ustalonego.

Podamy teraz kilka podstawowych wilasnosci rozwigzania ustalonego.

Réwnanie (20) moze mieé przy danej macieray f(t) co najwyzej jedno
rozwigzanie ustalome. '

Istotnie, gdyby bowiem bylo przeciwnie, tj. jednoczesnie ygt) 1 yo*(t) byly
rozwigzaniami ustalonymi réwnania (20}, to wowezas dowolne I.ozw1azanhe y(t)
spelnialoby, zgodnie z {(61), jednoczeé$nie zalezncsei: o

lim [y (£) — yo ()1 =0; lim [y (1) — 35 ()] = 0,
t— + oo t-s 4+ o0
a Wieé bytoby 'talklze:

oy

Yim [0 (8) — y& (] =0. ’ s
t— +
. Poniewaz zgodnie z podanym. okreéleniem réznica w mnawiasie kwadratowym
moze byé tylko wektorem stalym lub okresowym, wiec z (63) wynika, Ze'):

)

o h ‘Przypom.mamy, iz zgodnie z uwarga podang w przypisku na str. 131, utozsa—.
miamy funkcje réznigee sie tylko warto$ciami w punktach nrec1agiosc1, 3. funkc;e
réwne prawie woszedzue .
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Yo ()= y: ),

fzn. rozwigzanie ustalone jest jedyne.

Podamy teraz warunki istnienia rozwigzania ustalonego.

Do tego, aby istnialo rozwigzanie ustalone réwnania (12) [lub (20)],
trzeba i wystarcza, aby wszystkie bieguny macierzy W(s)!) lezaly w lewéy'
péiptaszczyinie.

Naszkicujemy dowdd tej wlasnosci. Przede wszystkim zauwazymy, ze do tego,
aby istnialo rozwigzanie ustalone, trzeba i wystarcza, aby: 1) istnialo ro:zwiaza;{li?
ckresowe oraz 2) zachodzila réwnosé (62).

Zaldézmy na razie, ze wszystkie bieguny macierzy W(s) lezg w leweJ polplaszczyz-
nie (dowéd dostatecznosm) Wystarcza to, jak zobaczymy w rozdz. 7 (por. takze

[14]), do istnienia rozwigzania okresowego y¢(t), a wige istniejg woéwezas takie ma—
cierze Ag 1 By, Zer

- — 1
Yo(s)=W(s)f(s)—?W(s)(ﬁBU—E—W(s)QIAo ) _ (64)

jest tramsformata rozwigzania okresowego. Transformata dowolnego innego roz-
wigzania y(s) ma postaé (31), a wobec tego transformata réznicy jest rdéwna:

_ - _ 1 o
XY =y(8) — yo(s) = — ?W(s)ﬁB"—{— W) AA, : (65)

gdzie:
A=A—A; B=B—B

sg macierzami dowolnymi. PoniewaZ wszystkie bieguny macierzy Wi(s) lezg w le-

wej poéiplaszezyznie, wiec niezaleznie od-tego, czy zachodzi przypadek 1. czy 2
(rozdz. 4), mamy zawsze — mpor. (43) i (49): :

lim 2 [WEUAT=0 ' (66)

t— + o0

przy dowolnej macierzy A’. Analogicznie przy dowolnej madierzy B’ mamy:

lim £7 1[ W(s)@B]zo - (67)

t— + 0
co wynika stad, ze wobec zalezno$ci:2)
GWO)=W(0)6G=0 . (68)
1) Mowige o biegunach macierzy W(s) rozumiemy ZblOI‘ blegunow rvvszyst—
kich jej elementéw. :
2y Zalezno$¢ ta wynika stad, e przy zalozeniu, ze s = 0 nie jest wartofcig cha-
rakterystyczng macierzy Z(s) [a wige nie jest biegunem W(s)], mamy zgodnie z (30):
Hm s Z(s) - W(s) = lim W(s) - sZ(s) =0,
§—50 s—>0 ‘
co prowadzi wprost do zaleznofci i(68).’

9%
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sktadnik staty odpowiadajgcy biegunowi s = 0 jest przy dowolnej macierzy B’ réw-
ny zeru:

lim [est W ()]G B = W (0) 6 B =0 - (69)

a pozostale sktadniki jako odpow1ada|3ace biegunom lezgecym w lewej pohplaszczyz-
nie, jak poprzednio, daza do zera. Mamy wiec:

lim Y (t)=0 ' N 1)

t— + o0

i dostatecznosé warunkow jes’i wykazana., .

Konieczno$¢ podanych warunkéw wynika stad, ze gdyby macierz przenoszenia
W(s) miata choé¢ jeden biegun lezgcy na osi urojonej lub w prawej polplaszezyzi-
nie, to zawsze mozna by dobraé¢ warunki poczatkowe tak, aby macierz Y{) zawie-
rata skiadnik staly lub niecgraniczony przy t — <+ oo, a wiec wlasnosé (70) mie za-
chodzilaby.

Z przytoczonej wlasnosci wynika réwniez nastepujacy prosty i Wazny
wniosek.

Jesli istnieje rozwiqzanie ustalone réwnania (12) przy danej macierzy
f(t), to istnieje réwniez rozwiqzanie ustalone przy kazdej innej macierzy
okresowej f*(t).

Przytoczone wtlasnosci odrézniajg w sposob istotny rozwigzania usta-
lone od ogélniejszego rozwigzania okresowego, ktore takich cech regu-
larnoSciowych, ogélnie biorge, nie posiada. Jak zobaczymy na prostych
przyktadach, rownanie (12) moze np. w zaleznosci od prawej strony:

a) miet jedyne rozwigzanie okresowe nie hedgce rozwigzaniem usta-
lonym, ‘

b) mie¢ nieskonczenie wiele rozwigzan okresowych,

c) nie mie¢ rozwigzania okresowego.

it)
e(t)() %‘
T

Przyklad
Rozpatrzmy dwéjnik LC (rys. 2) zasilany ze zrodia napieciowego o sile
elektromotorycznej:

Rys. 2. Dwéjnik LC zasilany napieciowo

e(t)=E sin wt.

Rowname obwodu ma postaé:

iiJri - Bl =
Lo C(szdt-{_ )~e(t).
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Przy oznaczeniu:

1
| “ = 1Lc
i warunku poczgtkowym: .
' i(0)=A4
réwnanie to ma rozwigzanie:,
i(t) -2 (Cos wyt—cos wt) + A cos wyt— w, B sin o, t (71
L{w?— wd)
przy w. == wo oraz przy w = wg:
z(t):z—Ltsm Wyt + A cos wyt— w, B sin w,t. ©(72)

Mamy teraz nastepujgce przypadki:

a. W = wg; istnieje wowcezas rozwigzanie okresowe:
' wE
L (0*— w))
ale nie istnieje rozwigzanie ustalone, bowiem, ogolnie biorgc:?),

lm [i(t)—3,(£)] £ 0.
t—+

cos wt,

Jezeli przy tym:

. W,
w?‘;—:' y=2,3, 4...,
to rozwigzanie powyzsze jest jed y ny m rozwigzaniem okresowym. Je-
§li natomiast:

to k a zd e rozwigzanie (71) przy dowolnych wartoéciach A i B jest roz-
wigzaniem okresowym.

b. @ = we; jak wynika z (72), przy zadnych wartosciach A i B
rozwigzanie (72) nie jest okresowe, a wiec rozwigzanie okresowe nie ist-
nieje.

1) Jesli przyjmiemy, ze w obwodzie wystepuje pewna opornogé rzeczywista R,
to w przypadku tym bedzie oczywiscie istnie¢ rozwigzanie ustalone, ktére przy
R —~ 0 i w ¥ wy przejdzie w granicy w rozwigzanie (72) obwodu LC. Mimo wiec,
iz rozwigzanie (72), zgodnie z przyjeta definicjg, nie jest rozwigzaniem ustalonym,
posiada ono jednak w pewnym zakresie cechy zwigzane ze stanem ustalonym ro-
zumianym w tym sensie, iz chodzi tu o przypadek graniczny przy R — 0 stany
ustalonego w obwodzie RLC.

Uwaga ta dotyczy réwniez innych ukladéw bezrezystancyinych.
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6. WEASNOSCI TRANSFORMAT FUNKCJI OKRESOWYCH

Zanim przejdziemy do oméwienia warunkéw istnienia i sposobow
wyznaczania rozwigzan okresowych, podamy jeszcze kilka podstawowych
wlasnoéci transformat funkeji okresowych potrzebnych do dalszych roz-
wazan.

Jak wiadomo (por. np. [15], [5]), transformate dowolnej funkcji okre-
sowej f(t) o okresie T mozna przedstawi¢ w postaci:

fl= —l—f_T(Ts_)g : - (13)
gdzie: | _
fr@=[e T f@dt. (79

Funkcja fT(s), czesto mazywana t'ransfo'rmatq za okres funkcp okre-
sowej f(t), jest funkcjg catkowity zmiennej zespolonej s (por. mnp. [5],

str, 145), a wiec transformata f(s) jest funkeia meromorficzng, ktorej bie-
gunami moga byt tylko zera Imanowmka t;] punkty spelniajgce réw-
nanie:

1—esT=0, : (75)
czyli:

s=s,2=jk2T—ﬂ=jkw, . (76)

gdzie k jest dowolng liczbg catkowity. Wszystkie te punkty sa pierwiast-

Ims

s3

Rys 3, Polozenie xblegunow transformaty funkcji 0ka‘esowe1 o okresie T = Ef
w

kami ‘pojedynczymi réwnania (75) 1 lezg na osi urojonej w jednakowych
odstepach, co w (rys. 3).
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Poniewaz:

PR ) 77’ (Sg) 1 T (a0 1 . —Jkwt —

(7: res f(s)= Ty =— (e ft)dt=c, (T7)
s=sg i(l_e—sT)ls__s T T‘Of .

oraz analogiczniel):

res F(8)=ce=Cp

§ = S__k )
gdzie ¢, jest odpowiednim wspélezynnikiem w zespolonym ro*zWinigciu
qu‘lriera funkeji f(t) — por. (16) i (17) —

T4 oo . + o 04

f(t)= Z c;, ket = 2 c e’ (78)

= — 00 k= —00

Punkty $) = jkw i s°,= — jko stanowig wiec wtedy i tylko wtedy pare
bzegunow (poyedynczych) transformaty §(s), gdy cp % 0, tzn. gdy w roz-
winieciu Fourierowskim funkcji f(t) wystepuje-k-ta harmoniczna.

Jeéli natomiast ¢, = 0, tzn. w rozwmlecm Fourierowskim nie wyste-~
puJe k-ta harmoniczna, wowczas punkty %, nie sg biegunami transfor-
maty. To samo odnosi sig do punktu s° = 0 i skladowej stalej w rozkla-
dzie Fourierowskim.

. Podstawiajagc do (74) rozwiniecie (78) i talkujac wyraz po wyrazie
(jest to dopuszczalne zgodnie ze znang wlasnoécig szeregow, Fouriera —
por. np. [24], str. 63) dostajemy uwzgledniajac- wzor (76):

e > (s- s? t)
() fT(S)_fesi D e Cdt = chfe Fdt=
=(1— )kgws—sx‘l’ (79)
a stad zgodnie z (73) otrzymujemy: ‘ Y
T fr (s) N Cx
)= —— = —_— . . 80
fo=150w X D)

Zaleizno$é (80) przedstawia jednoczesnie rozkiad funkeji meromorficz-
nej (s) na utamki proste (tzw. Mittag — Lefﬂera por. np. [13]) ‘Poszcze-
gélne wyrazy szeregu (80) s3, zgodnie z (76) i (77), czeSciami gtownymi
szeregow Laurenta transformaty f(s) w otoczeniach b1egunow S,

1y Wezyk oznacza liczbe zespolong sprzezona.
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Poniewaz:

1

s—s,‘g

. ; o; '

o gk%q= > ) -_-wn
widzimy -zatem pordwnujgc zaleznosci (78) i (80) iz mozna wykonywaé
przeksztatcenie Laplace’a szeregu (78) oraz odwrotne przekszta%ceme La~
place’a szeregu (80) wyraz po wyrazie.

Wynika stad takze, iz dla transformaty —f—(s) — zalezno$é (73) — stuszne
jest twierdzenie o ro‘zkladziel) (t==0)

L= f fls)eds = Z resF(sye* (82)

k——oos‘“sk

7. WA‘RIUNlKvI ISTNIENIA ROZWIAZANIA OKRESOWEGO

Za]mlemy sie teraz zagadnieniem warunkéw, przy ktérych 1stn1e;]e
rozwigzanie okresowe (por. [14]1, [286]). »

Transformata dowolnego rozwigzania réwnania (12) wyrazona wzo-
rem (31) jest (niezaleinie od tego, czy zachodzi przypadek 1, czy 2 — por.
rozdz. 4) funkeja meromorficzng zmiennej zespolonej s. J ak pokazemy,
transformata ta spelnia zalozenia stosowalnosci twierdzenia o rozkladme
dla funkeji meromorficznych (por. np. [5], str. 276), a wiec wynik prze-
ksztalcema odwrotnego moze by¢ zgodnie z tym twierdzeniem przedsta—
wiony w postaci (t>0) :

i
.

Yy =Ly (s) =—— f y()etds = Y res[y(s)e]. (33)
wszystkie .
bieguny

Zauwazymy przede wszystkim, iz aby dowie$é stusznosei wzoru (83) wystarczy )

wykazaé, Ze mozna stosowaé twierdzenie o rozkladzie do kazdej transformaty
o postaci?):

Y =WE ),

gdzie funkcja przenoszenia Wi(s) ma stopien licznika nizszy od stopnia mianownika,

1) Por. np. [11], [13] lub [5]

%) Ratwo zauwazyé, Ze wszystkie pozostale skladniki wystepujace w elementach
mamerzy yl(s) okreslone; wzorem (31) lub (51) sg albo funkcjami wymiernymi o stop—
niu lieznika mnizszym od stopnia mianownika, albo transformatami funkecji okreso=
wych przedzialami regularnych, a wiec do ‘wszystkich tych skladnikéw mozna
twierdzenie o rozkladzie stosowaé bez zastrzezen. :
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f(s) jest transformata dowolnej funkcji okresowej o okresie T, przedzialami regu-
larnej (por. str. 131, tzn. Ze (t = 0): .

vy = = ——fy (s) estds = 2 res [W (s) F (s) e%t] . (84)
wszystkie ’
bieguny
Aby to wykazaé, oprzemy sie ma ud.owwodrnionej W Doda'tku wiasnos$ci, iZ mozna
tak dobra¢ cigg okregéw {Cp}: Is] = R, Rp—>oo, na ktérych transformata F(s)
dowolnej funkecjl okresowej przedziatami regularnej jest ograniczona, tzn.

|?(s) lcn< K;.

Poniewaz rstopievr’l lieznika funkcji przenoszenia Wis) jest niZzszy od stopnia mia-
nownika, wiec: W(s)—0 przy s—oo (ls|>R). Dobierajgc okregi C, tak, aby nie prze-
chodzily przez bieguny sy funkeji Wis) (zawsze jest to mozliwe) dostajemy:

]sW(s)IC < Ko,
a wiec:
lsu @, =[s WETE)|, <KK =K,

cc wystareza do stosowalnosei twierdzenia o rozkladzie i dowodzi stuszno$ci zalez-
nosci (84).

Rozpatrzymy teraz dwa przypadki wzajemnego polozenia biegunéw
macierzy funkeji przenoszenia W(s) i macierzy £(s).

Przypadek L. Zaden z biegunéus s, (v = 1, 2.., N) macierzy
funkcji przenoszenia W(s) nie pokrywa. si¢ z Zadnym z punktéw s okre-
Slonych zaleznosciq (76), w ktérych macierz £(s) moze mieé bzeguny Ozna-
cza to, ze dla wszystkich s, (» = 1, 2,... N) mamy:

1—e-srT£0. ‘ (85)
Wykazemy, ze w tym przypadku istnieje jedyne rozwigzanie okresowe
%(t) okreslone wzorem:

¥ (t)AZ 3 res | W(s) ———— £ est| = JSO W(s))c e (86).

] kzws=3k 1_,e—sT L= k] V& >

gdzie — por. (77) — :
c, = res f_(s) » 67)

S=Sk . . i
i przy tym (str. 132):
| | f(t)—— +Z°c bc eikwt v ' : . (88)
= . ‘
k= —o0

Dowéd mozna, oprzeé na tym, iz jak latwo stwierdzié wobe¢ wiasnosci macierzy
‘W(s) i macierzy wspélczynnikéw Fouriera cr szereg (86) jest zbiezny i mozna. go
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rézniczkowaé Wy.ré.z po wyraziel), Podstawiajge wiee (88) do réwnania (12) dosta-
jemy:
+ 00 :
M 0 1 0 sg t
Z(D)y, ) + GB= Z [?ZIng(sg)—I—!BW(sk)—i—Gs—gW(sk) cxe ¥+

k=—o0
k#0

1
Z 65 9 W (s ci + BW(0) o+ 6 W(0) et -+ GB.
k=—+x
k0
Z zalozenia punkt s = 0 nie jest biegunem macierzy Wi(s), przechodzac zatem w za-
leznosci (30) do granicy przy s—>0 dostajemy — uwzgledniajae (68):
1
BWO)=1—1im—GEBGW(E)=1—06GW (0).
s3>0 8 . .

Wobec zalezno$ci (68) oraz (30) przy s=s";c otrzymujemy wiec:

*S D ~+o° 1
z(D)yo(t)+®BEk=Z_’mcke’“ +@[B—‘k;_’m;gW(s}bck—w’(o)co].
E#0

Dobierajgc teraz macierz B {ak, aby:

Z WD e+ W O,
kk#O
dostajemy wobec (88):
Zz D)y, () +OB=£ (1),

a w1qc Yolt) Jest istotnie rozwigzaniem réwnania (12).

Fakt, ze rozwigzanie (86) jest jedynym rozwigzaniem okrescwym, wynika stad,
ze ‘zgodnie z (23) kazde inne rozwigzanie y(t) roézni sie od rozwiazania (86) o ma-
cierz Y(t), ktérej transformata jest ckre§lona wzorem (66). Poniewaz jednak z zalo-
zenia zaden z biegunéw macierzy Wi(s) nie lezy ma osi urojonejoraz wobec zaleznoéei
(70), macierz Y(t) przy zadnym doborze A" i B’ nie jest ani stala, ani okresowa
(z wyjatkiem przypadku ¥Y(t) = 0), a wigc yg(t) jest istotnie jedynym rozwigzaniem
okresowym

Rozwigzanie (86) ma prostg budowe. Jesli wrécimy do zaleznosei (65)
i pominiemy w niej skladniki zalezne od warunkéw poczgtkowych (np.
przyjmiemy: A=B=0), to zgodnie z (83) dostaniemy:

y(t):%ﬁij(s)T(s)e“d:s: Z res[W(s)f(s)esf]. (89)

wszystkie
bieguny

L1 Szcze«goly tego rozumowania o;partego na teoril szeregéw Fouriera (por [24])
zostaly tu pominiete.

Fo I
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' 'Zbiér punktéw moggcych by¢ biegunami macierzy W(s)E(s) jest przy
dowolnej transformacie f(s) sumg dwoch rozlgcznych zbiorow: zbio-
ru biegunéw s, macierzy przenoszenia W(s) i zbioru biegunow s; macie-
IZy.- f(s). Wynika stad, ze rozwigzanie okresowe (86) otrzymuJe sie jako
sume (nieskoficzong) residudw iloczynu W(s) f(s) e tylko w biegu-
nach s? macierzy £(s) (por. [26], [8]).

_.Zalezno$t¢ (86) okresla rozwigzanie okresowe yo(t) w postaci szeregu
trygonometrycznego, ktéry mozna by otrzymaé¢ réwniez np. metodg har-
monicznych (por. [26], [23]). W nastepnym paragrafie podamy juz zalez-
nosc dla yo(t) w postaci zamknigte]j.

. ‘P rzypadek 2. Istmegq takie bieguny s» (v = 1, 2,... N, < N) ma-
cierzy funkcji przenoszenia W(s), dla ktérych:

PR
[ETERA

1—e %7=0, (90)

tzn., ktére pokrywajq sie z odpowiednimi punktami sy, w ktérych ma-
cierz f(s) moze mie¢ bieguny.

W tym przypadku, w przeciwienstwie do przypadku poprzedniego,
rozwigzanie okresowe moze istnie¢ lub nie istnie¢ w zalezno §ci od
macierzy 1(s).

~Jedli punkt s, jest biegunem m, -krotnym macierzy przenoszenia
W(s)1), to w zaleznosci od f(s) moze on byé biegunem macierzy W(s) £(s)
rzedu co najwyzej m, -+:1. Wyrdzniamy teraz dwie mozliwosei.

"Przypadek 2a Macierz f(s) jest taka, ze co majmniej jeden
z punktow s, (v = 1,2... N,) jest biegunem macierzy W(s) (s) rzedu wyz-
szego niz w przypactku macierzy W(s). Woéwczas punkt s» o Wspommane]
wlasnosci jest 1stotn1e blegunem macierzy £(s)2); tzn. przy s,=S§",
mamy:

c,, = Tes f(s)__—;—t (s°)750 ’ (91)

=k

. Wtym przypad-kvuv. rqzwfiqzanie okresowe nie istnieje.

Wynika to stad, ze jesli punkt s, 70 jest biegunem rzedu *m,, macierzy Ws), to

jest on réwniez biegunem rzedu m, ma:cienzy—l— Wi(s) oraz biegunem rtzedu
s
, + 1macierzy W(s) f(s). W wyrazeniu (89) wystapi wiec sktadnik typu: t7gst

1} Rozumiemy fp-rz-e%-to«,‘ie' co najmniej jeden element tej macierzy ma przy
s=s,biegun rzedu m, , Za.den natomiast z elementéw nie ma przy s=s, bieguna
Tze;du Wyzszego.

w 2) Wiasnoéé ta jest konieczna w przypadku 2a, jak zobaczymy jednak na
przykladzie, nie jest ona wystarczajgea do tego, aby przypa}dek ten zachodzil.
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ktérego mnie bedzie w wyrazach pochodzacych iod macierzy:  Wis) YA lub:

lW(s)GBI). Skiadnik ten wystapl wobec tego zawsze w rozwiazaniu ¥(t), ktére zatem
s L
przy zadnych warunkach poczatkowych A i B nie jest okresowe.

Amalogicznie jest w przypadku s, =0. Wprawdzie teraz punkt ten jest biegunem
rzedu m, + 1 macierzy iWi(s):, jednakze nie jest on bie@uhem eredru m, +1 macié;
s

TZy 1 W(s) G B?); wobec czego, podobnie jak poprzednio, w wyrazach p'o«chodzacych
s

od macierzy: Wis) ¥ A oraz = W(s) ® B nie wystapl skladnik typu t -
s

Przypadek 2b. Macierz f(s) jest taka, e zaden. z punktow
8, (v = 1, 2,... No) nie jest biegunem macierzy W(s) f(s) rzedu wyzszego niz
w p'rzypadku macierzy W(s). Przypadek ten zachodzi np. woéwczas, gdy
zaden z punktéw S, (» =1,2..N,) nie Jest blegunem macierzy W(s),
tJ gdy

_ 1 - LN
€, = res £(s) =7 fr(st) =0, (92)

_ . S=s,
gdzie s, = s, — przy wszystkich k, odpowiadajgeych liczborn

S (» = 1, 2.. N,)3).
W tym przypadku rozwiqzan okresowych jest nieskoriczenie wzele

Przypadkiem {ym blizej zajmowaé sie nie bedziemy. Dowdd podaneij Wlasnosm
(szkicujemy tu tylko samg jego zasade) mozna oprze¢ na nastepujgcym rozumowar
niu. Jedli wszystkie punkty s, (* = L2..No) sg biegunami pojedynczymi magcierzy
Wi(s), to zaleznos$é (86) & w tym przypadku okresla rozwigzanie okresowe. Nie Jest'
ono jedyne, Mozna bowiem tak dobraé warunki poczatkowe A i B, aby w Wyraze-

) Moga tu wystapié tylko skiadniki typu t2 e przy A<m,— 1.
2) Wystarczy wykazaé, ze

s=>0

m,+1 1 m,
lim s —W(E)6G =1lims W) 6 = 0. (a)
S s>0 -

Poniewaz punkt s=0 jest z zaloZenia biegunem m,~-krotnym macierzy W(s), wobec
tego istnieje granica:

m,

. v
lims W(s)z£0;
550
mnozac wigc rownosé (30) stronami przez s dostajemy: <

my, + 1

sva(s)(QIsz—l—EBs—!—(ﬁ):s -1,

a stad po ‘przejéciu do granicy przy s—0 otrzymujemy od razu zaleznoéé ().
%) Wilasnos¢ ta jest wystarczajaca -do tego, aby zachodzil przypadek 2b, jak zo-
baczymy jednak na przykladzie, nie jest ona w tym przypadku konieczna.
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1
niu (89) wyrazy pochodzace od macierzy: W(s) A oraz — Wi(s)6B redukowaly sie
s
tylko do skladnikéw odpowiadajacych biegunom s, (» = 1,2..No), a wigc okreso-
wych lub stalych. Skladniki te beda zaleine zawsze od pewnej liczby stalych do-
wolnych i po dodaniu do yo(t) okre§lonego wzorem (86) stanowia calg rodzine roz-

“wigzan okresowych.

Podobnie mozna. postepowaé w przypadku, gdy bieguny s, (» = 1,2..No) sg wie-
lokrotne z tym, ze woéwczas rozwigzanie (86) nie jest juz okresowe.

Zauwazamy, ze warunek (92) ma prostg interpretacje fizyczng. Ozna-
cza on, ze w rozwinieciu w szereg Fouriera macierzy £(t) [por. (18)] nie
wystepujg harmoniczne rzedéw k.

Przyktady. ‘

1. Rozpatrzmy uklad réwnan:

ZD)yyt)=1@®,

gdzie:
Y (t) 1 (t)
yO= @H n@\

Qoraz:
Z(D)=AD +%=HD31’;‘

przy warunku poczatkowym:

Y@—A“Mz

Transformata rozwigzania ma postac:
yE)=W(E)E@E) +WE)AA,

przy czym macierz funkeji przenoszenia jest rowna:

o3
W)= sl s—:21
-+ =

Macierz ta posiada jedyny biegun (podwoéjny) s = 0, zachodzi wiec przy-
padek 2. '
Jesli przyjmiemy:
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a wiec: _
' 0
_ 2
f (S) = "“"—w ’
s (s*+ w?
wowczas dostajemy:
@ A At4
Wi s3(s® + w?) ) s s2
(S) (8)= (s + 1) ? H W(S)MA: ﬁ_’ A LA, .
s3(s? - w?) s g s?

Macierz W(s) f(s) ma zatem przy s = 0 biegun rzedu trzeciego, a wiec
0 wyzszej krotno$ci niz biegun macierzy W(s). Rozwigzanie ogélne ma
postaé:
12 1
——+—1 —coswt)+ A, — (4, -} 4yt
2 w? '
y ()= 12 1 1
—+t——(1—coswt)——sinwt + 4,— (A, + A,)t
2 w? o ]
i przy zadnym doborze stalych A; i As macierz y(t) nie jest okresowa.
Rozwigzanie okresowe zatem, zgodnie z przypadkiem 2a, nie istnieje.
Jegli natomiast przyjmiemy: vl

2

: w
1 —coswty _ —_—
£(t)= T = (s +0d)|
0 0
woéwczas dostajemy:
v
- s3(s? 2
W(s)f(s) = ( _Iiw)
T

Macierz W(s) ?(s) ma teraz przy s = 0 biegun podwodjny, tj. tego samego
rzedu, co macierz W(s)!). Rozwigzanie ogélne ma postaé: ‘

) Mimo, iz punkt s = 0 jest réwniez biegunem macierzy —f-—(s)l. Przyktad ten
$wiadczy o tym, Ze warunek {(91) nie jest wystarczajgcy dla przypadku 2a oraz ze
warunek (92) nie jest konieczny dla przypadku 2b.
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t —Lsinwt—]—Al—(Al—}-Az)t
® ‘ ,

y ()= 1 i
“_t_|_——sinwt+A2+(A1+A2)t
- w ’ . k )

Rozwigzanie to bedzie bkres-ower, jés’li przyjat: A2 = 1 — A;. Dosta-
jemy wiec, zgodnie z przypadkiem 2b, nieskonczenie wiele rozwigzan okre-
sowych o postaci: ' s "

— S sin@t + A, H
w
Yo (t) =

‘—sinwt—}— 1—A,
o
zaleznych od jednej stale] dowolne] Aq.

2. W podanym w rozdz. 5 (str. 28) przykladme przy: ;é wo oraz
() ;é ~% (v = 2,3...) mamy przypadek 1, przy: o = — ® przypadek 2b i przy:
v , v
® = wo przypadek 2a.

8. WYZNAICZANIE ROZWIAZANIA OKRESOWEGO

Zajmiemy sie teraz zadaniem podstawowym — wyznaczeniem rozwig-
zania okresowego yo(t) w postaci zamknietej. Zakladamy przy tym, ze
zachodzi przypadek 1 (rozdz. 7), tzn. zaden z biegunéw s, (v = 1, 2... N)
macierzy przenoszenia W(s) nie pokrywa sie z zadnym z punktéw s? okre-
$lonych zaleznogcig (76), w ktérych ogélnie biorge, macierz f(s) ma bie-
guny. Zachodzi wigc nieréwno$¢ (85) i, jak juz zaznaczyliSmy w rozdz. 7,
istnieje jedyne rozwigzanie okresowe yo(t), ktére mozna wyrazié¢ w postaci
szeregu (86). Naszym obecnym celem jest wiec wyznaczenie tego rozwig-
zania w postaci zamknietej.

Jesli przez y(t) oznaczymy rozwigzanie przy warunkach poczgtkowych
zerowyéh tj. przy: A = B = 0, to mozna je przedstawi¢ w postaci (89).

Poréwnujac (89) z zaleznoscig (86) oraz uwzgledniajac, jakie: punkty
moga by¢ biegunami macierzy W(s) f(s) (rozdz. 7), mozemy napisac rozw1q—

- zanie okresowe (86) w postaci (t = 0):

Y, ()= Z res [W(s)£(s) e“]— 2 res [W (s) £(s) e**] +

e i
N

——Zres[W(s)f(s)e”]— lf () ( ettds 4+
=1 5= sy ﬁj

— ZN: res [W(s)b L (S)Te“].
s=3 e

v=1 v
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Poniewaz w prze‘dziale- 0Tt T rozwiqzénie y(t) réwnania (12) przy
prawe] stronie £(t) jest identyczne z rozwigzaniem tego réwnania przy pra-
wej stronie réwnej: ‘

fT(t)={f‘”3; ;ith;} (93)
wobec tegodlaprzedziatu 0Kt << T mamy:
Yo(t) = L f W(s)E, (s)etds — ‘ZN: res [W(s) fTi_) e‘”] - (99)
2nj ; S s=s, 1—e*"
Zakladajgc teraz, ze:
W(s) =1, 4+ Wy(s), (95)

przy czym macierz W§(s) spetnia warunek (44)1), otrzymﬁjremy (94) w po-
staci (0 << ¢t <K T):

N

1 3 st 1, (s) .
= f _ d R TN st
Vo) =rx,£(t) + 2M_I:fWo(s)fT(s)e $ w;sx;essv [Wo(s) L ] (96)
Oznaczajgc:
hy (t) = L7 [W, ()] = y res[W,(s) e”] o7
v=1""% ’

otrzymujemy (t = 0):

LW, O 6 = [ Wo@ T (6 e ds = b, (£, (). (98)

Wyrazenie to mozemy przy 0 << t << T przeksztalcié nastepujgco:

¢ t. N
hy() % f,(t)= [h(t —)f(r)d7= res[WO(s)eS(t—’)]]f(-c)d-c=

Nt : N ¢ 2
= res[Wy(s)e’* "N f()dr = [Wo *[etf(r)d ] (99)
2 LS T e = 3] res | W, (e [t r)

) Zakladamy wiee, ze zachodzi przypadek 2 dyskutowany w rozdz. 4. Wzér (95)
obejmuje jednak takze i przypadek 1 (rozdz. 4), gdyz woéwezas po prostu: rg = 0.
%) Poprawno$é czynionych tu przeksztalcen wynika stad, ze w wyrazZeniach typu:
k~1
k s{it—rz)
lim 2 Pyt [W(S)(S—Sv) e Timlax,
o 7% ds

jakie spotykamy przy dokonywaniu tych przeksztalcen, funkcja. w nawiasie kwa-
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Wistawiajgc (99) do (96) otrzymujemy poszukiwany wzér dla rozwigzania
okresowego yo(t) w przedziale: 0 <<t < T:

J?e‘sff (r)d~

. N ¢
t)=r,f(t) - res | W,(s)e| [ et f(z)dv —%— [ (100
YO() 0 () {—,,;:S=sv o(S) Of (mdz 1 _ o7 (100)
lub po prostych przeksztalceniach (0 <<t << T):
t+T
. W(s)et [ estf(r)dr
Vo) =rx,£(t) 4 D] res R ' (101)

»=1

Prosty przypadek szczegdlny wzoru (100) lub (101) dostaniemy, jesli za-
tozymy, ze wszystkie bieguny s, macierzy W(s) sa pojedyncze. Wowczas

! - Ofe‘”f(r)dr )
siesi LWo(s) es of e “i(r)de o J}:

T

: fe vzf(r)dr
- . svt = Sy7T _()
= res W, (s) - e ofe. f(z)dx n

-8, T
st'l’ _e v

Oznaczajgc wiec:

d, =res Wy (s) =1limW,(s)(s —s,) - (102)

s=81)

dostajemy dla przypadku biegunéw pojedynczych przy 0 <<t << T

T
fe—sﬂ f(-z;) dv

N t ’
. S,”t = 5,7 __0
y0<t)—rof<t)+£dve Jeimar—te—— (103
lub (0 <<t << T):
tt+T
ydoe” [ eV i) de
t
Bl =% 00 + 3 —— : (104)

v=1

dratowym po skréceniu czynnika (s— s»)* z takim samym czynnikiem w mianow-
niku W(s) jest funkcjg meromorficzng wzgledem s w punkcie s = s, i przedzialami
ciagly wagledem t w przedziale [0, ], wobec czego mozna zmieni¢ kolejnosé calko-
wania i brania granicy oraz calkowania i rézniczkowania.

3 Rozprawy Elektrotechniczne
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Podane wzory stanowig rozwigzanie ogdélne postawionego zagadnienia
przy przyjetych zalozeniach.

9. PRZYPADEK SIECI TRAKTOWANEJ JAKO CZWORNIK

Dotychezas traktowalismy uktad réwnan (12) i sie¢ elektryczng opisy-
wang nim jako catoéé. W sieci dziatata dowolna liczba zrédet energii i roz-
wigzaniem byla macierz kolumnowa y(t) o r sktadowych (elementach). Cze-
sto w praktyce zagadnienie nie jest stawiane tak ogélnie. Jesli ograniczy-
my sie do rozpatrzenia dzialania tylko jednego zrédla oraz interesuje nas
nie cale rozwigzanie sieci w postaci macierzy, np. pradéw, lecz tylko jed-
na jego sktadowa, np. prad w okreslonej galezi, zagadnienie znacznie sie
upraszcza, gdyz caly sie¢ mozna traktowaé jako czwérnik liniowy bierny?).
Zajmiemy sie teraz po krotce takim wiasnie przypadkiem szczegblnym.

Zaldzmy, iz macierze f(t) i f(s) maja postaé:

F(t) (9
0 0
fFt)=j------ S 1) =1 R s (105)
.. .0 ...... 0. ..

gdzie f(t) jest funkcjg okresowg o okresie T 1 przedziatami regularng, oraz
rozwazmy rozwigzanie y(t) réwnania (12) przy warunkach: A = B = 0.
Zgodnie z (31) transformata tego rozwigzania jest rowna:

Yo (s) : Wi (s)
_ Y@ (s) _ Wi (s) | _ _
y(s) =+ =W()EE) =] f(s)=P(s)f(s), (106)
50 (&) Wi, ()
gdzie:
P, (s) :
P, (s) P, (s) = Wyn(s)
P (s) — ] v ;
P.(s) m=12,..7

1y Wigkszoé¢ prac dotyczgeych rozwigzan o»krre's‘-dwy‘ch (np. [8], [10], [26] i in)) od-
nosi sie wiaénie do tego przypadku.
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Jesli przyjmiemy, ze chodzi nam o wyznaczenie tylko jednej dowol-
nie wybranej skladowej rozwigzania y(t), np. y‘”" @), 1 pozostale skladowe
nas nie interesuja, dostamemy '

Y (s) = P, (s) F (s)

lub po opuszczeniu zbednego juz indeksu:

g_ (s) = P(s)f(s). ' (107)

Do przypadku tego mozna zastosowaé natychmiaét Wyhiki- boprzednich

naszych rozwazah. Jesli np. wszystkie bieguny s, (» = 1,2..N) macierzy
P(s) spetniajg warunek

1 — o= T £0, ' (108)
to w rozwazanym ukladzie istnieje jedyne rozwigzanie okresowe yo(t). Jego
m-ta sktadowa yo™ (t), tj. wlasciwe rozwigzanie, o ktére nam chodzi, mo-

zemy zatem wyrazi¢ zgodnie ze wzorem (100) przy: 0 << t << T w postaci
(opuszczamy zbedny indeks):

T

» , Je i (mdry
Yo (t) = 0o f (1) + Z !P (s)ev| (e " f(z) dv — OTe“T }
(109)
lub w postael (0 <Kt << T):
. taT S
vy Py)et [ ef(m)dr
Yo () =0 (1) + 3 res = ’ (110)
p=1""" -
gdzie:
P (s) == 0, + P, (5) (111
i przy tym:
lim P, (s) = 0 12

Kilka stow wyjasnienia wymaga jeszcze sprawa okresowosci rozwigza-
nia y4(t) okreslonego wzorem (109) lub (110). Spelnienie warunku (108)
gwarantuje istnienie rozwigzania okresowego yo(t), jednakze nie wszyst-
kie jego skladowe muszg byé¢ funkcjami okresowymi (por. okreslenie roz-
wigzania okresowego podane na str. 141). Rozwigzanie (109) moze wiec by¢é

3*
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T
przy spelnieniu warunku (108) albo okresowe (o okresie T' lub 7 gdzie k —

liczba naturalna), albo stale, a wiec jest okresowe w sensie rozszerzonym.
Zajmiemy sie teraz sprawa warunkoéw dodatkowych, przy ktérych roz-
wigzanie (109) jest istotnie okresowe. Zauwazymy przede wszystkim, Ze
gdy oo == 0, to funkcja yo(t) jest istotnie okresowa. Pozostaje wiec rozpa-
trzyé blizej przypadek go = 0.
Jesli funkeje f(t) rozwiniemy w szereg Fouriera o postaci (16), to zgod-
nie ze wzorem (86) rozwigzanie yo(t) mozna przedstawié jako:
S sl%t
Yt = D P(Dce™ ,
k= —o0
gdzie s? sg punktami okreSlonymi wzorem (76). Rozwigzanie to jest stale
wtedy i tylko wtedy, gdy
S ¢ »
Z P(s))c.,e ® =const,
k=—
tzn. gdy dla wszystkich s§ == 0 jest:
P(s))c, = 0. (113)
Jesli przez s’ oznaczymy wszystkie te punkty sj £ 0, przy ktérych
¢k == 0 tzn. te sposréd wszystkich punktéw sy == 0, ktdre sg istotnie bie-
gunami transformaty f(s), to warunek (113) jest réwnowazny warunkowi,
aby:
P(s;) =0 : (114)

dla wszystkich punktéw s;.

Warunek (114) oznacza, ze funkcja przenoszenia P(s) ma zera wszedzie
tam, gdzie transformata f(s) ma bieguny. Poniewaz zbiér biegundéw 7(s)
okre§la widmo harmonicznych funkeji f(t), wobec tego warunek (114) mo-
ze byt spelniony tylko wtedy, gdy funkcja f(t) ma skonczong liczbg har-
"monicznych. '

Wykazaliémy zatem, Ze rozwigzanie yo(t) okre§lone wzorem (109) jest
state wtedy i tylko wtedy, gdy stopier licznika funkcji przenoszenia P(s)
jest nizszy od stopnia jej mianownika (tzn. o, = 0) oraz jedniocze$nie gdy
funkcja przenoszenia P(s) ma zera we wszystkich réinych od zera biegu-
nach transformaty i(s). .

W kazdym innym przypadku rozwigzanie y,(t) jest okresowe.

Przykitad

Rozpatrzmy obwéd przedstawiony na rys. 4. Wybierajgc jako wielkos¢
niewiadomg napiecie u(t) na opornosci R dostaniemy przy warunkach po-
czatkowych zerowych:
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u(s) = P(s)e(s),

gdzie:

P(s) = gy T8
s+as~—|—als+a
e(s)=Lle ()]

oraz:
2 L
iy gty g =fEley R
LC L,LC L,LC L,

Ry-s. 4, Czwornik RLC zasilany napieciowo

Wszystkie pierwiastki mianownika funkcji P(s) lezg w levgrej; péliplasz-
czyinie,
Przyjmijmy:
o

S‘—{—co2

e(t)y=Esinwt;  e(s)=E

Wowezas:

us)=k i :
(S o) (S apsta s+ a)

gdzie: k=Easw.
Rozwigzanie okresowe u,(t) w sensie rozszerzonym oczyw1sc1e istnieje
(i jest ono rozwigzaniem ustalonym).
Przy: w-£wo jest ono istotnie rozwigzaniem okresowym i wynosi:
k(8?4 wd)est ]
(s+iw)(+as*+a;54a)]s=i0
a przy o = wo jest ono stale i r6wne:
S U, () =0.
W przypadku tym mamy oczyw1sc1e do czynienia z dzialaniem filirujg-
cym obwodu réwnoleglego LC. :

uo(t)=2Re[
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DODATEK. OSZACOWANIE TRANSFORMATY FUNKCJI OKRESOWEJ
NA CIAGU OKREGOW

Udowodnimy - teraz mnastepujgce twierdzenie, na ktére powolywalisémy sig
w tekscie, , '

Mozna tak dobraé¢ ciag okregéw {Cn} :|s|= Rn, Rn—» 0o, aby transformata
. Fr (S) . +€° Ck

= _— D1
1—e ¥ = 0§ — Sk a )

f(s) =

dowolnej funkcji okresowej o ckresie T przedmalaml regularnej byla. na tych okre-
gach ograniczona, tj. :

l?(s) . <K. (D2)
n
Wezmy cigg okregéw {Cr},|s| = Ry, gdzie:

- 1) 2m _
Rn—-<n+2) T (n—}— )
n = 1, 2,... W kole: |Is|l <R, znajduje sie zatem (rys. 5y 2n + 1 biegunéw %
— wzbr (78) — o indeksach: k=—n,...,0,.., 1.
Zgodnie z (D1) mamy:
+ oov Cx
2 ek

k=—oc0 S Sk

< Z ICkI

=—co|s—skl

IT(S)Icn =

-k S 1ﬂ+ il

Sk

Rnp =1 [S—S—kf

bowiem: ¢_; = ¢; a wiec |c_i|=ck R

Res

Rys. 5. PoloZzenie okregu C, wzgle:dém biegunéw transformaty funkcji okresowej

Stuszne sa nastepujgce oszacowania wynikajace =z polozenia punktéw S,‘:
wzgledem okregu C, (por. rys. 5):

1
5= b1, =1 (w4 7)o = s

+1 k
n+——kjw
2

1 1
ls—sﬁk10n>l—j(n+;)w+jkw = |nt 5 Tk
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czyli:

1 2
[ Zgtoa] < T
A

a zatem takze:

= 7 ]CO| 2 &
e < =N
C'n/ . Ra @ ‘_=Il n—l———k}

Wispotczynnikd -slirebexg}l Four.‘ie:réj h_mkc»ji okresowe]j zpmzedziaiami ' reg-ﬁiérnej
speiniajg nier6wnosc:1)

klex| <M
przy dowolnym k, mamy wiec:
_ e | 2M G 1
IT(S)Jcn< RO +TZ—_1—_=
" . 7 k=1 kﬂ+_—k|
2
_ lel ) 1 2M  { 1.
= R, + > 1 + ° - 1
k=1 k(n—!—?—k) k=n+1 k(k—n——;)

Rozpatrzmy poszczegdlne skladniki tej zaleZnodci. Poniewaz przy 1 < k<n
wobec nieréwnoéci (n—k) (k—1/s) == 0 mamy takie:

1 n 1 2
k(n—l—‘——k))—; ——1——<—‘,
2 2 . = n
k(n-l— k)
2
a wiec:
i 1 2 '
<n:—=2 a (D4)
n

2T\
k=1 k(n ——k
ey o
przy d-owolﬁym n.

Druga suma wystepujaca po prawej stronie wzoru (D3) po zamianie indekséw
sumowania k = n + » przybiera postac:

b 1 o 1 o 1

v = Z — 1 = 2 T .
k=n+1kk——n-——; v=1 (p ) ey v=1v2+nv—;('n+ﬂ
Poniewaz przy n==1 oraz ¥=>1 mamy:

1 1 1 1 1 1
nv—;(n—!—V) =(n—;)v—;n>n—g—;n=;(n—1)}0

1y Oszacowanbe to wynika z prostego uogélnienia znanego =z teorif szeregéw
Fouriera twierdzenia o rzedzie malosci wsp6tezynnikéw Fouriera funkeji réznicz-
kowalnej — por. np. [24], str. 133.
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a wiec:

1
: 1 <T2.
¥ —f—nv———z—('n—i-—v)

Ofrzymujemy zatem:

= 1 - 1

S 1 °
PN = > 1 < ) e (D5)
k="+1k(k——'n~;) v=1v2+nv——?(_n+v) v=1

Uwzgledniajae oszacowania (D4) i (D35) dostajemy z nierédwnosci (D3):

— < 16l 4M+2M_w_2
[F@lo, <@t t g | (6)
Poniewaz przy n — o fakze R, — 0, mamy wiec:
|COI -0,
Ry

wobec czego z mieréwnosci (D6) wynika wiprost, iz transformata ?(s) jest na ciggu
okregéw {Cp} ograniczona, a wiec nieréwnosé (D32).

Instytut Podstaﬁ)owych Probleméw Techniki PAN

10.

11.
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E. OCEBCKU

JIMHEVHBIE BSJAIEKTPUYECKUE CXEMBI C NEPUOIUYECKUM
BO3BYZKJIEHUEM

Peswome

B paGoTre 00CYyRAAIOTCH CUCTEMATHUECKMM o00pa3oM BOIPOCHI CYIECTBOBAHWUS,

a TaKXe OIpefeleHe B 3aMKHYTOM BMAE HEPUOAMUECKUX PEINEHMI cucTeMbl mud-
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PepeHIMaAILHO-MIPeTPANbHEIX YPaBHeHMI B Bume (6) mum (12), mpm uéM mpaBwie
CTOPOHBEI STMX YDaBHEHMI ABJIAIOTCA NEPMOIAMUECKMMM (YHKLMAMY, DeryJIIpHBIMK
B ‘uHTepBaiax. B - ocobGenmocTy, ypaBHeHmsaMmM (6) wmam (12) ommcwiBaerca mobaa
JIMHENMHAS 9JeKTPUYecKas IIels [IOCTPOSHA M3 COCPENOTOUYEHHBIX SJIEMEHTOB
RLCM, Bo30yxpaemasd mnepuopvueckyu. OOijee oIepaTopHOe peLueHue Ma'rpmﬁ—
Horo ypaBHeHua (12) ompepensercsa 3aBucumocThio (31), rme W(s) obGozHauaer Ma-
TPUILY MEpexXonHbIX (DYHKIMIT onpegenseMmyo dopmyaoir (27), A u B ABIAIOTCA Ma-
TPUIIAMYM COOTBETCTBEHHBLIX HAYaNbHLIX 3HaueHuit. IIpy BLINOJHEHMM OGPaTHOTO
peobpazoBaHMa pasaMyaloTes IBa cayuasa: 1) mpm yexosun lal=detWA %~ 0 mo-
nygaerca pemenme y(tf) B Bume (40), a Taxxke 2) mpu yeaoepmu lal=detUA =0
U [06aBOYHBLIX HOpexrIochinkax(43) um (44) moaywaerca y(t) B Buzme (53).

B ragage 5 mpuBeeHBI OIIpefeNeHNs INEPMOAMHMECKOro perreHusa yo(t) M ero gacr-
HOTO cJy4asa — cTrauuMoHapHoro penreHmsa [dhopmyas: (61), (62)], KoxazaHa OTHO-
BUCHUMOCTHM OT B3aVMHOIO PACHOJOXKEHMS IOJIOCOB Sy MATPUIBI IIEPEXONHOM (hyHK-
TOYHBbIE YCJIOBMS €ro CYIIECTBOBAHMA.

B rsnase 7 mpuBENEeHBI YCJOBUS CYILIECTBOBAHMSA MNEPMONMYECKOr0 PElISHMS B 3a~
BUCUMOCTY OT B3aMMHOIO PACITOJIOIKEHMA IIOJIOCOB Sy MAaTPUIB] IEPEXOAHBIX (PYHK-

U,'r/u?f_ W(s) ¥ TIOJIHOCOB sg MaTPIMBI ?(s). OTHK YyCNOBUA BbLIPAXKEHBI B BUAE CICHYIO-
HIUX TeopeMm:

1) Ecay HMKaKOIl M3 IIOMIOCOB Sy MaTpuilkl W(s) He IMOKpPBIBaeTCd C Kaxoi-inmGo
U3 TOUEK sg OIIPEAENEHHBIX 3aBMCHMOCTBIO (76), TO eCcTb IPOVCXOAUT HEPABEHCTBO
(85), To mpPM maHHOM MaTpuile I(s) CYIIECTBYET BCErfa €AMHCTBEHHOE IIepuoimue-
CcCKoe penieHue yo(t), KOTOpoEe MOIKHO NPENCTAaBUTL B BUAE (86).

2) Ecamu cymiecTByeT TI0 Kpaigell Mepe OAMH TakKoil MoNIC S, Marpuubl W(s),
AN KOTOPOro mpomMcxoamT HepaBeHCTBO (90), TO mepuoimuecKoe penieHue MOIKeT
CYIIJECTBORATDL, WUJM K€ HE CYIIECTBOBATL, B 3aBMCMMOCTM OT MaTpMubsl I(s).

B u©acTHOCTM HOKa3aHO B JalJibHEHIeM:

2a) Ecayu matpuna £(s) ABIseTca TakoM, YWTO II0 KpaliHel Mepe OjHa U3 TOYEK Sy
€CTE TIOMTF0cOoM MaTpuubl W(s)-£(s) BBICLIErO HOPHAZKa, YeM B ciydae maTpuubl W(s).
TO NIEPMOAMUECKOE PeIleHue He CYILIeCTBYET,

26) Ecan marpunia f(s) seasgercs Takoi, 4TO HMKARKasg M3 TOUEK S, HE ecTb IIo-
JI0cOM MaTpuibi W(s)«f(s) BBICIIEr0O MOpsAAKa, YeM B ciaydae MaTpuisl W(s), To me-
PUOAMYIECKNX PellueHMit 0eCKOHEYHO MHOTO.

B rnaBe 8 Ha ocuoBaHuM dopmyns! PumanHa-Mennu#aa BeiBeneHa dopmyaa (100),
oIpeienAIonad NeproaydecKoe pelleHue yo(t) B 3aMKHYTOM BMAe B IIpeAenax
O<tCT.

B raaBe 9 MCIOJEL30Badbl IIOJYyYEHHLIE pPe3yJabTaThl [AJA PELIeHWA dYacTHOTro
cIy4das LenV B BUOE YETLIPEXITONIOCHMKER, a TAaKIKe NpUBEIEHB! ycaosuda (cTp. 160),
IPKM KOTOPBIX MHNEPMOAMYECKOEe pelIeHne BLIPOXKAAETCA, B ClAydYae HeThIPEXIIONIC-
HMKA, B IIOCTOAHHOE DeleHMe,

B IIpmioxXeHUy NIPUBEIEHO FOKa3aTeJbCTBO CIIEAYIOIIEe TeopeMbl:

MOKHO TaK IOKOOPATh HOCIENOBATEILHOCTL okpykHOcTel (Ch); |sl= Rp, Rp—>oo,
910661 TpaHcdopMmara Ja000M IEPMOSUYECKO (DYHKIMM, PeryisipHO)i B MHTepsBa-
jax, 6bLIa Ha 9TUX OKDPYXHOCTAX OIPAHMIEHHOM, TO €CThb 4YTOOb! OBLIO COGIIOREHO
HepareHcTBO (D2).
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J. OSIOWSKI

LINEAR ELECTRIC NETWORKS EXCITED PERIODICALLY
Summary

The present paper discusses in a systematic way the problems of existence
and determination in a closed form of periodic solutions for a set of integro-diffe-
rential eguations with the form (6) or «(12), the right-hand sides of these equations
being periodic functions regular in intervals. In particular by equations (6) or (12)
it is possible to describe any linear electric network made up of lumped RLCM
elements and excited periodically. The general operational solution of the matrix
equation (12) is determined by -the relation (31), where W(s) denofes the matrix
of the transfer function determined by formula (27), and A and B are matrices of
the corresponding initial values. In performing the inverse transformation, two
cases are distinguished: 1) under the condition lal = det¥ #+ 0 we cbiain the
solution yit) in the form of (40), and 2) under the condition lal = det A = 0 and
additional assumptions (48) and (44) we obtain the solution y(t) in the form of (53).

In Chapter 5, there is a definition of the periodic solution ye(t) and its parti-
cular case, i.e. the steady state solution (formulae 61 and 62); moreover, there is
a proof for the uniqueness of the steady state solution and determination of the
necessary and sufficient conditions of its existence.

Chapter 7 deals with the conditions of the existence of the periodic solution,
depending on the mutual position of the poles s,, the matrix of the transfer
function W{s) and the poles sx® of the matrix ?(s). These conditions are formulated
in the form of the following theorems: ’

1) If no one of the poles s» of the mabrix Wis) covers any of the points sg0
determined by the relation (76), i.e. there holds the inequality (85), then with a gi-
ven matrix f(s) there always exists only one periodic solution y¢(f) which may
be represented in the form of (86).

2) If there exists at least one such a pole s* of the matrix W(s), for which
there holds the equality (90), then the periodic solution may exist or mot depending
on the mafrix ?(s).

Other proofs are given too and in particular the following ones:

2a) If the matrix -f—-(s) is such that at least one of the points s, is a pole of
the matrix W(s) -f_u(s) of a higher order than in the case of the matrix W(s), then
there is no periodic solution.

2b) If the matrix f(s) is such that there are no points s, being a pole of the
"matrix W’(s)-f_(s) of a higher order than in the case of the matrix Wi(s), then there
in an infinite number of periodic solutions. ‘

In Chapter 8, on the basis of the Riemann-Mellin fermula, there is presented
formula (100) determining the periodic solution yo(t) in a closed form in the in-
terval 0 <{t << T. .

In Chapter 9, the obtained results are applied to a particular case of a network
irated as a four-pole, and conditions are given (p. 160) under which the periodic
solution reduces in the case of a four-pole to a Constont state solution.

In the Annex, there is the following theorem:

It is possible to choose the sequence of circles {C,,} : Isl = Rp, Rp — o0, sO
that the transform of an arbitrary periodic function regular in intervals be limited
to these circles, that is to make the inequality (D2) hold.






ROZPRAWY ELEKTROTECHNICZNE — TOM VI — ZESZYT 3 -— 1960

517:621.3

\

STANISEAW BELLERT

Rachunek operatorowy w przestrzeniach liniowych

Rekopis dostarczono 11.12.1959

- 'W pracy przedstawiona jest metoda stanowigca uogdlnienie klasycznych
metod rachunku operatorowego. Podstawy tej metody zostaly opublikowane
przez autora w roku 1957 w pracy [1], a artykul niniejszy stanowi rozszerze-
nie metody zaréwno pod wzgledem zalozen teoretycznych, jak i zastosowan

_ praktycznych. Celem pracy jest jednolite wujecie metod operatorowych do-
stosowanych do réznych typdw zagadnien, na przyklad do rozwigzywania roéw-
nan rézniczkowych i réznicowych o stalych wspélezynnikach, réwnan typu
Eulera, réwnan rézniczkowo-réznicowych, réwnan Bernoulli’ego i innych.
\Omawiana metoda oparta jest na podstawowych pojeciach analizy funkejo-
‘nalnej. Liczne przykiady zamieszczone w pracy majg na celu zapoznanie pra-
‘cownikéw technicznych ~ze sposobem praktycznego wykorzystania metody.

1. WSTEP

Rachunek operatorowy jest metodg matematyczng posiadajgcs szero-
kie pole zastosowan w technice, a w szczegénosci w elektrotechnice. War-
toéé rachunku operatorowego dla elektrotechniki wyptywa moze nie tyle
z faktu, ze upraszcza on rozwigzywanie rownan rézniczkowych, lecz ra-
czej stgd, ze umozliwia badanie szeregu zagadnien w ogole bez konieczno-
$ci postugiwania sie réwnaniami rézniczkowymi. Rachunek operatorowy
odgrywa szczeg6lng role przy badaniu stanéw nieustalonych w ukladach
elektrycznych. Jego znaczenie w tej dziedzinie wynika réwniez stad, ze
Lttumaczy” on skomplikowane relacje matematyczne opisujgce zjawiska
stanoéw nieustalonych na prosty i przejrzysty ,,jezyk algebry”. Zagadnie-
nia stanéw nieustalonych nie stanowig jednak wylgcznej domeny tego
rachunku. Metody operatorowe zyskujg prawo obywatelstwa w coraz
to nowych dziedzinach elektrotechniki teoretycznej: w zagadnieniach syn-
tezy, w zagadnieniach stabilnoéci ukladéw, w zagadmieniach proceséw
stochastycznych, a nawet w teorii uktadéw nieliniowych.

W okresie ostatnich lat pojawilo sie wiele, nieraz bardzo 1nteresu3q-
cych prac, omawiajgcych podstawy teoretyczne i zastosowania rachunku
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operatorowego. W obecnej chwili istnieje kilka odrebnych interpretacji
rachunku operatorowego, najbardziej jednak powszechng jest metoda
oparta na przeksztalceniach catkowych, a mianowicie na tzw. przeksztal-
ceniach Laplace’a.

Mimo ze rachunek operatorowy jest metodg stosowang juz od kilku-
dziesieciu lat w technice, stanowi on jeszcze dziedzine stosunkowo mato
zbadang. Jest wiec rzeczg mozliwg, ze kryje on w sobie mozliwosci no-
wych, dotagd niewykorzystanych zastosowan.

Dla uzyskania mozliwie najwiekszej ogdlnogci rachunku operatoro-
wego wazne jest, by w uzasadnieniu rachunku korzystaé¢ jedynie z istot-
nie niezbednych zatoien ograniczajgcych. Metody operatorowe oparte na
przeksztalceniach Laplace’a (I réwniez na innych, ogdélniejszych prze-
ksztatceniach catkowych) nie spelniajg tego postulatu, gdyz narzucajg

ograniczenia na klase funkeji fransformowanych, a ograniczenia te, jak
sie okazuje, nie sg niezbedne dla uzasadnienia rachunku.

Praca niniejsza jest prébg oparcia rachunku operatorowego na takzch
podstawach teoretycznych, ktére umozliwityby stosowanie go w jak naj-
szerszym zakresie.

W pracy — oprécz podstaw teoretycznych — rozwazono k1lka opera-
cji szczegdlnych. Za pomocg operacji tych mozna rozwigzywaé zagadnie-
nia praktyczne. Na szczegblng uwage zastuguja — zdaniem autora —
metcedy efektywnego rozwigzywania pewnych specjalnych roéwnan réz-
nicowych ¢ zmiennych wspoélczynnikach i réwnan réinicowo-réiniczko-
wych. W pracy podana jest rowniez proba stosowania rachunku opera-
torowego w zagadnieniach rdéwnan nieliniowych.

Podstawy omawianej w niniejszej pracy metody zostaly przez autora
opublikowane w roku 1957 w Biuletynie PAN [1]. Artykul niniejszy sta-
nowi rozszerzenie metody i jest przeznaczony przede wszystkim dla pra-
cownikéw technicznych. Z tego wzgledu autor podal liczne przyklady
praktycznych zastosowan omoéwionej metody.

Przedstawiona w pracy metoda uogélnionego rachunku operatorowego
moze sianowié podstawe do szerzej pojetych metod analizy i syniezy
ukladéw elektryeznych, zbudowanych z elementéw, ktére stanowia fi-
zyczng realizacje operatoréw ogélnych F(p).

2. PODSTAWY TEORETYCZNE
2.1. Algebra operatorow
2.1.1. Okreslenie operacji podstawowej
Zalézmy, ze w pewnej przestrzeni liniowej X na ciele liczb zespolo-
nych Z okreslona zostala operacja liniowa T spetniajgca nastepujgce wa-
runki:
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TX) CX, ' . (1)

Tlox,+fx]=aTx,+pTx,, (2)

- gdzie a i § sg liczbami zespolonymi, a xy i x» sg dwoma dowolnymi ele-

mentami przestrzeni X. Operacje takg nazywamy endomorfizmem.
Dzieki warunkowi (1) operacje T mozemy w przestrzeni X wykony-
waté wielokrotnie. Operacje n-krotng T”[x] okreslamy wzorem rekuren-
cyjnym C
Trlx]=T[T*[x]; n=12... 3)
Umawiamy sie przy tym konsekwentnie symbolem T° oznaczaé operator
tozsamogciowy posiadajacy wiasnosé nastepujacg
TO[x] =zx. 4)

Dzieki tej wlasnosci operator To bedziemy réwniez zapisywali jako
liczbe 1:

T0=1, (5)

Z okreslenia (3) wynika od razu przemiennoéé operatorow T™ i T" |, to
znaczy, ze mamy spelnione nastepujgce réwnanie

Tm[Trx]=Tr[Tmnx} =Trntrx, (6)

Zakladamy, ze zbiér wynikéw operacji potegowych x; = T'x stanowi

uktad elementéw liniowo niezaleinych, a wiec ze spelniony jest réwniez
nastepujgcy warunek:

D aTiz=0=aq=0=:a0=0 lub z=0, (7)

i=0

gdzie n jest dowolng liczbg naturalng,

2.1.2. Operatory wielomianowe

Rozwazmy obecnie zbiér P operatoréw wielomianowych

WTh=0+aT+..+a,T?; aeZ. (8)

Dla operatoréw wielomianowych okreSlamy réwnosé¢, sume i iloczyn

w sposOb analogiczny jak dla wielomianéw algebraicznych. Tak na przy-
ktad dwa operatory wielomianowe

Wi (T) =D oTé i W2 (T) =D BT

i
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nazywamy réwnymi i piszemy
Wi (T) = Wy(T),

wtedy i tylko wtedy gdy «; = 8;;i =0, 1, 2, ...

Operator wielomianowy (8), dla ktérego ap = a3 = .. = a, = 0 nazy-
wamy operatorem zerowym i zapisujemy go po prostu jako liczbe
ZEro,

Wynik operacji W(T)x okre§lone] za pomocg operatora wielomiano-
wego okreslimy wzorem

n

W(T)ax= D a,Tix. 9)
i=0
Mozna zauwazy¢, ze zachodzg nastepujace zwigzki stuszne dla dwoéch
dowolnych operatoréw wielomianowych Wy i W

W,z + Wz = (W, + Wy, } (10

W, (Wyz) = (W, W) z.

'Uzasadnimy obecnie nastepujace

Twierdzenie 1. Zbiér P operatordw wielomianowych tworzy pierscien
przemienny bez dzielnikéw zera.

Dowéd tego twierdzenia jest niemal natychmiastowy. Poniewaz bo-
wiem na zbiorze operatoréw wielomianowych okresliliémy dziatania ana-
logicznie jak dla wielomiandéw algebraicznych, wiec zbiér P ze wzgledu
na dodawanie tworzy grupe abelowsks. Ponadfo mnozenie operatorow
wielomianowych jest przemienne oraz réwniez lgczne i rozdzielne wzgle-
dem dodawania. Zbior P tworzy wiec pierscien przemienny. Pierscien ten
nie ma dzielnikéw zera ze wzgledu na warunek (7), mamy bowiem

Wax=0=W=0 lub x=0
oraz
W, Wy=0=W,=0 Iub W,=0. (11)

Z twierdzenia 1 wynika od razu nastepujgcy
Wniesek, Wyniki dwéch operacji Wix i Wax, gdzie x € X, x £ 0, sq
réwne wtedy i tylko wtedy, gdy

W, = W,.

Istotnie, jesli zatozymy
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to dzieki pierwszemu ze zwiqzkéw (10)
| (W, —Wyx=0; x#£0,
ale na mocy (11) réwnanie to jest spelnione wtedy i tylko wiedy, gdy

W1 = Wz_.

2.1.3. Operatory wymierne

Poniewaz piericien operatorow wielomianowych W(T) nie posiada
dzielnik6w zera, wiec mozna go w zwykly sposéb uzupeltni¢ do ciata ilora-
zowego wprowadzajgc operatory wymierne postaci

P(T) o+a,T+.eto,T"

; @0, (12)
QD) B+ AT+ o+ puTm
gdzie a; oraz §; sg liczbami zespolonymi.
Wynikiem operacji
p
) x (13)

okreslonej przez operator wymierny nazywaé bedziemy element y € X
spelniajgcy réwnanie ’

Pz =Qy|. (14)

Wykazemy, ze operacja (13) jest jednoznaczna, tzn. ze dla danych
dwoéch operatoréw wielomianowych P i @ i dla danego elementu x ¢ X
istnieje jeden i tylko jeden element y € X speiniajagcy réwnanie (14).

Istotnie, jesli zalozymy, Ze istniejg dwa elementy yi 1 yo spelnia-
jace (14)

P(x)=Q(y) I P(x)=Q(Y),
to dzieki addytywnosci i jednorodnosci operacji potegowych otrzymamy
Plxa—2)=Q (Y — Y)
i w konsekwencji
QY1 —¥)=0; Q0.

Ale na mocy twierdzenia 1 réwnanie powyzsze jest spelnione wtedy
i tylko wtedy, gdy
v Y—Y=0,

a wigc wowczas, gdy elementy y; i y2 sg identyczne.

4 Rozprawy Elektrotechniczne
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Warto podkresli¢, ze operacja (13) okre§lona-za-pomocg operatora wyx
miernego nie zawsze jest Wykonalna na rozwazanym zbiorze liniowym X,
Przypadek mewykonalnosm tej operacp. ma miejsce Wowczas gdy nie ]est
na zbiorze X rozwigzalne réwnanie operatorowe (14).- :
Jesli na przyklad X jjest zbiorem funlkcn catkowalnych |werd1u|g Lebesque okreslo-
nych na poélosi rzeczywistej [0, o0), to réwnanie

Tx(t)=1; t>0, x(f)e_X
przy okresleniu operacji Tx(f) przez wzér o
: 14
S " : T:c(t)——fx(r)d‘r

nie ]est rozwxazalne w zbilorze X, gdyz zadamy, by prawa strona réwnama byla row—
na ldlat =0, ato nie jest mozliwe, gdyz wynik operacji

.. . . t

[¢]

zawsze przedstawia funkcje, ktéra jest réwna zeru .dla.t = 0. Réwnanie to byloby
natomiast rozwigzalne w przypadku, gdy X Jjest zbiorem dystrybucji.

Mozna zauwazy¢, ze warunkiem wystarczajagcym (ale nie komeczn(ym)
istnienia operacji okreslonej przez operator wymierny (12) jest waru-
‘nek /30 7& 0.

Latwo stwierdzié, Zze przy zalozeniu istnienia odpowiednich wynikow
majg miejsce nastepujgce zwigzki:

P _ P P
”Q—[ax1+'ﬁx2]=aax1+ﬁ“6x2, (15)
i P, P, Q,+ P,Q,
_x_l.. ———————1 16
Q@ Qz Q- @, © ( )
i[&x] P P . ' (17)
Q1 Qz Q1 Qz )

p o
Zwigzki {e oznaczajg, ze operator wymierny 5 jest operatorem linio-

wym oraz ze operatory wymierne mozemy dodawaé i mnozy¢é w sposéb

formalny tak jak utamki algebraiczne. Dla operator6w wymiernych stusz-

ne sg wiec wszelkie prawa dziatan na utamkach, a miedzy innymi prawa

przemiennosci, tgcznoddi i rozdzielnoscil). Wyrazamy to moéwiac, ze ciato
Q

1) Jako Iwynnk ogperacn—— x mozemy réowniez -rozumieé pare |up0rzadkowana
(2, ac), dla ktOreJ Jak'o aksgomaty przyjmujemy wzory (15 . 17). W ten sposob

réwnanie (14) zawsze bedzie posiadalo jednoznaczne rozwigzanie ma zbiorze par

(ﬂ’ :c) Takie uogolmeme nie Jest Jednak komeczne dla rachunku operatorow
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operatoréw wymiernych- jest izomorficzne, z cialem funkcji ‘wymiernych.
Dzigki istnieniu powyzszego izomorfizmu operator wymierny. (12) ma Jed~
noznaczny rozklad na ulamk1 proste postaci :
_1_ (13)
. (T = 2)¥ . »

€0 ma podstawowe znaczenie w zastosowamach rachunku -operatoro-

wego. ' '
' Szczegélnie waznym operatorem wymiernym jest operatoer- Ope-
rator ten bedziemy oznaczali réwniez symbolem T~ piszac o ‘
1 . » - . .. . 3
E = T4, (19)

Z uwagi na powyzsze oznaczenie méiﬁsr—w

TiTH=T"iTi=1, - SN ’
Ogolme operatory Pi Q ktorych iloczyn jest réwny jednoéci (a wiec row-
n1ez i operatory T!, T™*), nazywamy operatoram1 odwrotnymi. Opera-

1
tor T bedziemy réwniez oznaczali literg p

. (20
P= (20)

2.1.4. - Operatory uwogdlnione

Rozwazmy z kolei operator wielomianowy ogélniejszy
W) =A4,+AT+..+AT", , (21)
gdzie Ao, Ai, .. A, s3 zadanymi endomorfizmami przemiennymi z endo-
morfizmem T. ' : o
Taki eporator 4;, ktéry sprowadza dowolny element y zbioru X do
elementu zerowego, bedziemy nazywali operatorem zerowym, plszqc
A; = 0. Je§l wiec

Ay=0 przy y;éO, to Ai=0- | (22)

Operator wielomianowy (21), dla ktérego 4; = A, = =4, =0,
bedziemy réwniez nazywali operatorem zerowym, plszqc W = (. '
Zatbzmy, ze wyniki operacji ;.= A; T x stanowia uktad elementow

liniowo mezaleznych w tym sens1e ze

i=90

ZAsz=o_A_o b 2=0; i=0, Ln > (28)

4%
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Przy okresleniu dzialan arytmetycznych na operatorach (21) tak jak
dla wielomianow algebraicznych, zbiér tych operatoréw bedzie oczywiscie
stanowil pierécien przemienny nie posiadajgcy — dzieki zatozeniu (23) —
dzielnikéw zera, PierScien ten mozna zatem uogolnié do ciala ilorazowego

P
w sposOb analogiczny jak poprzednio otrzymujgc operatory Wymiernea.
Dla operatoréw postaci (21) pozostaja oczywiécie w mocy wzory (15, ... 17),
dzieki czemu na uogdlnionych operatorach wymiernych réwniez mozemy
przeprowadza¢ dzialania algebraiczne w sposéb formalny tak jak na
ulamkach algebraicznych. W szczegblnosci moze mie¢ miejsce rozktad

P
operatora uogélnionego —Q—na utamki proste postaci

B
(1—ET)’
gdzie B i E — endomorfizmy, za$ k — liczba naturalna.
Operatory uogélnione mogg miedzy innymi by¢ stosowane w zagad-
nieniach rozwigzywania réwnan rézniczkowych postaci »
x™ (t) 4+ A, xe D (1) 4+ L+ Az (t) = a(t), (25)
gdzie Ai, ... 4, sg ciaglymi endomorfizmami, a funkcje x(t), a(t) sg ciagly-
mi funkcjami zmiennej rzeczywiste] t, o wartosciach z liniowej przestrzeni
topologicznej X. Réwnania takie byly np. rozwazane w pracy [6]-

(24)

22. Analiza operatordw

2.2.1. Operatory rzeczywiste

Zalozmy obecnie, ze X jest liniows przestrzenia topologiczng np.
typu L* Frécheta. Zbieznosé¢ ciagu x, w przestrzeni Frécheta okreslamy
za pomocg nastepujacych aksjomatéw:

1°.Dla niektérych ciggéw x, utworzonych z elementéw przestrzeni X przypo-
rzadkowany jest element xeX, ktéry nazywamy granicg ciggu x,, piszac

=1im-7,'n lub Xn—>X.
n

Ciggi posiadajgce granice nazywamy zbieznymi.
2°, Kazdy ciag x, posiada co najwyzej jedna igranice
3° Jedlixp, = xdlan =1, 2 .., to imx, = x
n

4°, Podcigg ciagu zbieznego do x jest tez zZbiezny do x, tzn. jeSli x = lim x,
n
oraz m; < m2< ., to réwniez x = lim Xm,
n
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5° Je$li kazdy podcigg xmn ciggu x, zawiera podcigg x,,,k zbiezny do «x,
to x = lim x,.
n
Oprécz powyzszych aksjomatéw przy mujemy réwniez naste'pujace warunki
cigglosei: :

Tn =Xy, Yn2YD Tt Un—2x+ vy, }

Xn —> X, Uy — A 2D 0y Xy A,

(26)

Przestrzen topologiczng X nazywamy metryzowalng, jesli istnieje mozliwosé
zdefiniowania w zbiorze X metryki ¢ (x, ¥) w taki sposéb, aby zbieznosé, okreslona
w przestrzeni X za pomocg powyzszych aksjomatéw, byla identyczna ze zbiezno-
Scig implikowang przez metryke. OczywiScie nie wszystkie przestrzenie topolo-
giczne -sg przestrzeniami metryzowalnymi.

Pojecie szeregu utworzonego z elementéw przestrzeni topologicznej okreslamy
analogicznie jak w analizie klasycznej. Sumg szeregu nazywamy granice ciggu sum
czeévciowych. Szereg nazywamy zbieZnym, je$li cigg jego sum cze$ciowych pos‘iadé
granice na zbiorze X.

Okreslmy obecnie w liniowe] przestrzeni tdpologiczne-j- X endomor-
fizm T, a wiec operacje spelniajgcg warunki (1) i (2) i zatézmy ponadio,
ze endomorfizm ten spelnia nastepujgce warunki dodatkowe:

ZaiTix:()an’—;a1=...=a,=0...=0 lub 3&:0, (28)
i=0

gdzie o; € Z oraz x € X,
a wiec warunek cigglosci 1 liniowej niezaleznosci.
Wezmy teraz pod uwage cigg operatoré6w wymiernych

Zam T
"( )= - (29)

Zﬂm T

P
Ciag — (T) bedziemy nazywali zbieznym do operatora wymiernego
n

P
} T) pi
——Q (T) piszac
P P
lim 2 (T)=—(T
im- (D)= (D)
Iub

P P
22 (T)~> (D),
Q()—>Q()

n
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P, _ .
”-(2) zmiennej zespolonej z jest

wtedy { tyikio wtedy, gdy ciag funkeyiny
P
niemals jednostajnie zbiezny do funkcji wymiernej ‘a () -

P P
— (z) => —(Z), :
. # . Q H

. Mozna zauwazy¢, ze tak okre§lona zbieinos¢ spelnia aksjomaty
1 ... B° zbieznosci w przestrzeni topologicznej oraz spelnla réwniez wa=
runkl c1qg10sm (26). : : :

(T) bedz1emv z kolei nazywah c1qg1em podsta-

no..

Clag operator-ow

P ' '
Wowym Jesh cw;g funkchny Q_ (z) Jest memal Jednostajme zb1ezny do

funkeji F(z) niekoniecznie wymiernej

) n
— (z)v =>F (2)..
o @
Wprowadz1my obecme nastepu]a}ce v
Okreslenie. Klase ciggéw podstawtowych opemtorow wymzemlych
u;": —* (T) wyznaczajocych jednoznaczme fumkcge; zmiennej zespolonej

Qn

P,
F(g) = lim % (2);7pray okresleniu réwnosci swmxy i iloczinu am»alog@czme

n—yoo n
jak dla funkcji F(z), nazywamy operatorem rzeczywzstym 0ZNACcZajgc- go .
symbolem F(T). Mamy zatem e . _ .
Bpyirty =P —sFe. 0 60
n P ‘: . Qn
. :Zbibr operatoréw rzeczywistych bedziemy oznaczali przez Ro.
Odejmowanie i dzielenie' ‘opératoréw rzeczywistych okreslamy jako
dzialania odwrotne wzgledem dodawania i mnozenia, a zbieznoé¢ ciggu
operatorow. F,(T) rozumiemy w- sensie zbieznosci ciggéw podstawowych
Fo(z). Z przygetych powyzej “zalozen Wymka natychmlast wniosek, ze
zbiér operatorow rzeczywistych Ro tworzy przestrzen zupelng izomorficz-
ng z pewnym podzbiorem funkeji zmiennej zespolonej. Przestrzen Ry
jest poza tym liniowg przestrzenig topologlcznq typu L* Frécheta.
Wynikiem operacji F(T)x:

y=F (T) x, (31)

: L . P
okreslonej za pomocq operatore rzeczywistego F(T) ~ 5"— (T) nazywaé

n
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bedziemy element y liniowej przestrzeni topologicznej X, spetmachy
réwnanie. . L

y=limy,=lm- 2z |;z, yyeX.  (32)

n

x—»FaceX

. przy zatozeniu, Ze

{;" ) n L en . Co

Oczyw1sc1e operaCJa (31) nie zawsze ]est wykonalna na zbiorze Xi
W zwigzku z powyzszym okreslimy warunki wystarczajgce istnienia tej
. operacji. :
" 'Dla- stormutowatiia powyzszych warunkow rozwazymy przypadek
szczegblny, gdy X jest przestrzenig lokalme wypukly z topologla okreslo-
nq za pomocal c1agu pseudonorm el -

tJ (funlkqona&ow nm-eugemn:ych spe&ma;acych rwarun:kl

() (o) |z =0, gdy x = 0 N
(i:) z warunku ||zl =0 dla k=1, 2,... wynika, Ze x = 0;
@) [z +yle<|zl+lyle; =, veX; '
(i) IIawHk—Ial Hxlik, 2sZ, xeX,

Przy metryce

k=1
przestrzen X Jest hmowa przestrzexma topolomczna

o e (x, y) Z-—mm(l I[x—yllk) ‘ » _' ) L o (33)

v Przestrzen taka Jest szczegolme wazina w praktycznych zastosowamach
emaw1ane3 metody.
‘Pseudonormg operatora T nazw1emy Wyrazeme

HTMkTs;[lp | T e - o (39)

Operator T bedziemy nazywah
1° — stabo ograniczonym, jesli

“lim VIt <M k=1, 2,.

gdzie M jest dowolng dodatmq liczbg rzec,zyw1sta, (skonczona),
92° — istotnie ograniczony, jesli |

11m1/uT"nk—o k=1, %... (36

Uzasadnimy ‘Sbecnié nastepujace” ' S
Tw1erdzeme 2 J ezelz endomorfzzm T jest opemtorem wtotme ogra-
1‘?‘2';.‘; o P . P* 'P*

niczonym oraz zstmege xo ‘e X taki, 26 — 2= xo, a lim
n n - ﬁ

(z) Jest
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junkcjg holomorfiezng w otoczeniu punktu z = 0, to operacja F(T)x okre-

§lona za pomocq operatora rzeczywistego F(T) ~ —= (T) jest wykonalna
n

na zbiorze X.
*

Dowdéd. Granicg ciggu y, = 61;— o jest suma szeregu potegowego od
n
operatora T. Mamy zas

[ oo
Z yiTi.’L’
i=o

0o

<X

13 i=10

5

i i=0

k=1,2,...; <,

X

-

v T x, A <M2

i=90 'ri

5

ik

gdzie r jest promieniem zbieinosci szeregu 2 v; #. Jedli wiec opera-
i=0
tor T spelnia warunek (36), to cigg y, posiada granice na zbiorze X, skgd

wynika stusznos$é tezy twierdzenia.
Mozna zauwazyé, ze teza twierdzenia 2 jest réwniez spelniona, J(—,‘Sll

lim VIt <n<r k=1, 2, 37)

a wiec rowniez dla mektorych operator6w stabo ograniczonych. W przy-
padku eperatoréw stabo ograniczonych zbieznosé ciagu W.(T) nie impli-
kuje jednak zbieznosci y, =W,(T)x, co zawsze ma miejsce dla operato-
réw istotnie ograniczonych i co jest warunkiem istnienia operacji okre-
$lonej za pomocg operatora rzeczywistego (30). (Warunek 32).

Istotnie ograniczonym jest np. operator Heaviside'a, dla ktérego X jest Zbiorem

funlkcn x(t) ciagtych (lub calkowalnych) w kazdym |przedz1a1e [0, to] polosi rzeczy-
wistej oraz

t L
Tx ()= [z () d~. (38)
0

Pseudonorme w tym przypadku okre§lamy wzorem )
flxle=sup jx@®)]; k=12, ... (39
1
(")
k
Istotna ograniczono$¢ operatora Heaviside’a T natychmiast wynika 2z calki
€Cauchy’go

Tlx(t)— 1)' f(t—z)i"lx(r) dz.

Zbieinot implikowana przez cigg pseudonorm (39) jest identyczna ze zbieznodciy
niemal jednostajng. Liniowa niezaleznoéé w sensie (28) dla operatoréw Heaviside’a
wynika z fwierdzenia Titchmarsha.

Ze wzoru (28) wynika, ze zbi6r operatoréw rzeczywistych nie ma dziel-
nikéw zera, tzn.
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Latwo réwniez stwierdzi¢ slusznosé zwigzkéw analogicznych do (10).

Dla okreslania operatoréw rzeczywistych bardzo przydatna jest meto-
da aproksymacji w sensie Padé.

2.2.2. Obliczanie wynikéw operacji metodq iteracyjna

Rozwazmy réwnanie operatorowe
y—ETy=1, (41)
gdzie E; i T sg swoma zadanymi endomorfizmami.
Zgodnie z okre§leniem operatora wymiernego, rownanie to okresla wy-
nik nastepujacej operacji
I :
=" (1. 42
v=1—57® (42)
Poniewaz réwnanie (41) nie zawsze ma rozwigzanie w dziedzinie funk-
cji elementarnych, dlatego dogodnym sposobem wyznaczania wyniku ope-
racji (42) jest stosowanie procesu iteracyjnego.
Wezmy mlanowmle dowolny element yo € X i znajgc operacje EiT,
z réwnania
Y — ElT Yo=1
cbliczmy element y;. Kontynuujac ten proces otrzymamy

Yo=ETy 41,

y3=E1T: y2+ 1’ (43)

..............

Wobec tego element y, mozna Wyraz1c przez element poczatkowy yo
nastqu]qco

Yo =EpT" y,+ Ep1Tr1 4 ... + ET+H1.
jejeli powyzszy proces iteracyjny jest zbiezny w sensie przyjetej dla
przestrzeni X topologii, to wéwcezas zakladajac dla prostoty yo = 1 otrzy-
mamy szereg potegowy od operatora E T zbiezny do y. W tym przypadku
stuszne jest wiec nastepujgce rozwiniecie operatora potegowego (42)

L E ' B T (44)
1—ET

i=0
Z rozwinigcia (44) wynika natychmiast zwigzek ogélniejszy
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ci=0 .

ktory otrzymujemy podnoszac obie strony wzoru (44) do potegi k. Przy-
blizong wartos¢ operacji okreslonej za pomocg operatora wymiernego (44)
mozna wiec wyznaczyé obliczajge -skonczong liczbe wyrazéw szeregu,

a mianowicie
n L. . .
1 2 1 k—i—i——l ,
(I—_E—q‘)k-x% i )EiTtx. (46)

i=0
- Postepowanie tfakie ]est réwnowazne obliczeniu skonczoneJ hczby
1tera031 Wzory (45) i (46) pozostaja oczywiscie stuszne dla przypadku,
gdy endomorfizm E; zastgpimy liczbg zespolong a.
" Rozwazajac w analogiczny sposéb jak poprzednio réwnanie ogdl-
niejsze
y—F(My=1

mozna zauwazy¢, ze w przypadku zbieznoéci odpow1edmego procesu
1teracy3nego 1stme]e rowmez nastepujqcy zw1qzek

L E (k ti- )Fi(T).  (469)
[1—F(D) ‘ '
=0 , _
2.2.3. Operacje w przestrzeniach operatoréw

.- . Poniewaz zbiér Ro operatoréw rzeczywistych tworzy przestrzen li-
niowsg, wiec na zbiorze tym mozemy okresli¢ endomorfizm T,

T, R) C Ry, (47)
T [aF, + BFy]=aT,F, + T, F,, T (48)
Fi,FoeRy; 0,8 € Z, ‘ N )

spelniajacy warunki ustalone ogolme w poprzednich rozdzialach pracy.
Jesli wiee na endomorfizm T; natozymy warunki zapewniajace istnie-
hie wymkow operacji F® (T1) [Ro], to mogliby$my skonstruowaé nowsg
przestrzen Ry operatoréw F® (Ty). Oczywiscie postegpowanie to mozemy
w tym przypadku- kontynuowaé daleJ dowolna, hczbe razy otrzymquc
nowe ‘przestrzenie Rs, R3 ..., R, ...

Na zbiorze Ry mozna okresli¢ operacje rozmczkowq odwzorowujacg
przestrzen Ry w siebie i spelniajgca warunki

D(F1F2)=F1D(F2)+F2D(F1):

| (50)
D(aFy+ pF)=aD(Fy) + gD (Fy)-. - SN
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: Przykladem operacji tego typu moze bycé operaCJa rozinicowa okreslo-
na na zbiorze ciggow F, operatorow Za pomocg wzoru

.,_o - S ) L

Okreslajac endomorflzm T1 wzorem |

TlF _2 ) 59
mozemy operatorowo rozw1a,zywac réwnania roéznicowe definiowane
w przestrzeni operatoréw,

Innym przykladem operacji rézniczkowej moze byé operacja réznicz-
kowania funkeji F (1) zmiennej rzeczywistej 1, o wartosciach z przestrze-
ni R,. Pochodng F'()) mozna przy tym okresli¢ przez izomorfizm z po-
chodng Fi(z,4) funkcji zmiennej zespolonej zaleznej od parametru rze-
czywistego . W ten sposéb na pochodna F'(1) przenosza sie wtasnosci
pochodnej - F; (2, 1), Mozna -zatem zdefiniowa¢ réwnanie .rézniczkowe
dla przestrzeni funkcji F(4), co umozliwia operatorowe  rozwigzywanie
réwnan roézniczkowych czgstkowych.

i PR
Przyklad. Réwnanie © ) & "
) | o ) U —eu=0, _ - (83)
z ‘warunkami|brzegowymi u(x, 0) = 0, w0, £} = fi¢) rozwigzujemy okreflajac en-
domorfizm T wzorem (38). ' '
Jeéli oznaczymy F(ly f = u, to réwnanie czgstkowe (53) przeksztalca sie w réw-
nalme zwyczajne w przestrze(m Ro (1) )
(pF'——aF)f—O FO=I=1, :
ktére prowadzi do wyniku

A : : oL Ly

oraz. i

[ N I P u—-eale

Wynik te; operacjl otrzymujremy prosto przez  rozlozenie - e2AT - na szereg
potegowy od operatora T.

3. ZASTOSOWANTA
31, Operatory Heavisidea _
Zalozmy, ze zbiér X jest zbiorem funkeji f(t) catkowalnych w kaz-
dym przedziale [0, to], i okreslmy na tym zbiorze operacje T f(t) naste-
Ppujacy:
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. Ti®=[f@dr. G

Z definicji (54) natychmiast wynika, ze operacja. T f(t) jest addytywna
i jednorodna, a wiec, ze spelnione sg zwigzki (2). Mozna réwniez zauwa-
iy¢, ze operacja ta spelnia zwigzek (7), a wobec tego zbiér operatoréow
wielomianowych W(T) tworzy pierscien bez dzielnikéw zera.
Podstawiajac we wzorze (54) na miejsce funkeji f(t) jej pochodna,
otrzymamy
T§®) =75 —75(0)

oraz
FO=of0— 550

lub wprowadzajac oznaczenie -;— = p
(&) =pF () — pF(O). (55)

Wzbr powyzszy mozna droga proste] indukeji uogdlnié na pochodne
wyzszych rzedéw, a wéwcezas otrzymamy

'@ =pf @) —p*f(0) —pf(0),
v—1 (56)
frO=pfe)~ > prrfm@;r=1,2..., -

n=0

przy czym naleiy oczywiscie zatozyé istnienie pochodnych funkeji- f(t)
az do rzedu » wigcznie,

1 .
Operator p = ra nazywamy rézniczkowym, a p—1 = T — lcalkowym-

operatorem Heaviside’a.

Korzystajgc ze zwigzkow (56) mozemy rozwigzywaé liniowe rbéwna-
nia rézniczkowe o stalych wspéleczynnikach w sposéb analogiczny jak
w przypadku metody opartej np. na przeksztalceniach Laplace’a,

W zastosowaniach dogodnie jest przy tym korzysta¢ z dobrze zna-
nego w rachunku operatorowym

: P
Twierdzenia. Jezeli h(t) jest wynikiem operacji 6 nad funkcjq jed-

nostkowgq

P
h(t)=—(1),
® Q()
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to wynik operacji nad dowolng funkcjq catko'wdlnq f(t) mozna wyrazié
za pomocqg catki '

%U(t)] :%fh(t—f)f(f)df- 67
. .

Dowb6d powyzszego twierdzenia moina znalezé w literaturze.

Catka (57) bywa zwykle nazywana ,caltka Duhamela”. Nalezy pod-
kregli¢, ze przedstawiona w niniejszym rozdziale metoda jest ogélniej-
sza od metody przeksztalcenia Laplace’a w tym sensie, ze nie narzuca
ograniczen ,na szybkos¢ wzrostu” funkeji f(t).

Wyniki niektdrych operacji mozna oblicza¢ wprost ze wzoru defini-
cyjnego. Zakladajgc np. we wzorze (54) f(t) = e*', znajdziemy:

t
Te = f e”dr:—l—(e” —1)
a
0
oraz
(1—aT)fet]=1
i ostatecznie po podstawieniu p = T—1:

|
‘ P 1) = et (58)

P—a

Dogodnie jest umoéwic sie, by w przypadku operacyj wykonywanych

P(P)) (1) pisaé po prostu 1;—((—1;)) Przy

nad funkcjg jednostkows zamiast

takiej umowie zaleznos§c (58) zapisalibySmy wzorem

P _ ea, (58a)
pP—a
Nic nie stoi na przeszkodzie, by podang w niniejszym rozdziale inter-
pretacje rachunku Heaviside’a stosowa¢ réwniez w zagadnieniach réow-
nan rézniczkowych czgstkowych. W tym celu nalezalo by wprowadzié
kilka operatoré6w niewymiernych (nieregularnych), a mianéwicie np. na-
stepujgce operatory
etv; e Vr; 1/p; —1_— (59)
Vp
Stosowanie tej metody w zagadnieniach réwnan czgstkowych réw-
niez miatoby zalety w stosunku do metody przekszialcenia Laplace’s,
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gdyz umozliwialoby np. przeprowadzanie dowodéw Jednoznacznosm roz-
wigzan tych réwnan. : :
(v 3.2. Oper‘atory'réWnar’l%Eulera

Zaldézmy, ze operacja T f(t) okreslona Jest :na zblorze X za pomoca
WZOoru nastqpujacego SR ;

T~ f, dr: b1, 6
1. .
0; t<1.

Mozna wykazaé, ze w ten sposéb zdefiniowana operaCJav spelma wa-
runki postawione w rozdziale 2.

Jesli we wzorze definicyjnym (60) na rme;]sce f(t) podstawimy
funkeje t f'(t), to otrzymamy nastepujqcy zwigzek

Ttf' () =7() ~f(1),
a wigce, po podstawieniu T—1 = p: :
tf @) =pf)—-pf@). - (6])

Zwigzek ten mozna réwniez uogoélni¢é na pochodne wyiszych rzedéw.
Jezeli mianowicie oznaczymy f(t) =t fi(t), to znajdziemy

t 1'(t)-l~tf1(t)—ptfl(t)~pf1(1),
s stad, po wykorzystaniu (61):
e +efit) —pfi(l)=p° fl(t)_p 1) —pfi ), i

oraz po uporzagdkowaniu 1 podstawieniu na mlejsce fi(t) ponowme
funkeji f(t):

ef'O=pE—-DfO)—pPE-—-1DFO)—pFf Q). (62)

Uogblniajac nastepnie uzyskanq zalezno$é na pochodne Wyzszych rze-
déw otrzymamy nastepqucy wzorl):

e () =pp—1) ... (P —1)ft) —p®—1) ... (p — MM+ (63}
. L p(p—-n)f("_l)(l)_p'f(")_(l),‘ N _|. T

gdzie n jest liczbg catkowits, nieujemns.
Lo . ’ ¢ Pt 1 i*l

1) Powyisze wzory mozna réwniez wyprowadzié w oparciu o przekszta}ceme
Mellina; woéwezas jednak, dzieki ogramczemom nalolzonym na - ‘klase; funkcn @) -
uzyskuje sie mniejszg ogdlnosé rozwazan. R B S Sl
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W przypadku szczegblnym, gdy-
FA=FfF1)2=...f"1)=0,
wzér (41) upraszcza sig I otrzymujemy : o
gL fr @y =pp —1) ... (p — n)f ().

Obliczmy wyniki niektérych prostszych operacji.
1. Zalézmy we wzorze definicyjnym (60) f¢) = 1; woéwczas

t
fdz
T(1)=7p"1(1) =5f — =Int.
T
1
Wykonujge operacje T(1) wielokrotnie, otrzymamy ogdlnie

In” ¢t

v!

P () =

2

gdzie v jest liczbg naturalng i In »; oznacza uproszczony zapis [In t]v .
2, Zalbézmy we wzorze (60) f(ty = te; wdodwezas

¢ £
¢ 1
T(t“)=f = T(ta—l),
1 1

<
f
!
-
Q,
«
|
I

k63a)

(64)

(64a)

oraz po wykonaniu elementarnych przeksztalcen i po podstawieniu p = T—1

t* =

P .
a

Korzystajgc za$§ z oczywiste] tozsamoéci

mamy réwniez

1 1
=Wt )= (),
a p—a

(65)

(65a)

Za pomoca przedstawionej w mniniejszym rozdziale operacji mozna
zrecznie rozwigzywaé rownania rézniczkowe Eulera. Ro6wnaniem Eulera

nazywamy — jak wiadomo — réwnanie postaci

G fM )+ o+ (8 + e f () = g (D),

‘g-a'zie @0, ... @n_1y @, -s3 stalymi dowolnymi oraz ¢(t) jest dang funkcjg

zmiennej rzeczywistej t.

Ponizszy przykiad ilustruje sposéb rozwigzywania tych réwnan me-

todg omawianej operacji.
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- Przyklad. Wyznaczy¢ funkcje fi(t) speiniajacg réwnanie
2t —F@)=Int
4 warunki f(1) = 0, @y =
Rozwigzanie. Dzigki zaleznosm (62) otrzymamy nastqplujace rownanie opera~
torowe |,
p—1VFE)—F({)=pl+Int.

Za.tem

P P
= (1 ———(Int).
O =~ = W o e

Dalej, z uwagi na wzory (64) i (65)

2 2._1 .
f(t)___u(tul_l)’*_ a; . Int

aof (¢, — @) af (¢ —ay) Gy
V5

2T 2

gdzie ¢, a3 =

33. Operatory réwnan roéznicowych

3.3.1. Réwnania réznicowe o statych wspdtcaynnikach

W bardzo prosty sposdb mozna metodg operacji T f(t) rozwigzywac
liniowe réwnania réznicowe o stalych wspolczynmkach
Z rownania definicyjnego

TAf®) =5 —5(0), (66)
lef(t)=f(t+l)—f(”),

gdzie

po podstawieniu T—! = p, otrzymamy
45 =pf(®) —pF(O). 67)

Uogoblniajgc nastepnie powyzszy wzor, znajdziemy

L) =p*f) — p*f(0) —Pp4f(0),
(68)

n—1
A0 =p"f(0) ZP"‘”fl”f(G):

gdzie oznaczono AO f(0) = §(0).
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- Trzeba zauwazy¢, ze operacja powyisza — w odréznieniu od wszyst-
kich poprzednio rozwazanych operacji — nie jest operacjg jednoznaczng.
Mozna jednak uzasadni¢ nastepujacy - ,

" Wlasnosé. Jezeli dwie funkcije fi(t) i f2(t) spelniajq réwnoczesnie réw-
nanie T [élf(t)] =x(t): '

T(zllfl)=x i T(ﬁlfz):x, (69)

to roznica funkcji fi(t) 1 fa(t) jest funkejg okresowq o okresie A.
Istotnie, jezeli zalozymy, ze funkcje fi i f2 spelniajg réwnania (69),
to z uwagi na liniowos¢ operacji T(f):

T@h—g@#m

ale ze wzoru definicyjnego (66) wynika, ze réwnosé powyzsza pocigga
za sobg

4f, — 4%, =0,
! A

czyli
4 —F)=AN@®=N@E+H—N@) =0,

gdzie
N(t) =‘f1(t) - fz(t)-

Funkcja N(t) jest wiec funkcjg okresows o okresie 4.

Wobec powyzszej wlasnosci, wyniki rozwazanej w niniejszym roz-
dziale operacji sg ,,jednoznaczne” z dokladnoscia do funkeji okresowych
o okresie 1. Nalezy podkregli¢, ze uzasadniona wyzej wtasno§é operacji
T f(t) jest maturalng cechg wszelkich operacyj réznicowych definiowa~
nych w zbiorze funkcji ciggtych. Jednoznacznoéé operacji T f(t) mozna
by np. uzyskaé ograniczajac dziedzine operacji T f(t) do zbioru funkeji
schodkowych lub zakladajge, zet = 0, 1, 2, ...

Obliczymy obecnie wyniki niektérych prost-s-zych operacji.
t

1. Zalézmy we wzorze definicyinym (66) f(t) = (@ + 1)* , wowezas
t1 t t

4t=@+1 "’ —@+n’ =e@+n’

oraz

t [3

A -',. i
a(@+1) =p+1l) —p-1

3 Rozprawy Elektrotechniezne
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i ostatecznie .

t

@+’ =—L—q. | (70
p-—a .

2. Zalézmy we wzorze (66) f(t) = t, woéwczas

AfW =t+r—t=7

oraz
t
-1 — =
p~t@) 1
Uogblniajgc uzyskang zalezno§é latwo znajdziemy nastepujacy wzér
’ 1 [t \®
w1 (T
P 1) v!(l) , 7))
gdzie wyrazenie (—:'T) ” oznacza wazng w rachunku réZnicowym tzw. ,uogélnio-

ng potege”, okreflong przez wzér

(%)‘”L%(%_l\) (%—2)...(%—11—!—1). | 2

Mozna zauwazyé, e dla uogdélnionej potegi sluszny fest nastepuijgey wzér

t \&@) t\»—1)
f (7) = (7) , (73)

przypominajgcy rézniczkowanie ,zwyklej” potegi (—t—)v
A

Dla wynikéw operacji réznicowych mozna oczywiscie ubozy¢ tablice
analogiczne do tablic stosowanych w metodzie przeksztalcenia La-
place’a. o

Zastosowanie omawianej operacji do rozwigzywania réwnaf réznico-
wych ilustruje nastepujacy ' '

Przyktad. Znalezé rozwigzanie réwnania réznicowego
élllzf(t) -~ Bilf(t) +2f(@)=0,
spelniajgce warunki poczatkowe

fO=0 i ff(0)=1.

Rozwigzanie. Wobec wzordw: (68) zamiast réwnania réznicowego rozwigzujemy
nastepujgce réwnanie operatorowe

PP f)—3pf)+2F() =pl.
Zatem

b Py _ P
O =W =W
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O [ 4
oraz, z uwagi na wzor (69):
t t

i ) 2
fe)=3 —2--,

3.3.2. Roéwnanie réinicowe o zmiennych wspélcaynnikach

Rozwazymy obecnie jeszcze jedng operaCJe rozmcowq Operacp te;
nie mozna wyprowadzi¢ opierajgc sie na przeksztalceniu Laplace’a.
Wezmy mianowicie pod uwage réwnanie

xAy(x)_tr(x)

Rowname to przy zal‘ozemu warunku poczatkowego Wyznacza Jedno-
znacznie funkcje y(x). Wobec tego wzoér

T o) =y(x) —y(1),
czyli

Txdy@E=y@) —y@), (%)

okresla endomorfizm T. W ten sposéb otrzymuJemy metode, za pomocy
ktérej mozna rozwigzywaé interesujace réwnania réznicowe o zmien-
nych wspélezynnikach, a mianowicie réwnania postaci

B@AY . (EFDEL DY o 40 @D TLY+ G2 AY+ 00y =1 (2), (75

gdzie 4 jest zadang liczbg rzeczywisty i ag, ... a,, a1 sg stalymi do-~
wolnymi,

Podstawiajgc we wzorze definicyjnym (74) T—1 = p otrzymamy na-
stepujacy zwigzek ' - :

xAy:py_py(ﬂ.). : ’ o (76)
Okazuje sie, ze zwigzek povvyzszy mozna uogolmc na réinice wyz-
szych rzedéw. Kladgc mianowicie
y==zdy, - (77)
mamy o A
Ady=4 [wAy1]=(m+/'t)A2y1 + A4y,
2 il a0 : A 2
oraz
xAdy=(@x4)xdy, +Axy,. (78)
A : Y] .
Uwzgledniajgce teraz wzory-(77) i (78) w zaleznosci (76) znajdziemy

(= +/1)xA2y1 pryI—ﬂpAyl(l)—leyl (p—it)xdyl—ﬂpd Y. (1),

5%



192 , St. Bellert Rozpr. Elektrot.

oraz, po ponownym wykorzystaniu (76) i po podstawieniu na miejsce yt
funkdji y: : . | |

(w—i-l)xéllzy:p(p—/l)y—p(p—l)y(/l)—itpfy(l)- (79)
Droga indukeji mozna wyprowadzi¢ réwniez wzér ogblny wyrazajacy
funkcje H (x+id) Ayt (x) jako wynik operacji wykonanej nad

i=0

funkcja y(x). Otrzymamy mianowicie wzér mnastepujacy

n n

[ @+inasy@=[]e—iny— D []po—inpirsy@, | (80)

i=0 i=0 y=0i=y+4+1

gdzie zalozono, ze dla i>n

n

[] po—iny=p.

i=y+1
Obliczymy obecnie wynik operacji
P
P — a
Otéz zauwaimy, &e wynikiem operacji (81) jest funkeja spelniajgca Téw-
nanie )

1. (81)

xfy(x)—ay(x)=0 (82)

i warunek poczatkowy y(d) = 1.
Roéwnanie gpo»wy-isze mozna rozwigzaé dla ,,dyskretnych” wartoéci zmiennej
niezaleinej x:

13, 24, 34, ... k...

Przepisujac réwnanie {82y w mnastepujacej postaci réwnowaznej
a
y(x+7~)=(1+;)y(x),
otrzymamy nastepujgce réwnosci

y<21)=(1+1)y(z),
X

y @B =

—
8

a
1+—)y(21),

..............
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W wyniku pomnozenia powyzszych réwnos$ci stronami, po skréceniu przez
iloczyn

yeH - y@YH...ylk—11,

otrzymamy poszukiwane rozwigzanie w postaci wzoru

’ r—1
y(x)=y(ﬂ>n<1+l—i).

t=1
Zatem, po uwzglednieniu warunku poczatkowego w(A) = 1, otrzymamy:
- z—1
el a
(1) = l I (1 —I-—\). (83)
p—a AL At

Wynik powyzsze] operacji szczegblnie prosto wyraza sie w przypadku, gdy
a = A, mamy bowiem

ﬁ @ =z, (83a)

Mozna zauwazyé, ze wynikiem operacji

p~H (1)
jest funkcja spelniajgca réwnanie
1
dy@=—; y@H=0,
i x

‘Warto nadmienié, ze réwnanie to nie posiada rozwigzania w zbiorze funkeji
elementarnych (Gelfond [7], str. 311). '

Sposdb praktycznego wykorzystania rozwazanej operacji ilustruje
nastepujacy
Przyktad. Rozwigzaé réwr}a[nie réznicowe
(x+1).7c4112y(x) ezxily(x) +2y@=0; x>1,
z warunkami poczatkowymi y(ly = 0, 4dyQ) = 1.
1

Rozwigzanie. Korzystajac ze zwigzku (76) i (79) zamiast réwnania réznicowego
rozwigzujemy nastepujgce réwnanie operatorowe
p(p—lDy—2py+2y=pl,
Zatem
. D
p(p—1 —2p+2
i wobec réwnosci (83) i (83a):

p p
= 1 — .
W= ==

Y

z—1

y(x)=n(1+%)——x; x>1.

t=1
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34. Operatory réwnan réznicowo - r6zniczkowych

Wezmy pod uwage réwnanie réznicowo-rézniczkowe o postaci

aoy(")(x+n)+...—l—an_zy'(x-i—l)—|—any(x)=0, (84

gdzie ag, ... @¢,.1, @, sg stalymi dowolnymi.
Réwnania takie sg zaliczane do klasy réwnan rozmczkowych nie-
skonczonego rzedu ze stalyml wspolczynmkaml

M ]

| 2—?{@@ @=0, (85)

=90

ktérych funkcje charakterystyczne

(e )

A,
po= Y
|

v=0
sg funkcjami calkow1tym,1 pierwszego rze;du Rownowaznosc réwnan (84)
i (85) wynika ze wzoru Taylora.

Zbadajmy, jakie nalezy przyjgé zalozenia, by uzyskat¢ jednoznacznosé
rozwigzan réwnan typu (84). Przede wszystkim uméwmy sig, ze rozwig-
zaniem réwnania (84) bedziemy nazywali kazdg funkcje y(x), ktéra spro-
wadza do zera lewg strone réwnania dla prawie wszystkich wartodci x
na poélosi rzeczywistej (0, o0). Zbadajmy teraz, jak nalezatoby formulo-
wat¢ warunki poczatkowe, by réownanie (84) posiadalo jedno i tylko jed-
no rozwigzanie.

" Piszage rownanie (84) w postaci nastepujgcej

YW (@ +n) =0y (%), ¥ (x+1),.:. y" (& +n 1),

latwo mozna zauwazyt, ze je$li odpowiednio w przedziatach [0,1], [1,2],
... [n—2, n—1] zalozymy funkcje ciggly y(x) i jej pochodne ¥'(x), ..
Yy -1 (x), to tym samym na calej pélosi rzeczywistej [0, o0) bedzie jed-
noznacznie okre§lona funkcja ciggla y(x), spetniajgca réwnanie (84). Wo-
bec powyzszego, dla uzyskania jednoznaczno$ci rozwigzania réwnania
réznicowo-rézniczkowego nie wystarcza zalozyé wartosci funkeji y(x)
‘1 pochodnych y® (x) w punkcie, lecz nalezy z gory narzuci¢ przebieg
yx) 1 y? (@) w przedziatach jednostkowych [01], ..
[n—2, n—1]. v )

Ponizej rozwazona jest mozliwo$¢ efektywnego catkowania réwnan
roznicowo-rézniczkowych za pomocy mebody oparteJ na jednoznacznej
operacji funkcjonalnej T y(x).
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Zalozmy, ze X jest zbiorem funkeji y(x), ciagtych i rézniczkowalnych
na calej osi rzeczywistej x. Na zbiorze tym definiujemy operacje liniowa,
nastepujaca :
| Ty (@+1)=y@)—y(0l), | (86)
‘gdzie y(0,1) oznacza funkcje cig gty okreflong przez wzor

;s 0 1
y (0,1) = vi@) . \x<
const; x < 0,:r_> 1.
Podstawiajgc we wzorze definicyjnym (86) p = T—1, otrzymamy
y(@+)=py@—yO)]=py®)—py©1). -  (86a)
Dla wykazania jednoznacznosci operacji (86a) uzasadnimy nastepu-
jaca
Wlasnosé. Réwnanie operatorowe
ply@) —y(01)]=0; x>0 87)

przy zadanym przebiegu funkcji y(x) w przedziale x [0, 1] - ma dla
x = 0 jedno i tylko jedno ,trywialne” rozwigzanie na zbiorze funikcji
cigglych:

y(@)=y(01).
Dowéd. Ze wzoru definicyjnego (86a) wynika, ze réwnanie (87) pocig-
ga za sobg .

Y(xr+1)=0; 0 <x<<oo.
Mamy wiegc '
Y @)=0;1<<x <00,
czyli
y(x) = const; 1< x < co.
Zatem, zgodnie z okre§leniem funkcji y(0, 1)
y(@) =y (0,1).

Funkcja y(0, 1) jest wiec jedynym rozwigzaniem réwnania (87)
w zbiorze funkcji cigghlych. .

Dzieki powyisze] wlasnosci operacja T y(x), zdefiniowana wzorem
(86), jest operacja jednoznaczng?). ’

HLiniows niezaleznoéé ukladu funkeji T y(xr) mozna uzasadnié wyrazajge
wynik operacji T y(x) za pomocy calki i korzystajac nastepnie z calki Cauchy’ego.
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Uogolniajge wzér (86a) na pochodne Wyzszych rzedéw, tatwo znaj-
dziemy nastgpuJace zwigzki

Y (x +2) =p*y(x) — p*y (0,1) — py’'(1,2),
...................... SSRRRREENIEERIEIE o)
Yo (x+v)=p”y(w)—2 PR Y™ (n, n4 1),

n=0

gdzie y™ (n, n+1) oznacza funk;cje cigglq okreslong wzorem

ym@x); nLar<nt1
(n) =
Y (n,ﬂ—[—l) {const,x<n,x>n+l. (89)
Obliczymy obecnie wyniki niektérych prostszych operacji.
1. WeZmy pod uwage operacje
p
‘—_—1 1. : (90)

Mozna zauwazyé, ze wynikiem powyzszej operacji jest funkcja cig-
gla spelniajgca réwnanie
YE+1) =y, (91)
z warunkiem poczatkowym y(x) = 1; x € [0, 1].

Istotnie, stoquqc wzor (86a) do réownania (91) otrzymamy, w zalo-
zeniu y(0, 1) =

PY(x)—y(x)=
Zatem

_._p
¥ @=L,

Latwo mozna zauwazyé, ze rozwigzaniem réwnania (91) spelniajgcym
warunek y(x) = 1 dla x € [0, 1] jest funkcja okreslona przez nastepujgcy
cigg

" '
y(x):-—'; ngLr<<n+1. (92)
n! :

Jedli (jak to jest ogélnie przyjete) symbolem [x] oznaczymy tzw,
»calose z x”, to funkcje (92) mozna bedzie prosto zapisaé wzorem na-
stepujacym

xl=1

y(x)= S (93)
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Nietrudno sprawdzié, ze funkcja powyzsza spelnia zwigzek
(x . 1)[33+1] ! xlxl -
( [z + 1]! ) T

a wiec faktycznie jest rozwigzaniem réwnania (91), speiniajagcym porad-
to warunek

y(x)=1; xe€[0,1].
Funkcja (93) jest wiec wynikiem operacji (90):

X
—_— () == (94)
2. Obliczymy wynik opevracji'o-gélniejsz'ej

P_w, (95)
P —a

gdzie a jest dowolng liczbg zespolong.
Nietrudno zauwazy¢, ze wynikiem operacji (95) jest funkcja y(x)
spelniajgca réwnanie

Y@+ 1)=ay(®), (96)

z warunkiem poczatkowym y(x) = 1; x € [0, 1].

Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie. Funkcjg cigglq spelniajocq réwnanie (96) i warunek po-
czatkowy y(x) = 1; x € [0, 1] jest funkcja okreslona wzorem

R |
x g 4
P(a,x):‘—a[x]x — ywﬂ(a—l)f——. 97
[x]! Ly vl
v=0
Dowdéd. Poniewaz
[x] -
P(a, x4 1) = of=+1] Ay o (@ — l)ic_"_
[x +1]! y!
y=0
craz
=] =
X v
Sl a o (a—1) i,

! = o ql*]
P(a, x4+ 1) = ad™ ]! !
0
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wiec
P'(a,x +1)=0aP(a, x),
zatem funkcja P(a, x) spelnia réwnanie (96).
Dla wykazania, ze P(e, ) jest funkcja ciggla, wystarczy uzasadnié,
ze roéznica
P(a,n + 0)—P(a,n —0)
jest rowna zeru dla kazdego naturalnego n. Ot6éz poniewaz

n-1

P(a,n—{-—O)—-a——ni—Za”(a—l)ﬁv_
n! p!
=0
oraz
p o 1 a1
(a,m—0)=ua ———————_1)'—2 a (a——l)_
wiec
P(a, 0 P —0) = ln__'ﬂ—l n! o an—1 n~? 1y —
(@,n+0)—P(a,n—0)= a‘ e 1) ] (@—1)
- pr—1 1y gt pr—1 o
a D! (@a—1)—d w1 (e —1)=0.

Zatem P(a, x) jest funkcjg ciagly na calej polosi rzeczywistej (0, o0).
Funkcja P(e, x) jest wiec wynikiem operacji (95):

p—al
Ze wzoru (97) dla przypadku szczegblnego ¢ = 1 ofrzymujemy po-
[z]
przednio badang funkcje R

[=]!

[z
Pz =21,

[x]!

ktéra jest wynikiem operacji (94).
3. Obliczymy z kolei wyniki nastepujacych operacji

P ; P
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Ot6z, jesli wprowadzimy oznaczenia sin (e, x) i cos r(a,x) dla na-
,ste;pu;a‘cych funkcji cigglych . :

P(jax)— P(—ja,x)

sin7 (o, ) = -
- (100
cos T (o %) — (Ja,x)+2 (—ja3z)

to rozbijajac operacje zlozone (99) na operacje prostsze typu (98), znaj-
dziemy od razu

e (1) — sinT (o, 7),
i‘ o (101)
FE_—a—z(l) = cos 71 (a, X).

Kunkcje sin r(a, x) 1 cos "'r(a, x) moi-emy wyznaczyt wprost ze wzoru
(97). Po wykonaniu catkiem elementarnych .przeksztalceﬁ otrzymamy

[z—11

2]
sin 7 (a, x):sin—ﬂ—[x] atsr & 0a Sin v—-}— LAY il
2 [x]‘ !
° »=20
ﬁ S n - (102)
cos (a, T) = cos — [x]al® — , cos [ — + ¥, \av
(@)= cos [} E'@ (,2+ ) :
»v=10

gdzie
tgw,=—a ga=V1l+ .

Funkeje sin r(a, x) i cos r(a, ) sa szczegblnie wazne w zagadnieniach
réwnan réznicowo-rézniczkowych. Mozna zauwazy¢, ze funkcje powyzsze
spelniajg zwigzki nastepujgce:

sin’ 7 (a, * 4 1) = acos1(a, ),

cos’ 1 (a, x + 1) = — asin7r (a, X), (103)

przypominajgce rézniczkowanie funkcji trygono-metrycznych sin @ x
i cos a x.

Ciggtosé funkcji sin (e, x) i cos r(e, x) Wymka wprost z definicji
(100); stuszne sg wiec zw1qzk1

sinr (a, n 4 0) =sin7r(a,n —0),

cosr(a, n 4 0) = cosr(a, n — 0), (104)

gdzie n jest liczbg naturalng.
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.. Ze WZzoru (102) ‘wynikajg réwniez nastepujace zaleznoéci:
sinr(a,0)=0; cosr(a, 0)=1. (105)

Sposéb praktycznego wykorzystania wynikéw - podanych 'w niniej-
szym rozdziale ilustruje nastepujacy przyklad.

Przyklad. Rozwigzaé méWnanie

Y@ +3)—2¢"(@x+2+9y (x+1)—18y(x)=0
2 warunkami poczatkowymi
y(0,)=9"(1,2)=10; y”(23=1.
Rozwiqzanie. Korzystajage z zaleznosci w('88v), otrzymamy
pPy—2p°y+9py—18y=opl.
Zatem

pP—2p*4+9p—18 13 p—2 13 p® - 82 13 p® + 3?

i na mocy wzordéw (98), (101):

Y

1 1 2
Yy (x) = EP 2, x)— 1—3005 r(3,x) — Igsin (3, 2).

3.5. Operatory pseudonieliniowe
|
Niech X bedzie zbiorem funkeji ciggltych y(x) okreslonych na pélosi
rzeczywistej [0, o0). Okre§lmy na tym zbiorze nastepujacg operacje

Tiw) = [fW)g©ds y=y@), (106
0

gdzie g(x) (funkcja wagi) jest z goéry zadang funkcjg ciggly i roznicz-
kowalng oraz spelniajgca warunek g(0) = 0. Zakladamy przy tym, ze
catka (106) istnieje.

Operacja powyzsza jest oczywiscie operacja liniows, a wiec spelnia
zwigzki (2). Mozna wykaza¢, ze spelnia ona réwniez inne warunki po-
stawione w 2 rozdziale niniejszej pracy. Operator T okreslony wzorem
(106) nazywat bedziemy operatorem pseudonieliniowym.

Jesli zalozymy, ze funkcja y(x) jest funkecjg réimiczkowalna, to na
podstawie wzoru (106) otrzymamy

L pw—pfw)—ph
9 (%)

gdzie fo =f[y(0)] = f(¥)| .0



