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W dalszych rozwazaniach ograniczymy- sie¢ do- przypadku, gdy
f(y) = y17¢, gdzie a jest liczbg rzeczywistg rozng od jednosci.
Dzigki oczywistej réwnosci

[yt - (@) =1 — a)y-oy' = %y’

otrzymamy

11 1 1
— 1—a_ _— _pyl-q(0 107
= yay T .PY TPV (©), (107)

gdzie p = T-1,
Wzor (107) jest stuszny dla dowolnego a %= 1. W przypadku szczegdl-
nym, gdy np. a = —1, mamy

1 , 1 1 ;
= - 0). 1073
g,(x)yy 5 PY 21oy() (107q)
W innym zas§ przypadku szczegélnym, a mianowicie gdy a =% :
1 1
¥'=2pVy —2pVy . (107b)
9@ Vy

Wyprowadzone wyze} zalezno$ci umozliwiajg stosowanie metody ope-
ratorowej w niektérych prostych zagadnieniach n1el1mowych

Obliczmy wyniki niektérych operacji.

1. Wprost ze wzoru deflmchnego (106) otrzymujemy:

(x)

p=*(1) = (108)

- Istotnie, zakladajac we wzorze (106) y(x) = 1, otrzymujemy
T(l)———fg'(S)dé:g(x)—g(O)
0

oraz wobec zalozenia g(0) =

TH=p?()=9E).

Uogélniajgc uzyskany wynik otrzymamy: (108).
2. Obliczmy wynik operacji

P
e Ol
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Podstawiajac we wzorze (106) y'™¢ (x) = e'9® | otrzymamy .

T e to(z) — f era(® g’ (5) dé = _]'_(.elg(ar)‘_ 1),
A
10 . . B

a stad, po elementarnych przeksztaléeniach

e17) = p—f S0 | (109)

Ze wzoru powyzszego widzimy, ze funkcja bedgca wynikiem ope-

racj-i (1) jest uzalezniona od funkeji wagi g(x). Jesli np.. zalozymy,

ze g(x) = x, to otrzymamy znany w rachunku operatorowym wzor okre-
$lajacy funkcje e** jako wynik operacji wykonanej nad funkejg jednost-
kows. Jesli w innym przypadku szczegélnym.polo‘Zymy g(x) = In =z, to
otrzymamy réwniez ustalony poprzednio wzér -

y}»:—(l), x>1
p.__

wyprowadzony dla operatoréw réwnan Eulera.

Jezeli wreszcie zatozymy np. g{x) = In tg (%—lr%), co odpowiada

g(x) = s to otrzymamy zndéw inny wzér, a mianowicie
cos :

(X, T\ P
tg(2+-4y—p_ﬂ<> (110)

Mozna oczywiscie z gory obliczyé wyniki niektérych operacji spoty-
kanych w zagadnieniach praktycznych i ulozy¢ odpowiednie tablice,
identyczne do tablic stosowanych w metodzie przeksztalcenia Laplace’a.
Tablice takie utatwityby rozwigzywanie rozwazanych réwnan réznicz-
kowych.

3. Obliczmy z kolei wyniki nastepujgcych operacji

WL . Pt
S50 S0,

Otoéz korzystajac ze Wzoru (106) od razu znajdujemy

—— () = Tew ] =~ [e0 ] 1]
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oraz (111)
. P_l (1) _ %[elg @) lg(ﬂc) —1].

Wzér (107) mozna oczywiscie uogolmc na pochodng drugiego rze-
du y”(x). Uogdlnienie to wyprowadzimy dla przypadku szczegélnego,
gdy funkcja wagi g(x) jest funkcja liniowa: g(x) = x. Podstawiajgc mia-
nowicie

Yo =>01-ay v,
we wzorze N
1

1
—yY = pye - ——py(0),
e 1—aq . l1—a

ctrzymamy :
Y7y, — eyt Y = Pyt Y — Py (0)y; (0).

Korzystajac teraz z zaleznosei (107), w ktérej zgodnie z przyjetym
zatozeniem uwzgledniamy ¢’(x) = 1, otrzymamy ostatecznie

1= (0) —py @ (0)y'(0). | (112)

y ey —ay‘“‘ly __ Py —
1—a 1 —a

Mozna réwniez w prosty sposéb Wyprowadzié wzor na pochodng dru-
giego rzedu y”'(x) w zaloZeniu, ze funkc;ja wagi g(x) jest funkcjag logaryt-
miczng

g(x)=Inx; xr>1.
Woéwezas we wzorze definicyjnym (106) dolng granice calkowania na-

lezy przesungé¢ z punktu x = 0 do x = 1. Po wykonaniu zupelnie ele-
mentarnych przeksztalcen otrzymamy wzér nastepujacy

l1—a
—py 1)y Q).

. , , 1 - ' 1
Py ey’ —ax’y Y = p(p—1y-e— PR p—L)y-@1)+

‘ )

Mozna zauwazyé¢, ze w przypadku a = 0, z (112) i z (113) otrzymuJemy
ustalone uprzednio zalezno$ci, a mianowicie z (112):

Y =p*y —py(0) —py(0)
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oraz z (113):

Y’ =pE—1)y—ppE—1y1)—py' Q).
Ponizej podane sg przyklady objasniajgce sposéb praktycznego wyko-
rzystania wyprowadzonych wzordw.
Przyktad 1. Wyznaczy¢é rozwigzanie réwnania rézniczkowego
' cosxyy +yt=1,
spelniajace warunek poczatkowy w(0) = 2.

Rozwiqzanie. Zakladamy gx) = ln g (ﬁc— + 1) . Zatem gYx) = 1
2 4 cos x
oraz, z uwagi na wzér (107a),
1
cosxyy =;py2 —p2.
Mamy wiec nastepujagce réwnanie operatorowe
1
;py2 +y*=p2+1.
Zatem
D 2
2=4——(1) +—(1)
Y p+2 ( P+ 2
ocraz, wobec (109) i (111),
_ - —21ntg (L + i) x =
yP=4de 2y_(r)_e 2g(w)+1=3e 2 4 +1=3Ctg2(—2—+2)+1'

Poszukiwana funkcja dama gjest wiec przez wzdér

y@==+7/3ctg (2+4)+ .

Przyktad 2. Wyznaczy¢ rozwigzanie réwnania rézniczkowego

Pyy’ + 2ty —2zxyy +yi=l1ncw,
spelniajgce warunki poczatkowe #(1) = 1, y*(1) = 0.
Rozwigzanie. Korzystajac z nastepujacych zaleznoéci

1 1
T S 2 = 21
vy 213y 2py(),

1 1
xzyy”+x2y’=5p(p— 1)y2—§p(p— DYy Q) —py 1)y (D),

zamiast zadanego réwnania réiniczkowego rozwigzujemy mnastepujace réwnanie
operatorowe

1 1
Ep(p -y —py+9 =lnx+§p(p —1D1—pl,
ktére dzieki réwnosci '

Inx = p™ (1),
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daje
1 3 1 1
2 = e ——— —1q1 .
Yy 2p(1) 2p_z(l)-f-p_l()-l-l

Wobec powyZzszego na mocy wzoréw (108) i (111) otrzymamy ostatecznie

- e 3a, 8.
y(x) :l:]/zlnx 490-]—3,—1—4, m>.1.
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C. BEJIJIEPT

OIEPAIIMMOHHOE MWCYMCJIEHME B JUHEVMHBIX IIPOCTPAHCTBAX

PesmoMme

B paboTe mpencTaBieH METOZ ABIAIUMICA 0D00IeHMEM KJIACCUYEeCKMX MeTOJ/{OB
ONEepauyoHHOro ucuucaeHusa. OCHOBBI 9TOTO MeToZa OBINM OIyGAMKOBAHBI ABTOPOM
B 1957 romy B pabore[l], a HacroAm(asg CTATbA ABIAETCA pPaCIIMPEHMEM METOAA,
TaK MO TEOPETHMYECKMM MPEXIIOCHIIKAM KaK M II0 HNPAKTUYECKMM IIPUMEHEHMUIM.
ITenpo paboThl sBISEeTCA OZHOOOPA3HOE MIJIOKEHME OMSPAIIMOHHLIX METOXOB IIPW-
CHOCOONEHHBIX K pPasHBIM THIIAM BOIPOCOB, Ha NpuMep K peuweHmo auddepeH-
LIMaJbHBIX M Pa3HOCTHBIX YPaABHEHMII C IOCTOSHHBIMU KO3 puumenramu, ypas-
HeHmMii TMOa Jiuiepa, AnddepeHunanbEO-PA3HOCTHLIX yDaBHEeHM, ypaBHeHMI Bep-
HYJJIW U APYTUX,

6 Rozprawy Elektrotechniczne
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OBcympaeMell MeTOR GasMpyeTcs HA OCHOBHBIX IOJIOKEHMAX (DYHKIMOHAILHOIO
aHanm3a. MHOTOYMCIEHHBIE IIPKMMEPLI IOMEISHHBIE B pafoTe MMEIOT IEJNbLI0 TO-
SHAKOMUTDL MHIKEHEPHO-TEXHMYECKUX DabOTHMKOB €O CIOCOGOM IPAKTHMYUECKOrO JC-
HONB30BAHNMA METOMA. '

S. BELLERT

OPERATIONAL CALCULUS IN LINEAR SPACES
Summary

1. The author presents a method constituting the generalization of the classi-
cal methods of operational calculus. The foundations of this method were published
by the author in 1957 [1] and the present paper constitutes an extension of the
method with respect to theoretical assumptions as well as to practical applications.
The paper aims at a uniform treatment of operational methods adopted to diffe-
‘rent types of problems, for instance, to solving differential and difference equations
with constant coefficients, Euler equations, difference-differential equations, Ber-
noulli equations and other equations.

Such a generalization can be obtained by assuming in every case different
interpretations of the space X and the endomorphism T.

2. Let us assume that in a certain linear space X over a field Z of complex
numbers, we are given the endomorphism T, and thus the operation satisfying the
conditions

TX) CX, | 1

T[ax1+ﬁx2]=aTx1+ﬁT.’L‘2, a,ﬁezyxl’x%ex- (2)
Moreover, let us assume that the set of operation results, x; = Tizx, consti-

tutes a system of elements linearly independent, that is,
n .
ZaiTix=0:3ao=a1=...=an or x=20, 3)
i=0

where T° =1 = 1.
ar.

From the assumptions taken it follows that the operation Tx has no eigenvalues,
that is, '

Tx—Ax=0Dx=0.
3. Let us consider a set P of polynomial operators

WD) =tk T4 o T NG

The set P — in the case of equality and algebraic operations determined ana-
logically as for algebraic polynomials — forms a commutative ring. Such a ring has
no zero divisors because of condition (3). (Theorem 1, p. 172).

4. Tt is then possible by a simple way to extend the rmlg P to a quotient field
with the rat1ona1 operators of the form
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P a4+ T+..4a,T"

= . 5
QD Bt BT + ok B Tm ®
The result of the operation
P(T) ' »
om @ (©)
is the element y ¢ X satisfying the equation
‘ PMax=Q(My. )

: P
On account of condition (3) the result — x is determined uniquely, provided that
there exists a solution of equation (7). (It is also possible to introduce a generali-
P
zation in accord with the remark presented on p. 174)., The operation—(T)x, de-

termined by means of the rational operator, is performable over the set X if and
p p¥*
only if there exists such an element x9 e X tha‘taT (x) = E.(T)*xo, and the
. P* )
function E‘(z) of the complex variable z is holomorphic in the neighborhood of
the point z = 0. ]
It may easily be found that, under the assumption of the existence of the
corresponding results, the following equalities hold:

P [ex; + B x:] UP +/3P‘ ’ 8)
- X Xl = 0— X - .
0 1 2 Q 1 sz (
Py P, _ Pi@Q+P@
Ay =, (9)
Q1 Q2 Q1 Q:
P
—1[&m]= PPy (10)
Q1 L@ @ Q2

From these equalities it follows that rational operators may be treated as alge-
braic fractions, which means that the field of rational operators is isomorphic with
the field of rational functions. Accordingly, all the laws of algebraic operations
concerning franctions (commutative, associative and distributive daws) hold for ratio-
nal operators. We also may avail ourselves of the theorem of the partial fraction
expansion of the rational function, which is important for applications.
The rational operator (5) has thus a unique partial fraction expansion of the
form
1
(T — o)k’
A rational operator of particular importance is that of the form
A
Tk "
This operator will also be denoted by the symbol T—% or p*. In connection with
this denotation we obtain the relation:
Tk pk = pk Tk =1, 12)
The operators T* and p* constitute thus a pair of inverse operators.

6*
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5. Let X be a linear topological space, €. g. the Fréchet space L* Let us also
assume the continuity of the operation T,

lim T x, = T lim 2, (13)
n n
and a linear independence of the operation resulis,

o0
ZaiTix=Oan=a1=...=ai=...O or x=0 (14)
i=0
and the following topology will be introduced to the field of the rational opera-
P
tors — (7).
Q P
The sequence of the rational operators 'Q'L (T) is called a convergent sequence,

n
and we write

Jim 2 (T) P (T) or P (T)~ P (T (15)
im—" = —_ —_

P
if and only if the function sequence Q—n‘(z) of the complex variable z is almost uni-
n

P
formly convergent to the rational function E (2), that is,

Pn

P Py’
(M—— (M=

P
=>—(2). 16
Qn Q x@ " q® (16)

P
The sequence of the rational operators Q—"(T) is called a fundamental sequence,
n

P
if the ‘sequ\ence—Q—nl(z) is almost uniformly convergent to the function F(z) not ne-
n
cessarily rational

P

(2)=>F (2). amn

n

"The class of the fundamental sequences of rational operators, which has the

P,
same limit according to (17), determines thus uniquely the element — (T)~F(T)

n
of the new space Ro. This element is given the name of real operator under the
assumption of equality, algebraic operations and limit of a sequence in terms of
the isomorphism with the functions F(z).

P
The result of the operation F(T)x determined by the real operator F(T) ~ Q—n (¢

n
:s called the element y in the linear topological space X which is determined by
the formula

P,
y=limyn=1im—n—x; x,yeX (18)
n n Qn

under the assumption that

Py P, X
——=FO—x—>FxreX 19)
Qn Qn
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Conditions of the existence of the operation F(T)x are specified in the paper
for the case when X is a linear space locally convex with the topology determined
by means of the sequence of pseudonorms ||xlk; k= 1, 2, 3, ... that is non-negative
functionals satisfying the conditions 4y ... 4 (p. 179).

Denoting '

T |lx=sup ]| T x|k (20)
. ==t
we introduce the concept of the operator essentially bounded. The operator essen-
tially bounded is thus the endomorphism T satisfying the following condition

lim )/ T =0 k=12, .. 1)

In the paper there is the following theorem. _
Theorem 2. If the endomorphism T is an essentially bounded operator, and there

, Py Py D i ,
exist such an element x9 € X that — (TMMx= — (Txy and if lim " (z) is
Qn Q?L >0 n
@ holomorphic function in the neighborhood of z = 0, then the operation F(T)x

P .
determined in X by means of the real operator F(T) ~ 6”— (T) is performable in

N n
the field X. The proof of this theorem is given on page 180. An essentially bounded
operator Is for instance the Heaviside operator for which x(t) is a set of con-
tinuous functions (or — more generally — integrable) on the real semi-axis T,
and

t
Tz@®) = [z@dr. 22)
0

The pseudonorm llxlly in this case is determined by

Hlelle=suplaz@®|; k=12, ..
(L, k) (23)
p
and the condition that the operator T is essentially bounded results immediately
from Cochy’s dntegral (p. 180).
- The converngence implied by the sequence of pseudonorms (23) is an almost
uniform convergence of the function x(t).
From formula (14) it follows that the set of real operations has no zero di-
visors, that is,

F(TMx=0ODF(T)=0 or x=0. (24)

The correctness of the relations analogous to relations (10) (p. 172) can easily
be verified. To determine certain real operators we may also avail ourselves of
Padé&’s approximation method. .

6. The space Ry of the real operators F is a linear topological space, and thus
it is pogsible to détermine in it the endomorphism Ty satisfying conditions (1)
(2), (3 and, by analogy to the previous procedure, to construct the space Ry of the
operators F()T;). If we assume appropriate conditions for the operator T; to
ensure the feasibility of the operation, then this process <ould be continued to
cbtain the spaces Rg, Rs, ... Ry, ... It is also possible to determine in the space
Ry the differential operation satisfying conditions (50) on page 182 or another
operation S(G) = Rg, where G is a linear subspace of the space Ro. An example
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of the operation of differential type is the difference operation determined by the
formula (51) on page- 183, or the differential operation F'()) = Fj (T, 1) determi-
ned over the field of functions of the real variable A with values in the space Ry
of operators. The derivative F'() is determined by the isomorphism with the
derivative F; «z, A) Such a procedure makes it possible to solve partial equations.
(See example on p. 183).
7. It is also possible to consider generalized rational operators
n

LA At AT+ An T (25)

Q@ By+ B, T+ ... +BnT™
where A;, B; are endomorphisms commutative with respect to the endomorphism T.
1f we assume condition (23) from page 175, and condition (22) from page 175, then
the ring of polynomial endomorphisms W(T) = Ay + AT + .. + Ap T will have
no zero divisors and consequently the operator (25) will be determined uniquely,
provided that (T) = 0. Such a generalization makes it possible, e.g. to solve
equations

x2® @)+ A2 D@E) + .+ Anx () =a(®) (26)

where xz(t) and a(t) are continuous functions of the meal variable t with values
in" a linear topological space X and A1, Ag, .., Ap are continuous endomorphisms
of X. It is convenient to assume that the endomorphisms Ai, Az, .. A, are the
elements of complete commutative algebra.

8. Let us consider the operational eguation

y—FMy=1 @7

determining the operation
‘ S (28)
Vi EFrmY

The application of the iterative process to @7) leads to the n-th iteration of
the form

Yn = Fr[yol + Fr* 114 ... + F[11+ 1. (29)

If, therefore, in the topological space X the iterative process {29y is convergent,
then by assuming yo = I = 1 we obtain
[oe)

! ki (30)

I S — § i\ i
[l_F(T)]k+1 ' 0( 4 )F‘(T). .

3 =

Formula (30) makes it possible to calculate the results of certain operations in
an approximate way.

9. Applications

A. Tet X be a linear space of functions x(t) integrable in-each interval [0, o]
and ’

t
Tz@®=[z@dr. (31)
0

U the function x(t) has a continuous derivative x(™ (), then from

T 2’ (t) = x () — x (0) : (32)
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we shall obtain

n—1 )

@ =pra)y— ) x®©@pk n=12.. (33)

k=0
The formula (33) permits to solve the linear differential equations with -constant
coefficients, similarly as the Laplace method and other operational methods.
Using the well known Duhamel operational theorem we can also solve non ho-
mogeneous equations without any restrictions as to the spead of increase in
function.

B. Let

[ ¢
!fx(r)dr fort >1,
1

T
T x(t) = (34)
L 0 fort < 1.
If the function z(t) has a continuous derivative x(™ () then from
Ttx ()] =x(t) — x(1) ’ (35)

we  shall obtain
) =p@E—1..0—n+Dx®—pmE—1..

=+ D) — ... —p@E— Dz 1) —px» (D). (36)

Similarly as in A, formulas (36) permit to solve the Euler equation
Gttt (@) + ... tgt @ Fax@® =9@),
where on, tn_1, .., 0 are constant coefficients and ¢(t) is a integrable function
for t = 1. B
C. Let X be a space of number sequences x(n) and

Tex@=xz@® + ... +x@m— 1.

From
T[4 x (n)] = x (n) — x(0), (37
where +
Ax@m=xn+ 1) —xn), (37
we have
n—1.
Angm)y=prax@m — D Az prh n=123 .. (38)
K=0

The formula (38) enables to solve difference equations with constant coeffi-
cients.
D. Let us consider the equation
) ndym)=x@), n=1273, .. (39)
For a given initial condition, eguation (39) uniquely determines the sequence y(n).
This means that the formula
Tx@=ym —y@l), n>l (40)
defines the endomorphism T.
If p=T 1 we have
ndx@m =px®m —px),
n+Dnrntzm=pr—Dem—p®—Dzx@)—pdxQ). - 41
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These relations enable to solve the difference equations
@+ .+ Dngpdkizgt+ . +nt+Dnag LPrtneygde+agyne=Ffn), (42
where ag, .., Gk, 1 are arbitrary constans.
We observe that

n—1

P e ‘
p—_ty H(1+m\). (43)

m=1

E. Let X be a space of functions x(t) defined for t = 0.
We consider the difference-differential equation

Y+ D=x@. (44)
For the initial condition
' Y@ =F(@ tor telo,1],
Eq. (44) uniquely defines the function (). This means that the formula

Tx®=y®—y(©01), t>0, R
where
_[f® for 0<t<1,
Yy (0, 1) {f (1) = const for t >1,

uniquely defines the endomorphism T.
If p = T—1, then we shall have

n—1

W (¢ +m)=prax@t)— D prEx® ,k+ 1D, (46)
k=0

where x(¥) (k, k + 1) is the following function:

x® @) for k<t<k-+1,

*) (L 1)=
x® (k, k -+ 1) {x(k)(k+1)=constfor t>k+1.

Rational operations can be calculated from (45). We' observe that
[t1

P =
where [t] denotes ,Entier t¢”.
We put
b _
—— 1) =P (q1). (48)
p —a
It can be proved that P(a, t) is a continuous function defined by
ur £ lt—§11 L
P t)=a" ——— ot(a—1)—, 49)
( [ ( A )n! (

n=10
Using (46) we can solve difference-differential equations
Gttt ..ot tariE) =0

by operational methods.
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ANDRZEJ KOBUS

Podstawy geometrycznej teorii dyslokacji w krysztatach

Rekopis dostarczono 24.4.1959

Artykul wprowadza w podstawowe zagadnienia zwigzane z obecnoscig
w krysztalach pewnego rodzaju nieprawidiowoseci, zwanych dyslokacjami., Na
wstepie zostaly oméwione podstawowe pojecia sluzace do iloSciowego opisu
dyslokacji, tj. obieg i wektor Burgersa, oraz modele geometryczne odwzorowu-
jace zasadnicze rodzaje dyslokacji: krawedziows, $rubowg i krzywoliniowsg
(zlozong). Nastepnie oméwiono geometryczne modele powstawania i zwielo-
kratniania dyslokacji oraz zjawiska zachodzgce w wyniku oddziatywania
p6l naprezen wprowadzonych do sieci przez dyslokacje i atomy domiesz-
kowe.

1. WSTEP

Elektryczne wlasciwosei materiatu poétprzewodnikowego sg okreslone
miedzy innymi przez obecno$¢ szeregu nieprawidlowosci w sieci kry-
stalicznej. Najwazniejszymi nieprawidlowosciami, pomijajgc drgania ter-
miczne sieci krystalicznej, sg atomy innych pierwiastkéow, tzn. ,domie-
szek”, stanowigce o opornosci wlasciwej, ruchliwosci no$nikéw mmniej-
szo$ciowych 1 czasie zycia. Domieszki obcych atoméw s nieprawidto-
wosciami o charakterze punktowym. Rozwijajace sie intensywnie w osta-
tnich pieciu latach badania innego typu nieprawidlowosci — bedacym
zaburzeniem periodycznej budowy sieci o charakterze liniowym (jed-
nak nie przez wprowadzenie obcych atoméw) —— wykazaly, ze wlasci-
wosei materiatéw pélprzewodnikowych zalezg rdéwniez od tego rodzaju
nieprawidlowosci. Nieprawidlowosci te — zwane dyslokacjami — majg
szezegblnie duzy wplyw na czas zycia nosnikéw mniejszosciowych, co
jest zwigzane z wprowadzaniem przez dyslokacje centréw rekombina-
cji, ktére ograniczajg czas Zycia. '

Ze wzgledu na wymiary nieprawidlowosci struktury krystalicznej
mozna podzieli¢ na trzy grupy [1]: .
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1. zerowymiarowe — do ktérych zalicza sie atomy domieszkowe,
atomy w pozycjach miedzywezlowych i luki,

2. jednowymiarowe — to dyslokacje moggce mieé postaé linii otwar-
tych lub zamknietych, powierzchnig oddzielajgca obszar materiatu ide-
alnego od zakloconego jest rurka o wymiarach atomowych.

3. dwuwymiarowe — sg ukiadami linii dyslokacyjnych, tworzacych
granice ziarnl). Obszar zdeformowany jest plaszczyzng o grubosci ato-
mowej. )

W artykule tym bedg omawiane nieprawidlowosci z drugiej i trze-
ciej grupy podanego podziatu: tj. dyslokacje i ich uklady. Zostang po-
dane réwniez modele przyjete do przedstawiania tych nieprawidlowoseci -

- oraz podstawowe wiadomosci o naprezeniach zwigzanych z obecnoscig
dyslokacji w krysztale. W dalszym ciggu artykulu zostang omoéwione
zjawiska zwigzane z dyslokacjami, ktére majg pewien wplyw na elek-
tryczng strukture poéiprzewodnikow (szczegdlnie germanu 1 krzemu)
lub bedg mogly byé wykorzystane do kontroli gestosci dyslokaciji.

2. POJECIA WSTEPNE

W celu iloSciowego opisu nieprawidiowosci liniowych krysztalu Bur-
gers [2] wprowadzit obieg, zwany od jego nazwiska obiegiem Burgersa.
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Rys. 1. Przyklad obiegu i wektora Burgersa dla prostej sieci kubicznej
a) obieg Burgersa w krysztale idealnym, b) obieg Burgersa w krysziale nieidealnym, ¢) obieg

. —_
Burgersa w Xrysztale nieidezlnym sprowadzonym do idealnego; b jest wektorem Burgersa
charakteryzujgcym nieprawidlowo$é

Obieg ten dla ‘néjprostszej sieci w ukladzie dwuwymiarowym pokazano
na rys. la (B). Jest to linia zakmnigta laczaca sgsiednie atomy w sieci
krystalicznej najkr6tszymi odcinkami i przebiegajagca w idealnym kry-

1) Przez granice ziarn rozumiemy granice oddzielajgca obszary krysztaiu po-
siadajgce niejednakows orientacje.
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sztale. Na rys. 1b pokazano obieg Burgersa (B') przeprowadzony wokot
obszaru zawierajacego pewng nieprawidtowosé sieci krystalicznej (w tym
przypadku jest to dyslokacja krawedziowa, o ktérej bedzie mowa dalej).
Jezeli obszar objety obiegiem Burgersa z rys. 1b(B’) przeksztalcimy
w obszar o sieci idealnej przez umieszczenie atoméw w pozycjach, ja-
kie zajmowalyby w krysztale idealnym, obieg Burgersa bedzie otwarty
(rys. lc). Brakujacy odcinek obiegu nazywany jest wektorem Burgersa

(_l;) i jest miarg zdeformowania obszaru objetego obiegiem Burgersa.
Jak wiec widaé, jest to najmniejsza odlegtos¢ miedzy atomami w roz-
patrywanej plaszczyZnie.
" Okreélenie kierunku wektora Burgersa jest umowne. Jezeli pewien
dowolny kierunek linii dyslokacyjnej obierzemy za dodatni, to kieru-
nek obiegu Burgersa przyjmuje sie wedlug reguly $ruby prawoskret-
nej, a wektor Burgersa skierowany jest od ostatniego punktu obiegu
do pierwszego. :
Dowodzi sie, ze jezeli kilka dyslokacji styka sie lub przecina sie
w pewnym punkcie, zwanym wezlem dyslokacji, to wektory Burgersa
speiniajg roéwnanie
Do =0 (1)
1

Jest to rownanie analogiczne do zasady Kirchhoffa dla wezta prg-
déw. Modut wektora Burgersa nazywany jest natezeniem dyslokacji
|z—;| = b, i na ogodl tg wielkoscig operuje sie¢ w szeregu obliczen zwiaza-
nych z dyslokacjami.

Tablical
Moduly wektorow Burgersa dla sieci diamentu

Kierunek wektiora Burgersa < 110 > < 100 >

Diugoéé wektora Burgersa a ]/E a

_ a — stala sieci 2

bdla Ge (¢ =5,65A [3]) 4,00 5,65
b dla Si (¢ = 5,46 A [3]) 3,86 5,46

Wektor Burgersa moze posiadaé rézne kierunki w zaleznosci od wia-
snosci aktualnie rozpatrywanej sieci krystalicznej. W przypadku sieci
diamentu, w ktérej krystalizuja podstawowe materialy potprzewodni-
kowe (german, krzem, arsenek i antymonek indu), istniejg dwa rodzaje
stabilnych wektoréw Burgersa [1]; podane s3 one w tablicy 1. Kazdy
z rodzajéw wektorow moze posiadaé trzy kierunki, jak na rys. 2. Wszyst-
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kie pozostale wektory Burgersa sg niestabilne. Z dwoéch podanych réw-
1
niez pierwszy z nich, ktéry zapisuje sie ja‘ko? (110), posiada znacznie

wiegksze prawdopodobienstwo powstania niz drugi, oznaczany (100),

Rys. 2. Wektory Burgersa w sieci diamentu

poniewaz do utworzenia dyslokacji o krétszym wektorze poslizgu po-
trzebna jest mniejsza energia. Wobec tego omawiajgc sie¢ diamentu
jako ofrodek, w ktérym powstajg dyslokacje, wystarczy rozpatrywaé

1
dyslokacje z wektorem poslizgu réwnymE (110), o czym bedzie mowa

w nastepnym rozdziale.

3. PODSTAWOWE TYPY DYISLOKACJI

W rozdziale tym zostang podane geometryczne sposoby przedstawia-
nia dyslokacji. Historycznie biorgc, jako pierwsza do rozwazan teorii
odksztalcen plastycznych zostala wprowadzona dyslokacja krawedzio-

£ .
_ Plaszczyzna
postizgu
/.'

Rys. 3. Mechanizm powstawania dyslokacji
krawedziowe]j

wa (Taylor, Orowan, Polanyi — 1934 r.). Dyslokacja ta moze powsta-
waé w wyniku przylozenia do krysztalu naprezef $cinajgcych, jak po-
kazano na rys. 3. Dzieki dzialaniu naprezen wystepuje tzw. poslizg
krysztalu polegajgcy na przesunieciu czesci krysztalu o odlegtoéci ato-



Podstawy geometrycznej teorii dyslokacji 217

‘Tom VI-— 1960

mowe wzgledem pozostatej czeSci krysztatu. Plaszczyzng, wzdiuz kto-
rej odbywa sie ruch krysztalu, nazywa sie plaszczyzng poslizgu. Wsku-
tek takiego przesuniecia powstaje zaburzenie sieci krystalicznej two-
rzagce dyslokacje krawedziows, ktérg w ukladzie dwuwymiarowym
przedstawiono na rys. 1lb. Dyslokacja ta jest walcem zdeformowanego
obszaru, rozciggajgcego sie w glgb krysztatu, prostopadle do kierunku
poslizgu. Dyslokacje krawedziowsg okresla sie jako dodatnig, gdy do-

by
Rys. 4. Model krawedziowych dys-
lokacji idodatnich i mjemnych

a) dyslokacja dodatnia, b) dyslokacja

ujemna

datkowa polplaszczyzna atomdéw znajduje sie wyzej plaszczyzny po-
§lizgu (rys. 4a); jezeli dodatkowa podlplaszczyzna znajduje sie ponizej —
dyslokacja nazywana jest ujemng (rys. 4b). Jest to definicja umowna,
majgca na celu odrdznienie dwoch postaci tego samego rodzaju dyslo-
kacji tak, ze bedzie ona rowniez obowigzywala, gdy bedziemy ogladaé
krysztal z odwrotnej strony. Jezeli na jednej plaszczyznie poslizgu znaj-
duje sie dyslokacja ujemna i dodatnia, w wyniku dzialania pewnych
sil, o ktérych bedzie mowa dalej, mogg sie one zniesc.

Drugim typem dyslokacji jest dyslokacja Srubowa, ktérej pojecie
wprowadzit Burgers [2] w roku 1939. Powstaje ona réwniez w wyniku
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Rys. 5. Model dyslokacji érubowej
a) mechanizm powstawania dyslokacji, b) uklad atomdéw nad- i pod plaszczyzng poflizgu

naprezehn $cinajgcych, ale w przypadku gdy linia dyslokacyjna jest réw-
nolegta do kierunku po$lizgu. Mechanizm powstawania dyslokacji sru-
bowej pokazany jest na rys. 5a. Wskutek przytozenia sit Scinajgeych
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zgodnie z kierunkami strzalek, prawa czeé¢ krysztalu ulega poslizgowi,
ktorego plaszczyzna ograniczona jest punktami ABEF. W wyniku tego
zjawiska wzdluz linii EF rozcigga sie obszar zaklécony, gdy na prawo
od tej linii krysztat bedzie przesuniety o jedng calg odleglosé miedzyato-
mowg, wobec czego nie bedzie znieksztalcony. Uklad atoméw w dyslo-
kacji Srubowej pokazany jest na rys. 5b. Linig ciggly narysowano ato-
my w gornej plaszczyZnie z dwéch zaznaczonych na rys. 5a, a linig prze-
rywang — dolna.

Burgers réwniez udowodnil, ze oba omawiane powyzej typy dyslo-
kacji sg szczegblnymi przypadkami pewnej zlozonej linii dyslokacyjnej

)
Rys. 6. Ukiad atoméw nad- i pod plaszezyzng podlizgu w dyslokacii ogélnej

dowolnie przebiegajacej w przestrzeni. Fakt ten jest zilustrowany na
rys. 6, na ktérym pokazano linie dyslokacyjng o charakterze linii zlo- -
zonej. Na rysunku tym linig ciagla zaznaczono wigzania miedzy atoma-
mi na plaszcyznie ponad powierzchnig poslizgu, a linig przerywang —
wigzania na plaszczyinie pod powierzchnig poslizgu.

W punkcie A nieprawidtowo$§é sieci ma charakter dyslokacji kra-
wedziowej, gdyz na dwa szeregi atoméw na powierzchni gérnej przy-

Rys. 7. Przyklad og6lnej linii dysloka-

cyjnej. W punktach oznaczonych k

dyslokacja posiada orientacje krawe-

dziowa, a w punktach oznaczonych § —
$rubowsg

N

padajg trzy szeregi atomdéw na powierzchni ponizej plaszezyzny posli-
zgu; w punkcie B nieprawidfowo$é posiada charakter dyslokacji $rubo-
wej; na krzywiznie linia dyslokacyjna ma charakter posredni. Widzi-
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my wige, ze zakwalifikowanie dyslokacji do typu krawedziowego lub
slubowego zalezy tylko od orientacji dyslokacji wzgledem kierunku po-
§lizgu. Wobec tego dowolna linia dyslokacyjna bedzie miala dwa wy-
réznione kierunki, w ktérych bedzie okreSlona jako dyslokacja $rubo-
wa lub krawedziowa; w pozostalych odcinkach bedzie dyslokacjg zio-
zong. Rysunek 7 przedstawia opisang sytuacje. Tylko w miejscach ozna-
czonych k lub § dyslokacja bedzie miata odpowiednio charakter krawe-
dziowy lub Srubowy.

Ogolnie biorge dyslokacje mozna okreslat przez podanie kata, jaki
tworzy linia dyslokacyjna z jej wektorem Burgersa. W przypadku sieci

Rys. 8. Model dyslokacji srubo- Rys. 9. Model dyslokacji 60-stopniowej
wej w sieci diamentu [18] w sieci diamentu. ‘Grubymi liniami zaznaczo-
no dodatkowa pélplaszezyzne atoméw [18]

Rys. 10. Model dyslokacji krawedzio-
wej w sieci diamenfu [18]

diamentu, najbardziej nas inteﬂresujqc.'ej‘, wystepujg trzy rodzaje pelnych

1
dyslokacji posiadajacych wektor Burgersa réwny 5 (110) [18], Dwa
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z nich to dyslokacje typowe: §rubowa, dla ktérej omawiany kgt a jest
réwny 0°, i krawedziowa — z katem ¢ = 90°. Trzeci rodzaj dyslokacji
jest charakterystyczny dla sieci diamentu — jest to tzw. dyslokacja
60-stopniowa. Wszystkie te dyslokacje sg rownolegle do kierunku (110);
ich uklad w sieci diamentu pokazano na rysunkach 8, 9, 10. W tablicy 2
podano zestawienie omawianych dyslokacii.

Tabiica 2

Dyslokacja w sieci diamentu

Lp. Sym}?ol Kat a Plas%c.zyzna Ilo.s’é p’rzerwanych ’
osi poslizgu wigzan na a cm |

1 {<110> 0° — 0

2 | <110>| '60° {111} 1,41

3 |<110>| 90° {100} 2,83 lub 0

Poniewaz w sieci diamentu najgesciej upakowanymi plaszczyznami
atomowymi sg plaszczyzny {111}, wiec one sg plaszczyznami latwego
poslizgu. Wobec tego, jak wida¢ z tablicy 2, w krysztalach o sieci dia-
mentu bedy uprzywilejowane dyslokacje 60-stopniowe, gdyz lezg one
w plaszczyznie latwego poslizgu.

W ostatnie]j rybryce tablicy 2 podano ilo§é przerwanych wigzan ato-
mowych spowodowanych istnieniem dyslokacji o réznych orientacjach.
Wielkos¢ ta okresla elekiryczne wlasciwosei dyslokacji, gdyz istnienie
zerwanego wigzania atomowego stanowi zaburzenie w réwnowadze elek-
trycznej krysztalu. Wobec tego dyslokacje wprowadzajace zerwane wig-
zania atomowe beda mialy wplyw mna przewodnictwo elektryczne,
a szczegblnie na rekombinacje nosnikéw w krysztatach pélprzewodniko-
wych. Zagadnienie to jednak nie miesci sie w ramach niniejszej pu-
blikacji.

4. DWUWYMIAROWE UKELADY DYSLOKACJI

W rozdziale tym bedg oméwione zbiory dyslokacji utozone w pewien
okreslony sposob. Bedg to rézne rodzaje granic ziarn w krysztale. Shoc-
kley i Read [4] podaja dwa sposoby polgczenia dwéch ziarn na ich gra-
nicy. W pierwszym przypadku krysztal pozostaje nie znieksztalcony,
a na samej granicy ziarn plaszczyzny atomowe s3 nie dopasowane
(rys. 11). W drugim przypadku moze mieé¢ miejsce elastyczne znieksztal-
cenie obu ziarn, ktére rozcigga sie na stosunkowo duze’ odlegtosci, gdy
deformacja plastyczna ogranicza sie do malych obszaréw na granicy
ziarn (zob. rys. 12). Oczywiscie pierwszy przypadek bedzie odpowied-
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niejszym modelem dla granicy ziarn o duzym kacie, gdy drugi — dla
granicy ziarn o matym kacie. Szczegdlnie interesujacy, zaréwno z pun-
ktu widzenia teorii dyslokacji, jak i do$wiadczenia, jest przypadek gra-
nicy ziarn o matym kacie (ang. low-angle boundary). Dyslokacyjny mo-
del granicy ziarn o malym kacie zostab oméwiony przez Burgersa [2],

3B 945

Rys. 11. Model granicy ziarn o duzym
kacie

Rys. 12, Model s-ymetry‘cznej-' granicy
ziarn o malym kacie

Shockleya i Reada w r. 1949 [5]. Prosta granica ziarn o matym kgcie
jest wynikiem skrecenia dwéch obszaréw krysztalu o pewien maly kat.
Charakteryzuje sie ona tym, ze dodatkowe péipltaszezyzny atomowe po-
siadajg ten sam kierunek i zwrot, tzn. sg ,,wsuniete” z tej samej strony.
W wyniku tego na granicy skreconych obszaréw powstaje szereg dyslo-
kacji krawedziowych. Na rys. 12 pokazano przyktad prostej granicy
ziarn. Dla krysztalu o okreslonej sieci krysztalicznej mozna wyznaczy¢
zaleznosé odlegtosci miedzy dyslokacjami krawedziowymi w granicy
ziarn a katem skrecenia obszaréw krysztalu.

Jezeli najmniejszg odleglo$é miedzy atomami w rozpatrywanej pla-
szezyinie oznaczymy przez b (tj. modut wektora Burgersa), a odleglosci
miedzy dyslokacjami przez D, to: ‘ '

-b—= 2 sing, 2

. - D 2
gdzie © jest katem skrecenia obszaréw krysztalu po obu stronach gra-
nicy. Réwnanie to dla malych katéw, a takie rozpatrujemy z zatozenia,
mozna napisaé: ’
0=

b
5 ®3)

7 Rozprawy Elektrotechniczne
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Rozpatrywany model granicy ziarn jako szereg dyslokacji jest je-
dynym geometrycznym sposobem przedstawiania granicy ziarn.

Read [6] rozpatruje réwniez ogélniejszy przypadek granicy ziarn,
mianowicie niesymetryczng granice ziarn. Rézni sie¢ ona tym od prostej
granicy ziarn, ze istniejg dwie grupy dodatkowych potplaszczyzn ato-

Rys. 13. Model niesymetrycznej granicy ziarn o malym kacie

mowych skierowanych prostopadle do siebie. Model takiej granicy przed-
stawiono na rys. 13. Jezeli jak na rys. 13 kat miedzy powierzchnig gra-
nicy i $rednim kierunkiem (100) oznaczony jest przez ¢, to z analizy
geometrycznej otrzymamy dwie zaleznoSci na dwa ciagi dyslokacji:

b
D =——, 4
L @sin ¢ )
b
P A 5
& O cos ¢ ®)

W przypadku ogdlnym, jezeli 0 << ¢ <%, to otrzymujemy granice

ziarn niesymetryczng, a gdy ¢ = 0 lub ¢ = %, otrzymujemy prostg

granice ziarn.
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Granice ziarn w krysztalach stanowig dogodny material do badania
wlasciwosci uktadéow dyslokacji, gdy badania pojedynczych linii dys-
lokacyjnych nastreczaja czesto trudnosci ze wzgledu na niewielki wplyw
tych nieprawidlowosci na szereg zjawisk. Szczegbélnie dobrze do tego
celu nadajg sie granice ziarn o malym kacie, gdzie istnieje wyrazna
struktura dyslokacyjna. Wyniki pomiaréw wtasciwosei granic ziarn o du-
zym kacle nastreczajg znacznie wieksze trudnosci interpretacyjne.

5. POWSTAWANIE I ZWIELOKRATNIANIE DYSLOKACJI

Ogolnie biorge dyslokacje powstajg w wyniku dzialania naprezen
istniejgcych w krysztale. Naprezenia w krysztale mogg sie tworzy¢
wskutek nieré6wnomiernosei rozkladu temperatury w czasie wykony-
wania krysztalu oraz ewentualnych wstrzgséw mechanicznych. Pomi-
mo ze w praktyce nauczono sie otrzymywaé monokrysztaly germanu
i krzemu o bardzo wysokiej doskonalosei, to jednak mechanizm powsta-
wania dyslokacji nie zostal zupelnie dokladnie wyjasniony. ‘

Istnieja dwie hipotezy dotyczace powstawania dyslokacji w kry-
_sztalach. Pierwsza z nich glosi, ze dyslokacje powstajg na granicy fazy
cieklej i stalej i nastepnie s3 ,,zamrazane” w fazie statej. Druga hipoteza
moéwi, ze dyslokacje powstajg dopiero w fazie statej krysztalu w wyniku
nieréwnomiernego chlodzenia krysztatu. Wydaje sie, ze obie hipotezy
sg stuszne i majg swoéj ,,zakres dzialania”. W tej chwili brak jest do-
statecznych wiadomosci na temat stusznosei pierwszej hipotezy, ze
wzgledu na duze trudnoéci przeprowadzenia badan. Natomiast druga
hipoteza zostata do$é¢ szeroko rozwinieta i poparta doswiadczeniem.

Wobec tego, ze w czasie deformacii plastycznej krysztalu stwierdzo-
no, ze na typowej plaszczyznie poslizgu jest ok. 1000 razy wiecej ele-
mentarnych poslizgéw, tzn. przesunieé o jedng odlegtos$¢, niz wynika-
toby to z przejScia pojedynczej dyslokacji, Frank i Read [7] w roku 1950
zaproponowali wyjasnienie tego zjawiska, zwanego mechanizmem zwie-
lokratniania dyslokacji. Rozwinigcie tego zagadnienia podat réwniez Read
w swojej ksigzce [6]. Mechanizm zaproponowany przez Franka-Reada,
zwany tez zrédlem Franka-Reada, omawia ruchy linii dyslokacyjnych,
ktore zostaly zakotwiczone, tj, unieruchomione w jednym lub wiecej
punktach. Jako punkty zakotwiczenia dla dyslokacji mogg stuzy¢ wezly
dyslgkacyjne, powierzchnia boczna krysztalu lub obce atomy. Na rys. 14
pokazany jest mechanizm poslizgu podany przez Franka-Reada. Obszar
krysztalu zawierajacy dyslokacje, ktérej czesé unieruchomiona, o diu-
gosci 1, jest na rysowana na rys. 14a, w pewnej czesci swej objetosei.
ulega poslizgowi, wskutek czego wystepuje ruch linii dyslokacyjnej

7%
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(rys. 14b). Obszar zacieniony stanowi powierzchnie, na ktérej odbyl sie ‘
poslizg krysztalu. Na rys. l4c pokazano kolejng faze w procesie po-
~¢lizgu i nastepnie, zakotwiczony odcinek dyslokacji ,wyemituje” jedng

Rys. 15. Przyklad powstawania dyslo-

Rys. 14. Mechanizm [poslizgu podany kaeji spiralnej w wyniku obrotu dys-
przez Franka-Reada, a-e poszczegdlne lokacji typu L dookola jednego z ra-
fazy poslizgu mion

petle dyslokacyjna, jak na rys. 8d. W dalszej fazie (rys. 14e) ukltad jest
gotowy do powtdrzenia catego mechanizmu, a dalszy ruch dyslokacji
spowoduje poslizg kolejnych obszaré6w krysztalu o druga odlegios¢ mie-
dzy atomows. Mechanizm ten moze powtarzaé sie¢ wielokrotnie, w wy-
niku czego moze powstaé z jednego odcinka dyslokacyjnego szereg pe-
tli dyslokacyjnych.

Jezeli linia dyslokacyjna bedzie zakotwiczona w jednym punkcie
w wyniku dzialania zrédta Franka-Reada, powstanie dyslokacja spiralna
pokazana na rys. 15. Frank i Read [7] wykazali, Zze Zrodio dyslokacji za-
czyna dzialaé, jezeli skladowa naprezenia $cinajacego wzdluz wektora
Burgersa odcinka dyslokacji zakotwiczonego przez wezlty dyslokacyjne
jest réwna lub wieksza od:

N G-b ; 6)
1
-gdzie: : :

a — wspoblezynnik liczbowy zalezny od stale] elastycznosei ma-
terialu i lekko zalezny od rodzaju dyslokacji. jest rzedu
jednosci,

-G — modut $cinania,
b — modul wektora Burgersa,
1 — diugoéé odcinka zakotwiczonego.

Szczegblne przypadki zrédet Franka-Reada byty badane przez kilku
autoréw. I tak, Fisher [wg 8] stwierdzil, ze odcinek linii dyslokacyjnej
zakofczony z jednej strony na wezle, a z drugiej na powierzchni moze
dzialaé jako zrodio dyslokacji przy naprezeniu dwukrotnie mniejszym
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niz w przypadku zakotwiczenia dwustronnego na wezlach. Hart [9]
badal przypadek. zrédel Franka-Reada zakotwiczonych nie przez we-
zty dyslokacyjne, a przez atomy domieszkowe i stwierdzil, ze zrédla
te réwniez mogg by¢ ,uaktywnione” przy niZszych naprezeniach niz
wynikajgce z réwnania [6]. '

Rowniez interesujacy jest mechanizm powstawania dyslokacyi typu
L podany przez Reada [6]. Rozpatruje sie dwie dyslokacje AB i CD

Rs Ba s
] D

i 5
A /i
/AR 2, /
. By S A n~8
Zp N <—/ /PCD B 4 13 /j i
/ B ¢ v 3 : 3
Wektor / ’
poslizgu ;

Rys. 16. Przyklad powstawania dyslokacii typu L z przeciecia dwoéch dyslokacji
liniowych

potozne na réinych plaszczyznach poslizgu jak na rys. 16a; a pesiada=

Jace taki sam wektor Burgersa: Dyslokacje poruszaja sie w kierunkach
oznaczonych strzalkami. Przy przecigeiu sig¢ dyslokacji (rys. 16b) po-
wstaje wezel dyslokacyjny w punkcie P. Gdy sity dzialajg na dysloka=
cje w dalszym ciggu, suma dtugosci dyslokacji moze sie zmniejszaé jak
na rys. 16c. Powstajg dwie dyslokacje typu L. Dyslokacje takie moga

Rys. 17. Mechamzm powstawania progéw przy
przecigeiu dwéch dyslokacji krawedziowych

byt nastepnie zrédiem powstawania dyslokacji spiralnych, ktére po-
wstajg przez obrét jednego z ramion dyslokacji typu L w spos6éb ana-
logiczny do zrédla Franka-Reada jak na rys. 15.

Omow1my teraz powstawanie progéw (ang. jogs) w wyniku przec1q—
cia sie dwéch dyslokacji. Ruch dyslokacji moze odbywaé¢ sie w wymku
naprezen termicznych lub naprezeh zewnetrznych przylozonych ‘do kry=-
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sztalu. Rozpatrzymy najpierw przecigcie si¢ dwoch dyslokacji krawe-
dziowych o wektorach Burgersa f;l i l_;z, lezgcych na dwoch réznych
plaszczyznach poslizgu P i Q. Sytuacja ta jest przedstawiona na rys. 17.
Jak widaé, na dyslokacji drugiej powstanie prog o diugosci bi, ktérego
wektor Burgersa pozostanie bez zmiany, wobec czego prog bedzie po-
siadat orientacje krawedziows, Poniewaz kierunek wektora Burgersa

Rys. 18. Mechanizm powstawania progdw przy przecieciu dyslokacji krawedziowe]
ze §rubowag

progu -l;p jest zgodny z kierunkiem poSlizgu drugiej dyslokacji bz, prég
w zasadzie nie bedzie przeszkadzal poslizgowi tej dyslokacji. Na na-
stepnym rysunku (rys. 18) pokazano sytuacje przy przecigeiu dysloka-.

Rys. 19. Mechanizm powstawania progéw przy przecigeiu dwéch dyslokacji §ru-
bowych

cji érubowej z krawedziows. Dyslokacja krawedziowa o wektorze Bur-
gersa 1;1 przecinajgc sie ze Srubowg tworzy prég o diugosci bz. Wektor

poslizgu utworzonego progu pozostaje bez zmian — bi. ‘W tym przy-
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padku prég ma rowniez orientacje krawedziowg i kierunek jego jest
zgodny z kierunkiem przylozonej sily powodujgcej ruch dyslokacji, wo-
bec tego prég réwniez nie przeszkadza poslizgowi dyslokacji krawe-
dziowej. Natomiast w przypadku przeciecia sie dwodch dyslokacji Srubo-
wych (rys. 19) sytuacja jest bardziej skomplikowana. W wyniku prze-

ciecia na jednej z dyslokacji (pierwsze]) powstaje prog o diugosci l;)z.

Poniewaz kierunek wektora Burgersa progu gp jest prostopadty do kie-

Rys. 20. Deformacja jednej z przecinajacych sig dyslokacji $rubowych

runku sity powodujgcej poslizg 7, to prog przeszkadza. poslizgowi. Spo-
woduje to znieksztalcenie prostoliniowej dyslokacji w sposéb podany
na rys. 20. Wykrzywione czeSci dyslokacji zmieniajg swojg orienta-
cje i w koncowej fazie bedg odecinkami dyslokacji krawedziowych réw-
noleglych do siebie (zakreskowany obszar na rys. 20) i posiadajgcych

a Linie dyslokacyine b ) Szereq luk
IIIIIIIII 1 ]

OG0N8Il 1 |

—l TN T 1 I
OB BSESNARE! ]
WAL LTI T T T ITt 11T
BT
LIl IITITTT 111

Rys. 21. Powstawanie szeregéw luk ze zderfdrmowa'nej. -dyslokacyj{nej linii lé-rubowej

przeciwny znak, jak na rys. 21. Jezeli dyslokacje te spotkajq sie, po-
wstanie szereg luk lub atomdéw miedzyweztowych.

Wszystkie omawiane powyzej mechanizmy powstawania, zwielokrot-
niania i przemiany dyslokacji byly potwierdzone doswiadczalnie.
W przypadku krysztaléw z materialéw pélprzewodnikowych zaréwno
germanu, jak i krzemu szczegélnie dogodne warunki do dziatania wy-
zej omoéwionych mechanizméw istnieja w zakresie temperatur, w kto-
rych materialy te sa plastyczne. Ma to miejsce dla germanu w tempe-
raturach od 500°C do temperatury topnienia (937°C), a dla krzemu —
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od 800°C do 1420°C. W krysztalach pélprzewodnikowych dyslokacje
formujg sie ostatecznie w podanych wyzej zakresach temperatur pla-
stycznych, gdy w temperaturze pracy przyrzadéow pétprzewodnikowych
mozna je uzna¢ za praktycznie niezmienne. Do$wiadczalne wykazanie
.obecnosci takich form dyslokacyjnych zostanie oméwione w nastepnym
artykule [10].

6. NAPREZENIA W OTOCZENIU DYSLOKACJI

Dyslokacja wprowadzajac zaburzenie periodycznej budowy sieci kry-
stalicznej powoduje réwniez powstawanie pola naprezen w krysztale.
Deformacje krysztatu w wyniku wprowadzenia dyslokacji dzieli sie na
dwa zasadnicze obszary: 1) obszar deformacji plastycznej znajdujacy
sie¢ w ofrodku dyslokacji, w ktorym nie obowigzuje prawo Hooke’a,
rozciggajacy sie¢ w promieniu kilku odleglosci miedzyatomowych, oraz —
2) obszar deformacji elastycznej‘, ktory rozcigga sie na znacznie wieksze
odlegtosci, rzedu nawet 1 cm. Osrodek dyslokacji jest jak dotychczas
malo znany i wiekszo$é wielkosei z nim zwigzanych jest tylko szaco-
wana.  Obszar -deformacji plastycznej przyjmuje sie w. szeregu rozwa-
zaniach za przekrdj czynny dyslokacji i najczesciej szacuje si¢ na trzy
odleglosci mlqdzyatomowe [17]. Energia zgromadzona w orodku dyslo-

kacji réwniez nie jest znana, jednak jak wynika z szacowania dokona-

hég_o przez Cottrella [11] wynosi ona % Natomiast “ogblng énergié

dyslokaCJl w krysztale wyznaczyli Leibfried i Liicke [12] w 1949 roku,
Otrzymali oni nastepujacy wzér na -energie - dyslokacji:

~— G0 R | G
4x(l—w») 7 ,
gdzie: -
E — energia dyslokacji na jednostke Je] dlugosm
G — modutl $cinania,
. .b — modul wektora Burgersa,
v — stala Poissona,
T: — promien: obszaru deformacji plastycznej,
R — promien .obszaru deformacji elastycznej.
Wzér ten jest Scisty ‘dla dyslokacji srubowej, a dla dyslokacji kra-
wedziowe] — przyblizony. Jak widaé, energia dyslokacji jest zalezna

od. parametréw elastycznych i geometrycznych materialu oraz wielko-
$ci zdeformowanych obszaréw, ktérych okreslenie nastrecza duze trud-
noseéi. Poréwnujagc wzér (7) z wyrazeniem na energie osrodka dyslo-
kacji- oszacowanym przez Cottrella tatwo mozna zauwazyc, ze energla
oérodka dyslokacji. jest. do pominiecia.
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Naprezenia w obszarze deformacji elastycznej zmieniajg sie odwro-
tnie proporcjonalnie do odleglosci od érodka dyslokacji. Obszar defor-
macji plastycznej nie podlega powyzszemu prawu, gdyz naprezenia
musiatyby osiggnaé warto$é nieskonczenie wielka dla odlegtosei zero-
wej. Naprezenia te nalezaloby okre§li¢ przez oddzialywanie miedzy s3-
siednimi atomami, ktére sg odchylone od polozen réwnowagi w wyniku

deformacji. Jak juz podano wyzej, zagadnienie to przedstawia duze
trudnoéci. W nastepnych rozdziatach zostang oméwione nastepstwa ist-

nienia pola naprezen wokél dyslokacji: sity oddzialywania miedzy dys-
lokacjami oraz miedzy dyslokacjg i atomami domieszkowymi.

7. ODDZIALYWANIE MIEDZY DYSLOKACJAMI

'Gdy bedzie rozpatrywany krysztal zawierajacy dyslokacje, to na-
wet przy braku naprezen zewnqtrznych wystapl dzialanie pewnych
sit miedzy dyslokacjami. Oddzialywania te sg omoéwione przez Cottrel-

[77 SO e

Nt

Rys. 22. Médel S‘tosdwa,ny”do wy.znaczahia sit miedzy dyslokacjami Lkrawedzibwynfi

la [11] i Reada [6]. Rozwazymy najpierw przypadek oddzialtywania mie-
dzy réwnolegltymi dyslokacjami krawedziowymi o réwnoleghych i jed-
nakowych wektorach Burgersa. Przyjmiemy uklad jak na rys. 22. Przez
punkt O wzdluz osi Z przebiega dyslokacja krawedziowa o wektorze
Burgersa b. Do tego obszaru wprowadzono drugg dyslokacje przez de-
formacje ofrodka wzdiuz powierzehni A, ktéra jest réownolegta do pta-
szcezyzny poslizgu. W wyniku tego w punkcie o Wspélrzednych (x, y)
znajduje sie druga dyslokacja kraweédziowa réwnolegta do pierwszej.
Energia oddz1a1ywama miedzy rozpatrywanymi dyslokacjami bedzie
rowna pracy wykonanej przez wprowadzenie drugiej. dyslokacji w pole
naprezen pierwszej. Energie oddzmlywama mozna. wyznaczy¢ z.naste-
pujgcej caitki: :

Bu=[F-upda, L g
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gdzie: _
Elz — energia oddzialywania miedzy dyslokacjami,
F1 — sita zwigzana z polem naprezen pierwszej dﬁyslokacji, dzia-

lajgca na pqwierzqh-nie A,

Ez — przesuniecie powierzchni A spowodowane wprowadzeniem
drugiej dyslokacji.

Cottrell [11] otrzymal nastgpujace wyrazenia dla sktadowych sit od-
dzialywania miedzy réwnoleglymi dyslokacjami krawedziowymi. Dla
wspélrzednych prostokgtnych:

. Gp x(x2 —y?)

2m(l—7) @+ 9P
Gb? y(3x2+y?

= . ( y‘)). (10)

an(l—9) (= + 9
Natomiast we wspblrzednych cylindrycznych:

9)

x

T 2m(l—w) T
G b in 2
v sin (p’ (12)

2n(l —v) T
gdzie:
G — modut Scinania,
y — wspdiczynnik Poissona.
Sity dzialajace miedzy tymi dyslokacjami nie sa centralne. Z réwna-
nia (11) widaé, ze sita istniejagca miedzy dwoma dyslokacjami dziala odpy-

Fx
a3

. -3
‘Rys. 23. Wykres zaleznofci skladowej F, (sity oddziatywania miedzy dyslokac¢jami
krawedziowymi) w funkcji odlegloéci miedzy dyslokacjami

chajaco wzdtuz linii laczacej je, ale ruch dyslokacji bedzie mozliwy tylko
wzdluz ptaszezyzny poslizgu, tj. rownolegle do plaszezyzny xz. Na rys. 23
pokazano zaleinosé sktadowej F, od odleglosci x. Jednostky sity jest wy-
. Gb? . . o . .
razenie ————— , gdzie y jest odlegloscia miedzy plaszczyznami po-
2r(1—»)y
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$lizgu. Z rysunku tego widaé, ze dwie dyslokacje znajdujace sig¢ na rozi-
nych plaszezyznach poslizgu odpychaja sie wzdiuz plaszezyzn poslizgu,
gdy x>>y, a przyciagaja sie dla x<{y. Polozenia réwnowagi istniejg dla
x=0 i x=y, lecz tylko pierwsze polozenie jest pozycja réwnowagi trwa-
lej. Z tego wynika, Ze najbardziej trwaly ukiad dyslokacji ma miejsce,
gdy jednoimienne dyslokacje krawedziowe zajmuja pozycje jedna nad dru-
ga, prostopadle do kierunku po$lizgu. Przypadek ten zachodzi przy gra-
nicy ziarn o matym kacie. "

Jezeli bedzie sie rozpatrywaé dwie dyslokacje przeciwnych znakéw,
przycigganie bedzie miato miejsce dla x>y, a odpychanie dla <y, to
znaczy odwrotnie niz w przypadku poprzednim. Réwnowaga trwala ma
miejsce dla x=y. Natomiast dwie jednoimienne dyslokacje krawedziowe
-znajdujgce sie na tej samej plaszczyznie poslizgu odpychaja sie dla wszyst-
"kich wspélrzednych, a réznoimienne przyciggaja.

Tablica 3

Zaleino§é sity oddzialywania miedzy dyslokacjami
dla réznych odleglosci

Odleglo$é miedzy dyslokacjami (cm) 10-7 | 1075 | 1073

Sila na jedn. dlugo$ci dyslokacji ’ 600 6 0.06
(dyn/cm?) ’

Cottrell [wg 13] obliczyt sily dzialajagce miedzy dyslokacjami dla
przypadku prostej sieci kubicznej. Wyniki obliczenn podano w tablicy 3.

Gdy na jedne]j plaszezyznie podlizgu znajduja sie dwie dyslokacje jed-
noimienne, w warunkach sprzyjajagcych ruchowi dyslokacji (gdy sita dzia-
tajgca miedzy dyslokacjami bedzie wieksza od sit wigzania o$rodka) dys-
lokacje mogg poruszac sie i w efekcie koncowym unicestwi¢. W tym pro-
cesie wyzwala sie energia powodujaca lokalne ogrzame krysztatu do
1000°C w czasie 102 sec [wg 13].

W przypadku rozpatrywania sil wystepujacych miedzy dwoma réwno-
leglymi dyslokacjami $rubowymi postepowanie jest analogiczne do po-
przedniego. Zasadnicza réznica polega na tym, Ze sity dzialajgce miedzy
dwoma dyslokacjami $rubowymi sg centralne { wskutek tego w ukladzie
cylindrycznym maja tylko skladows promieniows. Dla tego przypadku
Cottrell [11] otrzymal! nastepujgce wyrazenie dla ukladu cylindrycz-
nego:

Gb?

F = .
2xnr

7

(13)
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a dla ukladu prostokatnego:

2n (224 9Y) |
L (15)
2n (2247

DyslokaCJe Srubowe réznych znakéw przyc1qga3q SlQ, a jednakowych —
odpy*chaja.

- Cottrell [11] oméwit réwniez sity przyciggania dyslokacji do swobod-
neJ powierzchni krysztalu. Z przyblizaniem dyslokacji do powierzchni
energia deformacji maleje, gdyz pole naprezen dyslokacji przenika przez
powierzchnig krysztalu. W wyniku tego powstaje sila urojona taka, jakby
w swobodnej przestrzeni po drugiej stronie powierzchni istniata dyslo-
kacja o znaku przeciwnym. Sita ta w kierunku prostopadtym do po=
wierzchni wyraza sie wzorem:

P ¥ 1 (16)
dn(l—9») 7 L
Jak wida¢, jest to postac sity jak przy oddzmlywamu mledzy dyslokacja~
mi, a wielko$¢ jej jest dwukrotnie mniejsza: '

Opisane powyzej zjawiska ukazuja, potenc;jalnq mozhwosc Kontroli ge-
stosei dyslokac31 przez odprezanie krysztatow. Jednak na temat tego za-
gadmema na razie brak obszerniejszych publikacji.

.8 ODDZIAILYWANIE ATlO&VIOW IDIOMIES!ZKJOWYCH Z. 'DYrS'LOKACJA

Badanc zagadnienie starzenia w metalach zawierajacych pewne ilosei
domleszek Cottrell [11] stwierdzil istnienie oddzialywania atomoéw do-
mieszkowych z polem naprezen dyslokacji. Jak podawano w rozdziale 6;
energia dyslokacji zmienia sie z odlegloscig od $rodka nieprawidlowosci.
Oddzialujgc z innymi ofrodkami naprezen w krysztale (a beda to gtéwnie
atomy domieszkowe o wymiarach réznych od atoméw osrodka) rozklad
energii dyslokacji spowoduje wystgpienie sit, ktére bedg wywoltywaé se-
gregacje atoméw domieszkowych w kierunku srodka dyslokacji. Atomy te
mogg powodowal rozluZnienie naprezen istniejgeych wokét dyslokacii.
Cottrell [11} i [14] podat wzér na energie oddzialywania miedzy liniows
dyslokacjg krawedziows znajdujgca sie w punkme o wspéirzednych (0,0)
a atomem domieszkowym znajdujacym sie w punkcie o Wspoltrzednych
(R, o) (wspoélrzedne cylindryczne) w nastepujgcej postac1

4 14 v Gber?sina

> . (17
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gdzie:
r — promien atomu oérodka,
" — promieh atomu domieszki,
r—r
€ — Py
T
v — stala Poissona,
G — modul $cinania.

Dla atoméw domieszkgwych o promieniu wiekszym niz atoméw o§rod-
ka (e=>0) energia oddziatywania jest dodatnia nad dyslokacjg, a ujemna
pod nig. Wobec tego atomy wieksze od atoméw oérodka bedg odpychane
od goérnej czesci dyslokacji, przyciggane zas§ do dolnej. Dla atomoéow
mniejszych bedzie sytuacja odwrotna. Energia oddzialywania, a wiec
i sita przyciggania domieszek, jak to wida¢ ze wzoru (17), maleje z odle-
gloscig. W tablicy 4 [wg 15] podano erergie oddzialywania dyslokacji
z atomami domieszkowymi w germanie i krzemie. Wartoé¢ energii w elek-
tronowoltach podano dla odleglosci 4 A od $rodka dyslokacji.

Tablica 4

Energia oddzialywania miedzy dyslokacjami a atomami
domieszkowymi w germanie i krzemie

Atom Energia oddzialywania w odl. 4 A
domiesz- 7 Er (eV)
kowy German Krzem
Ni 1,24 0,04 0,12
Fe 1,26 0,07 0,15
Cu 1,28 0,12 0,18

Z powodu wystepowania oméwionych wyzej sit segregacji atomow do-
mieszkowych w krysztale zawierajagcym dyslokacje, rozktad domieszek nie
bedzie jednorodny. Atomy domieszkowe bedg grupowaly sie wokét dyslo-
kacji tworzae tzw. ,atmosfere domieszek Cottrella”. Oczywiéeie powsta-
wanie tej atmosfery bedzie zalezato od historii termicznej krysztatu. Mia-
nowicie przy podwyzszaniu temperatury krysztalu zawierajgcego dyslo-
kacje z atmosferg domieszek, tzn. gdy E;<<kT, atomy domieszkowe zaczng
opuszcza¢ otoczenie dyslokacji i dyfundowaé do obszaréw o mniejszej
koncentracji domieszek. Rozklad koncentracji domieszek odpowiadajgcy
temperaturze T i energii oddzialywania w danym punkcie bedzie okre-
Slony zaleznoscig:

n — n, exp (_ :T) (18)
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gdzie no — koncentracja domieszek w materiale w przypadku braku dys-
lokacii. :

Gdy energia termiczna bedzie duzo wieksza od energii oddzialywania
z dyslokacjg, rozklad domieszek bedzie jednorodny. Jezeli rozgrzany kry-
sztal zostanie szybko ochlodzony atmosfera domieszek nie powstanie, gdyz
w obnizonej temperaturze ruchliwo$é atoméw domieszkowych jest zbyt
mata. Wobec tego do utworzenia atmosfery domieszek konieczne jest do-
statecznie wolne chlodzenie krysztalu. Dla przypadku, gdy E>kT,
Cottrell i Bilby [14] podali nastepujacy wzér na ilos¢ atoméw domieszko-
wych docierajgcych do jednostki diugosci dyslokacji:

m\L (A .Dt\2
N(t) 3no(2)3( T )a, (19)
gdzie:
A — stala, zalezna od maksymalnej energii oddzialywania atom
domieszkowego z dyslokacjag — Ej max,

D — stala dyfuzji atoméw domieszkowych w materiale osrodka,
k — stata Boltzmanna,
T — temperatura bezwzgledna krysztatu,
t — czas tworzenia sie atmosfery.

Wzér (19) jest stuszny tylko dla poczgtkowej fazy tworzenia si¢ atmo-
sfery domieszek, gdy mozina pomingé wplyw ,nasycenia” obszaru dyslo-
kacji atomami domieszkowymi oraz prawa Ficka. Rozwiniecie teorii po-
wstawania atmosfery domieszek w odniesieniu do pojedynczych dyslo-
kacji jak i granic ziarn o matym kgcie podat Bilby w 1955 r. [16]. Wydaje
sie, ze obecnos$¢ atmosfery domieszek w materialach poélprzewodniko-
wych odgrywa bardzo wazna role, szczegdlnie w procesie rekombinacji
noénikéw mniejszosciowych, jednak zagadnienie to nie zostalo jeszcze do-
statecznie opracowane.

W zakoficzeniu pragnatbym podziekowaé drowi J. Auleytnerowi z Instytutu
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego za zyczliwg krytyke niniejszej pracy.

Instytut Podstawowych Probleméw Techniki PAN
Zaktad Elektromiki
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A, KOBYC

OCHOBEBI TEOMETPUMYECKOM TEOPUM IMCIOKALMM B KPUCTAJLJIAX

PezwMme

CraThbd ¥MMeeT XapaKTep BBEAEHUs B BOIPOCHI CBA3ZAHHBIE C IIPYMCYTCTBMEM He-
KOTOPOTO THMIIA HECOBEPIIEHCTB B KPHUCTANJIaX, HasbIBAEMBIX AMCIOKaumMaMM, Obcyx-
ZaeMble HECOBEPIIEHCTEA WIPAIOT OYEeHb BAaXKHYIO POJE NPU MCTONKOBAHMM MeXa-
HUYECKUX CBOMCTB KPMCTAJI0B. KpoMmMe TOro B TOCHEZHME TONBLI HAMAEeHO, HYTO
AVICIIOKAI[MM MMEIOT 3HAYMTENbHOE BJMAHME HA SJICKTPUYECKMEe CBOMCTBA KPUCTAI-
JIoB BOOOHIE U, MpERJe BCETO, IOJYIPOBOAHMKOBBIX KDPMCTAJIOB. B Hacrodiei
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paGoTe aBTOPOM OOCYIKZAIOTCA OCHOBHBIC HABJEHUA MNPOUCXONAIME B KPUCTAIIAX
Opy HaNWYMM JUCIOKaumMM. B Havyaje IpeAcTaBleHa Kaaccu@MKaNMA HECOBep-
IIIEHCTB, a TaK’Xe BBEAEHBI OCHOBHLIE IIOHATHMA CJOYXKAaIlMe IJA KOJMYECTBEHHOIO
OIMMCAHMA JMCIOKAINIM: KOHTYD M BeKTOop Byprepca. Manmee ObLIy OmMCAHBI Te0-
MeTpMUYeCKMe MOJACNIM DPAa3HBIX TUIIOB IMCIOKALMM: TO €CTb KPaeBOil AMCIORAIMIM,
BMHTOBOY JAMCIOKAUM¥ ¥ KPMBOJMHENHOM IMCIOKArmMyt (CJHOKHON AUCIOKAINM),
a TaKIXe MX OCHOBHBIE CMCTEMBI: IPaHMUY 3€PH C MAJBIM YIJIOM M TPaHUIY 38pH
¢ GonpmimM yraoM. CyIMecTEOBaHMe AUCIOKAINMY B KpPJMCTAJJe BBI3LIBAET HAaJMUMe
II0JIS HANPSAKEHM, KOTOPOEe MOIKEeT BO3JEMCTBOBAaTb HAa APYIME IOJNA HANDAKEHMIT
B kpucramie., OHu MOryT OBITH BBIZBAHBI APYIMUMM AMCHIOKAUMAMM MM ATOMAMMU
APYIMX 3JEMEHTOB. BsammopelicTeme AMCIOKAIMil MOXKET B COOTBETCTBEHHBIX YCJO-
BMAX BBISBATh MX IBMKEHME. BsamMmogelicTBMe AMCIOKALMII ¥ aTOMOB IIpMUMecest
BENET K WOABJEHMIO CUJI pacupenefeHys BBI3bIBAIOIMX JBIMXKEHME 9TMX aTOMOB
B HAOPaBJCHMY AUCHOKAIMM. B 3HAUMTEZLHOM PE3YJNLTATE STOTO SBICHMA BOBHM-
KaeT BOKPYT J[AMCIOKaIMM TAK HasblBaeMas ,arMocdepa mpumeceir Korpemna”,
KOTOpas MMEeT 3HAUMTEIbHOE BIIMAHME HA MEXAHUMYECKMe CBOJCTBA, a TaK¥Ke II0
BCEJM BEPOATHOCTY, Ha IJIEKTPUYECKME CBOMCTBA KDPUCTAJIIOR.

A. KOBUS -
FOUNDATIONS OF THE 'GEOMETRICAL THEORY OF DISLOCATIONS
IN CRYSTALS

Summary

Fundamental problems connected with the presence in crystals of certain kinds
of imperfections, called dislocations are introduced in the paper. In the introduction
the author discusses basic concepts to be used in the quantitative desecription of
dislocations, i.g Burgers’ circuit and wvector, and geometric models illustrating prin-
cipal kinds of dislocations, namely, edge-dislocation, screw-dislocation and com-
pound dislocation. Next, geometric models for the arising and multiplication of
dislocations are udifs‘cussed», and phenomena occurring as a result of the influence
of stress fields introduced in the lattice by dislocations and impurities are described.

A, KOBUS

LES PRINCIPES DE LA THEORIE GEOMETRIQUE DES DISLOCATIONS
DANS LES CRISTAUX

Résumé

L’article présente les principaux problémes liés avec la présence de certaines
imperfections dans les cristaux, nommées dislocations. Au commencement on a
discuté les principales idées servant a la. description quantitative des dislocations,
c.a.d. circuit et vector Burgers, et les modéles géometriques représentants les prin-
cipales espéces de dislocations: dislocation coin, dislocation vis et dislocation courbe
(complexe). Ensuite on a discuté les modéles géometriques de la formation et mul-
tiplication des dislocations et les phénomeénes résultants de linfluence des champs
de tension introduits dans le réseau par les dislocations et les atomes étrangers.
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A, KOBUS

DIE GRUNDLAGEN DER GEOMETRISCHEN VERSETZUNGTHEORIE
IN KRISTALLEN

Zusammenfassung

Der Artikel fiihr{ in die mit Anwesenheit einer iGitterfehlstelle in Kristallen
gebundene Grundprobleme, sogenannte Versetzungen ein. Am Amnfang wurden die
Grundbegriffe zur quantitativen Beschreibung der Versetzungen besprochen, d.h.
der Burgers Umlauf und Vektor, sowie die geometrischen Modelle, die die Grun-
darten der Verseizungen abbilden: die Stufenversetzung, die Schraubenversetzung
und die allgemeine Versetzunglinie. Demnichst wurden die geometrischen Modelle
des Entstehens und der Multiplikation der Versetzungen besprochen, sowie die
Phinomene, die als Resultat der Einwirkung der in das Gitter durch Versetzung
und Verunreinigungsatome eingefiihrten Spannungsfelder entstehen.

8 Rozprawy Elektrotechniczne
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ANDRZEJ KOBUS

Chemiczne metody ujawniania dyslokacji
w monokrysztatach germanu

Rekopis dostarczono 24.4.1959

Autor podaje przeglad chemicznych metod ujawniania dyslokacji w kry-
sztalach germanu. Po odpowiedniej obrébce chemicznej na powierzchni kry-
sztalu powstajg wglebienia, ktére odpowiadajg przecigciu linii dyslokacyjnej
z powierzchnia. Metody chemiczne pomimo wad (nie wiadomo, czy wszyst-
kie dyslokacje s3 ujawnione) odznaczajy sie wielka prostotg i wymagaja nie-
wielkiego wyposazenia. Podano szereg odczynnikéw stosowanych do mjaw-
nienia dyslokacji oraz przedyskutowano ich przydatnosé.

1. WSTEP

Pomimo ze w literaturze §wiatowej opublikowano wiele prac poswie~
conych chemicznemu ujawnianiu dyslokacji w poéiprzewodnikach, to jed-
nak dane te sg czesto niejasne lub czasem sprzeczne. Dlatego celem tej
pracy bylo przebadanie szeregu znanych odczynnikéw chemicznych sto-
sowanych przez réznych autoréw do ujawniania dyslokacji i usystematy-
zowanie wynikéw otrzymanych przez trawienie réznymi metodami. Ba-
danie prceséw ujawniania dyslokacji przeprowadzano na powierzchni
(111) monokrysztaléw germanu w wiekszo$ci wykonanych w Zakladzie
Elektroniki IPPT PAN [1].

2. ODPOWIENTOSC WIGELEBIEN POSTAEYCH W WYNIKU TRAWIENIA
Z DY SLIOKIAICIAMI

Shockley i Read [2] badajac w 1949 roku powierzchnie germanu wy-
cietego w okreslonej orientacji krystalograficznej i wytrawiong odpo-’
wiednimi odezynnikami chemicznymi stwierdzili, ze na powierzchni krylf‘
sztatu istniejg pewne miejsca, ktére podlegaja szybszemu trawieniu niz
pozostata czesé plaszezyzny. Badacze <l sugerowali, ze miejsca latwego
trawienia na pow1erzchm germanu sg punktam1 przeciecia linii dysloka—
cyjnej z powierzchnig krysztalu. -Szybsze .trawienie punktu przeciecia
linii dyslokacyjnej z powierzchnig wynika z faktu, ze w obszarze tym

o
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wskutek zakiécenia periodycznosci budowy sieci krystalicznej zachodzi
réwniez zaburzenie réwnowagi energetycznej w obszarze dyslokacji. Nad-
miar energii w obszarze dyslokacji powoduje przyspieszone dziatanie od-
czynnika trawigcego. Zagadnienia zwigzane z energig linij dyslokacyjnej
byty opracowane przez Cottrella {3] i Reada [4] (patrz réwniez [5]).
Hipoteze jednoznacznosci polozenia wglebien powstatych w wyniku
trawienia powierzchni germanu z punktami przeciecia linii dyslokacyj-

Rys. 1. Schemat granicy ziarn o ma-
' lym kacie

~t
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nych z powierzchnig udowodnila grupa badaczy amerykanskich w roku
1953 [6]. Rozpatrywali oni krysztal o lekko skreconych wzgledem siebie
dwéch obszarach. Trawigc jego powierzchnie otrzymali oni rzad wgle-
bieth w statej odleglosci miedzy sobag, analogiczny do rys. 11. Przyjmujac
model granicy ziarn o matym kgcie, przedstawiony na rys. 1, oraz réow-
nanie obowigzujgce dla tego uktadu

b

gdzie: :

O - kat skrecenia w radianach,

b — modud wektora Burgersa,

D — odleglo$¢ miedzy dyslokacjami w granicy ziarn,

wyznaczyli oni kat skrecenia obu obszaréw. Nastepnie skrecenie tego
obszaru okre§lili przy pomocy analizy rentgenowskiej. Rdéznica wyni-
kow dla katow skrecenia wiekszych od 20 min byla mniejsza od 2%,
dla katow ok. 10 min — 10°%. Wyniki te nalezy uzna¢ za potwierdze-
nie hipotezy Shockleya-Reada.

3. ODDZIALYWANIE ODCZYNNIKOW CHEMICOZNYICH Z POWIERZCHNIA
'GERMAINU -

Mechanizm oddziatywania odpowiedniego odczynnika _chemicznego
z obszarem dyslokacji na powierzchni pélprzewodnika nie jest dosta-
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tecznie dokladnie wyjasniony. Pierwsza publikacjg poswiecong wyni-
kom badania mechanizmu trawienia obszaru dyslokacji jest praca B.
Battermana z 1957 r. [7]. Autor ten badal szybko$é trawienia germanu
pewnym odczynnikiem (odczynnik nr 4 wg tablicy 1). Probki posiadaty
rézne orientacje badanej powierzchni. Z otrzymanych wynikéw zostat spo-

§ Juy/min]

T 29 | (1]
00y v (1) B
5 Y /| 4
| N4 gl
60 40 20 0 20 40

Orientacja (9

Rys. 2. Zalezno$¢ szyblkos$ci frawienia mieszanka nr 5 (HF—HzOz—Hzo) od
orientacji krysztalu

rzadzony wykres jak na rys. 2. Z do$wiadczenia wiadomo, ze dyslokacje
w postaci wglebien zostajg ujawnione przy uzyciu wspomnianej mie-
szanki na powierzchniach (100). i (111), ktére sg jak widaé z rys. 2 po-
wierzchniami o minimalnej szybkosci trawienia. Natomiast stwierdzono,
ze na powierzchniach o maksymalnej szybkosci trawienia pozostajg pa-
gorki ograniczone plaszczyznami krystalograficznymi o mniejszej szyb-
kosci trawienia, ktére nie reprezentujg wewnetrznej doskonalosci struk-
tury krystalicznej.

Mechanizm tworzenia si¢ wglebien w punkcie przeciecia sie linii dys-
lokacyjnej z powierzchnig krysztalu mozna w przyblizeniu przedsiawié
W nastepujacy sposob: wglebienie powstaje w przypadku, gdy szybkosé
trawienia obszaru dyslokacji jest wieksza niz pozostatej powierzchni kry-
sztatu. Jezeli zalozymy, ze szybkost trawienia obszaru dyslokacji zalezy
przede wszystkim od wlasciwosci samej dyslokacji, np. od pola naprezen

‘wywotanych jej obecnoscia, to dla dyslokacji o okreslonych wiasnoéciach

szybko$¢ trawienia obszaru zdeformowania bedzie stata we wszystkich
orientacjach. Dyslokacje bedg ujawniane tylko na powierzchniach o do-
statecznie malej szybkosci trawienia, gdy szybko§é trawienia obszaru
dyslokacji jest wigksza od szybkosci trawienia badanej powierzchni. Kon-
frontujgc wykres z rys. 2 z powyzszymi rozwazaniami mozna przyijaé,
ze dla omawianej mieszanki szybko$é¢ trawienia obszaru dyslokacji wy-
nosi okoto 4,5 uw/min. Oméwiona praca rzuca juz pewne $wiatbo na me-
chanizm chemicznego ujawniania dyslokacji.

Dane o wynikach ujawniania dyslokacji sg peitniejsze, jednak cze-
sto sg niejasne lub czasem sprzeczne. Rézni autorzy podajg caltkiem
odmienne dane o gestoéei dyslokacji w germanie w zaleznosei od Spo—

[ 4
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sobu przygotowania powierzchni prébki. Kurtz, Kulin, Averbach [8],
ktorzy badali monokrysztaly germanu przy pomocy promieni rentge-
nowskich oraz trawienia mieszanka CP4 (sklady mieszanek bedg podane
dalej) podawali wartosé gestosci dyslokacji na 105 = 107 em—2, gdy pra-
ce Billiga [9], [10] podaja gestosci dla germanu 10% - 10° ecm—2, Nato- -
miast Ellis [11] badajac monokrysztaly germanu przez trawienie odpo-
wiednich powierzchni réznymi odczynnikami chemicznymi stwierdzit
istnienie trzech rodzajéw dyslokacji, Mianowicie jednego rodzaju, ktorego
gestosé wynosi 103 = 104 cm—2, oraz dwdéch innych, ktére nie zawsze
mozna zdecydowanie zakwalifikowa¢ do jednego z dwéch pozostatych ty-
pow, a ktorych gesto$é wynosi 106 = 107 cm~2. Rowniez Auleytner, God-
wood i Krytow [16] stwierdzili istnienie dwéch rodzajow wglebien (,,du-
zych” i ,,malych”) na powierzchniach krysztalow germanu trawionych
mieszanks CP4; gesto$ci ich wynosily odpowiednio — pierwszych — do
105 ¢cm—2 i drugich — od 108 do 108 cm—2. Natomiast w artykule Buerena
[12] jest wzmianka o otrzymaniu monokrysztalu germanu o gestosci dys-
lokacji 10 = 102 em—2 1),

Jak widaé, w literaturze §wiatowej obserwuje sig state zmniejszanie
przytaczanych gestosci dyslokacji, co niewatpliwie wynika z postepu
technologii otrzymywania monokrysztatéw, jednak w wyzej wymienio-
nych publikacjach nie wszyscy autorzy podkreslajg, czy omawiany spo-
séb ujawniania dyslokacji wykrywa ich czes¢, czy wszystkie.

Praca niniejsza miala na celu poréwnanie réinych metod chemicz-
nego ujawniania dyslokacji i sprawdzenia przydatnosci szeregu odczyn-
nikéw. Badania przeprowadzono na szeregu probek monokrysztatu ger-
manu na powierzchni (111). Prébki byty przygotowywane jak nastepu-
je. Najpierw poddawano je szlifowaniu mechanicznemu proszkiem karbo-
rundowym # 600 do # 1200 na ptycie szklanej (odpowiada to $rednicy
ziarna odpowiednio od ~14w do Tw), a nastepnie polerowano proszkiem
alundowym na filcu i dalej trawiono w szybko trawigcej mieszance w ce-
lu otrzymania gladkiej powierzchni bez defektow spowodowanych obréb-
kg mechaniczng, tzn. rys, zadrapan itp. W tablicy 1 podano skiady od-
czynnikéw stosowanych w niniejszej pracy. Jako czynnik polerujgcy
stosowano mieszanke nr 1 lub mieszanke nr 4 (CP4). Mieszanek tych
mozna réwniez uzywaé do ujawniania dyslokacji, jednak nalezy spel-
nié¢ pewne warunki, o ktérych bedzie mowa w dalszym ciagu. Prébke
wypolerowang chemicznie poddawano dziataniu odpowiedniej mieszanki
ujawniajgce]. ‘

1y Wzmianka ta pokrywa sie z prywatng informacja wotfzyma.na przez prof.
W. Rosinskiego w Wielkiej Brytanii od przedstawiciela firmy ,Marconi” o wyko-
naniu monokrysztatu germanu o gestosel dyslokacji 10 em—2

EN
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Tablical

Mieszanki trawigce stosowane do ujawniania dyslokacji

Nr 1 ' | mr 29l

HF 50 cem | K,Fe (CN), 8g

HNO; 50 cem KOH 12 g
H,0O dest. 100 ml

| czas trawienia 0,5 — 4 min || Probki gotuje sig 3 — 7 min

(tzw. .Westinghouse Nr 4 (CP4)
Nr 3 Silver Etch)

HF 40 ccm HNO; 50 cem

HNO; . 20 ccm CH, COOH 30 ccm

H.O : 40 ccm HF 30 ccm

AgNO; 2g || Br (cjekly) 0,6 ccm

Czas trawienia 5 — 8 min Czas trawienia 5 min

Nr 5 Nr 6 [11]

HF 10 ccm Jest fo roztwér wodny ‘mie-
szanki nr 5

H.0: 10 ccm

H,O 40 cc

? ,m Nr 4 : 1 cem

H:0 56 ccm

Czas trawienia 30 min Czas trawienia 2 — 16 godz

Stwierdzono, ze mieszanki trawigee podane w tablicy 1 ujawniaja
dwa zasadnicze rodzaje dyslokacji. Pierwszy z nich tworzy duze wgte-
bienia o wymiarach liniowych rzedu 20 — 50w (dla podanych czaséw
trawienia), o gestosci 102 =~ 104 ecm—% w monokrysztatach germanu sto-
sowanego do celow produkeyjnych. Obrazy ujawnionych ,,duzych” wgle-
bieh przy pomocy réinych odezynnikéw podano na rys. 3, 4,5, 617
Jak widaé ze zdjet, mieszanki nr 2 i 3 majg jednakowy sposéb’ atako-
wania powierzchni wytrawiajge tréjsciany, ktére przy mniejszych po-
wiekszeniach wygladajg jak ciemne tréjkaty. Natomiast mieszanki nr 4,
5 i 6 ujawniajg wglebienia o ksztalcie wklegstych stozkow kolowych.
W obrazie otrzymanym przez trawienie mieszankg nr 6, jak wida¢ na
rys. 7, érodek stozka posiada zarys symetrii tréjkatne] podobme jak na
rys. 3 i 4, gdy dalsza czes¢ wglebienia ma symetrie kotows,

Drugi rodzaj dyslokacji tworzy mate wglebienia o wymiarach linio-
wych rzedu 1 — 3u, o ksztalcie wklestej potkuli. Obrazy tych dyslokacji
ujawnione mieszankami nr 4 (CP4) i nr 6 pokazano na rys. 8 i 9. Sg one
widoczne dopiero przy powickszeniach 300 — 500-krotnych. Ellis [11]
podaje, ze wérod tych wglebie mozna stwierdzi¢ jeszcze drugg odmia-
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Rys. 8. Obraz ,duzych” wglebien otrzy- Rys. 4. Obraz ,,duzych” wglebiefi otrzy-
many w wyniku trawienia mieszanky many w wyniku trawienia mieszanks
nr 2 (X 60) : nr 3 (X 60)

Rys. 5. Obraz ,,duzych” wglebien otrzy- Rys. 6. Obraz ,,duzych” wglebien otrzy-
many w wyniku trawienia mieszanka many w wyniku trawienia mieszankg
nr 4 (X 60) nr 5 (X 150)
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Rys. 7. Obraz ,,duzych” wglebien otrzy- Rys. 8. Obraz ,malych” wglebien uzy-
many 'w wyniku f{rawienia mieszankg skany przez trawienie mieszanky nr 4
: nr 6 (X 150) (X 300)

AR 3

Rys. 9. Obraz ,malych” wglebient uzy- Rys. 10. Obraz wglebien na plaszczyzZnie
skany przez trawienie mieszankg nr 6 réznigceej sie o ok. 10° od powierzchni
(X 600) : (111). Trawienie mieszankag nr 2 (X 300)

ne — posiadajgcg posta¢ spirali tréjkatnej. Jak widaé z rys. 8 i 9, pomi-
mo 300 i 600-krotnego powiekszenia nie mozna prébowaé wyréznic wgle-
bien spiralnych. Gestosé.dyslokacji drugiego rodzaju zawiera sie w gra-
nicach 10°% — 107 cm—2 rdéwniez dla monokrysztaléw stosowanych do ce-
16w produkeyjnych. '

Jak juz podano poprzednio, wglebienia dyslokacyjne sg mozliwe do
wytrawienia tylko na tych powierzchniach, ktérych szybkosé trawienia
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jest mniejsza od szybkosci- trawienia obszaru dyslokacji. Jak wykazuje
doswiadczenie, powierzchniami takimi sa podstawowe plaszczyzny kry-
'étalogi*aficzhe, jak (100), (110), (111), na ktérych zazwyczaj przeprowa-
dza sie ujawnianie dyslokacji. Gdy badana powierzchnia rézni sie o pe-
wien kat od powierzchni o minimalnej szybkosci trawienia, to oprécz
zmiany szybkoSci trawienia wystepuje zmiana ksztaltu wytrawionego
wglebienia. Na rys. 10 pokazano przykladowo obraz duzych wglebien wy-
trawionych na powierzchni réznigcej sie od plaszezyzny (111) o okolo
10°. Na rys. 5 obraz dyslokacji rowniez nie jest wytrawiony w dokladnej
plaszczyznie (111), lecz posiada niewielkie odchylenie, rzedu 1 — 2°.
Ogolnie biorge dla duizych wglebien najlagodniejszy przebieg zaleznosci
szybkosci trawienia od orientacji krysztalu posiada mieszanka nr 2, gdyz
wglebienia znikajg przy odchyleniu o ok. 15° od plaszczyzny (111). Mie-
szanka nr 3 ma podobne witasciwoséci. Natomiast, jak podawano poprze-
dnio, mieszanka nr 5 ujawnia dyslokacje dla orientacji powierzchni
(111) 4= 7°. Podobne whasciwosei posiadajg mieszanki nr 4 i 6.

Dyslokacje tworzace malte wglebienia sa bardziej czute na odchyle-
nie od powierzchni o minimalnej predkosci trawienia i — jak podaje
Ellis [13] — znikajg przy roéznicy orientacji badanej powierzchni o 3°
od plaszczyzny (111). Wyze]j omoéwione fakty doswiadczalne pozwalajg
na odtworzenie mechanizmu ujawniania dyslokacji obu rodzajéw przy
pomocy tego samego odczynnika. Ogoblnie biorge mozna przyjgé, ze ob-
szar malego wglebienia trawi sie wolniej w poréwnaniu z wglebienia-
mi duzymi. Wobec tego, aby uprzywilejowa¢ ujawnianie malych wgle-
bien, nalezy stosowat¢ albo zimniejszg kapiel mieszanki, jak czyniono dla
CP4, lub stabszy roztwoér trawiagcy, ktérym jest mieszanka nr 6 dla
odezynnika nr 5. Powoduje to dostatecznie matlg predkos¢ trawienia ba-
danej powierzchni w poréwnaniu z predkoscig trawienia obszaru dyslo-
kacji i mozliwoé¢ ujawnienia matych wgtebien.

4. UJAWNIANIE UKEADOW DYSLOKACJI

W . odpowiednich warunkach dyslokacje mogg. tworzy¢ pewne uklady
nieprawidlowosci. Ukltady dyslokacji oraz mechanizm ich powstawania
byly oméwione w poprzednim artykule [5]. Obecnie zostang pokazane
przyklady ujawnionych ukladéw dyslokacji bedace doswiadczalnym po-
twierdzeniem omawianych modeli. Rysune 11 przedstawia obraz grani-
¢y ziarn o malym kacie wytrawiony mieszanksg nr 2. Wglebienia leza
w odleglosciach 10 — 20w od siebie, co odpowiada katowi skrecenia
7 — 15'. Rysunek 12 przedstawia silnie znieksztalcony obszar w poblizu
przeciecia dwoch' granic ziarn o matym kacie. Powierzchnie - trawiono
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mieszankg nr 2. Gestoéé dyslokacji odpowiadajacych ,;duzym” wglebie-
niom jest bardzo duza i wynosi okolo 10% cm—2. Obecnosé takich ukta-

Rys. 11. Obraz granicy ziarn o malym Rys. 12. Obraz silnie zniekszialconego
kacie ujawniony mieszanka nr 2 (X 70) obszaru woko6l przeciecia dwdch ziarn
o malym kgcie (X 140)

doéw dyslokacji dyskwalifikuje german jako materiat do zastosowan prak-
tycznych. Przyklad granicy ziarn (blitniakéw) w monokrysztale germanu

Rys. 13. Obraz granicy ziarn (bliZnia- Rys. 14. Obraz granicy ziarn z rys. 13
kéw) ujawniony mieszankg nr 2 (X 60) ujawniony mieszanks nr 1 bez ujaw-
niania: dyslokacji (X 60)

pokazano na rys. 13. Jest to obraz uzyskany réwniez “przez trawienie
selazicjankiem potasu. Ze zdjecia wida¢, ze obszary po obu stronach gra-
nicy lezs w przyblizeniu w plaszczyznie (111), to-znaczy o skrecenia
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jest prostopadta do powierzchni obrazu. Widoczne jest réwniez silne znie-
ksztalcenie budowy krystalicznej prostopadle do granicy ziarn. Obraz
tej samej granicy wytrawiony tylko mieszankg nr 1 bez ujawniania
dyslokacji przedstawiony jest na rysunku 14.

Nastepna seria zdje¢ przedstawia obraz powierzchni monokrysztatu
germanu, ktérego struktura w pewnym miejscu zostata silnie zakléco-

Rys. 15. Cbraz silnego zaburzenia sieci Rys. 16. Obraz silnego zaburzenia sieci
ujawniony mieszankg nr 2 (X 150) ujawniony mieszankg nr 1 (X 150)

na. Poniewaz takie skupiska dyslokacji powstajg najczeSciej na koncach
monokrysztalu, przypuszcza sie, ze sg one spowodowane silnymi napre-
zeniami wytworzonymi zmiang $rednicy monokrysztalu i zmienionymi
warunkami chlodzenia. Zdjecia przedstawiajg w przyblizeniu ten sam
obszar oglgdany po trawieniu réznymi mieszankami. Nalezy zaznaczyé,
ze zdjecia nie odpowiadaja dokladnie tym samym przekrojom powierz-
chni, gdyz miedzy poszezegblnymi powierzchniami przeprowadzono ko-
lejne polerowanie mechaniczne i chemiczne tak, ze roéznice miedzy po-

ziomem poszczegélnych powierzchni wynoszg okolo 50 — 100u. Zdjecia
byly wykonywane w nastepujacej kolejnosci: rys. 15 — trawiony mie~
szankg nr 2, rys. 16 — trawiony mieszankg nr 1, rys. 17 — trawiony

mieszankg nr 3 i rys. 18 — trawiony mieszanks nr 5.

Na zakonczenie tego rozdzialu zostanie oméwiona specjalna technika
ujawniania dyslokacji lezacych w poblizu lub réwnolegle do powierz-
chni, podana przez Tylera i Dasha [14]. Polega ona na dyfuzji litu do
germanu, a nastepnie trawieniu mieszankg zlozong z HNO3—HF—
—CH3COOH. W wyniku dyfuzji w odpowiednich warunkach termicz-
nych atomy litu przenikaja do wnetrza krysztatu i tworzg atmosfere
domieszek wokoét dyslokacji. Nastepnie mieszanka trawigca oddziatujgc
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Rys. 17. Obraz silnego zaburzenia sie- : ',Ryvs. 18. Obraz silnego zaburzenia sieci
ci ujawniony mieszankg nr 3 (X 150) . ujawniony mieszankg nr 5 (X 150)

przede wszystkim z atomami litu powoduje wytrawianie obszaréw o mak-
symalnej jego zawartosci. Autorzy ci badali prébki germanu poddane-
go deformacji plastycznej w temperaturach 500 — 650°C, na ktérych

Rys. 19. Obraz Zrédia, Franka-Reada Rys. 20. Obraz zrédila Franka-Reada

powstalego w wyniku deformacji 5kry—_ powstalego w wyniku deformacji kry-
sztalu germanu w tempearturze 550°C sztalu germanu w temperaturze 650°C
[14] [14]

nastepnie przeprowadzano dyfuzje litu i trawienie chemiczne. Metoda

‘ta dala szczegblnie dobre obrazy 2Zrédet Franka-Reada w germanie.

Przykladem tego jest rys. 19 przedstawiajgcy omawiang nieprawidlowosé,
ktéra powstala w wyniku deformacji plastycznej krysztalu w tempera-
turze 550°C. Gdy deformacja odbywa sie w temperaturach wyzszych,
na przyklad w 650°C, przebieg petel dyslokacyjnych nie jest tak regu-
larny jak w przypadku poprzednim, co widaé¢ na rys. 20. Jak wynika
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z powyzszych zdjeé, ruchdyslokacji w temperaturach ponizej 600°C
jest ograniczony pewnym1 kIerunkaml krystalograficznymi. Orientacje
poszczegélnych odeinkéw . ‘Zrédta Franka-Reada sy kierunkami (110).
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Rys. 21, Poréwnanie rozkladu dy-
slokacji. . ujawnianych  kolejno
trzema odezynnikami: a) Imesza.n-
k3 nr 5, b) mieszanky nr 3, c)

mieszanka nr 2 i D0l

W probee odksztatcoriej w temperatu-

rze wyzszej od 600°C ruch dyslokacji

nie jest ograniczony przez strukture
krystaliczng i petle dyslokacyjne przyj-
mujg posta¢ zblizona do elips. Obrazy
zrodla otrzymane powyzszg metody po-
krywaja sie z analogicznymi obrazami
ofrzymanymi dla krzemu przy pomocy
mikroskopii podczerwonej i potwierdza-
ja hipoteze Franka-Reada, zaréwno dla
germanu, jak i dla krzemu.

5. OMOWIENIE WYNIKOW

W celu poréwnania oddzialywania
poszczegblnych trawien okreslano ge-
stos¢ dyslokacji pierwszego rodzaju
wzdluz okre§lonej $rednicy pewnej
probki germanu trawige jg réznymi
mieszankami. Wyniki przedstawiono na
rys. 21. Por6wnanie to moze nie jest do-
statecznie precyzyjne ze wzgledu na to,
Ze pomiedzy poszczegdlnymi powierz-
chniami trawienia istnieje wodleglosc
50 — 100n spowodowana koniecznoscig
obrobki mechanicznej i chemicznej w
celu ujawnienia dyslokacji nastepna
mieszanks. Jednak, jak wida¢ na rys. 21,
roznice gestosci dyslokacji w poszcze-
goélnych punktach nie przekraczaja na
0g6t 20%., co ze wzgledéw wyzej po-
danych jak i z powodu mozliwych ble- -

-déw umiejscowienia badanego - obszaru

nalezy uwaza¢ za zupeinie dobrg jed-
noznacznosé¢ okreflania gestosci dyslo-
kacji kawedziowych réznymi mieszan-

“kami.
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Monokrysztal wyciagany z fazy cieklej posiada na ogé! niejednorodne
warunki chlodzenia wskutek nieréwnomiernego rozkladu temperatury
zarébwno w kierunku osiowym, jak i promieniowym. W wyniku powyz-
szych nieréwnomiernosci temperatury w krysztale powstajg naprezenia.
Zewnetrzna cze$¢ krysztatu, jako chtodzona szybciej niz $rodek, bedzie
$ciskata wnetrze walca. W wyniku dziatania powstalych si! $cinajacych
pojawi sie poslizg krysztalu i zatem dyslokacji. Jak podaje Billig 91,
w pierwszym przyblizeniu gestos¢ dyslokacji wyznaczonej przez nateze-
nia powstale w wyniku niejednorodnosci temperatury wyraza sie na-
stepujaco:
6T
or

) N, : % | s (2)
gdzie: '
N, — gestosé dyslokacji, o
a — wspblezynnik ro‘zszer‘zalnosfci termicznej,.
b — modul wektora Burgersa; ' S
6T L
T temperaturowy gradient promieniowy:

Wobec tego zbadanie rozkladu dyslokacji wzdluz $rednicy monokry-
sztalu moze da¢ pojecie o rozkladzie temperatury w zakresie plastycz-
nosci germanu [15]. Typowe rozklady dyslokacji pierwszego typu w kry-
sztale gérmanu przedstawione sg na rys. 22 abe. Dilugos$é kreski na wy-
kresie odpowiada $rednicy pola obserwowanego przez mikroskop. Nie-
rownomierno$ci przebiegu krzywych sa spowodowane prawdopodobnie
giéwnie niesymetrycznoscia wycigganego monokrysztalu, gdyz otrzyma-
no go w urzadzeniu nie pozwalajgcym na obracanie.

Wyniki dotyczace dyslokacji drugiego typu sg -trudne do zinterpre-
towania ze wzglédu na matg powtarzalnosé. Spowodowane jest to czu-
loscig tych wglebien na odchylenie od plaszezyzny o minimalnej pred-
ko$ci trawienia oraz trudno$cia utrzymania wlasciwych warunkéw tra-
wienia. Poza tym nawet drobne nieréwnosci powierzchni krysztalu spo-
wodowane polerowaniem chemicznym uniemozliwiajg wykonanie zdje-
cia wskutek matej glebi ostrosci przy duzych powiekszeniach. Dotych-
czas zadni autorzy nie stwierdzili charakterystycznych rozkladéw dyslo-
kacji drugiego typu w monokrysztalach germanu.

6. WNIOSKI

Uwaza sie, ze wglebienia pierwszego rodzaju odpowiadajg dyslokacjom
typu krawedziowego. Dyslokacje te byly opisane w do$wiadczeniu Vo-
gela i in. [6], ktorzy potwierdzili hipoteze, ze granica ziarn o malym
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kgcie sklada sig z dyslokacji krawedziowych, tj. duzych wgtebien. Nato-
miast przyjmuje sig, Ze matym wgtebieniom odpowiadajg dyslokacje zlo-
zone, o orientacjach réznych od krawedziowej. Za hipotezg tg przema-
wia fakt, ze gestos¢ ich odpowiada gestosci wyznaczonej z pomiaréw
rentgenowskich [8], ktére najprawdopodobniej wyznaczajg bezwzgledna
zawartosé dyslokacji w germanie. '

Z doswiadczen uzyskanych w czasie przygotowywania prébek Wy¥
nika, ze do ujawniania dyslokacji krawedziowych najdogodniejsza jest
mieszanka nr 2. Dziala ona najpewniej i na ogét daje jednoznaczne obra-
zy trawien nawet w przypadku niezbyt doktadnie wypolerowanych po-
wierzchni, w przeciwienstwie do pozostalych mieszanek. Pewnosé dzia-
tania tej mieszanki wynika z samoczynnego termostatowania procesu
trawienia, gdy przy pozostalych mieszankach istnieje znaczny wplyw
temperatury otoczenia oraz zmiany temperatury w czasie samego ujaw-
niania. '

Badanie dyslokacji ztozonych metodami chemicznymi przedstawia -
wiele trudnosci spowodowanych przyczynami oméwionymi powyzej. Naj-
lepsze wyniki otrzymano przez trawienie mieszankg nr 6. Jednak wy-
daje sig, ze do ilosciowych badan dyslokacji zlozonych okaza sie konie-
czne inne metody wykrywania dyslokacji, np. analiza rentgenowska.

W zakoficzeniu pragnaibym podziekowaé drowi J. Auleytnerowi z Instytutu
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego za szereg cennych uwag dotyczacych niniej-
szej pracy.
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A. KOBYC

XUMHWYECKHUE METOIBI OBHAPYZKEHUA IVICIOKAIIMUIA
B KPUCTAJJAX TEPMAHUSI

PezmowMme

B crarbe o0CyskpaloTCad XMMMUECKMe MeTOoAbl O0HApy:KeHMd NUCIOKaALMUY B KpU-
cTanjiaX TepMaHMA. B pPes3ysbTaTe COOTBETCTBEHHOM XMMMUeckKoy o0paboTkmM Ha
OIpeAeNEHHBIX IIOBEPXHOCTAX KPMUCTAMIA BO3HUEAIOT YriaybjeHmsa COOTBETCTBYIO-
e TOYKE IIEPEeCeYeHMA INMCIOKAIIMOHHOM NMHMM M IIOBEPXHOCTM Kpucranuaa. Jo-
Ka3aTeNbCTBO COBHAZEHUA YINIYOJNEHU ¢ FUCIOKAUMAMM B KPHMCTAJNIAX TI'e€pPMaHMA
npegnoxeno B 1953 r. Poreném m ap. MexaumaMm BOZHMKHOBEHMA YTJIyOJeHMit eié
TOYHO He M3YYEH, XOTS M3BECTHO, 4UTO yYraybJeHmMe BO3HMKAET WM3-3a IIOSBJICHMUSI
9HEPreTUYECKO! AaHOMAJIMM B KPUCTANIMYECKON pEeHIETKE B OKPYIRHOCTM IJUCIO-
karuy., OOMcaHbl HEKOTOPhlE XMMMYECKNME CMeCcH NIpUMEHAEMEBIe A OO0HapyIKeHMs
AYMICIOKANKMM U INPMBEAECHBI MMKPOCKONWYECKME CHMMKY [IPEZCTABJAIONE (DUrypst
IIOJIydUe€HHBIE TIPM BO3AEICTBUNM PA3HLBIX PEAaKTMBOB Ha HOBEPXHOCTH. II0Jy4ueHo, 4TO
XMMMU4YecKoe TpapjieHue oOHapysKMBaeT NBE OCHOBHEBIE I'DYINbLI yriyDJIeHMiI, KOTOPBIX
INIOTHOCTE B TUIIOBBIX KPMCTAJJIAX TePMAaHMS PaBHa COOTRETCTBeHHO: 102—104 cm—2
1 105—107 cm—2. YrayGneums ¢ MEHEe 3HAYMTENLHOM IJIOTHOCTBIO CO3MAIT XapaK-
TEPUCTHIECKME CHCTEMBI, HABJAKONIMecd (QYHKIMEl crnocoba BBITATMBAHMA MOHO-
KpHeTalla; Takue YrIyOIeEMs OTHOCATCH K KPAaeBbIM [AMCIOKAIMAM, YIIyOIeHUs
BTOPOI'0 Pojla PacCHoJIOXKEHBI 0eCHOPANOYHO; OHM OTHOCATCA K AMCIOKAIMAM C OPMEH-
Talyell pasaKYHOM 0T Kpaesoil. B .3akaioueHmMy oOCY3K[eHa IIPUIOAHOCTL OTHENb-
HBIX TPABMIOIIMUX CMECEeM NPUMMEHAEMBIX AJS 00HADYXKEHMS AMCIOKAIIVIA.
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A, KOBUS

CHEMICAL METHODS OF DISCLOSING DISLOCATIONS IN GERMANIUM
CRYSTALS

Summary

The- paper presents a review of chemical methods for disclosing dislocations
in germanium crystals. After an appropriate chemical etching, on the surface
of ecrystal there appear etch pits correspond to intersections of the disloca-
tion line and the surface. The chemical methods, in spite of their drawbacks (one
Goes not know whether all the dislocations are disclosed), distinguish themselves
by simplicity and do not require a big equipment. A number of reagents applied
to disclosing dislocations are given and their usefulness is discussed.

A, KOBUS

METHODES CHIMIQUES DE LA DECOUVERTE DES DISLOCATIONS
DANS LES CRISTAUX DE GERMANIUM

Résumé

L’article présente une révue des méthodes chimiques employées pour la décou-
verte des dislocations dans les cristaux de germanium. Aprés un traitement chimique
des figures de corrosion se forment a la surface du cristal, correspondant & linter-
section de la lighe de dislocation avec la surface. Les méthodes chimiques
quoiqu’elles ne sont pas sans reproche (il n’est pas sfr, si toutes les dislocations ont
été découvertes) se distinguent par leur simplicité et n’exigent pas de grand équi-
pement. On a presenté un nombre de réactifs employés pour la découverte de dislo-
cations et on a discuté leur utilité.

A, KOBUS

CHEMISCHE METHODEN DER ENTDECKUNG DER VERSETZUNGEN
IN 'GERMANIUMKRISTALLEN
Zusammenfassung

Der Artikel gibt die Ubersicht der chemischen Methoden bei Entdeckung der
Versetzung in Germaniumkristallen. Nach entsprechender chemischer Bearbeitung

- entstehen auf der Oberflache des Kristalls die Atzplinkichen, die der Kreuzung der

Versetzunglinie mit der Oberfliche entsprechen. Die chemischen Methoden, obwohl
sie nicht vollkommen fehlerfrei sind (es ist nicht ganz sicher, ob alle Versetzungen.
bereits entdeckt worden sind) zeichnen sich mit grosser Einfachkeit aus und verlan-
gen keine grosse Ausstattung. Verschiedene anwendbare Reagenten wurden ange-
geben und ihre Niitzlichkeit erortert.

§*
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Parametry falowe i robocze tranzystora

Rekopis dostarczono 31.3.1959

Artykul stanowi prébe zastosowania klasycznej teorii czwédrnikéw do
ukladoéw tranzystorowych. Podano w nim podstawowe wzory z teorii czwérni-
k6w a nastgpnie zastosowano je do ukladéw tranzystorewych. Wyprowadzono
wzory na oporno$ci falowe i tamownosci falewe tranzystora w trzech pod-
stawowych ukladach pracy. Podane przyklady liczbowe dotycza pojedynczych
tranzystoréw 1 wzmacniacza o sprzezeniu transformatorowym.

Nastepnie podano przyklady obliczania parametréw roboczych tranzysto-
réw I ich laticuchdéw.

1. ELEMENTY TECRII CZWORNIKOW
11. Zagadnienia ogolne

Klasyczna teoria czwérnikéw powstata na gruncie uktadéw biernych —
przede wszystkim filtréw i korektoréw. Do czasu wprowadzenia tranzy-
stora nie znajdowala ona wiekszego zastosowania do czwérnikéw czyn-
nych. Lampa elektronowa ze wzgledu na wybitnie jednokierunkowe dzia-
tanie nie jest typowym czwoérnikiem czynnym i rzadko bywa rozpatrywa-
na na gruncie teorii czwérnikéw. Dopiero ‘tranzystor mogacy stanowi¢ kla-
syczny przyklad czwdérnika czynnego wymaga stosowania teorii czwérni-
kéw. Mimo to nie wszystkie narzedzia klasyczne] teorii czwérnikéw zna-
lazty zastosowanie w teorii uktadéw tranzystorowych. Powszechnie stoso-
wane sg rownania zasadnicze czwérnika w réznych postaciach i zwigzane
z nimi parametry opornosciowe, przewodnosciowe, mieszane itp. Parame-
try te podawane sg jako wielkoSci pierwotne charakteryzujace wtasci-
woscl tranzystora. Parametry wtorne nie sg oparte na teorii czwornikéw,
lecz tworzone sg w sposoéb analogiczny do stosowanego w teorii ukladow
lampowych. Do tych parametréw nalezq wspélczynniki wzmocnienia na-
piecia [V/V], pradu [mA/mA], mocy [mW/mW]. Wprowadza sie réwniez
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parametry analogiczne do wzmocnosci skutecznej, a mianowicie wzmocenie-
nie mocy odniesienia i niekiedy jego odpowiednik napieciowy [3], oraz
analogiczne do opornosci falowych, a mianowicie optymalne opornosei ge-
neratora i obcigZzenia.

Wielkosci te sg wprowadzane z reguly w spos6b odmienny od stoso-
wanego w teorii czwérnikow?). '

Artykut niniejszy stanowi prdbe konsekwentnego zastosowania kla-
sycznej teorii czwornikéw do ukladow tranzystorowych.

Rozdzial pierwszy artykulu zawiera podstawowe elementy klasycznej
teorii czwornikéw w ujeciu stosowanym w teletransmisji przewodowej2)
w zakresie koniecznym do zrozumienia dalszych rozwazan.

Przyjmujac, ze czytelnik w zasadzie zna podstawy teorii czwdrnikow
w rozdziale tym. ujeto zagadnienie teorii czwornikéw w sposéb szkicowy:
z pominieciem dowoddw. Oznaczenia stosowane w niniejszym rozdziale
zgodne sg z oznaczeniami uzywanymi w teorii czwérnikéw [1]. Podawane
sg rOwniez oznaczenia stosowane w teorii uktadow tranzystorowych.

1. 2. Parametry oporowe czwoérnika

- Czwornik pracujgcy miedzy opornosciami Z, i Z,3%) jak na rys. 1 moze
by¢ opisany ukladem nastepujgcych réwnan:

AR A
W,
f; f l Wy {7} L E f,
U War _ Wop Ur
Rys. 1. Czwdrnik miedzy irédlem a odbiornikiem
U=Wy,I,+Wg,l, » (1a)
Upy=Wu I + Wyl,, (1b
UIZE_ZaIlﬂ ' (2a)
U,= —Z,1,. (2b)

-Réwnania, (1) sg to rownania oporowe czwornika. Réwnania (2) s3 to
réwnania zrédla i odbiornika przy kierunku przekazywania energii z lewa
na prawo, tj. gdy E; = Ei E; = 0.

1) Wyjatek stanowi artykut [4], w kiérym wprowadza sie opornosci optymalne
przez pomiar opornosci wejSciowej w stanie jatlowym i w stanie zwarcia [patrz wzér
(10) niniejszego artykutu}.

?) Rozdzial ten oparty jest giéwnie na pracy [1].

3) Opornofci Z,; i Zp, podobnie jak wszystkie inne opornoéci, napiecia i prady wy-

stepujgce w niniejszych rozwazaniach, moga byé w ogélnym przypadku wielkosciami

zespolonymi. Jednak dla uproszezenia ,,daszki” mie bedg stosowane.
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Rownania (2) przy kierunku przekazywania energii z prawa na lewo,
tj. gdy E1 = 01i E; = E, przybiorg postaé:

U,=—2,1,, (3a)
U,=E —Z,1,.  (3b)

Parametry W11, Wiz, Wa1, Was charakteryzujq sam czwornik i nosza
nazwe parametrow oporowych. W teorii uktadéw tranzystorowych ozna-
czane sg one zwykle przez rii, Ti2, 721, T22.

Réwnania (1) mogg by¢ przedstawione réwniez w postaci macierzowej.
Odpowiednia macierz czwornika nosi nazwe macierzy opornosciowej lub
szeregowej.

Opornosci zréodta i odbiornika Z, i Z, oznaczane sg zwykle w teorii
ukladéw tranzystorowych odpowiednio przez R4 i R,.

Wyjasnimy teraz sens fizyczny parametrow oporowych czwornika
i oméwimy metode ich wyznaczania. ,

Zalbzmy najpierw, ze energia przekazywana jest z lewa na prawo i po-
nadto, ze I = 0 (stan jalowy po stronie witérnej). Wtedy z réwnania (1a)
otrzymamy:

W, = [1] | (42)
Il I, =40

Ze wzgledu na to, ze oporno$¢ wejSciowa pierwoina stanu jalowego
okreslona jest zaleznoscig '

W, — [ﬂ] , (4b)
I 1 I, =0
otrzymujemy ostatecznie
Wi =Wy, (4c)

W11 rowne jest wiec opornosci wejsciowej pierwotnej stanu jatowego.
Biorge pod uwage réwnanie (2a) otrzymujemy przy tych samych zato-

zeniach
W= [ Y, ] . (5a)
I 1,=0

Oznaczajac ten stosunek przez My i1 nazywajac go opornoscig wzajem-
ng pierwotng czwoérnika: otrzymujemy
Wy, = DM,. (5by)
Zalozmy teraz, ze energia przekazywana jest z prawa na lewo i po-
nadto, ze I1 = 0 (stan jalowy po stronie pierwotnej czwoérnika). Postepu-
jac w sposbéb analogiczny jak poprzednio ofrzymamy teraz
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U
W22=[ 2] = —W,,, (6)
I2 I; =10
U
W12=[ 1]- — _m,. 1)
' . 12 L=0
Znaki ” —” w powyzszych réwnaniach wynikajg z przyjetych kierunkow

strzatkowania, a wielko$ci Ws, i M2 oznaczajg odpowiednio oporno$é wej-
$ciowg wtorng stanu jatowego i opornos¢ wzajemng wtérng.

Wzory (4) -~ (7) dajg metode pomiaru parametréw oporowych. Po-
miar Wi, i Wg, jest latwy i czesto stosowany, pomiar My i Ms jest trud-
niejszy.

13. Parametry falowe czwoérnika

Czwobrnik scharakteryzowa¢ mozna takze przy pomocy innych rodzin
parametréw. Do wielu celéw bardzo przydatna jest rodzina parametrow
falowych. Nalezg do niej opornosci falowe i tamownosci falowe.

Zdefiniujemy najpierw opornosci falowe. Opornosciami falowymi pier-
wotng i wtérng nazywamy pare opornosci Zy, Zs o nastepujgcych whasno-
$ciach: C :

a) jezeli opornos¢ obcigzenia Z, = Zj, to opornos¢ wejsciowa pier-
wotna Wy = Z; (kierunek przekazywania energii z lewa na prawo)

b) jezeli opornoé¢ obcigzenia Z, = Zy, to opornosé wejSciowa wtérna
Wso = Z, (kierunek przekazywania energii z prawa na lewo).

Oprécz opornoscei falowych pierwotnej Z; i wtérnej Zs wprowadza sie
takze opornosét falowy Srednig Z i przekladnie oporowsg p.

Wielkosci te zwigzane sg wzorami

Zl = “Z‘ s (88.)
1Y
=pZ. (8Db)

Powyzsze parametry falowe zwigzane sg z parametrami oporowym1
nastepujgcymi wzorami:

' Z = I/Wn Wy — W, Wy, (9a)

Wos )
_ . 9b
P \/ W, (9b)

Opornosci falowe mogg by¢ réwniez wyznaczone za pomocg pomiaru
opornosci wejsciowych w stanie jalowym i w stanie zwarcia ze wzorow




Tom VI-— 1960 Parametry falowe i robocze franzystora 261

Z,=yWy, Wy, (10a)
Zy = \/Wzo sz s (‘Ob)
gdzie Wi, i Wa, — oznaczajg odpowiednig oporno$¢é wejsciowg pierwotng
i wtorng stanu zwarcia,
W teorii uktadéw tranzystorowych wielkos¢ Wi, jest oznaczana przez
hi1 i stanowi jeden z parametréw mieszanych tranzystora.
Zdefiniujemy obecnie tamownosci falowe. Tamownoscig falowg pier-
wotng nazywamy wielkos¢ charakteryzujgcg przekazywanie mocy zespo-
lonej z lewa na prawo w przypadku, gdy Z, = Zg (stan dopasowania falo-
wego po stronie wtérnej).
U, I,
2 U I,

Tamownos$cig falowg wtbérng nazywamy wielkoé¢ charakteryzujgcg prze-
kazywanie mocy zespolonej z prawa na lewo w przypadku, gdy Z, = Z;
(stan dopasowania falowego po stronie pierwotnej).

I,
T, —il Us (12)
2 U I,
Wielko§ei I't i I's sg w ogbdlnym przypadku wielkosciami zespolonymi
i mogg byt przedstawione w postaci czeéci rzeczywistej i urojonej. Roz-
wazmy dla przyktadu

I, =

(11)

I''=A4,+jB,, 13

gdzie wielkos¢

1——1 przy Z,=Z,

. 2

2°+2

charakteryzuje tlumienie mocy pozornej spowodowane przez czwornik
i nosi nazwe ttumiennosci falowej pierwotnej.

U, 1
Wielkos¢ By = arg Ul Il przy Z, = Za charakteryzuje przesuniecie

242
fazowe wprowadzane przez czwoédrnik i nosi nazwe przesuwnosci falowej
pierwotnej.
Podobnie

I'y=A,+jB;. (14)

Oprécz tamownosci falowe] pierwotnej i wtérnej wprowadza sie takze

tamownosé falows $rednig i przektadnie energetyczng. Wielkoéci te zwig-
zane sg wzorami:

= +41Inp,, (15a)

I'y=I—1Inp,. (15b)
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Powyzsze parametry falowe zwigzane sg z parametrami oporowymi
nastepujgcymi wzoramil):

I'=

= artgh

(162)

22

_ \/ Wi (16b)

Zamiast tlumiennosci falowej p1erwotne3 (ew. widrnej) wprowadza sie
niekiedy — szczegblnie w przypadku czwoérnikéw czynnych — wzmocnosé
falowg pierwotng (ew. wtdrng) okreslong wzorem:

S, = — A, — 1 14 U, I,
2 U I

Wprowadzi¢ mozna réwniez wzmocnosé falowa napieciows i pradows

pierwotng (ew. wtérna)?):

an

Siu=1n Us | _ S, + %lnp, (18a)
1
I 1
S, =-2|=8——Inp. 18b
11 I, 175 b (18b)

Z wzorédw powyzszych mozina wyznaczyé wspélczynniki wzmocnienia na-
piecia i prgdu:

ku=‘£ = ¢’u, (19a)
Ul

. I, __ s
= | 2| = e (19b)
| I,

Wielko$ci Ai, Az, Su, Sg, In p, In p. itd. sg zwykle wyrazone w nepe-
rach [N]. Przeliczenie na decybele [dB] oplera sie na wykorzystaniu przy-
blizonej rownosci IN == 8,68 dB.

14. Metoda rachunkowa wyznaczania parametréow
falowych mna podstawie parametréw oporo-
wych \

Wyznaczanie opornosci falowych Zy i Zs nie nastrecza zadnych trud-
‘nos$ci i moze byé przeprowadzane bezposrednio wg wzréw (9) i (8).

1y Wzér ten wynika ze wzordw (4.34a) i (4.34b) pracy [1].
?) Wprowadzenie takich wielkosci jest szczegbdlnie wygodne w teorii czwormLkow
‘ czynnych, :
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Natomiast wyznaczanie I't i I's, a $ci§le méwige etap posredni — wy-
znaczenie I' — wymaga dodatkowych wyja$nien. Zagadnienie to sprowa-
dza sie do rozwigzania nastepujacego problemu matematycznego: z réw-
nania tgh (A4 + jB) = Te%r wyznaczy¢ A i B, gdy T i pr s dane.

Mozna wykazaé, Ze rozwigzanie powyzszego problemu prowadzi do
nastepujgcych réownan:

2T »
tgh2 A = (o1 COS @y (20a)
2T .
tg2 B = T Tzsm Qr- (20Db)

Wzor (20b) okresla kat 2B z doktadnosciag do wielokrotnosci #. Ponadto
mozna wykazaé, ze drugie ramie tego kata potozone jest:

a) w pierwszej éwiartee, gdy T < 11 0 < <pT<—72E—,

T

b) w drugiej éwiartce, gdy T > 11 0 < <pT<—2—,
c) w trzeciej éwiartce, gdy T > 1 i — §,<'pr< 0,

d) w czwarte] éwiartee, gdy T <1 i _12t_,<%< 0,

Rozwazamy obecnie wazny w praktyce przypadek, gdy T jest rzeczy-
wiste.
JezeliT <1, a ot = 0,
to ‘ '
tghA=T, (21a)
2B =0. (21b)

Jezeli T > 1, a or = 0, to 2B = = i A trzeba obliczy¢ ze wzoru (20a).
Istnieja nomogramy i tablice funkcji tgh argumentu zespolonego umozli-
wiajace szybkie, chociaz mniej doktadne rozwigzanie powyzszego zagad-
nienia. ‘

1.5. Laficuchy czwérnikéw zbudowane na zasadzie
dopasowania falowego

Zajmiemy sie z kolei wyznaczaniem parametréw falowych zastgpczego
czwérnika dla pewnego szczegdlnego rodzaju lancuchéw, a mianowicie
lafcuchéw zbudowanych na zasadzie dopasowania falowego. Lancuchem
zbudowanym na zasadzie dopasowania falowego nazywamy  lan-
cuch, w ktérym dla dowolnej pary czwérnikéw opornosé falowa pier-
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wotna czwoérnika nastepnego réwna jest opornosci falowej wtdrnej
czwoérnika poprzedniego.

Opornos¢ falowa pierwotna czwornika zastepczego dla tak utworzo-
nego lancucha réwna jest opornosci falowej pierwotnej pierwszego
czwoérnika. Opornos¢ falowa wtdérna réwna jest opornosci falowej wtor-
nej ostatniego czwoédrnika. Tamownoé¢ falowa pierwotna (wibrna) jest
réwna sumie tamownosci falowych pierwotnych (wtoérnych) wszystkich
czwornikéw skiladowych.

16. Opornosé¢ wejSciowa czwornika

Opornosci falowe pierwotna i wtoérna sg szczegélnymi wartosciami
opornosci wejsciowej pierwotnej i wtérnej czwérnika. Natomiast w przy-
padku ogélnym opornosci wejsciowe okre§lone sg nastepujgcymi wzo-
rami:

-2
W=z, Lt Ghe*"

) (22a)
1—g,e 2T
1 e—2T
W2:Z2L2T’ (22D)
l1—qe”

gdzie I jest tamownoscig $rednig czwérnika, za§ qi i gs noszg nazwe
wspélczynnikéw niedopasowania i okreslone sg wzorami:

zZ —

=22, (23a)
Za + Zl

Qs = Lo =25 . (23b)
Zy+Z,

Istnieja nomogramy ulatwiajagce wyznaczanie Wspolczynrmkow odbicia
(np. [1] str. 169).

Ze wzordw (22) wynika oczywiscie okreSlenie opornosci falowych:
np. przy Z, = Zs mamy qz = 0i Wy = Zq.

1.7 Titumiennosé§é skuteczna i wzmocnos$é skuteczna
czwornika

Tlumiennosé falowa czwoérnika charakteryzuje sam czwdrnik, nie mo-
wi natomiast nic o jakosci wspoélpracy czwoédrnika z danym zrodtem i da-
nym odbiornikiem. Informacji o tym dostarcza wielko§¢ nazywana tlu-
miennoscig skuteczhng.
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Tlumienno$é skuteczna pierwotna czwdrnika pracujgcego miedzy
oporno$ciami Z, i Z, okreslona jest wzorem:
1 U, 1,

1= —1n
2 U,I,

A

) (24)

S

|Us 12| jest mocg pozorng wydzielajgcg sie na opornoéci Z,

|Us Is| jest mocg pozorng odniesienia, ktéra wydzielitaby sie na
opornosci Z, polgczonej bezposrednio ze zroédtem o opornosci Z,. W przy-
padku, gdy Z, jest rzeczywiste, jest to najwieksza moc, jakg moze dac
zrodlo. Podobnie tlumiennosé skuteczna wtérna okreslona jest wzo-
rem:

1 ‘ﬂ : (25)

A,,=—In
R N 3
Tlumiennoéé skuteczna pierwotna (wtérna) moze by¢ obliczona z na-

stepujgcego wzoru:

Za+zl ln\ Zb+Z2

2V Z, Z, 2y Z, Z,

Istnieja nomogramy ulatwiajace wyznaczanie poszczegdlnych skiadni-
kow powyzszego wzoru (np. [1] str. 179).

Ze wzoru (26) wynika, ze w przypadku obustronnego dopasowania
falowego tlumiennos$é skuteczna réwna jest thumiennoéci falowej. Jezeli
opornoéci zrodla i odbiornika Z, i Z, sg rzeczywiste, to stan dopasowania
falowego jest stanem optymalnym ze wzgledu na przekazywanie mocy.

Niedopasowania po stronie pierwotnej lub wtérnej zwykle pogarszajg
warunki przekazywania mocy. Pogorszenie to jest scharakteryzowane wla-
$nie przyrostem tlumiennosci skutecznej.

Oprécz ttumiennosci skutecznej pierwotnej (ew. wtérnej) wprowadza
sie takze wzmocno$é skuteczng pierwotng (ew. wtoérng) okreslong wzo-
rem: ‘

As1(2)=AJ(2)+ln —|—1n|1——q1q2e‘2p|, (26)

1
Ssl = _Asl = ?ln

@7

U1,
UL |
Jest to wielkoéé analogiczna do stosowanego w teorii ukladéw tranzy-
storowych wzmocnienia mocy odniesienia:

k — U2 I2 — U2 IZ
’ UL

o= . (28)
4z,

Istnieje nastepujacy zwigzek miedzy tymi wielkosciami:

28 —24
kp,—e =e e
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Opornosci wejsciowe i ttumiennosé (wzmocno$é) skuteczna noszg w od-
réznieniu  od parametréw falowych nazwe parametréw roboczych.

Wzmocno$é skuteczna pierwotna (wtérna) moze byé obliczona z naste-
pujacego wzoru analogicznego do (26):

—In|1 — Q1Q2e_zrl' (29a)

Z, +Z Z, +Z
Ss1(2)=S1(2) —In l

2)/Z,2, 2V 2,2,
Wzér ten zapisuje sie czesto w nastepujgcej formie skrdconej

So1 =81 — 4y — 4y — 4y, (29b)

1.8. Tlumiennosé skuteczna i wzmocnosdé skute.qzna
tancucha dowolnych czwérnikow

Rozwazymy lancuch trzech czwoérnikéw (rys. 2), co do ktérych nie
stawiamy zadnych ograniczen pod wzgledem ich wzajemnego dopaso-
wania. ‘

e # % Ps

W " W, ]
SI/ Z/I Zzl A 5/" Z/” 7 z“ 1 S /m 7 lm sz Zb

Rys. 2. Rancuch trzech czwornikéw

Nasze rozumowanie moze by¢ bez zadnych trudnosci uogblnione na
wigkszg ilosé czwornikow.

Oznaczajgc moce wydzielone w kolejnych przekrojach przez
Pi, Pg, P3, a moc odniesienia przez P;, moZemy napisaé:

Sampnt= it oSS S G0
We wzorze powyiszym zastosowano nastepujgce oznaczenia:
S, — wzmocnosé skuteczna pierwotna catego lancucha,
a — wzmocno$é skuteczna pierwotna pierwszego czwérnika,
g1 — wzmocno$§¢ skrosnal) pierwotna drugiego czwérnika,
sz — wzmocno$é skrosna pierwotna trzeciego czwérnika.

Y) Wzmocno$cig (ftumiennoscia) skro$ng czwoérnika nazywamy wielko§é wyrazong
fym samym wzorem co wzmocnoéé (ttumiennosé) falowsy, lecz bez stawiania warun-
ku dotyczgcego wartoSci opornosei obeigzenia czwornika.
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Pierwszy etap obliczenia polega na kolejnym wyznaczeniu opornosci
wejsciowych pierwotnych trzeciego czwérnika (W;’”) i drugiego czworni-
ka (W1”), Nastepnie obliczamy wzmocnoéci skrosne wg wzorow:

AR A 1 _ap
Sé r1 = =8 —1n "—b——z' —]n I — (g e N 31
krl 1 zl/zb Z;” I (q ) l ( )
Wt +ZII 1 —ar
Sé’r =8 — +~2— ——In[1 — e 5 32
krl 1 2]/W;" Z7 3 | (9=')e | (32)

oraz wzmocnos$¢ skuteczna S’¢; wg wzoru (29).

2. PARAMETRY FALOWE TRANZYSTORA

21. Zagadnienia ogéblne

Zastosujemy obecnie ogélng teorie czwoérnikéw w ujeciu klasycznym
rozwazang w poprzednim rozdziale do ukladéw tranzystorowych. Wypro-
wadzimy ogélne wzory wigzace parametry falowe tranzystora w trzech
réznych ukiadach pracy z jego parametrami wlasnymi (r,, 7, Tm, Tx) Oraz
podamy przyklady obliczenia parametréw falowych. Nastepnie wyzna-
czymy parametry falowe lancucha utworzonego z tranzystoréw dopaso-
wanych do siebie falowo. Poczgtkowo zaklada¢ bedziemy, Ze parametry
wlasne tranzystora sg rzeczywiste, potem rozpatrzymy réwniez przypa-
dek parametréw zespolonych.

22, Parametry falowe +tiranzystora w ukladzie
o wspbélnej bazie (WB)

Z teorii ukladéw tranzystorowych znane sg nastepujgce zwigzki mie-
dzy . parametrami oporowymi i parametrami wlasnymi tranzystora
w ukladzie o wspolnej bazie:

Wy=ri=7r.+1,, (33a)
W =1="1, (33b)
Wy =Ty =1, + 1, (33¢c)
Wy =rp=r1,+7,. _ (33d)

Wyznaczymy najpierw opornosci falowe.
Podstawiajge (33) do (9) otrzymujemy:

Z= ]/'ru Tag — T\p Tg1 = I/(Te F 1) My F 1) — 1y (T 1)

. 'r—[—rb
p_ 2 ]/Ic
‘/ +'rb
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Zakladajac 1, << 1¢ 1 15 <€ T, €O jest zawsze spelnione, oraz biorge pod
uwage, ze T, = ary, ofrzymujemy nastepujgce wzory przyblizone:

Z=yr,lr,+7, (1L — ), (39

Ty
— . 35
P ]/Te [ Ty ( )

Podstawiajgc otrzymane wyrazenia do (8) otrzymujemy nastepujgce wy-
razenia na Z; i Zo:

Zy =Y. +r)[r.+ 71— a)l, (36)

Zy=1, V ’%"—) 37
e b

Otrzymane wyrazenia sa identyczne ze znanymi z teorii ukladéw tran-
zystorowych wyrazeniami na optymalne wartosci opornosci zrédia i od-
biornika. Wyrazenia te uzyskuje sie zwykle przez poszukiwanie maksi-
mum funkeji

k,, =71 (R, R). (38)

Sprowadza sie to do obliczania pochodnych czgstkowych i przyrownywa-
nia ich do zera.

Oczywiscie z definicji parametréw falowych i skutecznych czwérni-
ka wynika, ze stan dopasowania falowego jest stanem optymalnym?') ze
wzgledu na przekazywanie mocy ze zrodia do odbiornika. Dlatego zgod-
noé¢ wzoréw na opornosci falowe z wzorami na optymalne opornosci zré-
dla i generatora nie jest przypadkowa. '

Wyznaczymy teraz pozostale parametry falowe.

Podstawiajac (37) i (33d) do (16a) otrzymujemy:

tghr=_zig_zlz Te+rb(14—a). (39)
LE Tx T, + 1,
Zaktadajac, ze 1., Ty, Tk, @ Sg rzeczywiste stwierdzamy, ze
Te+rb(1—a)<1'
Te+1p
Mozemy wiec stosowaé wzory (21), z ktérych otrzymujemy:
A = artgh Zs ) (40)
.
B=0, (41)

1) ‘W przypadku parametréw rzeczywistych. '



Tom VI-— 1960 ' Parametry falowe i robocze tranzystora 269

Jezeli 1., T, T, o sa zespolone, to A i B wyznaczyé mozemy ze wzo-
row (20). ‘ :
Podstawiajac (33) do (16a) otrzymujemy

pe=]/hg]/“. ‘ (42)
Ta1 arT,

W dalszym ciaggu ze wzoréw (15) otrzymujemy nastepujgce wyrazenial):

S, == — artgh Zs +Iny/ 2T (43)
Ty Ty
B,=0 (44)
A, = artgh 2 +1In /a_rk, - (45)
T l Ty
B,=0. (46)

Z otrzymanych wzoréw wynikajg nastepujace wmioski:

1) wzmocno$¢ falowa pierwotna tranzystora jest dodatnia, a wiec
tranzystor w ukladzie o wspélnej bazie wprowadza wzmocnienie przy
przekazywaniu jej od wejScia do wyjscia,

2) ttumienno$¢ falowa wtérna tranzystora jest dodatnia, a wiec
tranzystor w ukladzie o wspolnej bazie wprowadza tlumiene mocy przy
przekazywaniu jej od wyjécia do wejscia. ' '

3) przesunigcia fazy wprowadzane przez tranzystor réwne sg zeru
dla obu kierunkéw przekazywania mocy (oczywiécie w zalozeniu rze-
czywistych parametréw wiasnych).

Wyrazenie (43) stanowi odpowiednik wyrazenia na maksymalne
wzmocnienie mocy odniesienia k;, y,y, ktére moze byé otrzymane z (38).

Ze wzgledu na skomplikowane postacie wzoréw wykazanie réwno-
waznosci tych wyrazen nie jest latwe. Réwnowaznosé ta wynika jednak
z definicji parametréw falowych.

Przyktad 2 — 1

Przyjmujac przeciginie spotykane dla tranzystora warstwowego wartosei pa-
rametréw wiasnych 7, = 500Q; 7, = 25Q; 7x = 1MQ; a = 0,96 otrzymujemy
ze Wzoréw (34) -~ (37):

* Z =\rilre + 15 (1 — )] = 6,12k Q

= Tk — 437,
D ., 3l s

1) Przy zaloZeniu rzeczywistych parametréw wlasnych.

oraz

10 Rozprawy Elektirotechniczne



270 W. Majewski jr. : Rozpr. Elektrot.

oraz
Z,=pZ =293k Q.
Nastepnie z (40) i (41) ofrzymujemy

A z
A = artgh — = artgh 0,293 = 0,32 N,
Tk

_ e 1
Pe are 438 °
a'rk
ln]/— = — In p. = 3,78 N.
s

Ostatecznie korzystajac z (43) + (46) mamy:

S;= — 0,32 + 3,78 = 3,46 N = 30 dB,
A; =032 + 3,78 = 4,10 N = 85,5dB,
B,=B,=0.

Przykltad 2 — 2

Obliczmy parametry falowe tranzystora przy czestotliwo$ci granicznej. Przyj-

miemy nastepujgce warto$el parametréw wilasnych: rp = 500Q, re = 25Q, rp =
= 1 MQ craz
0,96 —ja5° = §45°
a= v—z—— e = 0,68 e 14

Obliczamy najpierw opornosci falowe,
Wprowadzajgc oznaczenia:

a=re+ 151 —0),

b=re+ 710
ofrzymujemy:
Zy = l/a)— s
@
Zs = 1% ‘I/g .
Obliczajgc a 1 b dostajemy:
43°
a=373e ! , ) -
b=525.
Mamy stgd: !
7 21,5°
Z,=443e " Q,

21,5°
Z.=842¢ P kQ.



| Tom VI — 1960 Parametry falowe 1 robocze tranzystora 27

‘Obliczamy mastepnie przekladnie energetyczng pe i $rednig tamownosé falowg I
Otrzymujemy:

Ty, 1 j 22,5°
= —=—¢ skad Inp.= — 3,6 N,
DPe VaTk 36,9 > g De ’

VA i 21,5°
tghlI'=-"=0,842¢ .
T

Korzystamy teraz ze wzoréw (20) i otrzymujemy

1 2 -0,842
A=—artgh————co0s 21,5° = 0,77,

2 1+ (0,842)°

1 20,842 3 5
B = _aretg ——— ———sin 21,5° = 32,5°.

2 1 — (0,842

Ponadto stwierdzamy, ze drugie ramie kgta 2B lezy w pierwszej éwiartce.
Teraz mozemy wyznaczy¢ tamownos$ci falowe pierwotna i wtérng oraz ich
skladowe. :

r =077 — 3,6 4 j22,5° 4 j 32,5° = — 2,83 + j 55°.

Otrzymujemy stagd S; = 2,83 N.
Dalej

I, =0,77 + 3,6 — j 22,5° + § 32,5° = 4,37 + 5 10°.
otrzymujemy stad As = 4,37 N.

23. Parametry falowe tranzystora w ukla-dzie
o wspolnym emiterze (WE)

Z teorii ukladéw tranzystorowych znane sg nastepujgce zwigzki mie-
dzy parametrami oporowymi a parametrami wlasnymi tranzystora w ukta-
dzie o wspélnym emiterze:

Wp=ry=1r,+T7, ' (47a)
Wp=rp=r, (47b)
Wa=rn="1—"7p, . (#7c)
Woo =T =7, + 7, — T+ (47d)

| Postepujgc jak w poprzednim punkcie mozemy otrzymaé nastepuja-
ce wyrazenia na opornos¢ falowsg $rednig Z i przekladnie oporows p.
|
|

Z= l/('rb + Te) (’re + Ty — Tn.) — T, ('re. - Tm)!

p:VTm%:fﬂ.
T, 4T,

10*
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Przyjmujac zalozenia upraszczajace jak w punkcie 2.2 otrzymujemy
nastepujgce wyrazenia przyblizone

Z=yr, Ir.+r 1 —al, (48)

L /r(l—a)
=

Jest rzeczg interesujgca, ze wyrazenie otrzymane na $rednig opor-
nos¢ falowsg Z dla ukladu o wspdélnym emiterze jest takie same jak dla
ukladu o wspoélnej bazie.

‘Wyrazenia na opornos¢ falowg plerwotng i wtérng maja teraz postac:

Z, = V(Tb+re)(rb+lfa)’ (50)
T +

Zzz’rk(l—a)]/ _T% (51)

Powyisze wyrazenia sg oczywiscie identyczne z odpowiednimi wyraze-
niami na optymalne wartosci opornosci zZrédia i odbiornika, podobnie
jak to ma miejsce dla ukladu o wspélnej bazie.

Wyznaczymy teraz pozostale parametry falowe.

Postepujgc jak w punkcie poprzednim otrzymujemy:

Te

T, '
tgh]“'z_zz___: ]/ _l—e (52)
(1 — a) Ty +Te - :

Zakladajgc, ze parametry wlasne 7., 7, Tk, @ Sg rzeczywiste, stwier-
dzamy, ze

're

Ty + 1

4_6‘ > 1.
. Tb + ’re
Korzystajagc ze wzoru (20a) otrzymujemy wtedy

A= 1 artgh 2T R (53)
2 1472
gdzie
,r e
z, » T .

S E— 54
r.(1—a) Ty =+ Te 64
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oraz

_7 '
B=2 (55)

Wzoréw (21) nie mozna tu stosowa¢, gdyz T > 1. Jezeli wielkosci v,
Tv, Tk, @ 53 zespolone, to A wyznaczamy z (20a), a B z (20b).
W dalszym ciggu otrzymujemy:

T, T, . Te
Pe= ]/ o ]/ = J]/ ) (56)
Ty — Ty, -7, arty

mm=ml/lL+¢1 (67)
aty 2

Korzystajac z wzoréw (15) otrzyfnujemy nastepujagce wyrazenial):

slz_A+1n]/“T_’°k, (58)

.

stad

B, =u, (59)

A,=A+1n &7 (60)
Te

Bz =0, (61)

gdzie A okreslone jest wzorem (53).
Z otrzymanych wzoréw wynikajg nastepujgce wnioski:

1) Wzmorchos’é falowa pierwotna jest dodatnia, gdyz lnl/ar" > A,
T

a wiec tranzystor w ukladzie o wspélnym emiterze wprowadza wzmoc-
nienie mocy przy przekazywaniu jej od wejscia do wyjscia.

e

2) ttumienno$é falowa wtoérna tranzystora jest dodatnia, a wiec tran-
zystor w ukladzie o wspdlnym emiterze wprowadza tlumienie mocy
przy jej przekazywaniu od wyjscia do wejscia.

3) przesuniecie fazowe wprowadzane przez tranzystor w ukladzie
o wspolnym emiterze przy kierunku przenoszenia mocy od wejscia do
wyjScia jest réwne =, a nie 0 jak w ukladzie o wspélnej bazie.

Wyrazenie (58) stanowi oczywiscie odpowiednik wyrazenia na k

pomaz-

.

1) Przy zaloZzeniu rzeczywistych parametréw wiasnych.
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Przyktad 2 — 3

« Przyimujac wartoSci parametréw wlasnych ftranzystora jak w przykladzie
(2—1) otrzymujemy nastepujgce wartosci parametréw falowych:

Z =\rplre + (1 — )] = 6,72k Q,

(1 —0)
p=7N/ o = 8T5,
]/ o T+ Te

zZ
Z,=—=T10Q,
o
Z,=pZ=59kQ.
Dla obliczenia A wyznaczamy najpierw T

Z,

= = 1,47
'rk(l—a) ’ b

stad

A= artgh —— ! ortgh0,933 = 0,84 N
=-—ar —_— T = = .
2 g 1+ 1 2arg ’ y

— re _ . 1
Pe=I 1 ar, ¥ 106

In |pe| = — 5,28 N.

Dalej wyznaczamy

stad

Ostatecznie ofrzymujemy nastepujgce wzmoenodci, tlumienno$ci i przesuwnosci:

S; = — 0,84 + 5,28 = 4,44 N = 38,54 B,
A, =10,84 5,28 = 6,12N = 53,2d B,
B, =,

B; = 0.

Poréwnujac otrzymane wyniki z wynikami przyktadu (2—1) mozna
wysnué nastepujgce, znane zreszta wnioski:

1) oporno$é falowa pierwotna jest wieksza dla ukladu o wspélnym
emiterze niz dla ukladu o wspdlnej bazie,

2) opornoéé falowa wtérna jest wieksza dla ukltadu o wspdlnej ba-
zie niz dla ukladu o wspdlnym emiterze,

3) przekladnia oporowa jest dla ukladu o wspélnej bazie znacznie
wieksza niz dla ukladu o wspdélnym emiterze.

4) wzmocnosé falowa pierwotna jest wieksza dla ukladu o wspél-
nym emiterze niz dla ukladu o wspélnej bazie.

5) przesuwno$¢ falowa pierwotna wynosi 0 dla ukladu o wspblnej
bazie, a = dla ukladu o wspélnym emiterze.
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6) tlumiennost falowa wtoérna jest wieksza dla ukitadu o wspbdlnym
emiterze niz dla uktadu o wspélnej bazie. Oznacza to, ze oddzialywanie
wsteczne jest mniejsze w ukladzie o wspdlnym emiterze niz w ukladzie
o wspblnej bazie.

24. Parametry falowe tranzystora w ukltadzie
o wspélnym kolektorze (WK)

Ze wzgledu na to, ze metoda Wyprdwadzania WZOoréw na parame-
try falowe ukladu o wspélnym kolektorze jest taka sama jak w po-
przednich dwoch przypadkach, ograniczymy sie jedynie do podania

koncowych rezultatéw.
Z, = '/ (’rb + ) , (62)
. —al ‘

Zy=1,(1 — a)]/ Tk(l_a) S (63)}

S, — —'Eln(l—a), | (64)
g
A, — -——2—1n(1—a). - (65)

Ze wzgledu na prostote wzoru (64) latwo mozna si¢ przekonaé, ze
jest on réwnowazny wzorowi na k, dla ukladu o wspoélnym kolek-
torze.

ar

Przyktad 2—4
Zakladajge parametry wiasne tranzystora jak w przykladzie 2— 1 ofrzyma-
my nastepujgce parametry falowe: .
Z, = 33,6k Q,
Z,=1,34kQ,
S =161N = 14dB,
A= 1,61 N = 14dB.

Nie bedziemy tu przeprowadzali szczegbélowego poréwnania wzmac-
niaczy tranzystorowych pracujgcych w réznych ukladach, gdyz zagad-
nienie to omawiane jest w feorii ukladéw tranzystorowych. Zwrécimy
jedynie uwage na fakt, ze dla uktadu o wspélnym kolektorze zachodzi
nieréwno§é Zi > Zs, podczas gdy dla wukladdéw - poprzedmch byle
Z1 < Zs. :
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25. Lahcuch tranzystoréw zbudowany na zasa-
'sadzie dopasowania falowego

Z tancuchem tranzystorow zbu‘ddwanym na zasadzie dopasowania
falowego mamy do czynienia w przypadku wzmacniaczy wielostopnio-
wych ze sprzezeniem transformatorowym. Stosowanie transformatoréow
miedzystopniowych umozliwia zrealizowanie warunku dopasowania fa-
lowego miedzy poszczegélnymi tranzystorami.

Opierajac si¢ na rozwazaniach z punktu 1.5 rozwazmy nastepujacy
przyktad.

Przykitad 2—5

Rozpatrzymy trzystopniowy wzmacniacz tranzystorowy ze sprzeZeniem trans-
formatorowym (rys. 8) pracujagcy miedzy opornodciami Z, = Zp = 600Q. Pierw-

Zp ! re . 3 74

we we WE

pit Po:1 B g1

Rys. 3. Tranzystorowy ‘wzmacniacz o sprzezeniu transformatorowym

sze dwa stopnie pracuja w ukladzie o wspdlnej bazie i majg nastepujgce para-
metry falowe:

Z,=154Q; Z, =203k S, =347TN; A,=4,09N

Trzeci stopien pracuje w ukladzie o wspélnym emiterze i ma parametry falowe:

Z;=T710Q; Z,=59kQ; S;=445N, A, =6,I1N.

Nalezy - wyznaczyé przekladnie transformatoréw wynikajace z warunkéw do-
pasowania oraz wyznaczyé parametry falowe wzmacniacza jako calosci.

‘Obliczymy mnajpierw, jakie muszg byé przekladnie transformatoréw Tr2 i Tr3,
aby rozpatrywany lancuch trzech tranzystoréw byl laicuchem zbudowanym na
zasadzie dopasowania falowego.

Oczywidcie przekladnia transformatora Tr2 réwna jest przekiadni oporowej
tranzystora w ukladzie o wspdlnej bazie.

—4 /22 106
" Vom |
Zgodnie z rozwazaniami z punktu 15 rozpatrywany laficuch moze byé¢ za-
stapiony czwérnikiem o nastepujgcych parametrach falowych:
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Z, =154 Q,
Z,=59kQ,
Sy = 3,47 + 3,47 -+ 4,45 = 11,39 N = 98,8d B,
A, = 4,09 + 4,09 + 6,11 = 14,29 N = 124 d B.
Transformatory Trl 1 Tr4 stosujemy «dla uzyskania -dopasowania falowego
lanicucha do Zrédia i do odbiornika. Przekladnie tych transformatoréow powinny
wynosié: -

P 154
59

=9/ =994,
P 0,6

Bancuch uzyskany z poprzedniego przez wuzupelnienie go transformatorami Trl
i Tr4 moze by¢ zastgpiony czwoérnikiem o nastepujgcych parametrach falowych:
Zy, = Z, = 600 Q,

S;=11,39 N,
A = 14,29 N,
Ze wzgledu na to, Ze Z; = Zs, wzmocno$é falowa napieciowa S i wzmocnoéé
falowa .pierwotna pradowa S;!) réwne sg wzmocnosci falowej pierwotnej Si.
W rozwazaniach powyzszych zalozono, Ze tlumiennosci transformatoréw row-
ne sg Zzeru.

26. Znaczenie fizyczne parametroéow falowych
tranzystora

Przypomnimy obecnie znaczenie fizyczne parametréw falowych tran-
zystora. Opornoéci, falowe Zy i Z, tranzystora iworzg pare opornosci
majgcych nastepujgce wiasciwoscei:

a) jezeli pornos§¢ obcigzenia Ry = Z, = Zz, to opornost wejsciowa
pierwotna Wy = Zi,

b) jezeli opornoé¢ generatora Ry = Z, = Z;, to opornoé¢ wejscio-
wa wtorna We = Z,. Przy spelnieniu warunkéw a) i b) istniejg naj-

lepsze warunki przekazywania mocy przez tranzystor2).

Opornosci Zy i Zy sg identyczne z wprowadzonyml W inny sposéb
opornosciami Rgopt. 1 Roopt-

Wzmocnosé falowa pierwotna Si rowna jest polowie logarytmu na-
turalnego stosunku mocy po stronie widérnej do mocy po stronie pierwotnej
przy spelnieniu warunku dopasowania falowego po stronie wtérnej

1) Zob. 1.3.
?) W zalozeniu, Zze parametry wlasne tranzystora sg rzeczywiste.
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i przy kierunku przekazywamia mocy od strony pierwotnej do strony
wtornej. Wielkos¢ S1 jest wiec maksymalnym wzmocnieniem mocy wy-
razonym w mierze logarytmicznej [N]. W przypadku obustronnego do-
pasowania falowego wzmocnosé falowa S; jest réwna wzmocnosci sku-
tecznej Ssi i charakteryzuje przekazywanie mocy od zrodla do odbiorni-
ka w warunkach-optymalnych.

Tlumiennos$¢ falowa wtérna A, réwna jest polowie logarytmu na-
turalnego stosunku mocy po stronie witérnej do mocy po stronie pier-
wotnej przy spelnieniu warunku dopasowania falowego po stronie pier-
wotnej i przy kierunku przekazywania mocy od strony wtérnej do stro-
ny pierwotnej. Wielkos¢ A, charakteryzuje wiec efekt oddzialtywania
wstecznego w tranzystorze.

Reasumujac: zesp6l parametrow falowych Zi, Zs, Si, Ag, B1, Bs nie
tylko charakteryzuje sam tranzystor, jak zesp6! parametréw oporowych,
ale réowniez daje bezposrednie informacje o pracy tranzystora jako
wzmacniacza w pewnych okreslonych warunkach.

3. PRZYKEADY WYZNACZANTIA PARAMETROW ROBOCZYCH
TRANZYISTORA

31.Zagadnieniaogblne

Zajmiemy sie obecnie wyznaczaniem opornosci wejsciowych i wzmoc-
nosci skuteg:znej. Nie bedziemy wyprowadza¢ wzordw ogdlnych, ktére
bylyby nieprzejrzyste i mato przydatne, a ograniczymy sie jedynie do
rozwazania kilku przyktadéw liczbowych.

32. Wyznaczanieopornosci wejsSciowych

Odpowiednie wzory ogdlne zaczerpniete z teorii czwornikéw zostaty
podane w punkcie 1.6. Obecnie rozpatrzymy przyklad liczbowy.

Przyktad 8 — 1 ’ ' .

Nalezy obliczy¢é opornosé wejSciowg tranzystora w uktadzie o wspblnej bazie,
dla stanu zwarcia, jezeli parametr,y falowe tego tranzystora wynoszg: Z1 = 154 Q, Zs =
=293kQ, S; =346 N, 4, = 4,1 N, B{ = By = (.

Obliczymy najpierw $rednig tamownoéé falowg okreslong wzorem:

41, _ — 8+ A+ j(B1 + Bs)
2 2 )

(66)

W rozpatrywanym przypadku mamy:

— 3,46 + 4,1
1’=——’%=0,32N.
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Nastepnie korzystajac z (23b) i biorae pod uwage, ze Zp = 0 otrzymujemy:

j— Zb - ZZ j—
. A
W dalszym ciagu ze wzoru (22a) otrzymujemy:
1+qu_2r 1 —0,57
W, =2z — = 154 =420,
1 1 1—qse DA

1+ 0,57

Ze stosowanego wzoru (22a) wynika, Ze oporno$¢ wejsciowa pier-
wotna jest tym bardziej zblizona do opornoéci falowej pierwotnej, im
mniejszy wspolczynnik odbicia gs 1 im wigksza jest tamownosc Sred-
nia. Latwo zauwazy¢, ze tamownos$¢ Srednia jest tym wieksza, im tlu-
mienno$é falowa wtorna Ap jest wigksza od wzmocno$ci falowej pier-
wotnej Si.

33. Wyznaczanie wzmocnosciskuteczne]j

Odpowiednie wzory ogélne zaczerpnigte z teoril czwornikéw zostaly
podane w punkcie 1.7. Obecnie rozpatrzymy przykiad liczbowy.

‘Przyktad 3 — 2

Jednostopniowy wzmacniaecz tranzystorowy w ukladzie o wspblnym emiterze
majacy parametry falowe: Zy = T770Q; Zg = 59 kQ; Sy = 444 N; 4 = 612N
pracuje miedzy opornosciami Z, = 1 kQ, Zp = 10 kQ. Nalezy wyznaczyé wzmoc-
no$é skuteczna w tych warunkach pracy.

Korzystamy tu z wzoru (29b).

Ss1 =05y — 4y — 4y — 4y,, (29b)
Obliczajac poszczegélne skladniki ofrzymujemy:

Zao+ 2

4, = 1n |———=|= 0,01 N,
2ZaZ,
Z Z

Sy=1n -2 22| _ 36,
2VZs Z,

—ar
Alz=1n‘1—q1q2e ]=0,02N.

W ostatnim wzorze symbol I' oznacza tamownosé éred.nié‘ okreslong wzorem (66).
Ostatecznie Sg1 = 4,056 N. '

Wzmocnoéé skuteczna jest wiec w rozwazanym przypadku mniejsza
od falowej o ok. 0,4 N. Spowodowane jest to przede wszystkim znacz-
nym niedopasowaniem na wyjsciu. Wplyw niedopasowania na wejsciu
i oddziatywanie wyjscia na wejscie jest bardzo matly.

Powstaje pytanie, kiedy przy obliczaniu wzmocnosci skutecznej mo-
zemy pomijaé poszczegdlne wyrazy we wzorze (29b).
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A -+ B
2VAB’
rzeczywistymi, otrzymamy nastepujgce wynikil).

Rozwazajgc wyrazenie 4 = In gdzie A 1 B sg wielko$ciami

4<0,1IN dla %<2,5,

[

A< 02N dla = < 3,75,

A<03N dla 2 <50,

Wi W

Rozwazajge wyrazenie 4" = In|1 — A|, gdzie A jest wielkoscia rzeczy-
wistg otrzymamy?): : :

—0INKA' < +0,1IN dla —0,1<<A<LO,1.
Z powyzszych danych widaé, ze w praktyce mozna czesto pomingé
wplywy dos$¢ znacznych niedopasowan.

¢
ki,

34. Wyznaczanie wzmocnos$ci skutecznej
taficucha ‘

Odpowiednie wzory ogélne zaczerpniete z teorii czwérnikow zostaly
podane w punkcie 1.8. Obecnie rozpatrzymy przyktad liczbowy.

Przyktad 3-3

Wzmacniacz tranzystorowy sklada sie z dwéch stopni w ukladzie o wspblnym
emiterze, sprzegnietych ze scbg ukladem RC. Parametry falowe tranzystora
w ukladzie o wspélnym emiterze — jak w przykiadzie 3-2. Nalezy wyznaczyé
wzmocno$¢é skuteczng wzmacniacza przy zatozeniu, ze zrédio dopasowane jest do
plerwszego tranzystora, a .odbiornik do drugiego, tzn.

Zo=2Z, oraz Zy=2!
Korzystamy ze wzoru (30). Ze wzgledu na dopasowanie na wejsciu 1 wyjsciu
wzlr upraszcza sie do postaci:

S5t = S§ + 877, 67
gdzie 8’5y oznacza wzmocnodé skuteczng pierwszego stopnia, a S”; wzmocnosé falo-
w3 druglego stopnia. Ponadto oporno§¢ wejsciowa pierwotna drugiego stopnia réw-
na jest (ze wzgledu na dopasowanie) opornosci falowej pierwotne;: W’y = Z"¢:

Bicrac pod uwage, ze 2y = Z"y= Zy, Z’'y = Z"y = Zy oraz §'; = §”; = Sy, mozemy
napisaé ostatecznie:

1) Na podstawie nomograméw ze str. 179 pracy [1].

\
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Zi+Za| Z, + Zs
Sey =8 —In [ 22l 15, =28 =
s1 1 2\/2122 + S: 1 2\/2122\
60 + 0,8
=2.444 — In———— = 8,88 — 1,48 = 7,4N.
260-0,8

4, WNIOSKI KONCOWE

Parametry falowe tranzystora charakteryzuja calkowicie jego wia-
snoéci, podobnie zresztg jak np. parametry oporowe. Majg one jednak
pewng wyzszo$¢ nad parametrami oporowymi polegajacg na tym, ze
okreslajg one jednoczednie optymalne warunki pracy (oporno$ci zamknieg-
cia) i podaja, jaka wzmocnosé moze byé w tych warunkach z tranzystora
uzyskana. Zaletg stosowania parametrow falowych jest réwniez latwosé
obliczania wzmacniaczy ze sprzezeniem transformatorowym.

Jezeli tranzystor z pewnych wzgledéw nie pracuje w warunkach opty-
malnych, to wéwczas parametry falowe sg niewystarczajace i trzeba obli-
czat parametry robocze. Nalezy jednak zwrdci¢ uwage na to, ze przy
niewielkich odstepstwach od warunkéw optymalnych mozna postugiwac
sie nadal parametrami falowymi.

Stosowanie parametréw falowych i roboczych tranzystora umozliwia
réwniez stosunkowo proste obliczanie parametréow roboczych dowolnego
tancucha.

Wyznaczanie parametréw falowych i parametréw roboczych tranzy-
stora wymaga rachunkéw skomplikowanych tylko pozornie. W rzeczy-
wisto$ci obliczenia nie sg bardziej skomplikowane niz obliczenia analo-
gicznych wielko$ei przy zastosowaniu zwykle stosowanej techniki ra-
chunkowej. Korzystne jest przy tym to, Ze wzmocnos$¢ tranzystora przy
stosowaniu parametrow falowych jest wyrazona od razu w mierze
logarytmicznej.

Autor sklada serdeczne podziekowanie prof. drowi W. Nowickiemu za cenne
uwagi i pomoc przy opracowywaniu niniejszej pracy.
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B. MAEBCKIU (foHD)

- COBCTBEHHBIE M PABOYUE TTAPAMETPBI IIOJYIIPOBOTHUKOBOTO
TPUOIA

Pe3wmMme

N

CraTba #ABNIAETCA IONBLITKOY IIPMMEHEHWMA KJIACCHMUECKON Teopuu YETHIPEXIIO-
JIFOCHUKOB K TPAaH3YICTOPHBIM cxémaM. TIpuBeneHs! B Heil OCHOBHBIE QOPMYIBI M3
TEOPMY HETBIPEXIIONIOCHUKOR; 3TN (POPMYJIbl NMPMMEHSIOTCS Hajee K TPAH3MCTODHBLIM
cxemaMm. BrolBeneHbl QOPMyNBb! Ha COBCTBEHHBIE COMPOTMBIIEHMA ¥ IOCTOAHHBIE ITe-
benauy IeayIPOBOJHMKOBOIO TPHUOAA AJNA TPEX OCHOBHBIX CXEM COeAMHeHus. Ilpu-
BeJICHB] YMCJIEHHBbIE IIPUMEPHI KaCaIoILNMecsd OAMHOYHBIX MHOJYIPOBOAHUKOBEIX TPMO-
ZOB M YCHUIMTENA ¢ TPaHCOPMATODHON CBAZLIO, )

B panwmelinemM npuBeZeHbl IIPMMEPHI pacuéra pabouux DAPAMETPOB HOJIYIPO-
BOAHMKOBBIX TPMOLORB VM MX IIerief].

CofcTBEHHBIE IIapaMeTPbl IMOJYIPOBOZHMKOBOTO TPMOJA XapaKTepM3YIOT II0J-
HOCTBIO €ro CBoOiicTBa MNOJZOOHBIM 00pa30oM Kax HAIp. PEe3UCTUBHLIE ITapaMeTphI.
Vimeror OHM BCE-TAKM HEKOTOPOE IIPEBOCXOLCTBO HAN PE3UCTMBHLIMM MHapaMeTrpamm
CcOCTOsIee B TOM, YTO OHM OHUPERENIAI0T ONHOBPEMEHHO ONTHMAlbHBIE YCJIOBMS pa-
60TbI (CONPOTMBIICHME) MCTOYHMKA M CONPOTMBICHME HATPY3KM M COODIAIOT, KaKoe
yCUXEHME MOMXKHO B STUX YCIOBMAX IMOJYYUTH ¢ NOJYIPOBOAHMKOBOTLO TPHUOAA.
JOCTOMHCTBOM IPMMEHEHMS COBGCTBEHHBLIX HAPaMETPOB ABJAETCHA TakKe oblerdeHue
pacuéra ycuamureyeil ¢ TpaxcopMaTOpPHON CBA3BLIO.

Ecny moNynpoBONHUEOBEIM TPMOA II0 KakKMM-HMOYAL OpuMuMHaM He paboraer
B ONTHMMAaJBHBLIX YCJIOBMAX, TO, B TAKOM CJIydae, CODCTBEHHBIE NapaMeTpbi HENO-
CTATOYHBI M CJOENYyeT pPacCUMThIBATE paboume napamerpsl. Crenyer Bcé-rakmu obpa-
TUTHL BHMMAaHNE Ha TO, YTO HIPM HEOONELINX OTKJIOHEHMAX OT ONTUMAJLHBIX YCJIO-
BUIT MOXKHO M B JaJbHENIIeM NPUMEHSTb cOGCTBEHHbIC IIapaMeTrphbl.

W. MAJEWSKI

IMAGE AND WORKING PARAMETERS OF THE TRANSISTOR

Summary

The present paper constitutes a trial of applying the classical theory of four-
poles to tfransistor circuits. Basic formulae of the theory of four-poles are presented
and ‘then applied to transistor circuits. Formulae for image impedances and image
transfer coefficients in three basic circuits are deduced in the paper. The nume-
rical examples presented concern single transistors and an amplifier with the
transformer coupling.

Next, examples of the calculation of working parameters of transistors and their
chains are presented.

Image parameters of the transistor characterize completely its properties, like-
wise e.g. the impedance parameters. The former, however, have a certain superiori-
ty over the latter consisting in the fact that at the same time they determine the
optimum working conditions (terminating impedances) and inform what gain can in
such conditions be obtained from the transistor. An advantage of the application
of image parameters is also the facility of calculating amplifiers with the transfor-
mer coupling.

If a transistor does not work in optimum conditions, then image parameters
do not suffice and it is necessary to calculate the working parameters. It should
be mentioned, however, that in the case of small deviations from the optimum
conditions, it is still possible to use the image parameters.
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JANUSZ LECHOSEAW MAKSIEJEWSKI

Obliczanie napiecia wierzchotka slupa trafionego
przez piorun, metodami stosowanymi dla linii diugich

Rekopis dostarczono 3.2.1960

W pracy poddano analizie obliczenia napiecia wierzchotka stupa trafio-
nego przez piorun metodami stosowanymi dla linii diugich z punktu widzenia
przydatnosci tych metod do obliczen praktycznych.

1. WSTEP

Ostatnio ukazaly sie. publikacje [1], [2] rozpatrujgce stosowane
w praktyce sposoby obliczania napiecia wierzchotka stupa linii energe-
tycznej trafionego przez piorun. W pracy niniejszej zagadnienie to rozwa-
zymy przy pomocy metod ogdlnych stosowanych dla linii diugich w celu
zbadania wartosci praktycznej tych metod w danym przypadku.

Stan nieustalony w obwodzie o stalych rozltozonych mozemy rozpa-
trzyé dwoma metodami klasycznymi, a mianowicie metods d’Alemberta
oraz metodg Fouriera. Zajmiemy sie kolejno obydwoma metodami.

2. METODA d’ALEMBERTA

Poczatkowo bierzemy pod uwage ukiad obliczeniowy jak na rys. 1,
a wiec przyjmujemy, ze przesta przewodu odgromowego sa nieskonczenie
diugie. Zakladamy, ze slup stanowi linie bez strat. Wychodzimy z réwnan
napiecia i pradu w stupie:

U p)=A, e 7"+ A, e, 1)
: 1 . z
Is(p)=7[Ale rYr_Aye’ ]’ (2)

Uy
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gdzie:
y — wspblczynnik przenoszenia,
v; — szybkosé rozchodzenia sie fal,
Z; — opornost falowa stupa.

Stale catkowania A; i As wyznaczamy z warunkéw brzegowych. Na pod-
stawie zasady Thevenina fale napieciowg w kanale pioruna u, trafiajacag

Uaﬁ)?

ZO
Zs
R,

Rys. 1. Uklad obliczeniowy przy zalozeniu, Ze przesta przewodu odgromowego s3
nieskonczenie diugie

w punkt weztowy mozemy rozwaza¢ jako wlgczenie zrédia napiecia 2u,,
o opornosci wewnetrznej réwnej opornosci falowej kanalu pioruna Z,.
Dla wierzcholka stupa (xr = 0) mamy wiec:

U,(0)=2U,(0)— [L(p) + 21, (P)] Z,, 4)
gdzie:
I (p)= @ — prad w przewodzie odgromowym,

Z — oporno$¢ falowa pojedynczego przewodu odgromowego.
Na koncu stupa o wysokosei h, tj. dla x = h
Uyp) =I,(p)R., ()
gdzie R, — oporno$¢ uziemienia stupa.

Z podanych warunkéw brzegowych (4) i (5) otrzymujemy:

U,(p)Z, (R, + Z)e”"
A=

h —9yh 4
a, e’ —b e ?"

Uo (p) Zs (Rz - Zs) e~k

2 3 —yh
a, e’ —b e ?
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gdzie:
_[22,+2,(Z2+22Z)][R, + Z]
1 H
2Z
b — (22, —Z(Z4+2Z)[R, — Z]
1 2Z N

Podstawiajgc powyzsze wyrazenia na stale do (1) i (2) otrzymamy dla
transformat napiecia i pragdu réwnania:

ZJR,+2Z)e'" P L (R, — Z) e~ e

U.()= U, (o) = ©)
[(R.+Z)e’" ™ — (R, — Z,) e~ 7~ 9]
IL,(p) = U, (p) " 22 ke : 7
L ®) ®) a e’ —b e 7" @
Wyrazenia na U (p) i I(p) mozemy przepisaé w nastepujacy sposob:
| Z (R, +Z)e" " "’—[—(R —Z)e "7
U, () = U, (p) 2 (B 2) - — Z) 1,
a, e’ —b e P
R,+ Z)e"% 9 (R, — Z)e ?@%~?
L) =T, et 20 0 (B — 2 ] ©)
ae’’o—b e
gdzie:
T, = —;—L— — czas rozchodzenia sie fali o szybkosci v1 wzdiuz cale-
Uy
go stupa,
=% — czas rozchodzenia sie fali o szybkosci v1 wzdluz odeinka
41

stupa o diugosci x.
Czasy te wprowadzamy w celu ulatwienia 1nterpretac31 otrzymanych PO~
nizej wynikow.
W dalszym ciggu wszystkie obliczenia bedmemy przeprowadza¢ dla
napiecia.
Dzielgc licznik i mianownik (8) przez e’ otrzymamy

U, () Z[(R. 4 Z) e™ + (R, — Zye "% 7]

al(l _ D, )
a,

Poniewaz Re p=>0 [3], to modul e~2?% jest mniejszy od jednosci. Na-
1

1 by o -2r7, Inoznarozpatrywat jako

2

U, (p) =

(10)

stepnie mamy <1, a wiec

1
1

11 Rozprawy Elektrotechniczne
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sume szeregu geometrycznego. Wzér (10) mozna zatem przeksztalci¢ na-
stepujaco:
U, (p)=U,(p) & [e™"" + . e—p(21”—1)] [1 + ,38—2“0 +

+pre o L greT 0 4L, S

przy czym: "
_Z(RA+Z)_ 222, a2
a; ZZ,+2,(Z24-22) ;

ﬁ_ [Zzo - Zs(z + 2Zo)](Rz - Zs)
a, [Z Zo + Zs (Z + 2 Za)] (Rz + Zs) -
O ile wprowadzimy oznaczenia

ZZ,—Z(Z+22Z,)

p=

= , 13
YT zz,4+2,2Z+22) (13)
R.—Z .

_—____z—s, . 14

"R 12, | (9
mamy

‘ ' B == P18

oraz

U,(p)=U,(0)ale™”"+ pe 7C% 74 g pre 7007 4 |
+ B pre” "o pipte TP 4 L], (15)

Korzystajqc z twierdzenia o przesunieciu, mozemy naplsac wyrazenie
dla funkcji czasowe]j
u, () = a{uo(r, -1 4+ Bu,[t — (27, — o, .+
4 Bubath [t — @7, + DY, + BubiU It — (4 — DL, +
+ BB, [t — G, + L, ) (16
przy czym 1,; oznacza funkcje jednostkows, ktoéra jest réwna zeru
dla t<ti i'réwna jednosci dla t=>t1. i
Otrzymujemy rozwigzanie w postaci sumy fal wedrownych. Pierw=
sza fala napieciowa pojawia sie w rozpatrywanym punkcie w chwili
.= - liczac od momentu uderzenia pioruna..Druga fala przybywa po

\ 4 V1 .
czasie 2(r,—7) od chwili przyj$cia pierwszej fali, tj. po czasie potrzebnym

dla przebiegnigcia dwukrotnie odcinka h—x, stanowi wiec fale odbitg od
konhca'stupa. Kazda nastepna fala powstaje w wyniku odbicia si¢ od po-
czatku wzglednie od konca stupa. A wige 1 stanowi wsp6tezynnik odbi-
cia.na poczytku stupa, fz — wspblczynnik odbicia na koncu stupa, nato-
miast @ — wspolezynnik przejscia. Stqd wynika metoda praktyczna,



Tom VI— 1960 Napiecie wierzch. stupa trafionego przez piorun 287

w ktoérej rozpatruje sie przebiegi fal operujac wylgcznie wspélezynnika-
mi odbicia i przejécia bez zestawiania odpowiednich réwnan napiecia
i pragdu. W sposéb przejrzysty przebiegi te przedstawia rozklad jazdy fal

*

t=31,

-1=51,

Rys. 2. Rozklad jazdy fal wedlug Bewleya dla przypadku z rys. 1

wedlug Bewleya podany na rys. 2. Metoda d’Alemberta zwana jest réw-
niez metoda fal wedrownych.
Dla wierzcholka stupa v =,0, a wiec

U (t) = a[u, () + o (1 + B1) u, (¢ — 27,) 1, ot
TAAC B —47)1,, 4] (1

Analogiczne rozwazania mozna przeprowadzié dla pradu.

O ile przyjgé skonczong diugosé sgsiednich przeset, nalezy réwniez
rozwazy¢ przebiegi w przewodach odgromowych., W tym celu oprécz row-
nan dla napigcia i pradu w stupie (1) i (2) nalezy wzigé pod -uwage ana-
logiczne réwnania napiecia i pradu w przewodzie

U,(p) = Ase™ " 4, ewa (18)
Lm=imwﬂ—&w% 9

Stale catkowania Aj, As, As i A4 wyznaczamy na podstawie warunkéw

: brzegowych Dla wierzchotka shupa trafionego przez piorun (ac 0, y=0)

U.(p) = U, (p). : - (20

Uy(p) dla wierzchotka jak poprzednio musi .spe%mac réwnanie (4), nato-
miast dla kofca stupa (x=h) warunek (5). Podobnie jak w pracy [1]- przyj-
mujemy, Ze sgsiednie slupy stanowig wprost zwarcie z ziemig (rys 3),
a wiec dla y 1 (I — dlugosé przesta) .
e Ui()=0. o @1)

11*
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Réwnania (4), (5), (20), (21) pozwalajg na wyznaczenie stalych, jednakze
odpowiednie wyrazenia sg zlozone, co uniemozliwia rozwigzanie W po-
staci przejrzystej i dogodnej do obliczen. W sposéb stosunkowo prosty

Z
¢ %
Z Z Z 4
Zg s
R, R,
Rys. 3. Uklad obliczeniowy = przy Rys. 4. Uklad obliczeniowy przy zastg-
uwzglednieniu skonczonej drugosci pieniu stupa trafionego przez induk-
przeset i przy przyjeciu, ze sgsiednie cyino§é skupiong i przy przyjeciu, z2
stupy stanowig zwarcie z ziemig sasiednie stupy stanowia zwarcie z zie-
. : mia

mozna woéwczas wyznaczyé przebiegi wspomniang wyzej metodg prak-
tyczna, w ktorej postugujemy sig wylgeznie wspolezynnikami przejscia
oraz odbicia [1].

Rozpatrzymy jeszcze uproszczenie obliczen ukladu o skonczonej diu-
goéci sgsiednich przesel dyskutowane w pracy [1] i polegajace na zasta-
pieniu slupa trafionego przez indukcyjno$é skupiong Ls. Uklad oblicze-
niowy dla tego przypadku przedstawia rys. 4. Nalezy wowczas wzigé pod
uwage tylko réwnania napiecia i pradu w przewodzie (18) i (19). Dla
wierzcholka stupa (y=0) mamy warunek

- Ui(p)=2U,(p) — L) + 2L, (P)] Z,» (22)
przy czym prad w stupie w tym przypadku
U, (p)
IL(p)=————. 23
® pL,+ R, %)

Natomiast dla y = ! musi by¢ spelniony warunek (21). Warunki te po-
zwalajg na wyznaczenie statych As i As. Ostatecznie otrzymamy
2U,(p)Z(pL, + R)[ Y —e 707"
[Z+2Z)(oL, + R)+2Z]e" —[(Z—2Z)(PL,+R)+ ZZ]e ™
(24)

U,(p)=

1
Wprowadzajac T, = Pl czas rozchodzenia sie fali wzdluz caltego prze-
1

stai v = vi — czas rozchodzenia sie fali wzdluz odcinka przesta o diu-
1
gosci y oraz stosujgc takie same jak poprzednio przeksztalcenia mamy:

U, ) = U@a e —e 7% [ 4 et pre ] (25)
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Otrzymujemy w ten sposéb wzér o identycznej postaci jak (11), przy
czym .

o 2Z(pL,+ R,) 6
Z+2Z)(pL,+R)+22,
B = BBz,
Z—-2Z)pL,+~R)+Z2Z, / :
p— Z=2Z)pL.+F) L g— 1, e
(Z+Zza)(pLs+Rz)+ZZo
Zatem
U1 (p) — Uo (p) o [e—pz' e e—.17(2$; —177) _ ‘81 e—p(Zz; +1') + '
F e T et ] - (28)
Dla wierzchotka stdpa ¥ = 0 i wowezas -
Ui(p) = U@mu—u+mm”%+mu+mnﬁ“my (29)

Wspolczynmkl o oraz B’y stanowia funkcje operatorowe. Nalezy teraz wy-
znaczy¢ funkcje czasowe odp0W1adaJace poszczegblnym wyrazom wyraze-
nia (29). :

Poszukujemy rozwigzania dla zadanego przebiegu fali pioruna. Przyj-
mujemy, Ze napiecie pioruna jest okre§lone funkcjg

u(t)y=At,

gdzie A jest staly. Funkcja operatorowa odpowiadajaca tej funkcp cza*
soweJ

At A,
p . .
Plszqc plerwszy wyraz wyrazenia (29) w postaci rozwinietej ofrzymamy
' 2AZ(pL, R, M
U,(p)ad = (PL; +-R) —_ (®) ) (30)
PIPL+R)(Z+2Z)+ZZ) pN(p)
M
Dla funkcji operatorowej typu F(p) = W(Z?mozemy zastosowaé twier-
o
dzenie o rozkladzie
~ M (0 M :
FO)2F (@)= ‘H—§ 2o e
N(0) P N' (D)

a nastepnie mozemy wyznaczyé ,funkCJQ czasowyg odpowiadajgcg (30)

L3

1 3
o =—F(t)= [Ft)dt.
Uy, , (t) f ®)
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W danym przypadku réwnanie N(p) = 0 ma tylko jeden pierwiastek
Z+2Z)R,Z2Z,
P, = — (Z + )R, + . (32)
Z+22)L,
Daiej obliczamy pochodng N(p) wzgledem p
N'(p) = (Z + 2Z) L,.
Oznaczajgc przez B; wartos¢ funkeji dla p = 0
’ M(0) 2AZR,
NQ©) (Z+2Z)R,+2Z,

oraz wprowadzajac oznaczehie

1=

— M(pl) _ 2AZ2Z,
plNl(pl) (Z + 2 Zo) [(Z + 2 Zo) Rz _I" Z Zo]

otrzymujemy
F (t) = B, 4~ B, e™? (33)

i ostatecznie szukana funkcja czasowa

U, =Bt — =% B:h mity, (34)
Py
Drugi wyraz wyrazenia (29) ma postac
, , 8AZZ, (pL,+ R) M
—U,@a L+ )= — ®Lt =20 (35

PIZ+2Z)(PL, +R)+ZZ} pNE@)

Obecnie nalezy skorzysta¢ ze wzoru dla przypadku, gdy réwnanie
N(p) = 0 posiada jeden p1erw1astek p1 powtarzajacy sie n razy

=" t" " e! 36
o= ot 3t e, -
przy czym

1 (& [p—p) M |

Hkn — : { — [(p pl) (p)]} . (37)
, (k—1tldp P N@Jo-» _
W ‘danym przypadku n = 2. Obliczamy wyrazenia pomocnicze
H . 8Azza(p1Ls+Rz)2
: P LE(Z + 22

8AZZ,(piL:—RY)
pRLE(Z 422
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Wprowadzajac oznaczenie

M) _ - 8AZZR:
o T Nw) " (Z+2Z)R,+ZZ]
mamy wowezas '
F(t) = H,, + Hy te™ 4 Hy, e™, (39)

a ‘dalej calkujgc otrzymujemy wyrazenie dla funkcji czasowe] odpow1a—
dajacej drugiemu wyrazowi

H, H '
U, =Hy,t+—= 12 tent +( p;z — pzz)(l—e’“*). (39)
- 1 1

Podobnie wyznaczamy - funkcje czasowe odpowiadajace dalszym Wyvra-
zom. Trzeciemu wyrazowi odpowiada funkcja :

u —H t [H13 H,, . H33](1 eplt)v_{_
Jvs s p3 p2 ' py

- [H—? — i:| te™t + —Hit2 et,
P P 2p,

gdzie:
K R2 R VA
H03 =_2 Z[(Z—zzo) z+ Zo];
)%
H13 =—K(@, L, +R)[(Z—22Z)(p, L, 4+ R,)) ZZ],
K ‘ '
H23 = - p—(plLs "l" Rz){zplg.L?(Z_zza) +(p1Ls — Rz)[(z - 2Z0)Rz + ZZO]}’ .
1 : ’
: K .3 s . | o
H33 = —2‘{p1Ls(Z —2Z)+ R(Z—2Z)R,+ ZZ)},
1
:x‘létomiast
. 8AZZ,
P, LIZ +2Z)

Catkowite napiecie wierzchotka stupa jest sumg fal skiadowych %,
Uyos U +oe Upys PrZy czym mnozniki e—?2%%o  wystepujace w wyrazeniu
(29) wskazujg zgodnie z twierdzeniem. o przesunieciu na poczatek dzia-
‘tania poszczegblnych fal. Mamy wigc ostatecznie
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uﬂ@:[&t—fgu—emqiff

D

H ) H H »
+{H02 (t—2w) +P—i2(t —27)) "¢ [p—?— pjz] [1—en¢—2 0)]}12101 .
"l— {H03 (t — 4 T;) _[H:;3 _ H23 + H33 ] [l_epl(t—4 1;0)] +

Yo pi o

B [H —n ]<t—4r;) 74 L My g gy o () } Li + -+ (40)
pi P1 2p, o

3. METCDA FOURIERA

Rozwazymy najpierw najprostszy uklad obliczeniowy (rys. 1) odpo-
wiadajacy zalozeniu, ze przesta sg nieskonczenie diugie. Korzystamy
z réownania (6) dla transformaty napiecia, ktérs przeksztalcamy prze-
chodzae od funkcji wyktadniczych do funkeji hiperbolicznych:

R, cosh p (v, — 1) 4 Z, sinh p (7, — 7)]

Z [
U,(p) = U, (p) 2= : 41
®) ®) ¢, sinh pz,+ d, cosh pz, (1)

przy czym wprowadzamy nastepujgce oznaczenia:

_ZZR,+Z}(Z+22)

c >
! 27
ZZ,Z,+ Z,R,(Z +22,)
d; = - )

Przyjmujemy, jak poprzednio, liniowy przebieg fali pioruna, pod-
stawiamy wiec U,(p) =—, otrzymujac
: D
‘4_Z5 [Rz cosh p (Ta _ T) + Zs sinh p (Ta - T)] . M(p)

U = .
@) b [c, - sinh p7,4d; - cosh p 7] PN (p)
M (p)
(

(42)

Dla wyrazenia stosujemy twierdzenie o rozkladzie (31), a nastepnie

wyznaczamy u(t) drogg calkowania. .
Znajdujemy wartosci p, dla ktorych N(p). = 0, a wiec wyznaczamy
pierwiastki réwnania:
¢, sinh pz, 4+ d, cosh pr,=0,
czyli

tghpe, | — L. (43)

Cy
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Poniewaz pierwiastki te mogg by¢ zespolone, zaktadamy
Pr,= ¢+ J P.

Podstawiajac powyzsze wyrazenie do réwnania (43), otrzymujemy po
przeksztatceniu '
_ sinhg-cosh gt jsiny-cosy d,

tgh pr, = —_— 44
gnp cosh? ¢ —sin? cy 4D

Roéwnanie (44) rozpada sie na dwa réwnania:-

sinhg-coshy ~ d; (45)
cosh? ¢ — sin? y ¢
siny - cosy=0. (46)

Réwnanie (46) daje pierwiastki v = k %, gdzie k jest dowolng liczbg
catkowita. Podstawiajac v = k gdo rownania (45) ofrzymujemy przy
k parzystym

tghg— — , 7

¢y

d
Réwnanie to ma rozwigzanie, gdy — << 1. Otfrzymujemy jeden ujemny
; c
pierwiastek, ktéry oznaczamy przez —u;. Natomiast przy k nieparzy-

stym réwnanie (45) daje

tgh g = — SL, (48)

d,

Roéwnanie (48) jest rozwigzalne, gdy Edl— << 1 — odpowiedni pierwiastek
1

oznaczmy przez — us.

d
Ostatecznie, gdy — << 1, otrzymujemy

¢

Topkz_;ul'{_jkﬂ: - (49)

d
natomiast gdy —+~ > 1

Cy

NELES VI

Toka—Mz‘l' 9

(50)
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W ten sposéb otrzymujemy nieskonczony cigg pierwiastkéw. Nastep-
nie wyznaczamy -pochodng

N’ (p) =1, [c, cosh p7, + d, sinh p7] (51)
oraz wartosé funkeji dla p = 0
M(© Z.R
( ) j— A‘ $ z. (52)
N () d
Szukamy napiecia wierzchotka stupa, a wiec przyjmujemy = = 0. Pod-

stawiajgc wyrazenia (49), (1) oraz (52) do (31) po przeksztalceniach
otrzymujemy :

+ o0

Dyt
1 e .
F(t)=D,+ D, it ~ (53)
k=—o
gdzie:
AZR,
. D, =20
d,

D2 — AZs (cl Rz - dl Z\) .

—d2

Sumowanie nalezy rozciqgnaé na wszystkie pierwiastki px.

W przypadku gdy—— << 1, nalezy uwzglednié, ze pierwiastki sg okre-

$lone zaleznosmq (49). Mamy wowczas

4
_mt +oo  TEESE

F(ty=D,+Dye * > —° i

k-_eo_ll'tl_l_jkn. (54)
Uwzgledniajac, ze:
iknti —Hm% ) 2[k,nsinkni—,u1 cos kn—t—]
LA —— 2 wd, (s5)
—ptika —p—jkx i + K ’
‘mamy .
_omt (kn'Slnkni——,ul coskn—t—)
F(@t)=D,+D;e 1 oL + 9 _To Tolf, (56
L A (‘LL% _+_ k‘z 1732) ( )

k=1
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a dalej catkujgc w granicach od 0 do t, otrzymujemy ostatecznie

ot
(l—e T")

2 +

u,(t) = Dyt — Dy, ;
1

it

. + oo
R | T, t
2 ——.]le °{2kmnpy,sin kn— 4
e N e
k=1

— (u3 — k*n?) cos kni) 4 (ui — K =) . : (57)

[

W ten sposob otrzymane rozwigzanie jest w postaci nieskonczonego

szeregu Fouriera.

: d

.- Gdy— > 1, pierwiastki s3 dane zaleinoscig (50) i wyrazenie (53)
c S

. 1
przybiera postac

TN
ot too ,(2"_2+1_“Tt
T e o
F#)=D D,e ° .
()=D,+De T
e — i

Wystepujaca w tym wzorze sume mozemy roztozyé na dwa skladniki,
pierwszy stanowigcy sume w granicach od k = 0 do + o0, a drugi —

sume w granicach od k = —1 do — oo. Biorge pod uwage, ze wartost
ezynnika 2k + 1 przy k = —1, —2, —3 ... rozni sig¢ od wartosci 2k + 1
przy k = 0, 1, 2 .. tylko znakiem, mozemy napisaé:
_/_‘z_‘«'t 1 oo ej(Zk;-l)_T:% e_j(Zk;—l)_T%
F({t)=D, 4+ D,e °_. + s
. Rk +1 2k +1
A | BEED L e,

a nastepnie przek's'ztallca'jqc- mamy

_ b oo
k3

F(t)=D,+2D,e °
= .

LR N | E L e .
2 2 T, 2 T,

2k -1 \?
T
) (58)
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Catkujac (58) otrzymujemy szukane rozwigzanie

+ oo

1 l‘zt
u (t)=D,t—2D,7, SR EL T [(2k+1)7ru281n (2k+1) 7rt—|—
il

T
2

—I:Hg _(21(:;—17_5)2] Cos(2k2+ 1) Et—:l—l-‘uﬁ "(2k2+1'7c)2 69
TO

Przy pomocy metody Fouriera rozpatrzmy jeszeze uklad obliczenio-
wy z rys. 4. W tym celu przeksztalcamy réwnanie (24) otrzymane dla
tego uktadu wprowadzajgc funkcje hiperboliczne oraz podstawiamy dla

: A
liniowego przebiegu pradu pioruna Uy(p) =—. Dla napiecia wierzchol-
D ,
ka stupa (¢* = 0) otrzymujemy
2AZ (pL, 4- R,))sinh pt, __ M(p)
P(Z(pL, + R, + Z,)sinh p7; + 2Z,(pL, + R, cosh pz;] pN(p)
Stosujgc twierdzenie o rozkladzie obliczamy
M© _
N(©) _
N'(p) = [2Z, (L, + R,)v, + ZL,|sinhp 7, +
| +{Z(®L,+ R, + Zo) % + 2Z,L,] cosh p 7,
oraz pierwiastki réwnania N(p) =

Roéownanie N(p) = 0 prowadzi do réwnania transcendentalnego
Z [pLs + Re + Z]

Réwnanie (61) daje sie rozwigzaé jedynie metodami graficznymi lub
numerycznymi. Rozwigzemy to roéwnanie metodg graficzng stosujgc od-
wzorowanie konformiczne.

Funkcje thpr, wyrazamy przez funkcje wykladniczg 1 wowezas
réwnanie (61) mozemy sprowadzi¢ do postaci:

(’7__ [pLs (Z — 2Zo) + ZRz + ZZo — 2ZoRz]

" [PL(Z+2Z)+ZR, + ZZ,+ 2Z,R]
Wprowadzajgc nows zmienng z = 2p 7', przy czym z = & -+ j», oraz no-
we oznaczeénia na odpowiednie wyrazy réwnania (62), otrzymujemy row-
nanie

U,(p) =

-(60)

tghp Ty = =~

2p7T
e

(62)

az+b

’ 63
cz4d (63)

e’ =
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w wyniku podstawienia z = & 4 jy do funkcji homograficznej

vaz-}—b
cz+d ’

po przeksztalceniu otrzymujemy
b @EIb) et dtacy . ylad—be)
(c&+dy+ c2y? CU(cE A A 4 e

Czest rzeczywistg funkeji w oznaczmy przez u, zad czeSé urojong przez
v, a wiec

(64)

w=1u-+jv.
Odwzorowanie funkeji homograficznej dla & = const, — o0 <5 << + oo
w plaszezyznie w przedstawia rodzine két o réwmnaniu
u2+1)2_u g_i_L_l_b gw:o, (65)
c ctf-d c (c&-+d)

'Srondki,tych ko6t lezg na osi u (wspdlrzedne Srodkéw
u:l E+L—{—b_ s 1)—_—0),
# 2]c cé+ d
Promienie k6t mozemy obliczy¢é z wyrazenia
1Fa&+Db a
7‘5 = — f—_—— e — |,
2 [ c&+d c]
Dla # — 0 mamy
7n—0 C f + d

natomiast dla # — 4

+30,

limw =2 4 50,

7— k00 c

*

Stad wynika, iz okregi wszystkich kot £ = const, przechodzg przez punkt
. a
o wspblrzednych u= —, v=0.
c

Odwzorowania funkcji homograficznej dla # = const, — o0 < & <
< + oo stanowig uklad ko6l o rownaniu

_ 2
uz_}_vz_ugg_vu_;_i:(). (66)

c ¢y c?
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: a a.
Srodki tych kot lezg na prostej u=-— (wspélrzedne srodkow U = —,
: _ c

c
ad —bc . " . .
v = o, |’ natomiast promienie daje wyrazenie

'

' ad —be ;

n = e— “d

2¢%y
A

az+b
cz+d

Rys. 5. Odwzorowanie konformiczne funkeji homograficznej w =

Gdy £ — 0,

d a2 o .
Jdim w = bd + acy j ri(ad \bc‘),
£-0 d? - cp? dz + cp?

|
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adla §— 4+

lim w=21j0.
§— L oo 4 )
Widzimy stad, ze wszystkie okregi dla # = const przechodzg przez punkt
a
u =—,v = 0. Kola te sg ortogonalne do két odpowiadajgcych é = const.
c .
Na rys. 5 podano przykladowo odwzorowanie funkcji homograficznej
dla & = const oraz dla # = const. Z uwagi na to, ze Zy; malo rézni sie

od Z, natomiast R, << Z, ndamyg < 0 oraz 0 <—Z— << 1. Punkt P, od-
c

. b .
powiada z = 0, punkt 0 za§ 2z = — —. Przez punkt P, przechodzg wszyst-
» a
v
p=77
b=
3
7=z 0-411!
£y
&=—1
p=7 _ ) _ 0y
0,368 0,606 A1
1
p=-77

Rys. 6. Odwzorowanie konformiczne funkcji wykladnicze] w = e?

kie kota dla réznych & = const oraz # = const, przy czym dla koét

& = const odpowiada on %-— = oo, natomiast dla két 4 = const —
£ — A oo, . o . .
" Dla zbadania odwzorowania funkcji wykladniczej w = e¢° podsta-

wiamy z = & + jy
w = e* = ef (cos y -} jsiny).
Przedstawiajac w we wspblrzednych biegunowych otrzymujemy
w=rei?,
Mamy wiec '
==,
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W ten spos6b dla & = const odwzorowaniem funkcji e sg kola kon-
centryczne o $rodku w poczgtku ukiadu, natomiast dla # = const ro-
dzina linii prostych wychodzgcych promieniowo z poczatku uktadu. Od-
wzorowania te przedstawiono na rys. 6.

Funkcja homograficzna przeksztalca poiplaszezyzne zmiennej zespo-
lonej — oo < & < 0, — o0 < 5y << + o0 na obszar zewnatrz okregu
& = 0 = const, natomiast funkcja wykladnicza przeksztalca te plasz-
czyzne na wnetrze okregu £ = 0 = const — na rys. 5 i 6 odpowiednie
obszary zaznaczono kreskowaniem. W obszarze wspblnym obydwu od-
wzorowaniom nalezy poszukiwaé pierwiastkéw z réwnania (63). Z po-
wyzszych rozwazan przewidujemy, Ze czeSci rzeczywiste pierwiastkow
2 bedg ujemne. o

Majgc odwzorowania funkcji homograficznej oraz funkeji wykladni-
czej dla réznych wartosci & = const, mozemy wyznaczyé punkty pta-
szczyzny w odpowiadajgce tym samym wartoSciom & dla obu funkcji
jako punkty przeciecia odpowiednich ko6t — punkty te utworzg krzy-
wa, ktérg oznaczmy przez G. Podobnie wyznaczamy punkty plaszczy-
zny w odpowiadajgce tym samym wartoSciom # dla obu funkeji jako
punkty przeciecia odpowiednich kot oraz péiprostych. PoniewaZz jednak
kazda polprosta odpowiada wielu warto$ciom # réznigeym sie o 2nn,
punkty przeciecia utworzg caly szereg krzywych odpowiadajgcych ko-

- lejnon =0, 1, 2 .. — krzywe te oznaczmy przez F, Punkty przeciecia
krzywej G z krzywymi F, odpowiadajg tym samym wartoéciom & oraz g
dla funkcji homograficznej oraz wykladniczej, a wiec odpowiadajg roz-
wigzaniom réwnania (63).

Poniewaz o§ Ou odpowiada czesci wspdlnej odwzorowania obydwu
funkeji dla 5 = 0 = const, wiec ofrzymamy jeden pierwiastek rzeczy-

b
" wisty o wartosci ln—c-l—< & < 0. Pozostale pierwiastki bedg zespolone.
Dla coraz to wyzszych warto$ci n czesSt¢ rzeczywista pierwiastkéw
a
zespolonych dazy do warto$ei In—, natomiast czeé¢ urojona wzrasta
c

nieograniczenie. Przechodzgc od zmiennej z do zmiennej p otrzymamy
szukane pierwiastki réwnania (61).

Obliczmy skladowe ua(t) odpowiadajace pierwiastkowi rzeczywiste-
mu

poz'_'c

oraz pierwiastkom sprzezonym

Dy = — 6, £ J wy-
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“Wprowadzajgc oznaczenia

M) _
PN’ (p,)
M (p,) .
— =P i,
pN'@) T
otrzymamy
) — it ad . (-6 jw,)t i , (-8, —j
FO=5¢""+ 3 E+iQye 7™ 4 VP —j@e T
k=1 k=1

Wyrazenie to mozemy przeksztalcié do postaci

F(t)= Se & + 2 Z e 'skt(P,c cos w,t — Q, sin w,t), 67)
! k=1 '
a dalej catkujac otrzymujemy wu4(t)

[o0]

NP - 1 - . '
“1<t)=g(1—-e U)HZW{Q % [(Py oy + @ 6,) sin @, t +
k=1 B
— (P 6, — @, wy) cos wkt]_l_Pkék'—kalc}' (68)

4. PRZYKEADY OBLICZEN

Dla ilustracji naszych rozwazan przeprowadzimy obliczenia oby-
dwoma metodami dla ukladéw rozpatrywanych przez J. L. Jakubow-
skiego [1]. Przyjmujemy wiec nastepujgce parametry:

Z,=300Q; Z,—=2000Q; Z=400Q; R,=10Q;
h=156m; 1 =150m; A ="7500kV/us.

Rozpatrzmy najpierw uklad z rys. 1. Przeprowadzajgc obliczenia meto-
dg d’Alemberta wyznaczamy wspélczynnik przejscia i wspdtezynniki
odbicia. Wspélezynniki te w danym przypadku bedg mastepujgce:

= 0,50000; B, = 0,25000; f, = 0,90476.

Czas potrzebny na przebycie przez fale dlugosci stupa 15 m 79 =
= 0,05 uws. Na napigcie wierzchotka slupa w naszym przypadku otrzy-
mujemy wyrazenie:

u, (t) = 3750 t — 2544,6 (t — 0,1) 1, — 575,57 (t — 0,2) 1, +
— 130,19 (t — 0,3) 1y, — -+ (69)

12 Rozprawy Elektrotechniczne
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Wartosci u, obliczone na podstawie wzoru (69) dla réznych czasow t
podane sg w tablicy 1. Przebieg tego napiecia daje krzywa I na rys. 7.
Przeprowadzajac obliczenia dla ukladu z rys. 1 drugg metodg nalezy
wyznaczy¢ pierwiastki réwnania (43).
d
W naszym przypadku — = 0,63103 << 1. Otrzymujemy
. ¢ :

7,0, = — 0,74319 + jk=.
Rozwigzanie bedzie wige przedstawione wzorem (57), przy czym

g = 0,74319; D, =461,54; D, = — 281,25,

Tablica 1
Napiecie wierzcholka stupa us dla uktadu z rys. 1
t metoda metoda Fouriera: sumy skladowych
d’Alem-
berta 1 1+2 14243 j 1+2-43+4
us kV kv kV kv kV
0,0125 46,87 92,11 86,29 81,41 79,42
0,0250 93,75 169,6 138,0 126,6 121,1
0,0375 140,6 234,9 1769 159,0 150,7
0,0500 187,5 290,1 218,9 198,7 189,6
0,0625 234,4 336,9 268,4 250,1 241,8
0,0750 281,2 376,8 320,6 305,9 299,3
0,0875 | 328,1 410,9 367,3 355,6 350,4
0,1000 375,0 440,2 402,8 392,3 387,5
0,1125 390,1 465,5 426,8 415,4 410,2
0,1250 | 405,1 487,5 443,0 429,8 423,8
0,1375 | 420,2 5086,7 456,2 441,6 434,9
0,1500 435,3 523,7 470,2 455,1 448,2
0,1625 450,3 538,7 485,9 471,1 464,5
0,1750 465,4 552,2 502,1 488,2 481,9
0,1875 480,5 564,4 517,2 504,0 498,0
0,2000 495,5 575,5 529,7 516,7 510,8
0,2125 | 503.,4 585,6 539,6 526,4 | 520,4
0,2250 511,3 595,1 547,7 534,1 528,0
0,2375 519,1 603,9 555,1 541,3 534,9
0,2500 | 527,0 612,2 562,8 548,8 542.4
0,2625 534,9 620,1 570,8 556,9 550,6
0,2750 542,8 627,6 578,9 565,2 559,0
0,2875 550,6 634,8 586,8 573,2 567,1
0,000 | 558,5 641,8 594,1 580,6 574,4
0,3125 564,8 648,5 600,8 587,2 581,1
0,3250 571,0 655,1 607,1 593,4 587,2
0,3375 577,2 661,6 612,9 599,2 592,9
0,3500 583,5 667,9 619,4 605,7 599,4
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Wartosei u; obliczone metods Fouriera dla rozmaitych t przy
uwzglednieniu kolejno coraz to wigkszej liczby sktadowych od pierwszej
do czwartej zestawiono w tablicy 1. Odpowiednie wykresy dla napiecia

. Us podajg krzywe 2 =+ 5 z rys. 7.

Z poréwnania tych krzywych z podanym na tym samym rysunku

przebiegiem mnapiecia o‘t'rzyma'nym metodg d’Alemberta wynika, iz

us V]

650 [ ' 7

f | I I _ 1 1

| o~
0 0,05 04 045 62 0,25 03 035 tfus]

Rys. 7. Przebieg czasowy napiecia wierzcholka stupa u, okreslony dla ukladu

z rys. 1: 1 — metoda d’Alembenta, 2 = 5 — metoda ‘Fouriera przy uwzglednieniu ko-

lejno coraz wiekszej liczby sktadowyeh, 2 — 1 skladowa, 3 — 1 plus 2, 4 — 1 plus 2,
- plus 3, 5§ — 1 plus 2, plus 3, plus 4

12+
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Rys. 8. Wyznaczenie pierwiastkéw réwnania transcendentalnego e = —ﬁl— me-
cz

todg odwzorowania konformicznego. Wy.kr‘es odpowiada rozpatrywanemu przypad-

kowi liczbowemu |(a

—1,b =59, ¢ =5 d = 65)
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kowo czedci krzywej Fg o
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w miare uwzglednienia wiekszej liczby skladowych krzywa coraz bar-
dziej zbliza sig¢ do przebiegu rzeczywistego.

Z kolei przeprowadzimy obliczenia dla ukiladu z rys. 4, w ktérym
stup zastgpiono przez indukcyjnos$¢ skupiong. Indukeyjnosé stupa okre-~
$la sie z zalezno$cl Ly = 7, Z;. Podstawiajgc odpowiednie wartosci otrzy-
mujemy L, = 10 uH. Aby wyznaczy¢ napiecia pierwsza metods, korzy-
stamy ze wzoru (40) i w tym celu obliczamy wartosci liczbowe wcho-
dzacych do tego wzoru stalych: :

p,= — 13; B, = 461,54; B, = 5538,5;

[

H02 = — 42,603; le = 79754, sz = — 7157,4;
7,=05ps; H, = —38,671; H, = 1,1484 . 10¢;
03 3
H, = —1,1902 . 105; H33 = 1,4787 . 108,

23
Ostatecznie otfrzymujemy

u, (1) = [461,54  + 426,03 (1 — e~¥)] 1, — [42,603 (t — 1) +
+ 6134,9 (t — 1) €13 ¢-D 4 78,652 (1 — e ¥ ¢=1) 1, ¢ 4

— [38,671 (t — 2) 1 67,764 (1 — e ¢—2) — 2359,6 (t — 2) e~13 (=) .
444 T1(t— 2P e B, .. , (70)

Wyniki obliczen napiecia u; wg powyiszego wzoru podano w tablicy 2,
natomiast odpowiedni przebieg napiecia przedstawia krzywa 1 na rys. 10.
Przy obliczaniu napiecia dla ukladu z rys. 4 drugg metodg nalezy
wyznaczy¢ pierwiastki réwnania transcendentalnego (61).
W naszym przypadku ofrzymujemy réwnanie

tgh P — — 3 +1)

2 2 (p + 31)
ktore sprowadzamy do postaci

er o T2 -+ 59’

5z - 65
a wiec zgodnie z przyjetymi oznaczeniami mamy ¢ = — 1, b = 59,
¢ = 5, d = 65. Rozwigzujgc te réwnanie przy pomocy odwzorowania
—2z+59
konformicznego wykreslamy odwzorowania funkcji w = éi—:%— oraz fun-
z

keji w = e* dla réznych wartosci £ = const i # = const. Rysunek 8 przed-
stawia krzywag G oraz krzywe Fo, Fy i F2. Na rys. 9 przedstawiajagcym
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powiekszony fragment rys. 8 podano krzywg G oraz interesujgce nas cze-
$ci krzywych F1, Fo 1 Fs. Z wykresow tych otrzymujemy wartosci plerw-
szych pieciu pierwiastkow. W naszym przypadku 7, = 0,5, zachodzi wiec
réwnosé z = 2pr, = p i otrzymujemy bezposrednio pierwiastki

P, = — 0,0885; p, = — 0,170+ j - 5,7639; p, = — 0,353 - j - 11,632;

p; = — 0,554 4 j - 17,609; p, = 0,731 4 j - 23,758.

Skladowe napiecia ui(t) odpowiadajagce tym pierwiastkom oblicza-
my ze wzoru (68). Stale wystepujgce w tym wzorze przyjmujg w na-
szym przypadku nastepujace wartosei: ‘

S = 404,69; P, — — 135,86; P, = — 232,71;

P, — —299,49; P, = — 323,29; @, = — 190,85;

3

Q, — — 300,79; @, = — 341,05; Q, = — 329,14.

Tablica 2
Napiecie wierzcholka stupa u; dla ukladu z rys. 4
t Metoda Metoda. Fouriera — sumy skladowych
d’Alemberta) 1} 1+2|14+2+31+2+3+41+2+43+4-+5

us kv kV. kv kv kv kV
0,1363 416,4 54,81 | 40,94 5249 157,9 191,3
0,2725 539,5 109,0 | 126,9 | 224,2 228,9 229,8
0,4088 612,6 162,5 | 237,6 | 322,1 363,7 415,5
0,5450 677,2 215,3 | 339,1 | 346,1 406,7 409,7
0,6813 740,4 267,6 | 404,0 | 424,7 427,6 476,8
0,8176 803,4 319,2 | 426,6 | 5174 - 5828 588,9
0,9538 866,3 370,2 | 425,5 | 501,9 531,4 577,4
1,090 699,7 420,5 | 431,5 | 444,6 469,4 478,8
1,226 834,7 470,3 | 469,7 | 497,6 - 559,7 602,4
1,363 941,6 519,4 | 545,3 | 630,3 645,5 658,2
1,499 1013 568,1 | 641,5 | 711,56 758,7 798,1
1,635 1074 - 616,1 | 729,9 | 748,56 792,3 - 808,0
1,771 1132 | 663,5 | 787,8 | 821,4 842,3 878,8
1,908 1189 710,3 | 810,6 | 890,56 945,6 964,1
2,044 1225 756,6 | 813,6 | 878,6 906,6 940,5
2,180 1138 802,4 | 822,5 | 845,8 881,5 9024 -
2,316 1221 847,6 | 858,1 | 896,0- 944,6 976,3 -
2,453 1310 892.2 | 924,7 [ 1000 1024 1047
2,589 1377 936,4 | 1008 | 1069 1116 1146
2,725 1434 980,0 11085 |1113 1150 1174 -
2,861 1487 - {1023 1137 1179 1209 1238
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Tablica 2 podaje wartosci u; odpowiadajace pierwszej skladowej
a takze kolejno sumie pierwszych kilku skladowych od dwoéch do pie-
ciu, obliczonych dla réznych t. Krzywe 2 = 6 na rys. 10 przedstawiaja-

’

us[kV]
1500 -
—
- it
//:./" w
- o /
w0 |- . Wl

L™ i ] L ! 1 i ] ] I 1 | i t[p‘i]

|
0 92 2] (13 a8 10 12 7] 16 18 20 22 24 26

Rys. 10. Przebieg czasowy napiecia wierzcholka stupa wu; okreélony dla ukladu

z rys. 4 1 — metoda d’Alemberta, 2 + 6 metoda Fouriera przy uwzglednieniu ko-

lejno coraz to wickszej liczby sktadowych, 2 — 1 sktadowa, 3 — 1 plus 2, 4 — 1
plus:2, plus 3, 5 — 1 plus 2, plus 3, plus 4, 6 — 1 plus 2, plus 3, plus 4, plus &

odpowiednie wykresy napiecia uj. Z rysunku tego widaé, ze mimo
uwzglednienia pieciu skladowych krzywa 6 znacznie jeszcze odbiega
od przebiegu napiecia otrzymanego przy pomocy metody d’Alemberta,
ktéry podaje krzywa 1. '

5. WINIOSKI

Na podstawie rozwazZonych przykladéw widaé, ze metoda Fouriera
jest bardzo ucigzliwa, gdyz wymaga uwzglednienia znacznej liczby skla-
dowych, a poza tym prowadzi do réwnan transcendentalnych, ktére,
ogblnie biorgc, mozna rozwigzat tylko w sposéb przyblizony metodami
wykre$lnymi lub numerycznymi. W ten sposéb metoda Fouriera nie jest
przydatna przy rozwigzywaniu rozpatrywanych zagadnief.

Metoda d’Alemberta, zwana réwniez metodg fal wedrownych, pro-
wadzi do prostej i przejrzystej metody praktycznej, w ktérej operuje
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sie wylgcznie wspélczynnikami przejécia i odbicia. Dlatego tez metoda
ta oddaje duze ustugi przy rozwaZaniu standéw nieustalonych w li-
niach.
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f. J. MAKCEEBCK

PACYET HATPAXKEHWA BEPIIMHBI OIIOPLI, IOPAXKEHHOM MOJHMUER
II0 METOIOAM NPUMMEHAEMBIM IAJA JJAVMHHBIX JWMHWMI

PezomMme

B mocnegHee BpeMsa noaBuMiMCh Iybamganum [1],[2] paccmaTpuBaromme rmpume-
HAEMbIE Ha IIPAKTMKE CIOCODBI pacuéra HaNPAXKEeHMA BEPIIMHLI ONOPLl SHEPreTy-
HeCcKOIl JIMHMUY ITOpazKEHHOM MoJHMel. Ilenblo HacrodAllel paboThl ABjageTcs o6Cysx-
LEeHye MPaKTUYUEeCKOro 3HAa4YeHMA pacuéTa yKa3aHHOTO HAIPAMKEHMA IO O0ImM, Ipu-
MEHSEMBIM JJIA AJMHHBIX JWMHMIL, METOAaM, TO ecTb N0 Merony JHanambepa m 1o
meTony Pypbepa.

HanpsskeHre BePUIXHBI OIIOPbI PACCUMTHIBAETCA II0 O0OMM MeTojaM [JA HABYX
CaMBIX BaKHBLIX SKBUBAJNEHTHEIX CXeM, UPMHMMAA HEOTPAHMYEHHBNI JIMHEHMHBINA pocr
BOJIHBI B KaHale MOJHMMA. B IIepBoif cxXemMe IojaraeTcds, |TO COCEAHME CeKIIUN
Tpoca OeCKOHEWHO XJMHHBIE (puc.l), a BO BTOPOI cXeMe, WTO 9TM CEKLIMMU MMEIOT
HEKOTOPYIO OHPEeAeNEHHYI0 ANMHY (puc. 3). TouHoe oOCyXIeHme ITOro IIOCIENHEro
cay4as BECEMAa CJIOXKHO, ¥ II09TOMY MbI BROAMM YHPOLIEHMA OOCYXRIAEHHLIE B IIy-
Oimranum [1], KOTOpBIE COCTOAT B 3aMEIIeHUM IIOPaxKEHHOM OmIOpbI COCPENOTOUECH-
HOM MHAYKTUBHOCTHIO, JIOJy4YeHHas TagkuM o6pa3oM cxXema IPEeLCTaRJeHa Ha puc. 4.

ITo merony Hamambepa Hoxydaercsa DelIeHME B BULE CYMMbI GIyIKIAONMX BOJEH.
O 1epeoro ciydas pelleHNe IIPefCcTaBleHo (hopmyaoi (17), a ANA BTOPOTO CIy-
yas opmynoit (40). Merox Hanawvbepa BegdT K IPAKTMUYECKOMY METOLY, B KOTO-'
POit MCHONB3YITCH VCKIIOHUUTENLHO KO3(P(OUIMEHTE! OTPAKEHNUA U MPENOMIICHMS.
Tlosromy yKazaHHBIN MeTOX ILIMPOKO NPUMEHAETCA A M3YUEHUS NEePEeXOAHbIX IIPO-—
IIECCOB B JMHMUAX.
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TIpy MCHoNBL30BaHUK Me'ro,qa Dypbepa pelieHKe HoJyHaercst B BUAE BeCKOHEH-
HOro paAma. Pemenme »na IEpBOTO CIy4asd BbIpakedHo opmysoi (57) mam (59},
a nid BTOPOTo. caydas OeCKOHEWHOM CYMMOM UNEHOB ypaBHeHMs (68).

Meton Dypbepa HpPEACTaBIAET HEKOTOPBLIE 3aTPyAHEHMH, TaK KaK OH Tpebyer
pEeIleHuA TPaHCIeHAEHTaJlLHOTO YPaBHEHUA, KoTopoe B obmeM ciaydae MOXKEeT ObiTh
PelIeHO TOJNBKO WPUOMMIKEHHO, JMCICHBIYS YMCJEHHBIE MIM rpadMUUecKme MeTOHbI.
KpoMe TOrC BBIIIEYKA3AHHLI METOJ ABJSETCA LEChMA 3ATPYNHUTENLHBIM, TaK Kak
JJIS TOJYyHEHMSI PElUeHMs CHELYeT Y4YeCTb BHAUMTENLHOS KOJMYECTBO COCTABJISIO-
mux. Tazxum obpazom MeTon <Dyphepa He IPUTONEH IJIA DPEIUeHMSA U3YUaeMBbIX
BOIPOCOB.

Las uomocTparMy UM3yYeHUS IIPUBENEHBI UMCIOBBIE NPUMEDPLI.  Pe3yibTaThl
pacuérta HaNpAXKEHUS BEPIUMHBI B 3aBMCHMMOCTM OT BPEMEHM II0 (popMyJiaM, IIOJY-
YEHHBLIM ZJs IepBOro Ciaydas, IPMBEIEHBI Ha PHC.7, a AJd BTOPOro — Ha pwuc. 10.
Ha ofonx puCyHKax HENpepbIBHAA JMHMA COOTBETCTBYET Merony Hanambepa, a mpe-
PEIBMCTBIE JIMHMM — PEe3yJAbTATaM IIOIy4YEeHHBIM II0 MeToAay Pyphbepa c y4u&roM
Pa3IUYHOTO KOJMYECTBA YJICHOB.

’ J. L. MAKSIEJEWSKI

‘CA‘LCUILA’I‘I'ON OF VOLTAGE-TO-EARTH OF THE TOP COF A POWER-LINE

TOWER STRICKEN BY LIGHTNING, BY METHODS USED FCR
TRANSMISSION LINES

Summary

An analysis of methods used in practice for calculating voltage-to-earth of
the top of a power-line tower siricken by lightning was subject to recent publi-
<cations [1], [2]. The aim of the present paper is to examine the practical value
of calculation of this voltage by means of general methods used for transmission
lines ie. d'Alembert method and Fourier method.

The tower top voltage is calculated by both methods for two equivalent
circuits, being of the greatest importance, under the assumption of unlimited linear
increase of the wave in the lightning channel. In the first circuit the adjacent
ground wire sections are considered as infinitely long (Fig. 1). The second wcircuit
takes into account a finite length of these ground wire sections (Fig. 3). The
rigorous considerations of this last case is very involved and consequently certain
simplification based on substitution of the tower struck by lightning for con-
centrated inductance is introduced as in [1]. The ecircuit thus obtained is shown
in Fig. 4.

The d’Alembert method gives the solution in the form of the sum of tra-
velling waves. For the first case the solution is represented by equation (17)
and for the second case by (40). The d’Alembert method leads to a practical
method in which we ideal only with the coefficients of reflection and refraction.
This last method is therefore generally used for the considerations of transients
in lines. ’

Using the Fourier method the solution is given by infinite series. The so-
lution for the first case is now expressed by (57 or (59) and for the second
case by the infinite sum of terms of equation (68).
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The Fourier method offers some difficulties as it requires the solution of
{ranscendental equation which in general can be solved only approximately by
numerical or graphical methods. Moreover, this method is too cumbersome as, in
order to obtain a solution, a very large number of voltage components must be
taken. In this way the Fourier method is not suitable for the solution of the pro-
blems under consideration.

As an illustration of the considerations, numerical examples are presented. The
results of computations of fop voltage, as a function of time from formulae ob-
tained for the first case, are shown in Fig. 7 and ifor the second case — in Fig, 10.
On both figures the continuous line corresponds to the d’Alembert method and
dotted lines — to the resulis obtained according to the Fourier method with diffe-
rent numbers of the terms taken.
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Pomiarowa metoda wyznaczania wspélczynnika wypierania
pradu w wirnikach maszyn indukcyjnych

Rekopis dostarczono 7.10.1959

Podano zasady metod matematycznych, wykre§lnych i pomiarowych wy-
znaczania wspéleczynnika wzrostu opornosci czynnej wskutek wypierania
pradu. Przedstawiono metode autoréw, omdéwiono jej dokladnosé i poréw-
nano z przytoczonymi innymi metodami. Przedstawiono wyniki pomiaréw
i obliczenn dla wykonanych maszyn duzych mocy, przeprowadzono analize
i wyciggnieto wnioski.

1. WSTEP

' Oporno$é rzeczywista uzwojenia wirnika silnika asynchronicznego
zalezy od czestotliwo$ei i ksztaltu preta; okre$lenie tej opornosci dla
wirnikéw klatkowych, przy pewnych wartosciach czestotliwosci, jest bar-
dzo wazne, gdyz od tego zalezg parametry rozruchu i pracy silnika.

Wzrost oporno$ci wirnika ze wzrostem czestotliwosci jest spowodo-
wany zjawiskiem wypierania pradu i jest okrelany tzw. wspéiczynni-
kiem wypierania. Wyznaczy¢ ten wspéiczynnik mozna przy pomocy me-
tod matematycznych {1], [2], [3], wykreslnych [5] lub tez metody pomia-
rowej [4]. 4 ,

W metodach matematycznych jak i wykreslnych przyjmuje sig, ze
w czedciach pretéw znajdujacych sie w promieniowych kanalach wenty-

Jlacyjnych oraz w pierScieniach zwierajacych nie ma wypierania pradu.

Tak samo we wzorach matematycznych nie mozna uwzgledni¢ opornosci
lutu laczacego prety z pierécieniami, ktora zalezy od czynnikéw przypad-
kowych, a moze stanowié¢ znaczng warto$¢ w stosunku do opornosci pre-
té6w i pierécienia. Istniejg jeszcze inne przyczyny zmieniajace rozktad
pradu w precie, jak np. bocznikujace dzialanie blach przylegajgcych bez-
posrednio do preta, ktore na dosé duzej glebokosci sa zawsze zwarte,
szczegblnie w duzych maszynach, oraz dajace taki sam skutek kliny sta-
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lowe, umieszezone pod pretami uzwojenia (stosowane czesto w przy-
padku pretéw trapezowych). Wszystkie te czynniki sprawiaja, ze obli-
czone wartosci wspdlczynnika mogs sie znacznie réznié od rzeczywiscie
istniejacych,

Opracowane sg dwie metody pomiarowe, Syromiatnikowa [4] i auto-
r6w niniejszego artykulu. Przy pomocy tych metod mozna doswiadezal-
nie okresli¢ dla wykonanej maszyny wspélczynnik wypierania.

W artykule podane s3 zasadnicze wzory metod obliczeniowych [1],
[2], [3], sposéb wykreslny wyznaczania wspélczynnika wypierania [5],
metoda pomiarowa [4] oraz metoda pomiarowa zaproponowana przez
autoréw. Przeprowadzono analize dokladnosci metody, podano wyniki
obliczen i pomiaréw oraz wyciggnieto wnioski odnosnie do wplywu czyn-
nikéw nie ujetych rachunkiem.

2. METODA RACHUNKOWA [1], [2], [3] WYZNACZANIA
WSPORCZYINNIKA WZROSTU OPCRNOSCI kg

Opornos¢ uzwojenia wirnika mozna traktowaé jako sume opornosci
tej czeSci uzwojenia, ktéra nie podlega wypieraniu Rz, (czeSci uzwojenia
bedace w powietrzu), oraz opornosci czesci uzwojenia podlegajgcej temu
zjawisku Re, (czeét uzwojenia bedgca w zelazie). Wzrost opornosci okre-
Sla sie wspélezynnikiem kg, ktory jest stosunkiem opornosci czesci preta
podlegajgcej wypieraniu przy f = 50 oraz przy f = 0, a wiec

k) — R2n (50) .

Rzn (0)
Calkowite opornosci wynosza wtedy przy f = 50 Hz
Ry o) = Rap + Ran 50 = Rapy + Ka Ry
iprzy f = 0 Hz
Ry = Ryp+ Rani-

Celem metody rachunkowej jest wyznaczenie wspélczynnika ks
w zalezno$ci od ksztaltu i liczby pretow w zlobku.

21. Prety o przekroju prostokgtnym

Gdy w zlobku znajduje sie wiele przewodéw o przekroju prosto-
katnym (rys. 1), to wspélczynnik wypierania jest okre§lony wzorem

ko= (&) + 00 — )y (@), 1)



Tom VI-— 1960 Wyznaczanie wsp. wypierania pragdu w wirnikach maszyn 315

za$
w(s)=zsi—§32%§, ®)
E=2zh ETE 4

we wzorach oznaczaja:
p— numer warstwy, w ktérej lezy dany przewdd,
n— liczba przewodoéw w warstwie,
b, b,— szeroko$é przewodu i ziobka [cm],
h— wysokos$¢ preta [cm],

.2 - Q mm?
o— opornos¢ wiadciwa przewodu o .
Dla & << 1 mozna przyjaé
b
Y, 7777777777
1
p -~
2
;P
4
pTIII77 7/,

Rys. 1. Ukiad przewodéw w ztobku, p — liczba warstw
4 1
Hrld & 1 p@E) =8
(&) 45 P (&) 37

adlag&> 2
g ~E 1 (@ =2¢.
Gdy w zlobku znajduje sie jeden pret, to wtedy n = 1 oraz p = 1
i wzory (1) oraz (4) upraszczajg sie; dla klatki odlewanej b = b,.
W przypadku pretéw o przekroju kotowym wspélczynnik wypierania
jest mniejszy niz dla przekroju prostokgtnego i oblicza sig go na podsta-
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wie poprzednio podanych wzordéw, uwzgledniajgc zalezno§é b = h d,
gdzie d jest Srednicg przewodu.

22. Prety trapezowe

W pretach o przekroju trapezowym (rys. 2) wspélczynnik wypierania,
oprécz poprzednio wymienionych parametréw, zalezy jeszcze od sto-

sunku 4 = — i ro$nie ze zmniejszeniem sie tego stosunku.

“ -

b 10

B3 ( 08

X | ]
< | by ! /
' 1
| I
i ®
Lo |
! 05
i R A N R R
y_ 1y blby —e
Rys. 2. Pret o . ksztalcie trapezowym Rys. 3. Krzywa zaleznosci przewodno-
i réwnowazny mu pret prostokatny $ci ztobkowej dla ksztaltu trapezowego

preta w funkeji stosunku
 ls]
b L

Dla wyznaczenia wspétczynnika ko ksztalt trapezowy zamienia sie na

h
prostokatny, posiadajgcy ten sam przekréj g = b hy = (b+bu)5. Otrzy-

b
mamy nastepujace wyrazenie dla ke jako funkcje u = o
14-u

K, — — 5
TrupyE—1 " ®)

Przy pomocy podanych nizej wzoréw mozna obliczyé wymiary preta
itrapezowego wyrazonego przez wymiary roéwnowaznego. preta prosto-
kqtneg-o

o TNV
% (1 +u) 14u u(l + w)
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b '
gdzie zalezno$§é » = 17(—b—) Jest przedstawiona graficznie na rys. 3. We
- ¢ b o
wzorze (4) nalezy jako wartos$é o podstawi¢ $rednig dla wyso-
B v
kosci h [1], [3].
3. METODA WYKRESLNA H, NACKE [5]

Wzory matematyczne okreslajace wspélezynnik ko nie dajg pogladu
na fizykalny przebieg pradéw w poszczegélnych elementach preta. Uzu-

/5 16
: b=
A < I; %
;j Iz :f
T . = /1 >
I iy 2

Rys. 4. Podzial preta na czeéci eleuhe.ntamne

pelnieniem metod rachunkowych jest metoda wykreslna [8], obrazujaca
rozklad pradéw w precie.

Czese preta znajdujgeg sie w zelazie dzielimy wzdiuz wysoko$ci h
na pewng liczbe réwnych paskéw, np. n = 6 rys. 4. W kazdym z tych
elementarnych paskéw plynie prad I, tak, ze wytworzone przez te ele-
mentarne prady strumienie sg sprzezone z poszczegolnymi elementami

. l
preta. Paski te posiadajg indukcyjnosé Ly = uo h — b,, ktérej odpowiada
n

' in
opornos¢ indukeyjna X; = 2af L; oraz oporno$é czynna T = Qﬁ (ozna-

czenia na rys. 4).

Pierwszy element preta (liczae od dna ztobka) stanowi szeregowe po-
tgczenie obu opornosci (ry + X;), dajac spadek napiecia Iy (r; jXi). Dla
drugiego elementu mamy nastgpujgce réwnanie spadkéw napiet

I ’i‘t =1 + X)),

skad
f=f, eI Xe o j X C
T: T

13 Rozprawy Elektrotechniczne
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Paski 1 i 2 sg sprzezone elementarnym strurtuemem Dy, wytworzo-
ym ‘przez sume pradow (Ix + I5). Ten Wspolny s};rumlen wytwarza SEM
rownowazona, przez spadek napiecia (Ix. + Tz)Xf, ktory Jest wlaczony
szeregowo do poprzedniego uktadu. réwnoleglego.” =~
Element 3 jest objety strumieniami @, i P2, mamy wiec nastepujace
réwnanie

js"'t = fz"'t + .'](f1 + f2)Xt’,

skad - ) '

[ A C - £ - Xt-

LT h=ftidh+h= o ®
Postepujac w ten sposéb mozna utworzy¢ uklad zastepczy przedsta-

wiony na. rys. 5. Dla ostatniego elementu n opornoé§¢ indukcyjna wy-

nosi —Et— dlatego, ze posiada on tylko jedng przynaleing mu przestrzen

ol Rys 5, Uklad zastepczy dla eleme«ntarnych czesm [preta

Na podstaw1e otrzymanego ukladu zastepczego mozna wykonac Wy-
kres wektorowy pradéw, podany na rys. 6; otrzymany wykres jest w pew-
nej skah rowniez wykresem nap1ec rys. 7. Do budowy obu tych Wykre—
SOW pbrtrzebne sy tylko znajomosci X; i1y za$§ wartosé pradu I, przyj-
muje sie dowolna.

Oirzymany z wykresu (rys. 7) wektor: napigcia, rozklada 51@- na- skla—
dowq ¢zynng (zg0dng z kierunkiem pradu. calkow1tego) i.bierng, — pro-
stopadla, do kierunku 1. Skladowa czynna WynOS1 U,,w = . I'rw, za$§,
bierna U~3 =41IX,, gd21e Tw ]est opornosmq czynrg pre‘ta dla’ ‘pradu
zmiennego, a X,, — opornoscig rozproszenia przestrzeni zlobka.

Do wyznaczenia wspolczynnika ks potrzebne sg wartosci napiecia przy:

I Tir

pridzie zmiennym U,v,y i stalym U-, ="~ - A
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i woéwcezas
- Uy OB - .
n

‘Jezeli mamy prety o przekroju trapezowym, to dzieli sie je na ele-
menty odpowiednio mate, aby mozna bylo. przyjaé, ze kazdy z nich jest

Wy

Rys. 6. Wykres -wektorowy Rys. 7. Wykres wektorowy pradéw i na-

‘plradéw wg ukladu zastepczego pie¢ dla poszezegblnych elementédw pre-
. = " . ta A Y

prostoka,t_e'm o tej saméj wysokosci, a réinej szerokosci. W schemacie
zastepezym nalezy dla kazdego elementu uwzgledni¢ odpowiednig opor-
nosé czynng i bierng.-

4 METODA POMIAROWA PODANA PRZEZ SYROMIATNIKOWA [41

Wyznaczenie opornosei przy pradzie statym R’2(o) przeprowadza sie
z pomiaru obcigzenia, przyjmujac, ze przy matych poslizgach opornosé
wirnika R’s(;) jest praktycznie réwna R’2(0), a wiec mozna napisaé:
313

R ~ Ry = (10)
gdzie P15 — moc pola wirujgcego.

13*
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Prad I's oblicza sie ze wzoru v
I

P
=1, ~~1I;, L
" in Pln
lub tez
P
I' ~ I, cos o = ——,
2 1 @1 30,

gdzie indeksy 1 odnoszg sie do stojana, a indeksy 2 do wirnika.
Opornoéé wirnika przy f = 50 Hz jest wyznaczana na podstawie po-

miaru mocy zwarcia P, jako funkcji pradu stojana przy f = 50 Hz ze
wzoru )
’ Pz —3 Iizlz Rl
=t 11
2‘50) 3 I;’S ( )

przy czym Ii, ~ I'z,.
Na podstawie zaleznosci (10) i (11) okresla si¢ wspoiczynnik a wyra-
zajacy wzrost. opornosei uzwojenia wirnika na skutek wypierania

A _
__ fvasp
a=—"C. (12)
2 (0)
Wyznaczenie wartosci R's(o) ze wzoru (10) wymaga obcigzenia ma-
szyny oraz znajomo$ci strat w Zelazie, poniewaz.

P12"—'P1'—Pz'_PCu1‘

Pomiar obcigzenia $rednich i duzych maszyn jest jednak trudny do
przeprowadzenia, a w wytworniach maszyn, zazwyczaj niewykonalny.
Inng niedogodnoscig jest jeszcze i to, ze przy obcigZeniu maszyna na-
grzewa sie i nie mozna okresli¢ wowczas temperatury, przy jakiej mie-
Tzone sg opornosci Ri, Ra(o) oraz Ra(50), co pocigga za sobg btedne ich
wyznaczanie. Obcigzenie za§ mocg czeSciows daje. bardzo maty poslizg,
powstajg trudnosci dokladnego okreslenia P12, a oprécz tego wystepuje
‘wtedy wiekszy wplyw pradu magnesujacego, przez co trudniej jest wy-
znaczyé dokladnie prad Is.

Z przyczyn wyzej podanych metoda ta nadaje si¢ do badania wy-
pierania w maszynach mniejszych mocy.

5. METODA POMIAROWA ZAPROPONOWANA PRZEZ AUTOROW

51. Wyznaczenie wspo6lczynnikéw a oraz ke

Podczas pomiaréw badana maszyna jest zahamowana. Dokonuje sig
pomiaru mocy zwarcia P, w funkeji pradu stojana I3, dla roéznych war-
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tosci czestotliwoéei w granicach f = 5 +— 50 Hz. Pomiar przeprowadza sie
‘pradem malym o dowolnej wartosci. W ten sposéb eliminuje sie z uktadu
pomiarowego transformatory miernicze, ktére dajg przy niskich warto-
Sciach f znaczne bledy pomiarowe. Ponadto unika sie nagrzania maszyny,
co jest rowniez bardzo wazne ze wzgledu na dokladnosé Oftrzymanych
wynikow.

Uzyskane z pomiar6w zalezno$ci przedstawia sie graficznie jako ro-
dzing krzywych P, = ¢ (I1,), dla réznych wartoéci f=const, i na pod-

8 ;
40
% g
~N
o8
=
L S
~N
N
3 g
&
;'5:’
L A 1 L 1
] 10 20 30 40 50
f Hz]—

Rys. 8. Zalezno§¢ mocy zwarcia od czestotliwogei P, = w(f) przy I, = const .dla
silnika 1000 &kW, . = 1000 obr/min

stawie tych charakterystyk sporzgdza sie krzywg P, = ?(f) dla dowolne-
go I1, = const, rys. 8. Ekstrapolujgc te krzywa do §f = 0 (linia przery-
wana) otrzymamy odcinek wyrazajgcy straty P,(o) odpowiadajgce pra-
dowi statemu [6].

Z wykresu P, = ¥(f) dla Iy, = const, a wiec 1 dla I's, = const mozna
wyznaczye straty miedzi wirnika z nastepujacych zaleznosci:

PCuz(o)=Pz(o)—PCu1(0)=Pz(0)_3I§zR1’ (13)
Pous 60y =Pz 500 — Pou1s0) = Paooy — 312, - ky - Ry, 14)

gdzie: :
Pcui, Pcyz — straty w miedzi stojana i wirnika przy odpowiednich

czestotliwosciach,

Ri1 — oporno$¢ uzwojenia stojana pomierzona pradem statym,

k1 — wspélczynnik wypierania pragdu w uzwojeniu stojana.
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- Ze wzgledu na to, Ze pomiar jest przeprowadzany malym pradem,
maszyna ma temperature otoczema i dla meJ Wyznacza sie opornosc sto-

jana Ri.
' Zazwycza] przmeu]e sie, ze Wyplerama pradu’ w stojanie nie ma,
Wtedy ki = 1. Nie jest to jednak calkowicie stuszne i w dalszym ciggu

bedme omoéwiony wplyw tego uproszczenia na wynik.

- Z uwagi na to, ze'dla P, = Y(f) prad wirnika jest staly I's, == const,
stosunek wiec pomierzonych mocy wirnika jest réwny stosunkowi opor-
nosci

a = PCu2(50) — R; (50), (15)
PCu2 (0) R; (0) '

a zatem wspolczynnik wzrostu oporno$ci wirnika a wyznacza sig ze sto-

sunku mocy.

Na podstawie tych samych pomiaréw mozna réwniez wyznaczy¢
wspélezynniki ko dla czesci uzwojenia umieszczonych w zelazie, tak jak
sie to wyznacza przy pomocy metod rachunkowych. W tym celu nalezy
jedynie dodatkowo obliczyé oporno$é Rz, i wyliczy¢ stosunek

_ R;p — R;p - 3133 ~ R;p - 313,

- (16)
R2(0) PCuZ(O) PCu2(0)
a poniewaz
200 = Rzp + Raniors
Ry = Rzn + Rzn(so) - R2p +k, Rén(o) ’
po przeksztalceniach otrzymuje sie
a=k,(1—c)+c
i-nastepnie o
Kk, — S, 17
1—c¢

W podobny sposéb wyznacza sie wspélczynnik ke w punkcie 4.

5.2. Dokladnos§é wyznaczeniawspdlczynnikaa
5.2.1. Wplyw wypierania pragdu w uzwojeniu. stojana

¢ 'Wypieranie prgdu pocigga za sobg wzrost strat dodatkowych i dlate-
go\]est ono szkodliwe w stojanie, gdzie czestotliwos¢ ma staly wartosé.
W obliczeniach przyjmuje sie na ogol, Zze w uzwojeniu stOJana wypiera-
nia nie ma. W rzeczywistosci jednak ono istnieje i w dobrze zaprojektowa-
nym stojanie straty dodatkowe tym spowodowane mogg dochodzi¢ do
33%o strat w miedzi liczonych dla pradu statego [1]. Te straty dodatkowe
wystepuja przede wszystkim w maszynach duzych i szybkobleznych



Tom VI —-19860. Wyznaczanie wsp. wypierania pragdu w wirnikach maszyn 323

gdzie ilose preté‘W*w ztobku jest mata, tak ze przy zdstosowaniu nawet
mozliwie duzej ilosci galez1 rownoleglych Wysokosc preta przekracza
wartoée krytyczng... '

Tablica 1 '
Moc kw | Obroty | =260 Uwagi
synchron.| Pz
1250 3000 . 2,94 prety trapezowe
1000 | 1000 .| 245 ,  prostokatne

wirnik pierscieniowy,
prety prostokatne

570 750 | 2,88 | dwuklatkowy
_3_001400 10007500 2,77_2/2,":52]dwuk1atkoWy

800 375 1,28

Ze Wzgledu na warto$ci wspoélczynnika k; zawarte w gramcach‘ 1 =
-+ 1,33 otrzymamy wyrazenia na straty w miedzi ’

.PCul(éo)‘.: (1_1 33) Pcul(a):
PCu2 (50) — Pz (50) — (1 +1 33) PCul (0)*

Przyjmujac nastepme ' PCu2(0) PCul(o) = 0,5P, ) oraz, ze 280~ 3

z (0)
(wartos¢ $rednia Wymkow uzyskanych z-pomiaréw duzych maszyn, tabl.

1), otrzymuje sie
- Poysin & 3Pz 0 — (1 = 1,33) PCu1 =3P, —0,5(1 +~1,33)P, 0~
i ~(2 5+234)P, -
Z powyzszego wynika, ze przy zalozeniu, iz w stojanie nie ma wypiera-
nia, mozna w granicznym przypadku popelni¢ blad osiggajagcy wartosé
‘ . 2,5—234 '
2,34

a wiec jest tendencja wyznaczenia za duzej wartosci Pey s (50

100 ~ + 7 %,

5.2.2. Wplyw strat w Zelazie
Przy pomiarze prgdem znathionowym (silnik zahamowany) napiecie

zwarcia wynosi U, = 20 = 30% U, za$ SEM stojana E, ~ 0,5 U, wo-
bec tego straty w zelazie stojana przy zwarciu majg wartosé -

oo 1 - 1)
P?l(so)N‘(EO—OTE)Péln;.
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w rzeczywistosci beds one jeszcze mniejsze, bo nie wystepuja straty .do-
datkowe ‘w zelazie. »

Przy zahamowane] maszynie straty w Zelazie wirnika s mniej wie-
cej réwne stratom w stojanie

1 .1
P00 = Pa1so) + Peaioy & (’5‘6_‘5) Péln:

a poniewaz
Py1n ~ 3[8 (Pou1o) + Peuz(o)) ~ 3/5 P, ()5
oraz
Pz(so) & 3Pz(0)’
straty w Zelazie przy zwarciu i f = 50 Hz wynoszg
P2(50) ~ (0’5+1:0)% Pz (50)

Nie uwzgledniajac strat w zelazie wyznacza sie straty przy zwarciu
Piso». @ tym samym i straty w miedzi wirnika Pcya a0 (0,5 = 1,00% za
duze.

5.2.3. Wplyw indukcyjnoséci X5 i Xo (rozproszenia wirnika i pola
gtéwnego)

Wartos¢ pomierzona oporno$ci wirnika jest wyznaczona wzorem

_ R,
1pm — ’ 7 >

)l x)
XO XO
gdzie R: jest wartoscig rzeczywistg opornosci czynnej wirnika, a inde-
ksy pm odnosza sie do wartosci pomierzonych.

Z powyzszego rownania widaé, ze wartos¢ pomierzona R’,, jest
mniejsza od wartosci rzeczywistej R;. Jak wykazaly pomiary [6], biad
ten przy f=50 Hz jest ujemny i lezy w granicach (5=-10)%, a co do war-
tosci jest mnie] wiecej réwny sumie uchybéw spowodowanych nie-
uwzglednieniem wypierania w stojanie (p. 5.2.1) i strat w zelazie (p.
5.2.2.); uchyby te kompensujg sie wiec i w pomiarach mozna je pomi-
jaé. Wobec powyzszego, blad przy wyznaczaniu wspélczynnika a, spro-
wadza sie praktycznie do bledéw przyrzagdéw pomiarowych przy wy-
znaczaniu mocy P, i wynosi przy starannym pomiarze da ~= - .3%.

R},n=R,,—R

2pm

53 Dokladnoé¢ wyznaczenia wspodlczynnika ke
5.3.1. Wplyw nieuwzgledniania zmian wspdiczynnika ¢

Zatozenie, ze wspdlczynnik ¢ = const, tzn. ze wypieranie nie wyste-
puje w czesciach pretdéw znajdujgcych sie w wentylacyjnych kanatach
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promieniowych i pierscieniach zwierajacych, prowadzi do bledu, ponie-
waz w tych elementach réwniez to zjawisko zachodzi. Wedtug [1] wzrost
opornosci w tych czedciach przy f = 50 Hz moze dojéé do 20°%6 i wobec
tego dla opornosci Rz, (50) bedzie stuszna zalezno§é

Rops0 = YRapo) &~ (1 + 1,2) Ry«
Uwzgledniajac powyzsze, wyrazenie (17) osiggnie wartosé
a— yc

y: >

k
2 1—c¢

a wigc otrzymamy wynik za duzy (k2 > k2,) i blgd wzgledny stgd wyni-
kajgcy wyniesie
A, = K2 Faw 190 (&—1)100%.
k,, a—yc

Z danych konstrukcyjnych otrzymano $rednio dla szybkobieznych
maszyn z pretami trapezowymi ¢ == 0,51, a dla maszyn z pretami pro-
stokgtnymi ¢ =~ 0,37.

Nalezy tu jeszcze zaznaczy¢, ze Syromiatnikow [4] przyjmuje do swo-~
ich obliczen $rednio Razpq) ~= 300/0 Ra2(g), & Ranqy = 70% Ray,, tak ze
wtedy ¢ == 0,3.

Przyjmujac $rednig warto$é a =~ 4,0 oraz y = 1,2 otrzymamy graniczne
warto$ei uchybow A'ks rzedu (2 <+ 3)%. Jak widaé, uchyb ten jest nie-
znaczny i maleje ze wzrostem a oraz zmniejszaniem sie c.

5.3.2. Wplyw blednego okreslenia wielkosci ¢

Wartos¢ ¢ okresla sie czeSciowo z pomiaru, a czeSciowo z obliczen
(Rip). Chociaz obliczenie wartosci Ripjest stosunkowo proste dla f = 0,
to jednak wystepujg tu takie czynniki, jak opornosé lutu (Ygczacego pre-
ty z plerscieniami zwierajacymi), doktadnos$é zachowania wymiaréw, opor-
nosci wilasciwej materialéw itp., ktére powodujg, ze wartosci obliczone
mogy sie znacznie rézni¢ od rzeczywistych.

Uchyb wzgledny ke spowodowany blednym okre§leniem wielko$ei
Ropwm 1 zwigzanej z tym wielkosci ¢ wynosi

A"k,%, = 4- _de(@—1)
(a—c)(1 —o)
gdzie 4dc¢ — uchyb wartosci bezwzglednej.

. Przyjmujac, ze uchyb 4dc moze omqgnqc wartosé de << = 20%c, uchyb
graniczny wzgledny wyniesie dla a = 4, ¢ = 0,5, 4"k ~ + 17%,,

dla ¢ =4, ¢ =0,3, A” ~ T

009%,.
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Jak z powyzszego przeliczenia widag, 'uvchyb- ten zalezy przede wszystkim
‘od -wartosci c. o o . R S
5.3.3. Wniq.é_‘ki _

Reasumujgc, na dokladno$¢ wyznaczenia wspéiczynnika ke wply-
wajg uchyby da, 4'ks oraz A’ke; dwa pierwsze, jak to wykazano. po-
przednio, sa stosunkowo niewielkie w poréwnaniu z A"ks, spowodowa-
nym niedoktadnym wyznaczeniem Rz, . Blad ten jest nie do unikniecia
i to zaréwno w metodzie rachunkowej, jak tez wykre$lnej i pomiaro-
wej. i o L '

6. A(NA\I)I-ZA WYNIKOW OBLICZEN I POMIAROW
6.1. Wyniki obliczert i pomiaréw

W celu przeprowadzenia analiiy i Wyciqgnieéia wnioskéw przedstawione
zostaly w tabl. 2 wyniki obliczen i pomiaréw wykonanych w D.ZW.M.EL
M-5 na réinego typu duzych maszynach asynchronicznych.

Tablica 2
Wspotezynnik Wzrostu opornosci a )
Moc | Obroty Field |Nacke Syr'omiat.- Autorzy Rodza]‘.uz'wojenia
kW .| synchr. nikow . wirnika
1 I I v
. prety trapezowe
1250 3000 3,98’ 3,34 4,36 4,38 u =_3_’ h — 55 mm
b
1000 1000 3,66 | 3,21 3.94 ‘4,04 | Prety prostokatne
‘ 4 X 55 mm -

800 375 1,38 1,27 1,44 1,47 pier§cieniowy wym.
preta 3xX12 mm,
na szer. zlobka
2 prety '
na wys. zlobka
2 prety

dwubie- . ‘
gowy | 1000/500| 3,61/4,55| — 4,10/5,03 | 4,25/5,11.} dwuklatkowy
800/400 ,
570 _ 750 2,87 - 3,24 3,30 ‘dwuklatkowy

Metodami rachunkows i wykreslng zostaly wyznaczone wspélczynniki
wypierania a, aby mozna byto je poréwna¢ z wynikami uzyskanymi z po-
miaréw.
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~6.2. Poréwnanie wynikéw . .

" Jak z zestawienia (tabl. 2) widaé, wyniki uzyskane metoda;‘pomiaro-
Wa; ‘autoréw sg wieksze od wynikéw uzyskanych metods Syromiatniko-
wa od 0,5 + 3,5%, réznice sg wiec niewielkie.

Wyniki uzyskane metodq wykreslng sg nizsze od wynikéw otrzyma—-
nych z obliczed od 6 < 16% w stosunku do wynikéw obliczonych. Me-
toda; wykreslng uzysku]e sie tym dokladmejsze wyniki, im na wigkszg
hczbeg elementéw podzieli sie prét. Przytoczone wyniki otrzymano przy
podziale na n =. 6 i sta;d przy duzych zredukowanych wysoko$ciach pre-
ta trapezowego roznica wynosi 16%, przy precie prostokatnym, gdy wy-
soko$¢ jest znacznie mniejsza 12%, za$§ przy pretach U.ZWO]el’lla fazowego
]uz tylko 6,5%.

* Poréwnujgc wyniki obliczone (kolumna I) z pomiarowymi . (kolumna
I_V) widaé, ze wartosci obliczone dla pretéw trapezowych i prostokat-
nych sg nizsze o okolo 9% (w stosunku do warto$ci pomierzonych), dla
uzwojenia fazowego o okoto 6. Najwieksze réznice bo 11 =~ 15% wy-
stepu;]a, dla uzw03en dwuklatkowych wynika to z trudnosci samych obli-
czen. ‘
Roéznice w porownywanych wymkach spowodowane przez czynniki
fechnologlczno-montazowe (zwug‘kszeme opornosci na skutek lutowan,
zwarcie blach w sgsiedztwie pretéow i stosowanie dodatkowych elemen-
téw mocujacych umieszezonych pod pretami trapezowymi) i zalozenia
upraszczajace (przyjmuje sie, ze w czeéciach pretéw w kanalach promie-
niowych i pierscieniach zwierajgcych nie ma wypierania pradu) sg sto-
sunkowo niewielkie i ujemne; jest to o tyle korzystne, ze daje pewien
zapas momentu rozruchowego.

7. CHARAKTERYSTYKA METOD

- Rachunkowe metody wyznaczania wspélczynnikéw a lub ks sg roz-
szerzeniem i uzupelnieniem metody opracowanej przez Fielde’al) [1],
[2], [3]. Wprawdzie przy wyprowadzaniu matematycznych wyrazeh przy-
jete sg pewne uproszczenia omoéwione juz poprzednio, to jak widaé z wy-
nikéw pomiaréw, réznice te sg niewielkie. Metoda rachunkowa jest nie-
zastgpiona ze wzgledu na stosunkowg prostote obliczen i mozliwo$ci obli-
czenia wypierania pradu dla réznych ksztaltow przekrojow pretéw. Pew-
nym mankamentem jest to, ze obliczenia ujmujg tylko zjawiska ‘od stro-
ny ilosciowej, nie dajgc obrazu rozkiladu gestosci prqdu W prec1e co

utrudnia zrozumienie fizykalnego sensu ZJamska '

1) Trans. Amer. Inst. Electr. Emgr.s., 190!5.
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Metoda wykreslna [5] daje doskonaty poglad na zjawiska zachodzace
w precie, jednak postugiwanie sie nig w normalnej pracy obliczeniowej
jest trudne ze wzgledu na duzg pracochtonnosé. Przy dzieleniu preta na
pewng skonczong liczbe elementéw otrzymuje si¢ wymiki nizsze niz me~
tode Fielde’a. Jest to skuték zalozenia stalosci strumienia na wysokosei
elementarnego preta. Im na wiekszg liczbe elementow dzieli sie wyso-
kose, tym wynik jest dokladniejszy, lecz réwniez wzrasta trudnogé wy-
konania wykresu, szczegélnie wystepuje to przy pretach trapezowych.

Metody pomiarowe sg cennym narzedziem dla sprawdzenia wynikow
obliczen i okreélenia tych wszystkich czynnikéw, ktérych w metodach
maftematyczno-wykreslnych uwzgledni¢ nie mozna. Taka konfrontacja
obliczen z pomiarami moze doprowadzi¢ do statystycznego ujecia calo-
ksztaltu czynnikéw ubocznych. Ma to szczegblne znaczenie w tych wszy-
stkich przypadkach, gdy ksztalty pretow sg skomplikowane, oraz w silni-
kach dwuklatkowych. Na podstawie wynikéw mozna wprowadzi¢ uprosz-
czenia we wzorach obliczeniowych.

Metoda Syromiatnikowa ([4], jak to juz bylo podane poprzednio, ze
wzgledu na potrzebe obcigzenia maszyny nadaje sie raczej dla maszyn
mniejszych mocy. Mozna réwniez potrzebne dane uzyskaé bez obcigzenia,
z wykresu kolowego, wéwcezas jednak metoda nabiera cech metody obli-
czeniowej. Okreslenie wspolczynnika wzrostu opornosci jest tu stosunko-
wo proste dlatego, ze wszystkie dane potrzebne do okreslenia a, sg wy-
Znaczone w ramach normalnych badan objetych normami.

Metoda autoré6w jest prosta, nadaje sie do pomiaru maszyn wszelkich
mocy i daje duzg dokladnos¢. Mozliwoé¢ stosowania do pomiaru matych
praddéw ogranicza moc zrodla do niewielkiej wartosci. Zasadniczym wa-
runkiem uzyskania duzej doktadnosci wynikéw jest dokladne zdjecie cha-
rakterystyki P, = w(f) przy I+ = Is = const oraz okres$lenie opornosci
Ri, Rz, R2sey W tej samej temperaturze, co nie przedstawia tu zadnych
trudnosci. Na podstawie otrzymanych wynikéw mozna stwierdzi¢, ze me-
toda [4] i metoda autor6w majg prawie ten sam stopien doktadnosci wy-
znaczenia wspoélczynnika a.

Politechnika Wroctawska
Katedra Maszyn Elektrycznych, Katedra Pomiardéw Elektrycznych.
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&P, AHIPZKEEBCKM, 3. OPXEIDIKOBCKN

MUSMEPUTEJBLHBIVI METOJ OIPEJIEJIEHUA KO3DDUIIMEHTA
BEITECHEHMS B POTOPAX ACHMHXPOHHBIX JIBUTATEJIEN

PezomMme

B cTaThbe OIMCAaHL! PAcuSTHBIe, rpadMUecKyue a TaKKe W3MEPUTENbHbLIE MEeTOXbI
ompeznenenys KosQMUIMENTa NPUPANEHNA AKTMBHOTO CONPOTUBIEHNS, BLI3BAHHOTO
BBITECHEHNEM.

PacuéTHBII MeTox ocHOBaH Ha paborax Duibja, Pa3BUTHIX TaKKe APYTHMM
asropamu [11, [2], [3]. VxkaszaubIHil Merof paspaboTanH IJid CTepkHeH ¢ Haiboxee
Hacro BcrrpeqaromMMmca B TIPOM3BOLCTBE KPYNIHBLIX SJIEKTPUMYUECKMX MaillyH, Ipo-
dunamMu, T.€. ¢ KPYIJIBIM, IPAMOYTOJIbHBIM MIM K€ TPAaIleHoMalIbHbIM CedYeHMEM
[opmyner, (1), (2), (3), (4), (5), (6)].

T'paduueckmii Meron fzau Haxe [5]. DToT MeTox mMeeT mnpezkae BCETO GoabLIoe
I0Ka3aTeNIbHOS SHaueHue M OH [aér ONpEeNeNEHHBIN B3IJS] Ha (PU3WYECcKHe ABJe-
HUS, BO3HMKAION(ME B cTepixHe, @Dopmyaskl (7) u (8) ompemendaioT TOKM B OTHAENb-
HBIX 2JeMeHTaxX cTepxHA (puc.4). Ha pucysre 5 npexcraBliieHa 5KBMBAJIEHTHAH
cxXeMa JAJdA OTHAEeNbHBIX 9JIEMEHTOB, Ha KOTOPOE DasfelieH CcTepikeHb. M3 GopMydt
pazpaboraHubIX ANA OTHAEILHBIX 4YacTell CXEMBI MOXKHO COCTaBUTBL BEKTOPHYIO AMa-
rpaMMy TOKOB (puc.6) um Hanpamenmit (puc.7). Dopmyna (9) ompefendger HYKHBIR
xosddrummenT kg, KOTODPBII, TaK KAaK M B DPACYETHOM METOZE, BBIPAZKAET OTHOLIEe-
HUe compotuBnermit mpmu f=50ry u f=0rL, »Jd Tex HaACTEN CTEPXKHel y KO-
TOPBIX BLICTYIIAET SBJIEHVE BBLITECHEHWUA,

Meron mnpennoxkeHHbINi ChIPOMATHMKOBLIM [4] dABJAETCA W3MEPUTEIBHLIM Me-
TOAOM M 37eCh KO03(DODUIIMEHT BBITECHEHMS IIPEICTaBISET OTHONIEHNME BCEro CONpo-
TUBJAEHMA poropa mpy f=50r11y 1 f= 0rim.

COmpPOTHMBIEHME TPV IIOCTOSHHOM TOKEe Ry (f = 0) MOXKHO ONpEefeNuTb M3IMEpas
Harpysky [dopm. (10)], a compormsBiaeHmMe mpu f = 50T Ha OCHOBAHWUNM M3MEPEHMA
MOIIHOCTM KOPOTKOr0 3zaMbIKaHmMa [dopm.(11)]. Kosddunmenr yBenmwdeHMA Cco-
IPOTMBIEHMA B BUAE OTHOLIEHMA O0OMX BLIIIEYKA3aHHLIX HAMM COIPOTUBJIICHMI,
npepcraBieH Gopmynoin (12), )

Meron mamepeHma K03(@MUIMEHTa BBITECHEHMA pa3paloTaHHbLIL aBTOPaMM OCHO-
BaH Ha WM3MEPEHMM MOIIHOCTM KOPOTKOrO 3aMbIKAHMA MALIMHEI B 33BUCHUMOCTH OT
YacTOTEI HIPM IIOCTOSAHHOM 3HAYEHMM TOKa pOoTOopa; 3HAHUEHME TOKa SABJIAETCA IIpo-
M3BOJIBLHOM BEJVYMHOM M IIOSTOMY MOIKeT ObITh HA CTOJBKO Mallo, 4TO HEe BLI3OBET
HarpeBa ob6moTkmM. M3 rpacdhura P, = P(f) zaa Iz = const(puc. 8) sKcTpamoaanmein
ompenensaerca MOINHOCTL Pgo) a paa f = 50ry momHOCT: Pisoe).

M3 dopm. (13) u (14) noayuaem xosdduipment BuiTecHeHns a [dopwm. (15)].
MoxHO Takxe HOZOOGHBIM 06pa30M Kak IO PACHETHOMY MIM TPadMuecKOMY METOAY,
onpefeanutTs Kosdduumenr ke m3 BrIpamenns (17).
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B nymkrax 5.2. m 5.3 paccMmoTpeHbi (DAaKTOPBI MMEIOLIME “BAMAHME HA TOUHOCTD
onpeneneHua KoadduiueHToB @ 1 Keo. .

Wz amamm3a u yuéra BceX (DaXTOPOB CJIEAYET, WTO IOTPEUIHOCTEL coc'raBJme'r
Ada = 3%, uro mo BUAMMOMY . ABIAAETCA He3HaI/I‘{TeJII:HOI/I BEJIMYMHOI. :

B ]:[yHKTe 6 ZaH aHANM3 DE3YNLTATOB ITONYYEHHBIX HA OCHOBAHWM pacqe'roa:
M VM3MEPEeHUi:, AN KPYOHBIX ACMHXPOHHBIX IBUIATEJICHN. '

MeTon HOpeANoXKeHHbIN aBTOPAMM OTIMYAETCA ITPOCTOTOM BBLIMONHEHUT U 60.715-
IIfOJi TOYHOCTBHIO, OH IIPUTOAEH IIPM WM3IMEPEHMUAX JABUTATENEeN JIOOLIX MOIIHOCTEN.
BO3M0)KHOC'I‘b IPOU3BEAEHUA WM3MEPEHMII C HE3HAYMTENbHBIMM TOKaMM HO3BOJISAET
IIPUMEHNATL JMCTOYHWMKM K- HeGOJBIIONH MOI{HOCTHIO. .

OCHOBHBIM YCJIOBMEM IIOJYYEHMHA BBICOKONM TOUHOCTH msmepenma ABJACTCA CHS~
e xapakrepuctuxy P, = ¥Y(f) upu I; = Is = const, a Taxzke ompejejieHMe COIPO-
TUBNEHMS Ri, Ra(oys Regso).

B rabauue 2 cBemeHbl pésynyra'rm mo pacuérHomy [1], [2], [3], rpadmuecko-
My [5] # m3MepurensHOMy MeToAy [4] M mo MeToAy aBTOpPoB. OTKIOHEHME DEe3yib-
TaTOB 000MX WM3MEPMUTENBLHBIX METOAOEB Mallo ¥ He mpesbimiaer 4%,

‘PesyapTaTel 0 IpaduyecKoOMy METOLY (KOJIOHKa II, Tabamia 2) HMIKe Ha OKOJO,
6 = 16% mo cpaBHEHMIO ¢ DACUETHBIMM AAHHBIMM (KOJOHKa I, Tabmmna 2). OTRI0-.
HEHUA DEe3yJbTATOR GyayT TeM MeHBINE, 4WeM GOJbIIe HHMCIO SJEMEHTAPHBIX IIONOC
Ha Kagyue Da3fielicH CTepIKEeHb. *

. Pacuéruple fanHble (KOJOHKA I) HMIKE HeM pe3ysbTaThbl M3MEpeHMI (KOJOHKA IV)
B cpezHeM Ha 9 -+ 15%,. :

IIpy cpaBHEHMM pPE3YJIbLTATOB BUAHO, YTO TEXHOJOIMYECKU-MOHTAKHBIC <baKTo-
PbI, BKJIOYAs YHOPOILAIOIME MOJIOXKEHUS, Aal0T HeGOJLIIYIO HOTPEIIHOCTE C OT-
pUllaTeNbLHLIM 3HAKOM. '

F. ANDRZEJEWSKI, Z. ORZESZKOWSKI

(DIE MESSMETHODE ZUR BESTIMMUNG DES WIDERSTANDSFAKTORS
IN DEN LAUFERN VON DREHSTROMMOTOREN

Zusammenfassung

Im Artikel sind die mathematischen, graphischen und messtechnischen Ver-.
fahren zur. Bestimmung der. Erhbhung“ des Wirkwiderstandes infolge der Strom-
verdriangung angegeben. I

Die von Field angegebenen und von anderen Verfassern erweiterten Formeln-
[1}, [2], [3] sind filir die in der Praxis meistens verwendeten Rund-, Hoch- und:
Trapezstibe kurz erfasst. Gl (1), (2), (3), (4), (5), (6). : |

Das von Nacke angegebenes graphisches Verfahren gibt einen sicheren Embhcnk
in- die phisikalischen Vorginge bei der Stromverdringung. Die Gleichungen (7);
und (8) bestimmen die Teilstrome. Abb. 5 stellt -die Ersatzschaltung fiir den Ersatz=
leiter dar. -Geméiss der Gleichungen fiir die Teilstrome 1dsst sich das Zehgerdlalgramm'
der- Strome (Abb. 8). und Spannungen (Abb. 7). aufstellen. : ! :

Auf ‘Grund der, Gleichung (9) bestimmt man, fiir .den im: Flussdurchtrlttsrauxrm
liegénden- Leiter, den gesucliten Wirkfaktor ke, der #hnlich wie in. den Rechnungs-
verfahren das Verhiltnis des Wirkwiderstandes bei f 50 Hz und f.= 0 Hz dar-
stellf. : S
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In der Messmethode von Syromiatnitkow [4] entspricht der Faktor o ‘Gl (12)
dem Verhiltnis des ganzen Wirkwiderstandes des Rotors bei f = 50 Hz und bei
f = 0 Hz.

Der Wirkwiderstand ohne Stromverdringung d.h. bei Gleichstrom ist aus der
Belastungsprobe ‘Gl. (10) und der Wirkwiderstand bei f = 50 Hz aus der Kurz-
schlussprobe ‘Gl. (11) bestimmdt. :

Die von Verfassern angegebene Methode beruht auf der Messung der beim
Kurzschlussversuch aufgenommenen Leistung als Funktion der [Frequenz beim
konstanten Lauferstrom. Da die :Mvessuhg auch bei kleinem Strom ‘durchgefiihrt wer-
den kann, erwidrmt sich die Maschine wihrend des Versuches nicht.

Aus der Kurve P, = vy i(f) bei Iz = konst i(Abb. 8) bestimmt man die Leistung
Psis0 flir f = 50 Hz und durch die Extrapolation Pz(c)ﬁir f = 0 Hz, Mit Hilfe von
Gleichungen (13), (14) berechnet man den Faktor a¢. Man kann auch, so wie in
dem mathematischen und graphischen Verfahren den Wirkfakior ks bestimmen.
GL (7).

In Abschnitten %2 und 5.3 ist der Einfluss von verschiedenen Parametern auf
die Genauigkeit der Messung der Faktoren ¢ und kg besprochen. Die ‘Analyse der
Messgenauigkeit ergab, dass der wahrscheinliche Fehler Ada ungefihr * 3% be-
tragt. ’

Im Abschnitt 6 sind die Mess- und Berechnungsergebnisse flir grosse Dreh-
strommotoren angegeben.

Die von Verfassern vorgeschlagene Messmethede ist einfach und genau. Da die
Kurzschlusstrome wihrend des Versuches klein sind, braucht man keinen grossen
Hilfsgenerator.

Die Genauigkeit der Methode ist im ersten Falle von der Genauigkeit der Mes-
sung der Funktion P, = y (fy bei I; = I, = konst. und der Widerstdnde Rz,
Rs(0); Rasoy @bhénging.

In der Tabelle 2 sind die Engebnisse aus dem mathematischen Verfahren [1].
[2], [3], graphischen Verfahren von Nacke [5], Messverfahren von Syromiatnikow
[4] und der von Verfassern angegebenen Messmethode zusammengestellf.

Die Ergebnisse der beiden Messmethpden sind sehr #hnlich und unterscheiden
sich nicht mehr als 4%o.

Die Ergebnisse des igraphischen Verfahrens (Spalte II, Tabelle 2) sind durch
schnittlich 6 = 169 kleiner, als die Ergebnisse aus dem mathematischen Verfahren
(Spalte I, Tabelle 2). Bei grosserer Zahl von Teilleiter sind die Unterschiede
kleiner.

Die Ergebnisse des mathematischen Verfahrens (Spalte I) sind durchschnittlich
9 = 15% kleiner als die Messergebnisse (Spalte IV).
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WIKTOR JASSEM

Wstepna analiza spektrograficzna glosek polskich

Rekopis dostarczono 1.3.1958

Praca ma na celu dokonanie pierwszej proby scharakteryzowania sygna-
16w akustycznych odpowiadajacych gloskom polskiego jezyka przy pomocy
spektrografu. Rozrézniono trzy typy sygnaléw informacyjnych: quasiperiodycz-
ne, szumy oraz sygnaty mieszane stanowigce superpozycje szumdéw na, sygnalty
quasiperiodyczne. W identyfikacji poszczegblnych glosek szczegblnie wazng
role odgrywaja zakresy wzmocnienia w widmie. Amnaliza {réjwymiarowa, do-
konana w «czasie, czestotliwosel i intensywnosct pozwala na segmentacje, tj.
oddzielenie w sygnale zmiennym w czasie pod wzgledem rozkladu energii
w widmie charakterystycznych wodcinkéw odpowiadajacych poszezegdlnym
gloskom. Samogloski charakteryzuja sie dwoma wzglednie trzema formanta-
mi w tej czedci przebiegu, gdzie zmiany w widmie energetycznym sa najwol-
niejsze. Stanowig one przebiegi quasiperiodyczne. Podobne przebiegi odpo-
wiadajg spéigloskom plynnym, z tym jednak, Ze dla ich identyfikacji wazne
sa nie tylko te czeSci przebiegu, ktére sa waglednie ustalone w swym wid-
mie energetycznym, lecz fakze te, w kidrych to widmo ulega wyraznej zmia-
nie w czasie. Te nieustalone przebiegi, zwane transientami, sg réwniez istoi-
ne dla identyfikacji spélglosek zwartych oraz tzw. samogtosek mniesylabicz-
nych. iSpéigltoski trace sa badz szumami, badZz superpozycjg szumu na [prze-
bieg quasiperiodyczny, przy czym przebiegi akustyczne odpowiadajgce im sg
wzglednie wstalone. Spoélgloski zwarto-trace stanowig bezposrednio po .sofbi'e
nastepujgce kombinacje przebiegéw analogicznych do tych, ktére charakte-
ryzuja spéigloski zwarte i trace.

Przedstawiona analiza odnosi sie do glosu jednej osoby.

Zrozumienie Zywej mowy zalezne jest od spelnienia przez centralny
uklad nerwowy osoby stuchajacej dwoéch podstawowych funkeji: a) ziden-
tyfikowania zastyszanych sygnaléw akustycznych oraz b) powigzania
w osrodku mowy zidentyfikowanych sygnaléw z okreslonymi tresciami
(znaczeniami) wedlug istniejgcej w danej spolecznosci jezykowej kon-
wencji.

Ostatnie badania w zakresie elektroakustycznej analizy mowy (prowa-
dzone szczegdlnie intensywnie w Stanach Zjednoczonych) pozwalajg przy-
puszczat, iz istnieje mozliwosé skonstruowania aparatury, ktéra naslado-

14 Rozprawy Elektirotechniczne
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wataby pierwsza z wymienionych wyzej czynnoSci mézgowych?). Elek-
tronowe maszyny do tlumaczenia w pewnej mierze spelniajg funkcje
zblizong do drugiej z wymienionych czynnosci.?)

Automatyczna identyfikacja sygnaldéw akustycznych mowy miataby
domosle znaczenie dla techniki gcznosci. Pozwalataby ona zamieni¢ bar-
‘dzo skomplikowane drgania powstajgce w procesie méwienia na proste
sygnaty, na przyklad sygnaly o stalej czestotliwosci zréznicowane tylko
dtugoécia trwania. Telefonia wielokrotna uzyskataby mozliwoé¢ przepro-
wadzania na torze przenoszacym niewielkie pasmo znacznej ilo$ci rozméw.
Przy tym czestotliwosci sygnalow mogltyby byé dos¢ niskie (rzedu kilku-
set Hz), albowiem elementy znaczgce (ktérymi w mowie sg gtoski, tak jak
w pismie litery) nastepuja po sobie w przecietnie szybkiej mowie z cze-
stotliwoscig rzedu kilkunastu na sekunde. W urzadzeniu odbiorczym sy-
gnaly przenoszone moglyby by¢ badZ zamienione z powrotem na mowe,
bad'i na latwo i szybko czytelne znaki.

Innym cennym zastosowaniem aparatury identyfikujacej sygnaty aku-
styczne mowy bylyby maszyny samopiszace (tj. piszace pod dyktando bez
posrednlcftwa stenotyplsty) Konstrukecje takich maszyn sg w toku?®).

Identyfikacja akustycznych sygnalow mowy opiera sie na ich ana11z1e
w trzech wymiarach: czasie, amplitudzie i czestotliwosci*). Analize takg
wykonaé mozna przy pomocy spektrografu akustycznego, przy czym naj-
lepszym typem do tego rodzaju badan okazal sie tzw. sonagraf produko-
wany przez Kay Electric Co. Zasady dziatania i szczegdly konstrukcyjne
dotyczace sonagrafu znalezé mozna w cyklu artykutéw opublikowanych
w Journal of the Acoustical Society of America vol. 22, 1946. Sonagraf,
przy pomocy ktérego wykonano referowane w niniejszym artykule anali-
zy, jest jednym z najnowszych modeli analizujgcym w sposob ciggly pa-
smo od 85 do 8000 Hz filtrem o szerokosci 300 Hz lub 45 Hz.

1) J. Wiren & H. L. Stubbs, Electronic Binary Selection Systemm for Phoneme:
Classification, JASA vol. 25, str. 1082 i nast., 1956.

2) W. N. Locke & A. D. Booth i(red) Machine Translation of Languages, New

York 1955 (dzielo zbicrowe); P. L. Garvin, Machine Translation, Reports :of the 8th
International Congress of Lingudists, str. 103 i nast., Oslo 1957; N. D. Andriejew: Ma-
‘szinny:j pierewod 1 problema jazyka-posriednika, Woprosy jazykoznanija 5, 18957,
str. 117 i nast. )
. 3) ,D' B. Fry i P. Denes: Mechanical Speech Recognition, Communication Theory,
str. 4926 i mnast., London 1953; D. B. Fry i P. Denes: Experiments in Mechanical
.Speech Recognition, Information Theory, 3rd London Symposium, str. 206 i nast.,
London 1956; H. F. Olson i H. Belar: Phonetic Typerwriter, JASA, vol. 28, 1856,
str. 1072 1 nast.

4) Ogélne zasady takle j analizy przedstawilem z mgrem inz, J. Suwalskim w ar-
‘tykule ,,Anallzar akustyczna polskich glosek szumigcych”, Przeglad Telekomunika-
-eyiny nr 1, 1957, str. 5 i nast.
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Zasadniczy trudnosé w konstrukcji aparatury identyfikujgcej sygnaly
akustyczne zywej mowy jest nie tyle ich zlozonosé, ile fakt, iz okreslony

‘element funkcjonalny mowy, jakim jest dana gloska, jest realizowany

akustycznie bardzo réznie. Jezeli obierzemy sobie jaka$ gloske danegojezy-
ka — przypusémy polskie a — i dokonamy analizy. znacznej ilosci przy-
ktadéw wystepowania tej gtoski w mowie, to przekonamy sie, ze w okre-
$lonych parametrach, ktérymi trzeba operowaé, wystepuje dla tej gtoski

. W jej licznych realizacjach powazny rozrzut. Zdarza sie, ze dany sygnat

akustyczny okreslony wielko$ciami odnoszgcymi sie do odpowiednich pa-
rametrow w skali bezwzglednej w jednym wypadku musi byé zidentyfi-
kowany jako jedna gloska, a w innym jako inna gloska. Pierwszg probe
wyjasnienia tego zjawiska dat M. Joos w pracy Acoustic Phonetics, Suppl.
to Language vol. 24 no. 2, Baltimore 1948.. ‘Dalsze badania potw1erd21ly
stusznos§¢ zasadniczych jego tezl). Okazuje sie, ze poszczegdlne wypadki,
ktore identyfikuje sie jezykowo jako okreslong gloske, nie stanowig ze-
spolu statystycznie jednorodnego. Zrdéznicowania porme;dzy nimi nie majg
charakteru czysto przypadkowego.

Nastepujgce czynniki réznicujg w pierwszej linii sygnaty akustyczne,
ktére sg identyfikowane jezykowo jako ta sama gloska: _

1. Indywidualrie cechy wymowy. Plerwszorzedne znaczenie ma tu
skala gtosu (bas, tenor, sopran itd.).

2. Sgsiedztwo innych sygnalow.

Jak indywidualne cechy glosu, w szczegblnosci jego skala, wplywajg
na identyfikacje glosek, wyjasnimy postugujac sie {ymczasem pewnym
uproszczeniem, ktére istoty sprawy nie znieksztalci, a pozwoli mozliwie
prosto je przedstawic. :

W polskim jezyku posiadamy 6 samogtosek tzw ,,ustnych” (w odrozme—
niu od ,,nosowych”, jak g, €). Sg to: i, y, e, a, 0, u. Przyjmijmy, iz mozemy
w sposéb wystarczajagcy opisa¢ akustycznie te samogloski postugujgc sie
dwiema wielkos$ciami, ktére umiescimy na dwéch osiach prostokatnego
plaskiego ukladu wspélrzednych. Niechaj, zgodnie z istotnym stanem,
wielkosei te odnosza sie do czestotliwoéel. Jedna z tych wielkosci odnosi
sie do.tzw. formantu nizszego (F1), a druga do formantu wyzszego (F2).

‘Wyznaczmy na naszym uktadzie punkty odpowiadajgce poszczegdlnym

samogtoskom ustnym glosu meskiego oraz punkty odpowiadajace tymze

1) Wymienié¢ tu nalezy przede wszystkim: R. K, Potter i J. C. Steinberg: Toward
the Specification of Speech, JASA wvol. 22, 1950, str. 807 i mast.; ‘G. E. Peterson: The
Phonetic Value of Vowels, Language vol. 27, 1951, str. 541 i nast. (przed.: Bell Tele-
phone System Monogr. nr 1982); G. E. Peterson i H. L. Barney: Control methods
Used in a Study of Vowels, JASA, vol. 24, 1952, str. 175 i nast. (przedruk jw.); P. La-
defoged: Information Conveyed by Vowels, JASA, vol. 29, 1957, str. 98 i nast.

14*
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samogtoskom dla glosu zenskiego wraz z polem rozrzutu. Otrzymamy
obraz jak na rys. 1.

Jak widaé z rysunku, moze sie zdarzy¢, Ze pewnym wielkoSciom
(Fy, Fo) odpowiada w glosie meskim a, a w zenskim o, albo tez w me-

] ] L Lt 1y K2
7 970 05 06 07 98G5 10

@meskt ' @z’eﬂsﬂ

Rys. 1. ZaleZzno$é formantéw samogloskowych od skali glosu

skim e, a w zefAskim y. Jest jednak rzeczg pierwszorzednej wagi, ze
system wzajemnych stosunkéw pomiedzy gloskami pozostaje dla obu glo-
s6w taki sam. System samogloskowy glosu zenskiego jest przesunigty
w obu wspoélrzednych wzgledem glosu meskiego w kierunku wyzszych
czestotliwosci.

Jest rzecza ciekawg, ze decyduje tu nie wysokosé tonu podstawowego,
lecz wlasnie skala glosu. Jezeli na przyklad glos barytonowy na tonie
200 Hz (mniej wiecej as w oktawie malej) wymoéwi lub zaspiewa okreslo-
ng samogloske i na tym samym tonie te samg samogloske wymoéwi lub za-
$piewa mezzosopran, to formanty okaza sig réine. Faki ten tlumaczy sig
nastepujgco: Kazda samogloska ma okredlong artykulacje. Jezyk przyj-
muje dla kazdej z nich okre§lone polozenie niezaleznie od czestotliwosecl
drgan wigzadel glosowych, tworzge komory rezonansowe o okreslonych
czestoliwosciach wlasnych, Przy regularnej budowie anatomicznej orga-
néw mowy na ogél osoby o wiekszej budowie czaszki posiadajg dluzsze
wigzadla glosowe. Dluzsze wigzadla decyduja o nizszej skali glosowej,
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a zarazem wigksze komory rezonansowe —— o nizszej czestotliwosci rezo-
nansu.

Wyplywajg stad dwa wazne wnioski, Jeden natury technicznej, dru-
gi — metodycznej:

1. Aparatura identyfikujgca gloski musi reagowac na skale glosu mo-
wigcego.

2. Przy analizie glosek jako sygnaldw akustycznych nie mozna trak-
towact kazdej z nich oddzielnie, lecz kazdg na tle systemu glosek w danym
jezyku z jednej strony, a w zwigzku z typem glosu — z drugiej. A wiec
analize nalezy rozpocza¢ od badania mozliwie calego systemu gloskowego
jednej osoby (ewentualnie jednego typu glosu), a nastepnie stwierdzié
przesuniecia znalezionych wielkosci w innych glosach.

Trzeba dodaé, ze prawdopodobnie indywidualne zrbéznicowania, poza
skalg glosu, zalezg jeszcze od innych czynnikéw, ktérych jednak dotych-
czas nie ustalono z dostateczng pewnoscia.

Z kolei wyjasnimy, na czym polegajg zrbéznicowania zalezne od
otoczenia gloskowego, czyli od tego, jaki sygnat po danym sygnale naste-

S e ™ s iiﬁlmlﬂl*;mm“" S B
| g

Rys. 2. Spekirogramy sylab ba, da, ga

puje, wzglednie jaki go poprzedza. Przypusémy, ze gloske a analizujemy
w takim wyrazie jak bal, a potem w takich wyrazach jak dal lub garb.
Okaze sie, ze w pilerwszej czesci (na osi czasowej) formanty samogloski a
beds rézne w kazdym z tych frzech wyrazow. W szczegdlnosei tzw. for-
mant drugi Fs bedzie w poczatkowej fazie gloski a wyzszy w wyrazie dal
niz w wyrazie bal, a jeszcze wyiszy w wyrazie garb; wida¢ to na rys. 2
ukazujacym spektrogramy sylab ba, da, ga.

Niniejsza praca oparta jest na materiale ok. 400 obrazéw spektrogra—
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ficznych, na ktére skladajg sie przewaznie catkowite wyrazy, a précz tego.
pewna ilo§¢ odrebnych sylab i izolowanych glosek oraz krotkich wypo-
wiedzi dwu lub trzywyrazowych.. W obliczu faktu, iz material musiat by¢
z koniecznoéci do$é ograniczony ilo$ciowo ze wzgledu na krotki okres
czasu, w ktérym mozna byto dysponowa¢ sonagrafem, trzeba bylo podjac
decyzje co do wyboru. Aby otrzyma¢ po kilka do kilkunastu (a w trud-
niejszych przypadkach ponad 20) przyktadéw kazdej gloski, trzeba bylo —
zgodnie z powyzszymi wywodami — ograniczy¢ sie¢ w zasadzie do wymo-
wy jednej osoby, czynigc pierwszy krok na drodze ustalenia cech polskich
glosek w analizie tréjwymiarowej. Ze wzgledow natury zewnetrznej trze-
ba bylo oprze¢ sie na wlasnej wymowie, przedstawiajace] przecietny typ
polszezyzny kulturalnej. Skala mojego glosu (bas-baryton) miesci sie mniej
wiecej w granicach 70--200 Hz. Dla orientacji kilkadziesigt analiz wyko-
nalem dla kilku dalszych oséb. Jest rzecza oczywisty, zZe badania nalezy
kontynuowac anahzujqc rézne glosy.

Przy pomocy sonagrafu mozna dokona¢ dwojakiego typu analizy wid-
mowej. W obu przypadkach przebieg trwajgcy nie diuzej niz 2,4 sekundy
utrwalony jest magnetycznie i wielokrotnie odczytywany. Za kazdym od- '
czytem uklad heterodynowy wybiera z sygnatu wstege o szerokosci 45 Hz
lub 300 Hz, przy czym czestotliwosé srodkowa filtru przy kazdym odezycie
przesuwa sie w skali czestotliwosei o odstep mniejszy niz szerokos$t wste-
gi. Skala czestotliwoéci obejmuje zakres 85--8000 Hz. W pierwszym przy-
padku analizie podlega caly utrwalony przebieg. Wynik takiej analizy,
zapisany przy pomocy sonagrafu, posiada na osi odcietych czas, a na osi
rzednych czestotliwo$é. Napiecie wyzsze od -krytycznegb powoduje po-
wstanie iskry zaczerniajgcej. Wielkosci amplitudy nie mozna z takiej ana-
lizy okresli¢ ilosciowo. MoZna'natomiast na zapisie przesledzi¢ miejsca
okreslone vvspolrzednym1 czasu 1 czestotliwosei, w ktéorych wystepuja
maksima amplitudy. W drugim przypadku wybiera si¢ na utrwalonym sy-
gnale okre§lone miejsce w czasie. Podezas kolejnych odezytéw zapisanego
sygnalu w oznaczonym punkcie czasowym wigczony zostaje uktad, ktoéry
dokonuje analizy wedtug calki fourierowskiej, ktérej granice okresla mo-
ment wlaczenia i stala czasu uktadu filtrujgcego. Otrzymujemy wykres,
ktory wskazuje poziom spektralny amplitudy w funkeji czestotliwosei.

Jedna grupa polskich glosek, do ktérej nalezg samogtoski, przedstawia
sygnaly w przyblizeniu periodyczne. Wystepujg one na spektrogramach
wykonywanych przy pomocy filtru szerokowstegowego (300 Hz) w formie
pionowych prazkéw réwnoleglych do osi czestotliwosci (gdy czestotliwoséé
tonu podstawowego jest mniejsza niz 300 Hz). Odstep migdzy prazkami
jest wprost proporcjonalny do okresu tonu podstawowego. Na rys. 3 wi-
doczne sa spektrogramy samogloski a wyméwionej na czterech réinych
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tonach, od niskiego do wysokiego. Warto zwrécic uwage na. to, ze bez
wzgledu na wysoko$¢ tonu maksima energii wystepuja w. tych samych:
czestotliwosciach, mianowicie w okolicy tonu podstawowego, a nastepnie .
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Rys. 3. Samogloska a na czterech tonach

ok. 800, 1200 oraz 2800 Hz. Wystepowanie lub brak skiadowych harmo-
nicznych stanowi podstawe zasadniczego podziatu wszystkich polskich gto-
sek na dwie grupy. Do pierwszej nalezg te, ktére wykazujg skiado-
we harmoniczne. Sg to gloski dzwieczne. Gloski drugiej grupy —
bezdzwieczne — takich skladowych nie posiadajg?).. B ‘

1y W szepcie, 1ktorégo jednak nie uwaza sie za normalng mowsg rwszyéﬂkie ghoski
sg bezdzwieczne,. przy czym zréznicowania pomiedzy niektérymi gloskalmm ulegaja
zatarciu. :
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Zanim przejdziemy do szczegélowego omoéwienia poszezegblnych glo-
sek i ich typéw, przedstawimy transkrypcje fonetyczna, ktérg sie w dal-
szym ciggu bedziemy postugiwaé. Zwyczajna ortografia polska (podobnie
jak pisownia wigkszosci jezykoéw) nie jest z punktu widzenia fonetycznego
caltkiem konsekwentna. Na przyklad w wyrazie réza litery 6 oraz 2 ozna-
czajg te same gloski, ktére w wyrazie burza zapisujemy odpowiednio
przez u oraz rz. A zatem okreslona gloska w zwyczajnej ortografii moze
byé réinie zapisywana. Na odwréf, okreslonej literze moga w réznych
wyrazach odpowiada¢ rézne gtoski. Na przyktad ktadka doskonale rymuje
sie z klatka; d w pierwszym wyrazie wymawia sie catkiem tak samo jak t
w drugim. Poza tym, mimo ustalonej pisowni, okre§lony wyraz moze wy-
mawia¢ sig réznie w zaleznosci od brzmienia wyrazu sgsiedniego. Na przy-
klad w swobodnej, naturalnej wymowie na koficu wyrazu brat wystepuje
gloska bezdzwieczna w =zestawieniu brat Stefana, ale dzwieczna (taka
jak d w buda) w zestawieniu brat Zygmunta. Otéz transkrypcja jest to
Scisle fonetyczna pisownia reprezentujgca wymowe (brzmienie) w sposéb
catkowicie konsekwentny.

W polskich pracach fonetycznych stosuje sie dwa systemy transkryp-
cji, jeden tzw. slawistyczny (starszy) i drugi miedzynarodowy (nowszy).
Ponize] podajemy oba systemy wraz z przyktadami:

Transkrypcja Transkrypcja jak w wyrazach
starsza nowsza
i i* wino, igla
y i* ryba, bylem
e e* rzeka, chleb
a a* brat, staw
o ot skok, plot
u u* kruk, wrég
Q 0* wWas, waz
e e* kes, wech
i i* jodla, wioslo
u w* dlon, pyt*”
P P pole, babka
t t - tor, budka
k kot, prég”
k’ c ‘ kino, kielbasa
b b* burza, kup drozdzy ©
d d* dom, brat Zygmunta °
g g* gora, brak wody
g’ ¥ gil, gielda
f fajka, krew"”
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s s sarna, woz"”

3 i) koszyk, ryz"”

§ ¢ sie¢, §wiat, wiez ", sita

x x chata, herbata ¥

A \'A woda, wino

Z z* . zab,stos drewna®

z 3 rzeka, zaba, masz dwa zlote ®

Z % Zrebie, zima, ziemia, powie§ go®
c ts cena, schadzka

¢ if czytaé, brydz?

¢ te sieréé, cichy, ciasny, zerdz®™

z dz* dzwon, nic wiecej ®

3 dz* drozdze, nie lecz go®

% dz* dzwignia, dzisiaj, dziura, choéby @
m m* matka, geba ®

n n* nora, sad®

h n* kon, niski, sanie, pie¢®

n »* bank, reka®

r r* ryba, kara

1 1 tydka, koto

a) w wymowie potocznej, wyjawszy poéinocno-wschodnig cze$é Polski

b) W osobno wymoéwionym wyrazie

c) w swobodnej, szybkiej] wymowie

d) w wymowie okolic péinocno-wschodnich wyrazy pisane przez h
majg inng gloske

e) litery ¢ i g przed p, t, k, b, d, g wymawia sie jako zespoly dwéch
glosek, z ktérych pierwszg jest e lub o, a drugg m, n, n lub B, np. lad,
wymawia sie tak jak lont.

W niniejszym artykule stosowa¢ bedziemy transkrypcje miedzyna-
rodowg m.in. dlatego, ze takiej wlasnie transkrypcji uzywa sie w pra-
wie wszystkich pracach z zakresu fonetyki akustycznej.

W zestawieniu powyzszym obok znaku transkrypcji miedzynarodo-
wej zaznaczono gwiazdka gloski dzwieczme. Pozostale gloski sz bez-
dzwieczne. .

W grupie dzwiecznych wyrézni¢ trzeba gloski, ktére sktadajg sie wy-
}acznie z tonéw harmonicznych, czyli stanowia przebiegi w przyblizeniu
periodyczne.” Tutaj nalezg wszystkie samogltoski, a dalej m, n, p, 3, 1, 1
oraz J i w. Zgodnie z tym, co powiedziano wyzej (str. 338), na spektro-
gramach wykonanych przy pomocy filtru szerokowstegowego, te gloski
wystepujg w postaci prazkéw wzdluz skali czestotliwo$ci. Ujmiemy ja
wsp6lng nazwg plynnych.
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Rozpatrujge dalej i klasyfikujgc. gltoski polskie bedziemy musieli
zwrédcié uwage na skupienia energii w pewnych czestotliwosciach, poja-
wiajgce se w postaci zaciemnien wzgl. zgrubien prazkéw, na obrazach
spektrograficznych wykonanych przy uzyciu filtru szerokowstegowego.
Trzeba w tym miejscu zaznaczy¢, ze w mowie wystepujq znaczne zréz-
nicowania tak calkowitego poziomu, jak poziomu poszczegélnych skla-
dowych. Ot6z ujemng strong sonagrafu jest niedostateczna .dynamika

Rys. 4. Samogtoski i, a, u
(przekroje artykulacyjne, uproszczone schematy ukladéw akustycznych,
charakterystyki czestotliwo$ciowe)

przy tréojwymiarowej analizie mowy. Stad zdarza sie nierzadko, ze jesli
dany wyraz zawiera gloski o dos¢ znacznej réinicy poziomow (mniej
wiecej powyzej 20 dB), wowczas skupienia energii charakteryzujgce sto-
sunkowo ciche gloski nie wystgpig na spektrogramie (chyba ze si¢ prze-
steruje mocniejsze gloski, co oczywidcie jest rownie niepozgdane). Trze-
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ba sie wiec zastrzec, ze nie na wszystkich zatgczonych tu spektrogra-
mach dadza sie zaobserwowaé¢ wzmocnienia typowe dla wszystkich glo-
sek danego wyrazu. Wiekszg dynamike mozna uzyskaé na widmach opi-
sanych wyzej (str. 338), ale i tu nie przekracza ona 36 dB.

Samogloski charakteryzujg sie bardzo wyrazZnymi formantami, czyli
czestotliwosciami whasnymi komoér rezonansowych. Dla unaocznienia za-
leznosci pomiedzy polozeniem organdéw mowy a formantami podajemy
na rys. 4 przekroje uwidaczniajace artykulacje trzech samoglosek pol-
ski i, a, u wraz ze schematami odpowiadajgcych im uproszczonych ukta-
déw akustycznych oraz charakterystyks czestotliwodciows tych ukta-
dow, ' :

Jak widaé z rys. 4, wnetrze jamy ustnej przy artykulacji samogtosek
mozna poréwnaé do ukladu dwoch sprzezonych komér rezonansowych,
ktore pobudzone drganiami wigzadel glosowych o licznych harmonicz-
nych daje widmo z wyraznymi wzmocnieniami w trzech czestotliwo-
$ciach. Dalsze wzmocnienia majg juz z reguly stosunkowo niski poziom
i rzadziej sg widoczne na spektrogramach.

Rysunek 5 przedstawia 6 polskich samoglosek ustnych i, i, e, a, 0, u
wyméwionych oddzielnie w postaci spekirograméw oraz widm chwilo-
wych wykonanych przy uzyciu filtru waskowstegowego (45 Hz). Po-
niewaz czestotliwoéé tonu podstawowego wynosi tu okoto 125 Hz, tak
na spektrogramach, jak i na widmach widoczne s3 poszczegélne harmo-
niczne. Na spektrogramach i, i, e widoczne sg trzy zakresy wzmocnienia.
Na spektrogramach a, o, u trzeci formant nie jest widoczny z powodu
zbyt niskiego poziomu. Natomiast trzy formanty mozna odczytaé¢ na
wszystkich widmach wyjawszy u, przy ktérym wida¢ tylko dwa nizsze
formanty. Samogloski uwidocznione na rys. 5 majg formanty w naste-
pujacych czestotliwosciach (w hercach)?).

samogltoska Fi Fo Fg
i 270 2600 3300
.320 2250 2800
620 2000 2750
820 1250 2400
650 1000 2100
380 700

o 0 o

1) Por. 'W. Jassem; The Formants of Sustained Polish “Vowels, The Study of
Sounds, str. 335 i nast, Totkyo 1957. Gruntowne studium, w ktérym rozpatrzono
w wyczerpujgcy sposdb zaleznoéé formantéw samogloskowych od ukladu rezo-
natoréw jamy ustnej, stanowi praca T. Chiba i M. Kajiyama: The Vowels its
Nature and iStructure, Tokyo 1941,
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Rys. 5. Spektrogramy 6 polskich samoglosek ustnych i, ,e, a, o, u
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Jezeli samogloska wystepuje w sgsiedztwie innych glosek, tj. z reguly
spolgtosek, nie stanowi ona juz w caloSci przebiegu tak ustalonego, jak
to widoczne jest na rys. 5. W poczatkowej czesci przebiegu samoglosko-
wego formanty uzaleznione sg od gloski poprzedzajgcej, a w kohcowej —
od nastepujacej. Wystepuja tu przebiegi nieustalone ze wzmocnieniami
przesuwajgcymi sie¢ w skali czestotliwosci, tak jak to widzieliSmy na
rys. 2.

Przy przebiegach ustalonych formanty wystepuja na spektrogramie
jako ciemniejsze pasma rownolegle do skali czasu. Przy przebiegach nie-
ustalonych za$ otrzymujemy pasma nachylone wzgledem skali czasu pod
réznymi katami, przy czym kat nachylenia zazwyczaj ulega zmianie o cha-
rakterze ciggtym w funkcji czasu. Ze wzgledu na ich wyglad na spektro-
gramie formanty przebiegéw nieustalonych przyjeto potocznie nazywaé
,Wygieciami”. Przy jednych polgczeniach sgsiadujacych glosek wygiecia
sg znaczniejsze, przy innych mniejsze tak pod wzgledem wielkosci kata,
jak i czasu trwania. W pewnym stopniu sgsiednie gloski uzalezniaja po-

8 4
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Rys. 6. Spektrogram wyrazu biaty (bjawi)

zycje formantow takze i w ustalonej — $rodkowej — czesci samogloski.
Dla ogélnej orientacji rozwazymy rys. 6 przedstawiajgcy spekirogram
wyrazu bialy (wymowa w transkrypcji: bjawi).

W pierwszej czesci samogloski a formant nizszy F1 wygiety jest w do6t
a wyiszy Fo — w gére. W centralnej czeSci, na mniej wiecej /2 prze-
biegu samogtoski F; ustalony jest na czestotliwosci ok. 700 Hz'), aby
pod koniec znéw opasé. Fy od poczatku do konca samogloski opada, ale
w centralnej jej cze$ci ma on wyrazne przegiecie i przez krotki odcinek
czasu rzedu kilku centisekund jest niemal ustalony na czestotliwosci ok.

1y Jest to czestotliwos§é mieco niZsza niz w samoglosce a wyméwionej oddzielnie.
Ale tez tak poprzedzajgca, jak i nastepujaca gloska ma Fy w czestotliwoSei znacznie
nizszej niz 800 Hz.
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1200 Hz. Formant {rzeci Fy jest wyrazny dopiero w drugiej czesci samo-
gloski i utrzymuje sie ok. 2500 Hz. Koncowe i w wyrazie biaty jest na
‘mniej wiecej 3/ przebiegu ustalone, W pierwszej czeéci, nie przekracza-
-jacej Y/a przebiegu, F» przechodzi z nizszej do wyzszej czestotliwosei, po
czym ustala si¢ na 2100 Hz. F; i F3 utrzymuja sie bez wyrazniejszych
zmian w okolicy 300 i 2600 Hz, :

Samogloski nosowe, nawet wyméwione odd21e1n1e nie stanowig prze»
biegu ustalonego, lecz przebieg tego typu, jaki otrzymujemy z komblna—
-cji dwoch glosek, jak to widaé na rys. 7.

8-
7
61

5]

xw ]if %‘W""" | 4 . o il

i

i mmmllh 3J \‘W“""“ b gy
2] .

1

Rys. 7. Samogloski € i &

W pierwsze] czesci € ma dwa formanty nizsze okoto 500 i 1800 Hz, .
w drugiej ok. 3001 1300. Dwa nizsze formanty 6 lezg w pierwszej czesci
ck. 400 i 800 Hz, w drugiej — niemal sie zlewajg wokot 500 Hz. Dla sa-
moglosek nosowych waziny jest dalszy formant ok. 2000 Hz, szczegblnie
w drugie] czesci (slabo widoczny przy 6 na rys. 7). Samogloski sktadajgce
sie z dwéch elementéw w skali czasu, czyli z dwdch segmentéw, nazywajg
sie dyftongami. Takimi sg wlasnie polskie & i 61).

Gloski j i w noszg nazwe samoglosek niesylabicznych. Akustyczhie i ar-
" tykulacyjnie sg one bardzo zblizone do samoglosek 1 wzglednie i oraz u
(tj. samoglosek o najnizszym Fy). Jak wida¢ z rys. 6, 16, 17 i 18 formanty
j wypadajg w czestotliwosciach 300, 2000 = 2400 oraz 2600 -~ 3000 Hz,
a formanty w ok. 300 oraz 700 Hz.

1) W jezyku francuskim samogloski nosowe sg jednorodne. Opracowan spektro-
graficznych glosek francuskich jednak dotychezas brak. O dyftongicznym charak-
terze polskich samoglosek nosowych zob. T. Benni: Samogloski polskie, analiza
fizjologiczna 1 systematyka, Prace Towarzystwa Naukowego Warszawskiego nr 8§,
1912, str. 56 i nast. Por. 'W. Jassem: Pclish, L.e Maitre Phonétique ser. III, nr 88,
1947, str. 29. Zob. tez w niniejszym artykule rys. 29 20.
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Spélgloski plynne podzieli¢ trzeba na dwie grupy: nosowe i boczne. Spoél-

-gloski nosowe majg dwa formaty charakterystyczne dla calej tej grupy.
‘Pierwszy Fi w okolicy tonu podstawowego, a drugi, slabszy, F3 nieco pe-
wyzej 2 kHz. Okolo 2,5 + 2,8 kHz wystepuje. jeszcze zwykle formant dal-
-szy, F4. F3 okolo 2 kHz charakteryzuje tak spéigtoski, jak i samogloski

nosowe (por. wyzej). Jest to wiec tzw. ,,formant nosowy”. Na razie brak

] B
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Rys. 8. Spekfrogram wyrazu kolumna
(keiumna) z widmami glosek 1 i n

dostatecznie pewnych danych, ktére pozwolityby w sposéb niewatpliwy
wyjaéni¢ zaleznosé artykulacji, polegajacej na przepuszczeniu powietrza
przez kanaly nosowe, ze wspomnianym formantem. Na rys. 8 i 9 widocz-
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Rys. 9. Spektrogram wyrazu momentalny

(momentalni) z widmami glosek m i

ne sg formanty glosek m i n w okolicy tonu podstawowego, dalej okolo
2 kHz oraz ok. 2,5 kHz.
Na widmie gtoski n na rys. 8 F3 przy 2300 Hz oraz Fy przy 2800 Hz
sg wyraZznie widoczne.
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Do grupy spétglosek nosowych nalezg cztery: m, n, n, y. Przejécie
pomiedzy Fi spéigloski nosowej a Fi sgsiedniej samogloski jest raptow-
ne, tzn. nie obserwuje sig tu ,,wygie¢”. Dobitnie widoczne to jest na rys. 9
przedstawiajacym spektrogram wyrazu momentalny (2 razy m, 2 razy n).

Spoigloski mosowe réznig sie pomiedzy sobg potozeniem formantu dru-
giego Fs oraz wygieciem formantu drugiego sgsiadujgcej samogloski.
Formant drugi m lezy przy 700 =900 Hz, a Fo n przy 1200 = 1400 Hz.
Cztery formanty m i n widoczne s3 na widmach na rysunkach 8 i 9
(filtr szerokowstegowy). Bardziej wyraziste niz formanty Fs spoélglosek
nosowych sg jednak wygigcia formantu Fg sgsiednich samoglosek. W dal-
szym ciggu takie wygiecia bedziemy nazywaé transientami samoglosko-
wymi'), Na rysunku 9 widaé obustronne lekkie wygiecie w dél Fy sa-
mogloski o, kiory w érodkowe] jej czesci lezy ok. 800 Hz (a wiec nieco
nizej niz przy izolowanej samoglosce); Fo m jest zresztg w pewnej mie-

8- widilhh

7- mlmw .

Rys. 10. Spektrogram wyrazu konie (kone)

rze tez uzalezniony od sgsiedztwa samogltoskowego. Poczagtkowe m w mo-
mentalni ma Fg przy 700 Hz, a Fo m pomiedzy o a e przesuwa sie w cza-
sie trwania spélgloski nieco w gore. W pierwszej cze$ci e widoczny jest
bardzo wyraznie transient wigzacy Fo m z Fqo e, ktory zresztg przy krot-
kim trwaniu samogtoski (ok. 0,07 sec) i obustronnym sgsiedztwie spotglo-
sek o nizszym F, osigga tylko 1700 Hz. Wreszcie rys. 8 ukazuje transient
samogtoskowy koncowego a wigzgcy Fz m przy 1400 Hz z Fs a przy
1100 Hz. (
Oba transienty samoglosek otaczajacych j na rys. 10 wyginaja sie
ku 2 kHz. Przyjmujemy zatem, zgodnie z tym, co zauwazono dla m i n,

1) W pracy A. Malécot: Acoustic Cues for Nasal Consonants, Language (USA)
vol. 32, 1956, str. 294 i nast., wykazano, Ze transienty samogloskowe sg wazniejsze
dla identyfikacji stuchowej spéigtosek nosowych niz polozenie formantu drugiego
w samych spoéigloskach.
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ze formant charakterystyczny dla n lezy w tej samej czestotliwoséei co
F3 wszystkich spoiglosek nosowych mimo wzmocniendia ok. 750 Hz, ktére
okreslimy jako formant dodatkowy, poniewaz nie wigze sie z formantami
samogloskowymi.

Spoétgloska y pos1ada oba formanty charakterystyczne dla spoéiglosek

nosowych z tym, ze F; lezy nieco wyzej niz przy pozostaltych noso-
wych, mianowicie ok. 400 Hz. Okolo 1000 Hz przypada formant do-
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Rys. 11. Spektrogram wyrazu bank “Rys. 12. Widmo gloski ) w wyrazie bank
(bapk) (hapk) _

datkowy, podobnie jak przy j. Formant charakterystyczny dla y lezy
powyzej formantu ,nosowego”’, a mianowicie ok. 3 =-3,2 kHz. F, a na
rys. 11 nie wykazuje transientu, natomiast wyrazny jest transient Fs a,
ktéry od 2600 Hz podnosi sie do 3200 Hz. Rysunek 12 ukazujne widmo
gloski 3 w wyrazie bank (filtr szerokowstegowy) z widocznymi wszyst-
kimi formantami w czestotliwosciach: 400 Hz, 1000 Hz, 2000 Hz i 3250 Hz.

Mozna zatem spétgtoski nosowe ulozyé w szereg: m, n, p, y, wedtug
wysokosci charakterystycznego formantu — od najnizszej do najwyzszej
czestotliwosci. To uszeregowanie zgodne jest z klasyfikacja artykula-
cying — od najbardziej przedniego (tzw. wargowego) m do najbardziej
tylnego (miekkopodniebiennego) .

Na rysunku 13 pokazano polozenie jezyka przy artykulacji spétgto-
sek nosowych. Nasuwa si¢ przypuszczenie, ze formant charakterystyczny
Fs jest zwiagzany z komorg rezonansows zaznaczong Kreskami na ry-
sunku.

Do grupy spolglosek boeznych nalezg dwie spéigloski I i 1. Gloska 1 cha-
rakteryzuje sie przede wszystkim dwoma formantami, z ktérych pierwszy

v »15 Rozprawy Elektrotechniczne
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Rys. 13. Przekroje ar’cykuiacyjne spolgtosek nosowych

Fy lezy w poblizu 300 Hz, drugi waha sie pomiedzy 1300 =- 1900 Hz w za-
leznoéci od sasiednich samogtosek. Tak na przyklad w wyrazie kolumna
(rys. 8) Fa 1 nie przekracza czestotliwosei 1300 Hz, poniewaz Fs tak po-
przedzajgcego o, jak i nastepujgcego u lezg ponizej 1 kHz. Natomiast
w momentalni Fy 1 ma czestotliwo§é 1700 Hz. Silnie uzalezniony od sg-
siedztwa samogloskowego jest takze trzeci formant 1. W sasiedztwie
samoglosek o stosunkowo niskich formantach Fs i Fs formant trzeci
1 obniza sie az do 1700 Hz, podczas gdy w innych przypadkach dochodzi
on do 3 kHz (por. rysunki 8 i 9). Spoélgltoska 1 (uzywana obecnie przez
aktordw na scenie, w szczeg6lnie starannej dykeji, a potocznie w péinocno-
wschodniej Polsce) ma F; w tej samej czestotliwo$ci co i, natomiast drugi
formant 1 lezy ok. 700 Hz, a wiec znacznie nizej niz przy 1. Trzeci for-
mant lezy ok. 2,6 kHz. Istotniejszym wahaniom pozycje formantéw gloski
I nie ulegaja. Na rys. 14 widoczne jest oprocz spektrogramu wyrazu tydka
(titka) widmo 1 ukazujace trzy formanty. Artykulacyjnie 1 i 1 powstajg
w ten sposdb, ze przod jezyka zwiera sie z dzigstem ponad przednimi
siekaczami, podczas gdy boki jezyka nie przylegajg na catej diugosci do
sklepienia jamy ustnej, tak iz po bokach pozostaje wolna szczelina, przez
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ktérg przechodzi wydechane powietrze. Stad tez nazwa spotglosek bocz-
nych. Czestotliwos¢ formantu drugiego, a byé¢ moze tez i trzeciego, praw-
dopodobnie stoi w zwigzku z polozeniem jezyka wewnatrz jamy ustnej,
jak to wydaje sie sugerowaé rys. 15.

Rys. 14. Spekirogram wyrazu %ydka (lltka) z widmem gloski t

Warto nawiasowo zwréci¢ uwage na fakt, ze dwa nizsze formanty s3
takie same w przypadku glosek 1 i w, ktérych jak to wyzej wskazano —
uzywa sie wymiennie w polskim jezyku.

J b

Rys. 15. Przekroje artykulacyjne glosek it

Nastepng grupe stanowig spoéigloski szumigce, zwane takze tracymi
lub niezbyt trafnie szczelinowymi. Grupe te charakteryzuje szum w szer-
szym lub wezszym zakresie powyzej 2 kHz. Grupa dzieli sie na dwa typy.
Pierwszy nie posiada tonu podstawowego ani sktadowych harmonicznych;
sg to szumigce bezdiwigczne. Drugi — to przebiegi stanowiace super-
pozycje szumu na przebieg w przyblizeniu periodyczny, o tonie podsta-
wowym z kilkoma do kilkunastu harmonicznych. Spétgloski szumiace
ukladajg si¢ w pary, przy czym kazda para ma okreslona ceche arty-
kulacyjng i akustyczna.

15*
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Pierwszg pare stanowig gtoski fiv. Ich szum ma bardzo niski poziom
i rozklada sie niemal na caly zakres analizowany. Widoczne sg jednak
wzmocnienia w wyzszych czestotliwosciach okoto 6 =7 kHz. Poza tym
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Rys. 16. Spektrogram wyrazu Rys. 17. Spektrogram Rys. 18. Spektrogram
wiory (viuri) wyrazu raj (raj) wyrazu Pyt .(piw)

wystepuja tu lekkie wzmocnienia przy 1500 Hz i 2500 Hz. Na spektro-
gramach wyrazéw wiéry (vjuri) i gniew (gnef) (rysunki 16 i 21) dadza
sie one latwo zaobserwowaé, natomiast na rysunkach 19 i 20 z powodu
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- Rys. 19 Spektrogra_m wyrazu wqch Rys 20. Spektrogram wyrazu wqz
(véx) (v8f)

zbyt niskiego poziomu w stosunku do samoglosek gloska v jest prawie
niewidoczna, podobnie jak na rys. 34. Transienty samogloskowe w s3-
siedztwie f i v dgza do czestotliwosci 1,5 i 2,5 kHz charakterystycznych
dla tych spélglosek (zob. szczegblnie rys. 21).

Gtloski s i z odznaczajg sie wysokim poziomem szumu, koncentruja-
cym sie powyzej 4 kHz. Pomiedzy 6 = 7 kHz zaznacza sig zazwyczaj do-
datkowe wzmocnienie. Cechy te widoczne sg na rys. 22, 23 i 24.
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Rys. 23. Spektrogram wyrazu modzg Rys. 24. Spektrogram wyrazu zmarszczka
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Znamienne dla s i z sg transienty sgsiednich samoglosek. Dagzg one
do czestotliwosci ok. 1,2 kHz. W przebiegu samych spotglosek s, z wyraz-
niejszego wzmocnienia w tej czestotliwosci jednak nie stwierdzono.

Przy gloskach § i 3 zakres szumow jest nieco szerszy niz przy s i z
i rozpoczyna sie juz w okolicy 3 kHz, a nawet nizej. Na samym poczatku
zakresu szumoéw, ok. 3 kHz, wystepuje przy § i3 poziom szczytowy w wid-
mie. Poza tym spolgtoski te charakteryzuja sie dodatkowym, bardzo was-
kim zakresem szumu, ktérego czestotliwosé jest w znacznym stopniu za-
lezna od sasiednich glogek. W sasiedztwie spélgloskowym (np. w wyrazie
‘zmarszczka, Tys. 24) ten odrebny zakres szuméw przypada w okolicy cze-
stotliwogei 1,4 = 1,5 kHz. Zalezno$é tego osobnego zakresu szuméw od Fa
sgsiednich samogtosek ilustruje dobitnie rys. 25. W czasie trwania gloski
zmienia sie on od ok. 2,3kHz do ok. 1,5 kHz, przy czym transient Fa2 a
kontynuuje jeszcze to ,opadanie”, az do ustalonego przebiegu a. Wigksze
wzmocnienie szumu przy 3 kHz i stabsze przy 1,4kHz widoczne jest tez
przy glosce 3 na rys. 26.

Zwarty zakres szumu przy gloskach e i 2 rozcigga sie pomiedzy
3,5kHz a 7kHz. Précz tego w czestotliwosci ok. 2,5 kHz wystepuje od-
rebny zakres szuméw o do$¢ znacznym poziomie. Te cechy widoczne sg
na rysunkach 27 i 28. Jedli F» sgsiedniej samogloski lezy ponizej 2,5 kHz,
wystepuje transient jak na zalgczonych spektrogramach wyrazow $ciana
i ziarno.

Spétgloska x jest bezdzwigezna, a jej dZwieczny odpowiednik jest uzy-
wany bardzo rzadko !). Ma ona dwa waskie zakresy szuméw: Jeden wy-
stepuje niezmiennie w czestotliwosci 4 kHz, a drugli jest silnie uza-
lezniony od sgsiedztwa. Ten nizszy zakres szuméw ma niemal te samg
czestotliwogé co Fy sasiedniej samogtoski. Widaé to na rysunkach 19, 29,
30 i 31. Jednakze powyzej 1,8 kHz nizszy zakres szumdéw nie wystepuje;
taka samogloska jak i, ze stosunkowo wysokim Fz, ma ten formant w sa-
siedztwie X w nieco nizszej czestotliwosci niz przy wymowieniu w izolacji
(por. rys. 30). Okoto 67 kHz wystepuje czesto na spektrogramach gloski
X jeszcze trzeci zakres szumoéw.

1) W miniejszym artykule §wiadomie pominieto problemy fonematyki jako za-
sadniczo ragczej jezykoznawcze niz akustyczne. Nie jest jeszcze rzecza jasng, jak
dalece pojecie fonemu byloby istotne przy automatycznym rozpoznawaniu dzwiekoéw
mowy. Wspominam o tym w tym miejscu, gdyZz kwestie dzwigcznego odpowiednika
gloski x mozna objaéni¢ jedynie fonematycznie. Chodzi tu mianowicie o tzw. wa-
riant kombinatoryczny. Pojecie to malezy $ci§le do fonematyki. Por. W. Jassem:
_Fonetyka jezyka angielskiego, str. 37 i nast, Warszawa, 1954, oraz W. Jassem:
Wezlowe zagadnienia fonematyki, Biuletyn Pol. Tow. Jezykoznawczego zeszyt XV,
1956, str. 24 i mast.
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Zalezno$ci miedzy artykulacjg a cechami akustycznymi glosek szumig-
cych nie zostaly jeszcze blizej zbadanel). W kazdym razie mamy tu za-
pewne do czynienia z wirujacymi ruchami powietrza na skutek przecis-
kania sie przez wasksa szczeline pod wzmozonym ci$nieniem.

8-
1 7
27 6
3 . y 5.
iy A n
3-
24
1
(ptak) z widmami segmentéw szumig- Rys. 33. Spektirogram wyrazu kiet
cychpik (cel)
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Rys. 34. Spélktrogram wyrazu Giewont (Jevont)

Dalszg grupe gtosek obejmuje sie nazwg zwartych albo wybuchowych.
Sg to gloski niejednorodne w tym sensie, ze skladajg sie akustycznie
z dwbch lub trzech czesci w skali czasu, czyli z dwoch wzgl. trzech seg-
mentéw. Pierwszy segment nazwiemy — uzywajge terminologii zaczer-
pnietej z fonetyki artykulacyjnej -—— zwarciem, W przypadku spdtglosek

1) Cechy spektralne spoéiglosek fracych omawiane sg w nastepujacych pracach:
T. Tarnbczy: Die akustische Struktur der stimmlosen Engelaute, Acta Linguistica
Academiae Scientiarum Hungaricae, str. 313 i nast., Budapest 1954; K. S. Harris:
Cues for the Identification of the Fricatives of American English, JASA, vol. 26,
1954, str. 952 i nast.; G. W. Hughes i M. Halle: Spectral Properties of Fricative
.Consonants, JASA, vol. 28, 1956, str. 303 i nast.
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bezdZwiecznych zwarcie jest rownowazne akustycznie z brakiem sygnatu,
czyli przerwa. Czas trwania tej przerwy jest rzedu 0,05 sec. Jesli spéi-
gloska zwarta bezdzwieczna wystepuje po krotszej lub diuzszej przerwie
w nadawaniu (méwieniu), woéwczas zwarcie zlewa sie z tg przerwa, a za-
tem ,informacyjnie” nie istnieje — nie stanowi odrebnego segmentu.
W spotgloskach dzwiecznych zwarcie wykazuje strukture harmoniczng ze
skupieniem energii w okolicy tonu podstawowego. Poziom ogdlny tego
segmentu jest bardzo niski, tak ze przy stabym wysterowaniu czasem na
spektrogramach takze i dzwieczne gloski zwarte moga w pierwszej czesci
mie¢ wyglad kroétkiej przerwy. Drugi segment jest to ,,wybuch”, czyli
(stosujac terminologie fonetyczna) plozja, stanowigca bardzo krétki prze-
bieg zblizony charakterem do pojedynczego impulsu. Plozja wystepuje na
spektrogramach jako waski prazek pionowy w szerokim zakresie czesto-
tliwosci, nieraz na calym prawie zakresie analizowanym. W pewnych
czestotliwoéciach charakterystycznych, o ktérych mowa nizej, ten prazek
ma zgrubienia. Trzecia cze$¢ ma charakter szuméw superponowanych
w przypadku glosek dZwiecznych na przebieg w przyblizeniu harmonicz-
ny, skupionych woko6!l okreslonych czestotliwoscei. Po wzgledem dtugosci
trwania ta trzecia czes¢ rozciaga sie od wartodci zerowej (to znaczy moze
jej byt brak) do ok. 0,05 sec. Nizsze warto§ci wystepujg przy dzwiecz-
nych, wyzsze przy bezdzwiecznych. Jesli po spélglosce zwarte]j bezdzwiecz-
nej nastepuje dalsza spétgloska albo jesli sie ona znajduje przed przerwa
w nadawaniu (pauza;) czest szumigca czesto 051aga maksymalne wartodci
czasowe. Jest ona wtedy wyraznie styszalna i nosi nazwe aspiracji. Jezeli
po zwartej diwiecznej nastepuje dalsza -spodgloska (przed pauza taka
spoigloska w polskim jezyku nie wystepuje), wéwczas po segmencie szu-
migcym pojawia sie jeszcze dalszy, dodatkowy segment, zblizony aku-
stycznie do samogloski i. Taka samogloska jest przez jezykoznawcow
okre§lana mianem ,szwa”. Gloski zwarte sg bardzo czeste w polskim
i zalgczone spektrogramy dajg liczne ich przyklady. I tak rysunki 8, 9,
10, 14, 18, 32 i 33 pokazujg zwarte bezdiwieczne k, t, p i ¢ przed sa-
mogloskami; rysunki 14, 22, 23, 31, 32 zwarte bezdzwigezne p, t, k przed
spolglosky lub w pozycji kohcowej. Rysunki 6, 11, 30 i 34 dajg przykiady
na zwarte dzwieczne b i g przed samogtosks; rysunkl 211 26 ilustrujg zwarte
dzwieczne g i d przed spéigltoska.

Spoigloski zwarte ukladajg sie w pary dzwieczna-bezdzwieczna. Pary
te r6znig sie miedzy sobg poziomem oraz czestotliwoscig skupien energii
« segmencie plozji i segmencie szumiacym jako tez transientami samo-
glosek sgsiednich. Wszystkie zwarte maja w cze$ci nastepujgcej po zwar-
ciu stabsze lub silniejsze skupienie energii w czestolliwodci 4 kHz (jesli
jest ono szczegblnie stabe, moze byé na spektrogramach niewidoczne).
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Przed spéigtosks i przed pauzg przy spoigtoskach zwartych bezdzwiecz-
‘nych stwierdza sie nastepujace wzmocnienia: p — przy 1,56 i 2,5 kHz;
stabsze przy 4 kHz; k — silniejsze przy 1,56 kHz, stabsze przy 2,5 kHz
i jeszcze slabsze przy 4 kHz; t — najsilniejsze przy 4 kHz, slabsze przy
1,8 1 2,6 kHz. Transienty samogloskowe Fo skierowane sg ku nastepujag-
cym czestotliwo$ciom: przy p-b 700=-1300 Hz w zaleznosci od samogloski:
nizsze Fo wyginajg sie ku niZzszym wartoSciom, wyzsze — ku wyzszym.

81 8 aJ
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| : |
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Rys. 35.. Spekt,rogramy sylab bo, do, Yo

Przy k-g Fy kieruja sie w przypadku samogloski e ku 2000 Hz, w wy-
padku o i w ku 800900 Hz, a Fs a kieruje sie badz ku 1,5, badz
2,0 kHz ). Przy t-d Fs sgsiednich samoglosek skierowany jest ku czesto-
tliwosci 1,8 kHz. Jezeli po zwartej nastepuje samogloska, wowczas sku-
pienia energii widoczne w segmencie plozji i szumu przypadajg w czesto-
tliwoéciach, ku ktérym skierowany jest Fo samogltoski. Para c-} jest od-
rebna od pozostalych. W, polskim jezyku spélgloski te wystepujg tylko
przed i oraz e. Zakres szuméw jest znacznie szerszy niz przy innych
zwartych — od 2,5 kHz niemal do konca zakresu analizowanego — 1 fg
cechg e-3 zblizaja sie do typu zwarto-tracych, o ktérych bedzie mowa
w dalszym ciggu. Transienty Fo daza w tym przypadku do czestotliwosci
2,5 kHz.

F; sasiedniej samogloski (zwlaszcza nastepujacej) w przypadku zwar-
tych dzwiecznych wygiety jest lagodnie w dét ku czestotliwodel tonu

1) Od jakich dodatkowych okolicznosci zalezy ta alternatywa, tego na razie mie
udalo mi sig stwierdzié. )
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podstawowego; wygiecie to jest mmiej wyrazne w sgsiedztwie zwartych
bezdzwiecznych.

Rysunek 35 (por. tez rys. 2) wskazuje poréwnawczo transienty Fg i F1
w sylabach bo, do, go 1).

Ostatnia grupa spélglosek to tzw. zwarto-trace. Wykazuje ona ogdlne
cechy podobne do grupy poprzedniej (zwartych) z nastepujacymi rédzni-
cami: 1) Plozja jest bardzo staba i dlatego rzadko widoczna na spektro-
gramach. 2) Segment tracy (szumigcy) jest zawsze obecny, przy czym
zakres szumow jest szeroki. 3) Wzgledna diugosé trwania segmentu tra-
cego wydaje sie by¢ istotng cecha rozrézniajaca grupy zwartych, zwarto-
-tracych i tracych. Z zastrzezeniem, ze dzwigczne majg z zasady kroétszy
segment tracy (szumigcy) niz analogiczne bezdZwigczne, mozna ustali¢
porzadek: zwarte — zwarto-tragce — trace wedlug rosngcego czasu trwa-
nia segmentu szumigcego, najdiuzszego zatem przy bezdZwigcznych tra-
cych, a najkrotszego przy dzwiecznych zwartych?).

Plozja (o ile jest zauwazalna) wystepuje przy zwarto-tracych jako
prazek réwnolegly do skali czestotliwoéci, o niezbyt szerokim zakresie,
z centrum w okolicy 3 -~ 3,5 kHz.

Poszczegblne pary zwarto-trgcych rozinig sie pomiedzy sobg skupie-
niami energii w czesci szumigeej. Z kolei za$ segment szumigcy jest tu
(poza diugoscig trwania) analogiczny jak przy odpow1edmch gloskach
szumigcych, tak jak na to wskazuje transkrypcja: {s-dz, {f-dz, te-dz. Row-
niez transienty samoglosek po zwarto-tracych sa takie, jak przy odpe-
wiednich tracych. Transienty samoglosek poprzedzajacych sg podobne
jak w sasiedztwie t-d.

Wskazane wyzej cechy zwarto-tracych ilustrujg rysunk1 24, 26 i 27.

Odrebny typ stanowi spélgloska r zwana drizgca. Jest ona podobna
do gloski zwartej dzwiecznej z tym, ze segment zwarcia ]est szczegblnie
krétki (rzedu 0,02 sec). Plozja wystepuje na spektrogramach jako prazek
w szerokim pasmie czestotliwosci. Po plozji wystepuje zawsze element

'

—_— i

1y Analizie glosek zwartych po$wiecono szereg wnikliwych prac, z ktérych naj-
wazniejsze sg nastepujace: P. C. Delattre, A. M. Liberman i F. 8. Cooper: Acoustic
Loci & Transitional Cues for Consonants, JASA, vol. 27, 1955, str. 769 i nast.; E
Fischer-Jorgensen: Acoustic Amalysis of Stop Consonants, Miscellanea Phonetica II,
str. 42 i nast., London 1954; L. N. Stevens i A. S, House: Studies of Formant Tran-
sitions Using a Vocal Tract Analog, JASA, vol. 28, 1956, str. 576 i nast.

2y 1, J. Gerstman stwierdza w notatce: Noise Durations as a Cue dor Distin-
guishing among Fricative, Affricate and Stop Comsonants, JASA vol. 28, 1856, Ze
przez skrécenie czasu trwania segmentu szumigcego w sylabie fa (np. przez de-
magnetyzacje zapisu magnetycznego) otrzymuje sie sylabe slyszang jako fl’a, a po
dalszym skroéceniu — ka wzgl. ta. Stosunki czasowe mogg w tym wypadku okazat
sie istotne przy automatycznej identyfikacji mowy. '
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»Szwa” (por. wyzej), to jest krétka samogloska z formantami ok. 400,
1300 oraz 2500 Hz. Dlugosé tej samogloski zawiera sie w granicach 0,02 =
== 0,04 sec. Sasiednie samogloski — tak poprzedzajaca jak i nastepu-
Jaca — wykazujg transienty skierowane do wskazanych czestotliwodci.
Opisana gloska r wystepuje na rysunkach 16, 24, 26 i 28. Przy dobitnym
wymawianiu wskazany przebieg powtarza sie kilkakrotnie, jak na rys. 17.

*

Gruntowna analiza spektrograficzna, ktéra moglaby byé podstawa do
automatycznej identyfikacji polskich glosek wymagaé bedzie nie tylko
przebadania wymowy znacznej liczby oséb, ale takze blizszego okreslenia
wzajemnych zaleznoéci sgsiadujgcych glosek, niz to byto mozliwe w po-
wyzszym wstepnym studium. Wydaje sig, ze przedstawione wyzej ba-
dania wraz z odnos$ng literaturg dotyczacg innych jezykéw wskaza wias-
ciwg droge dla dalszych dociekan.

Analizy zreferowane w niniejszym artykule wykonano w czasie kilku-

- tygodniowego pobytu w Londynie za skierowaniem Instytutu Podstawo-
wych Probleméw Techniki PAN. Profesorowi D. Fry, kierownikowi
Department of Phonetics University College London, za laskawe
udostepnienie mi laboratorium, kol. P. Denesowi, kierownikowi labora-
torium, za cenne wskazowki techniczne, a wreszcie laborantom pracuja-
cym w-tymze Department za pomoc techniczng sktadam serdeczne po-
dziekowanie. Departament of Phonetics UCL poni6ést rowniez koszt
cennego papieru do zapiséw spektrograficznych.

Instytut Podstawowych Probleméw Techniki
Polskiej Akademii Nauk

B, ACCeM

BCTYIUTEJIBHBINM CIEKTPOTPAGUYECKUI AHAJU3
IIOJNBCKUX 3BYKOB PEYN

PezmoMme

Ilenpio paboTEl ABNASTCA NPOBEAEHNME BIEPBLIE ONPENENEHMS AaKyCTHMYECKUX
CHMTHANIOB COOTBETCTBYIOIIMX 3BYKaM IIOJBCKOIO A3BIKA C IOMOMIBIO CIEKTporpacda.
Brigesiennr Tpu THMOA MHODOPMAIMOHHBIX CHUTHAJNOB: KBa3UICPUOAMYECKME, NIYMBI
a8 TakKKe CMEIIAHHBIE CUTHAJBI, COCTABISIOINME CYLEPIO3MIMIO INYMOB HA KBa3M-
nepuojMYecKyue CHUTHaidel B mporecce MASHTM@PUKANMY OTHEILHBIX 3BYKOB OCO-
GeHHO BAKHYIO DPOJb WIPAIOT AMATIA30HLI YCUIICHMS B crerTpe. TpexpaszMepHsIit
QHANM3 NPOM3BENEHHBLII IO BPEMEHM, TI0 YacTOTe M II0 MHTEHCHMBHOCTHM HAadT BO3-
MOZKHOCTB CEerMEHTallMy, TO €CTh BLIJENEHMT B CUTHAJE, M3MEHAIOIHEMCH BO Bpe-
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MEHM IO PAaCHpEefesIeHMIO SHEPIMM E CIEKTPE, XapaKTEPMCTUUECKUX OTPE3KOB, CO-
OTBETCTBYIOIMX OTACILHBIM 3BYKaM. L[JacHble XapaKTepM3uPYyIOTCsa ABYMS MM Ke
Tpems GOpMaHTAMM B 9TOM UYACTM IIPOLIECCa, B KOTOPOIl M3MEHEHMS B SHEPTeTH-
YEeCKOM CIIEKTPE ABJAITCA CaMbIMM MepJeHupMM. OHp ABAAIOTCH KBa3WUIIEPHO-
AMYMECKMMM ITIporieccamy. IIOXO3KME IIPOLECChI COOTBETCTBYIOT INIABHBIM COINIACHBIM
(M, H, JI, p) C TeM OAHAKO, YTO NJIA MACHTH(MOURAIMM WX MMEIOT 3HAUYEHME HE TOJb~
KO T€ HacTM IIPOilecca, KOTOPbhie SABISIOTCS OTHOCUTEILHO YCTAHOBMBIINMMCS B CBOEM
SHEPreTHYecKOM CHEKTPe, HO TaKiKe U Te, Y KOTOPLIX 3TOT CHEKTP MOABEpraercs
OTUYETIMBOMY M3MEHEHMIO BO BPEeMeH)., ODTM HEYCTAHOBMBIUMECS IIPOLIECCHI, HA3LI-
BaeMble TPAH3MEHTaMM, SBIAIOTCA TOXE CYIIECTBEHHBIMM AJd WAEHTUMOUEALMNI
CMBIYHBIX COINIACHBLIX, 4 TaK¥Ke TaK Ha3bLIBAEMBLIX HECJHOI'OBBIX INacHBIX. IllesneBnie
COIJIaCHBIE ABJAIOTCA MM XKe IUyMaMM, WAM Ke CYMEPHO3MUIMel HIyMa Ha KBasy-
NEPHUOAMUECKUIT IIPOLIECC, IPM YEM aKYCTMUECKME IIPOLECChI COOTBETCTBYIOIIME MM
SABJISIOTCSA OTHOCUTEJBHO YCTAHOBMBINMMMCA. CMBIYHO-II[ENEBLIE COTJIACHBIE SBJISIOT-
s HEMOCPEACTBEHHO OXHA 32 APYTOil CICAYIOLMMM KOMOMHAIUMAMM IIPOLIECCOB aHa-
JIOTMYECKNMX K TEM, KOTOPble XapaKTepM3YiOT CMLIYHLIE M INENEBLIE COTJIACHLIE.
IlpencTaBi€HHBI AHAMM3 OTHOCUTCH K TOJIOCY OJHOTO YeJOBEKA.

W. JASSEM

A PRELIMINARY SPECTROGRAPHIC ANALYSIS OF POLISH SPEECH SOUNDS

Summary

This is a first attempt to find the characteristics of the acoustic signals corre-
sponding to the sounds of Polish speech made with the aid of a sound spectrograph,
Three kinds of information-bearing elements have been distinguished: near-periodic,
moise-like, and such as form a superposition of a noise-like signal on a near-periodic.
In the identification of the individual speech sounds, a particularly important role
is played by the energy concentrations in the spectrum. A three-dimensional,
energy—frequency—time analysis reveals a segmentation of the time wvariable
speech signal into elements corresponding to the individual sounds. Vowels are
characterized by two or three formants at the moments when the rate of change
of the energy-spectrum is minimum. They are near-periodic. Similar signals corres-
pond to liquid consonants, but here mnot only the relatively steady segments, but
also the neighbouring transitions are characteristic. Such transitions are also essen-
{ial to the identification of the stops and the non-syllabic vowels. The fricatives
are noise-like signals alone or superposed on near-periodic signals. They have
a relatively steady distribution of energy with frequency. The affricates are essen-
tially close combinations of stops and fricatives.

The analysis is based on data relating to one male voice.






ERRATA
do artykutu J. L. Maksiejewskiego ,Metody obliczania pradu w odgromniku przy
uderzeniu pioruna w linie w nieduzej odlegloéci od odgromnika”
zeszyt 1, tom V, 1959

Strona Miejsce Jest Powinno by¢
55 wzor (6) uz’ u:/
1 1
57 wzor (22 = =
(22) =" D1 o

61, rys. 5| Plerwszy skok pradu i, w przypadku przebiegu b powinien byé réwniez
wykonany linig przerywana.

64 wiersz 2g. 9TUX Teopust 061X KOHITEMITMit
64 ’ 15 g. TO €CThL Ienu TO €CTh PacCMOTPU-
BaA Lelb
64 » 23 g. i 1o
64 » 26 g. OpHOIMKEeHHbIC IPUOINIKEHHO Te JKe
pe3yabTaThl caMble pe3yJIbTarhl
64 . 29g. BEpXHEl MeAMaHbI MeAMaHbl BepxXHeNn

65 » 2g. opproach approach
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Znaczenie i zastosowania dystrybucji w teorii obwodéw?

Rekopis dostarczono 17.2.1960

Praca sklada sie z dwoéch czedci. Czesé pierwsza poswiecona jest wpro-
wadzeniu w podstawy matematyczne teorii dystrybucji. Oméwiono najwaz-
niejsze pojecia i wilasnosci dotyczace dystrybucji Schwartza i Mikusinskiego
ze szczegblnym uwzglednieniem mprzeksztalcenia Fouriera i Laplace’a dla
dystrybueji.

Czesé druga zawiera przeglad wybranych zagadnién teorii obwodéw, trak-
towanych i rozwigzywanyeh na gruncie dystrybucji zaréwno w dziedzinie
czasowej (réwnania rézniczkowe), jak i czestotliwo$ciowej (funkcje przeno-
szenia).

WSTEP

Od dawna juz znany jest powszechnie fakt, iz w wielu bardzo rézno-
rodnych zagadnieniach matematycznych, fizycznych c¢zy nawet technicz-
nych klasyczne pojecie funke;ji i caly aparat analizy matematycznej na tym
pojeciu oparty — sg w jakims$ stopniu mewystarcza;qce do opisu i bada-
nia tych zagadnien, w zwigzku z czym odczuwa sie potrzebe rozszerzenia
pojecia funkcji, jakiego$ Wstc1a poza krag mozliwodei klasyczne] '
analizy.

Nie wnikajgc w szczeg6ly i nié chcae zajmowaé uwagi czytelnika zna-
nymi przykiadami, warto jednak podkreslié zarysowujace sie niejako dwa
kierunki ,krytyki” pojecia funkcji i rozwoju jego uog6lnien.

Pierwszy — mozna by scharakteryzowaé jako kierunek matem a-
tycznoteoretyczny. Juz w najprostszych zagadnieniach analizy
matematycznej spotykamy co krok sytuacje polegajacg na tym, ze dane
dzialanie jest wykonalne tylko przy takich czy innych zalozeniach ogra-
niczajgcych. Nie kazda funkcja ciggla ma pochodng, nie kazdy szereg

1) Praca ta =zostala oparta ma referacie problemowym wygloszo«nym na
III Symposium Teorii Lacznosm w Szklarskiej Porebie w dniu 18.9.1959 r.
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funkcyjny (zbiezny) mozna catkowaé lub rézniczkowa¢ wyraz po wyra-
zie, nie kazda funkcja calkowalna ma transformate Fouriera, nie kazda
funkcja okresowa calkowalna z kwadratem ma szereg Fouriera do niej
samej zbiezny, nie zawsze mozna przestawiaé kolejnos¢ takich dziatan,
jak przejécie do granicy, catkowanie, rézniczkowanie itp. itp. Przykta-
déw takich, lub im podobnych, mozna by mnozy¢ wiele, siegajac glebiej
do poszczegblnych dziedzin matematyki. Zagadnienia takie — nazwijmy
je zagadnieniami regularno$ciowymi — obok zasadniczego znaczenia
teoretycznego majg réwniez i wyrazny aspekt praktyczny: koniecznose
stalego kontrolowania przy rozwigzywaniu kazdego problemu, czy s3
spelnione zalozenia stosowalnosci uzytego dzialania, metody, wzoru, —
czy wielkosei, ktérymi chcemy operowaé, rzeczywiscie istniejg itp. itp.

Wszystkie te problemy ,niewykonalnosci” w klasycznej analizie ro-
dza niewatpliwie koncepcje, zeby tak uogélni¢ pojecie funkcji, aby w tym
zbiorze funkeji uogdlnionych bylo np. zawsze wykonalne dzialanie roz-
niczkowania. Wydaje sie, ze jest to jeden nurt, z ktérego wylonita sie
teoria dystrybucji.

Drugi kierunek mozna by nazwa¢ fizyczno-praktycznym.
W wielu problemach fizycznych aparat funkecyjny okazal sig¢ niewystar-
czajgcy do opisu samego zjawiska, a tym samym nie nadajacy sie do jego
badania. Znéw nie wnikajac w znane szczegbly i przyktady przypomina-
my tylko choéby problem gestosci. O ile przy rozkladzie objetosciowym,
powierzchniowym czy linjowym masy, gestos¢ wyraza sie funkcjg cal-
kowalna, o tyle przy nastepnym etapie idealizacji geometrycznej —
przejéciu do masy punktowej — gestosé u(M) przestaje by¢ funkejg, bo-
wiem warunki:

f‘“(M)dxM= m,

gdy MoeV
oraz

fﬂ(M)dxM=0,

gdy M, nie nalezy do V (Mo — punkt, w ktorym znajduje sie masa punk-
towa m), nie mogg by¢ spelnione przez zadng funkcje. Stalo sie to punktem
wyjécia dla wprowadzonej juz od dawna a ugruntowanej przez Diraca [6]
j zwigzanej zwykle z jego imieniem — dzi$§ juz szeroko rozpowszechnionej
w wielu rozmaitych problemach (np. [19], [26]) — teoril tzw. funkeji
impulsowych (6—funkcji). Jednakze cala ta teoria, ktora w fizyce ode-
grala i odgrywa nadal ogromng rolg, nie moze by¢ poprawnie wprowa-
dzona i uzasadniona na gruncie klasycznej analizy i stanowi z matema-
tycznego punktu widzenia jedynie zbidr formalnych regul postepowania,
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prowadzacych przy pewnej dozie intuicji i wyczucia do poprawnych re-
zultatéw (analogia do rachunku operatoréw Heaviside’a). Dlatego tez zna-
czenie teorii dystrybucji w tym zakresie wydaje sie ogromne — daje ona
zupelnie Sciste, jasne podstawy matematyczne oraz wypelnia konkretng
trescig pojeciows formalnie ekstrapolowane z analizy reguly dzialan.
Warto jeszcze kilka stéw poswieci¢é sprawie stosunku rachunku ope-
ratorowego (przeksztalcenia Laplace’a) do teorii dystrybucji — szczegél-
nie w zakresie nas interesujacym. Wiadomo, ze stosujgc rachunek opera-
torowy w zagadnieniach réwnan rézniczkowych, mozna w wielu przy-
padkach, w pewnym sensie automatycznie a jednocze$nie w sposéb po-
prawny, unikngé irudnosci, jakie przy metodach klasycznych wynikajg
np. przy wystepowaniu funkeji niecigglych, ich. rézniczkowaniu itp.,

-a wiec w przypadkach, ktére — $cisle biorgc — wymagalyby dystrybu-

cyjnego traktowania réwnania. Wprowadzenie przez van der Pola [25]
transformat wielomianowych pozwolilo na formalne rozszerzenie stoso-
walnosci rachunku operatorowego poza klasyczny zakres, jednakze $ciste
podstawy matematyczne postepowanie to uzyskalo dopiero w oparciu
o dystrybucje (por. [16], [30], [8]). W tym sensie w zakresie rownah roéz-
niczkowych, a wige i w teorii obwodéw wystepujg dos¢ wazne powigza-
nia dystrybucji z rachunkiem operatorowym.

Osobne miejsce w tych powigzaniach zajmuje rachunek operatoréw
Mikusinskiego [22]. Jak wiadomo, dzieki nieistnieniu w dziedzinie funkecji
modutu mnozenia splotowego, pojecie operatora w sensie Mikusinskiego
jest istotnym uog6lnieniem pojecia funkcji i obejmuje m. in. tzw. opera-
tory liczbowe, bedgce odpowiednikami J-dystrybucji (por. {23]). W tym
zhaczeniu mozna wiec moéwi¢ o ,rownoleglosci” (w pewnym zakresie)
rachunku operator6w Mikusihskiego i dystrybucji.

W czesci 1 pracy rozpatrzone sg w duzym skrocie najwazniejsze
pojecia 1 wiasnodei dystrybucji w dwoch podstawowych ujeciach:
ujeciu funkcjonatowym, pochodzgcym od Sobolewa [31] i Schwartza [27],
128], [29], a ostatnio szczegdélowo opracowanym przez Gelfanda i Szilo-
wa {11], [12], [13] (dystrybucje Schwartza), oraz w ujeciu ciggowym opar-
tym na pracach Mikusinskiego [20], [21], [24], a takze Korevaara [16]
(dystrybucje Mikusinskiego). Aby nie powickszaé i tak do§¢ pokaZnej
objetosciowo tej czesci, nie zostaly juz oméwione inne koncepcje dystry-
bucji (Bochner, Kénig, Sikorski i in.) oraz ograniczono sie tylko do roz-
patrzenia dystrybucji jednej zmiennej.

W czesci II podane zostaly przyklady ujecia dystrybuchnego nie-
ktéorych zagadnien z teorii obwodéw, rozwigzywania réwnah obwodow
w dziedzinie dystrybucji, zwigzkéw pomiedzy charak‘oerystykaml ukladu
elektrycznego itp.
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CZESC 1 — DYSTRYBUCJE

L DXSTRYB:UCJE JAKO FUNKCJONALY LINIOWE

W rozdziale tym rozpatrzymy w skrocie najwazniejsze pojecia i wia-
snoéci dotyczace dystrybucji Schwartzal). Konieczne wydaje -sie przy
tym owoéwienie takze kilku poje¢ wstepnych.

1.1. Pojecie funkcjonatu

Jednym z podstawowych poje¢ analizy funkcjonalnej jest pojecie
operatora, tj. funkeji abstrakcyjnej przyporzgdkowujacej kazdemu
elementowi & pewnego zbioru X jednoznacznie okreflony element y in-
nego zbioru Y. Je$li zbior Y jest zbiorem liczb, to operator nazywa sig
funkcjonaltem. Szczegbélne znaczenie majg funkcjonaly w prze-
strzeniach funkecyjnych, tzn. w przypadku, gdy zbiér X jest zbiorem
funkcji ¢ okreslonej klasy (tzn. x = ¢). Na przyklad jesli jako zbiér X
przyjmiemy zbiér wszystkich funkecji @(t) cigglych w przedziale [a, b],
tzn. X = C [a, b], to przykladami funkcjonaléw w przestrzeni X, ktére
bedziemy oznaczaé przez f, f(p) lub (f, ), beda:

(o) =¢*(0)  (a<c<h),

b

(Fog) = [ 9 dt,

a

(f» ¢) = min ¢ (t) itp.
te[a, b]

12, Dystrybucje jako funkcjonaly liniowe
w przestrzeni K funkcji podstawowych

Rozpatrywaé bedziemy funkcje rzeczywiste ¢(t) speiiajace naste-
pujace warunki:

1) ¢(t) jest okreslona w przedziale (— oo, + ©0) i pcsiada w tym
przedziale wszystkie pochodne, tzn. ¢(t) € C® (— oo, + o0);

2) istnieje taki przedzial ograniczony [a, b], na zewngtrz ktoérego:
¢(t) = 0. Przedzial ten moze by¢ oczywiscie rézny dla réznych funkcji
@ ¢ K. Funkcje @(t) spelniajgce te warunki bedziemy nazywaé funk-

1y Poza wymieniong juz we wstepie literaturg Zrdodiows, dysirybucje Schwartza
byly rozpatrywane pod katem widzenia potrzeb i ewentualnych zastosowan tech-
nicznych réwniez w pracach: [5], [81, [9], [32].
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cjami podstawowymi, a ich zbior — przestrzenig pod-
stawowag lub przestrzenig K (por. [11]).
Przykladem funkecji podstawowych sg np. funkcje:

1 1
B e iryary I
(,D(t)—-_— e (t b t); a<t<b (1)
0 ’ ; t<<e, t>D,

Zauwazamy, ze przestrzen K jest liniowa, tzn. jesli @1 €K, ¢z €K,
to dla dowolnych liczb rzeczywitych ky i ks : k1 @1 + ke @2 € K. Z po-
danego okreslenia wynika takze wprost, ze jesli ¢ € K, to przy dowolnym

d
n takze ™ = dtf € K, ale np. do K nie zawsze juz nalezg funkcje pier-

wotne fo(t) dt.

Zbiezno$é w przestrzeni podstawowej K okresla sie nastepujgco [11].
Moéwimy, ze ciag {@n}, ¥.€ K jest zbiezny do zera w prze-
strzeni K, Jesh istnieje wspb6lny dla wszystkich ¢, przedziat {a, b]
taki, ze:

1) g, (t)=0, gdy t<a 1lub t>Db @
2) ¢ (t)=>0, n—>oco, tela,b]
dla k = 0, 1, 2 ... Drugi warunek oznacza, ze funkcje ¢, oraz ich po-
chodne ¢® dowolnego k-tego rzedu dgza w przedziale [e¢, b] jednostaj-
nie do zera. '

W przestrzeni K funkcji podstawowych ¢ mozna wprowadzi¢ funk-
cjonalliniowy f = (f, ¢), tzn. taks zaleznos¢, ktéra kazdej funkeji
@ € K przyporzgdkowuje liczbe (f, ) i spelmia warunki:

1) jesli @1 €K, @2 € K oraz ki i ke sg dowolnymi liczbami rzeczywi-
stymi, to:

G krgr + Ko ge) =Ky (Fr00) Ko (o) (3)

2) jesli ciag {@,}, ¢, € K dazy do zera w przestrzeni K, to: (f, g,) = 0
(warunek cigglosci funkcjonatu).

Dystrybucjg (w sensie Schwartza) bedziemy na-
zywaé kazdy funkcjonal liniowy w przestrzeni
podstawowe]j K.

Dystrybucje (w sensie Schwartza) deflmuJe sie takze jako funkcjo-
naly liniowe w innych przestrzeniach funkcyjnych, ktére mogg by¢ roz-
maicie definiowane [12]. Ma to duZe znaczenie i teoretyczne | praktycz-
ne. W naszych rozwazaniach ograniczymy sie tylko do najprostszego przy-
padku dystrybucji w przestrzeni K (pewien wyjatek stanowi rozdz. 1.9,

. dotyczacy przeksztalcenia Fouriera).
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13. Przyktady

Rozpatrzymy teraz szczegdlowiej kilka waznych przykladow.
a) Niech f(t) oznacza dowolng funkcje okre§long w przedziale
(— oo, + o0) i lokalnie catkowalng. Utworzmy funkcjonal:

+ oo
o=/ fOe@dt, (4)

ktory jak latwo sprawdzié, jest funkecjonalem liniowym w przestrzeni
K, a wiec — dystrybucjg. Wobec wlasnosei funkcji ¢, caltkowanie od-
bywa sie przy tym zawsze w pewnym przedziale ograniczonym.

Dystrybucje o postaci (4) nazywamy dystrybucjami regularny-
m1i lub dystrybucjami typu funkciji.

Wynika stad, ze kazda funkcja lokalnie catkowalna okresla jedno-
znacznie dystrybucje regularng (4). Jest i odwrotnie — jesli dany jest
funkcjonat typu (4), to z dokladnoscig do wartosci funkcji w zbiorze mia-
ry zero jest tym samym jednoznacznie wyznaczona funkcja f(t). Ina-
czej, jesli: .

+ o0 + o0
| fiemdt=] ftyetdt

dla kazdej funkecji pe K, to fi(t) = f2(t) prawie wszedzie, tzn. co
najwyzej z wyjatkiem zbioru miary zero.

Jesli utozsamimy wiec wszystkie funkcje réwne prawie wszedzie i be-
dziemy je traktowaé jako jedng funkcje, to kazdej funkeji lokalnie cal-
kowalnej f(t) odpowiada jednoznacznie dystrybucja regularna (4) i od-
wrotnie — kazda dystrybucja typu (4) wyznacza jednoznacznie pewnga
funkeje lokalnie catkowalng. :

Mozna wiec méwi¢é o identyfikacji dystrybucji regularnych
i funkcji lokalnie catkowalnych.

b) Rozpatrzymy funkcjonal:

(f9)=9(a), (3)
gdzie a jest ustalonym punktem przedzialu (— oo, + o0). Jest to funk-
cjonatl liniowy, a wiec dystrybucja, bowiem:

(fy k, @1+ k, (Pz) =k, @1 (a) +k, P2 (a) =k, (f: ?’1) + k, (f: ‘P2)
oraz ’

(f; 9n) = @a (@) > 0,
gdy {®.} dazy do zera w przestrzeni K.
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Dytrybucja ta nie jest jednak regularna, bowiem funkcjonat (5) moz-
na przedstawi¢ w postaci calki Stieltjesa:
+ oo
J a1 —a)=p @), )
ktora nie da sie sprowadzi¢ do postaci (4). Dystrybucje, kidére nie sg
regularne, nazywa¢ bedziemy dystrybucjami singularnymi. Istnie-
nie dystrybucji singularnych wtlasnie sprawia, iz dystrybucje stanowig
istotne uogélnienie funkeji (lokalnie calkowalnych).
Dystrybucja singularna (5), zwana 6-dystrybucjg lub dys t ry-

‘bucjg Diraca jest pelnym odpowiednikiem pseudofunkeji Diraca

6(t-a), a zwigzek definicyjny (5) jest, poréwnujac do (4), odpowiednikiem
tzw. wilasnodci filtrujacej o(t-a), tj. whasno$ci wyrazonej wzorem:
+ o

[ 8(t—a)pt)dt=gp(a). - (7

-0

Dystrybucje Diraca zapisuje sie zwykle w postaci

(00> ) = @ (@)- (8)
lub '
(3(t—a), g)=o(a).
Przez analogie do zapisu (4) dysti‘ybucji regularnej czesto — szcze-
gbélnie w zastosowaniach — pisze sie umownie:

o=/ fmenat,

niezaleznie od tego, czy (f, ) jest dystrybucjg regularng, czy singular-
ng. Pozwala to np. na zapisywanie d-dystrybucji w postaci:
+ oo + oo

Guop)=] GMo®)dt=[ os(t—a)p()dt, (9)

a wiec na zachowaniu pewnego wygodnego i przyjetego w praktyce for-
malizmu Dirakowskiej teorii funkecji impulsowych przy nadaniu mu
jednak zupelnie $cisle okreslonej tresci dystrybucyjnej.
c) Pozostawiamy czytelnikowi do sprawdzenia, ze funkcjonaly:
+ oo

J #mas [f(t)<p(t)dt+1;vte(_r_n°§>_<ml)<p(t)l; V#(0)

—
nie sg dystrybucjami, bowiem nie sg funkcjonatami 11n1owym1 W prze-
strzeni K.
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14. Podstawowe dziatania na dystrybucjach

a) Rownos¢ dystrybucji. Méwimy, ze dwie dystrybucje fi
i f2 sg identyczne, jesli dla kazdej funkcji podstawowej ¢ zachodzi réw-
nosé: : :
(1o ) = (fos 9)- - (10)
OkreSlenie to pocigga za sobg omdwiong juz w poprzednim punkcie
identyfikacje na gruncie dystrybucji funkeji lokalnie catkowalnych roéow-
nych prawie wszedzie, gdyz dla takich funkecji fi(t) i f2(t) mamy

+ o0 + o0
(p)=] h®e®dt=] fLte®)dt=(e)

b) Suma dystrybucji Jedli f1 i fo sg dystrybucjami, to przez
ich sume f1 + f2 rozumiemy dystrybucje:

af

(f1+f2:<l’)=(f1, <P)+(f2;¢)- (11)
Fatwo sprav'v-dzié, ze jest to istotnie funkcjonatl liniowy w przestrzeni K,
a wiec dystrybucja. Je$li f1 i fo sg dystrybucjami regularnymi, o ich
suma jest oczywiscie tez dystrybucjg regularng, bowiem wdwczas:

(f1+f2,<p>=(f],¢)+<f2,«p>=[ f(t) @ (t)dt +

+ o + oo
+] L®e®dt=] O +hOle®dt. (12)

é)Mnozenie dystrybuc‘jvi przez liczbe. JeSli f jest
dystrybucjg oraz k — dowolng liczbg rzeczywistg, to dystrybucje k-f
definiujemy jako: ’

af

(kf o) =k(f,p)=(f ko), (13)
przy czym zndéw jest latwo sprawdzié, ze jest to istotnie funkcjonal li-
niowy w przestrzeni K, a wiec dystrybucja. Jesli § jest dystrybucjg re-
gularng, to kf tez jest oczywiscie dystrybucja regularna, bowiem:

+ oo + oo
kf.p=(kp)=] fOke®Oldt=] kfBlpEr)dt. (14

Wiasnosci 'b) 1 ¢) §wiadezg o tym, Ze zbiér dystrybucji okreslonych
w przestrzeni K jest przestrzenig liniowa. Jest to tzw. prze-
strzeh sprzezona z K. '

d) Mnozenie dystrybucji przez funkcje klasy C®
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(— oo, + o0). Zalézmy, ze a(t) jest funkcjg klasy C® (— oo, + 00), tzn.
posiada wszystkie pochodne w przedziale (— oo, + o0). Iloczyn of funk-
cji aft) i dytrybucji f mozna wowczas zdefinijowaé analogicznie jak
w przypadku mnozenia przez liczbe, tzn.

af
(af,9) = (f,a9)s - (19)
przy czym (sprawdzamy!) jest to istotnie funkcjonat liniowy w K, a wigc

dystrybucja.
Jako przykltad rozpatrzmy iloczyn ad,. Mamy:

(@ da, ¢) = (625 0 9) = (@) ¢ (@) = a(a) (6a: @) (16)
lub w tradycyjnym zapisie
a(t)é(t —a)=a(a)d(t — a). (17

Jest to znana zaleinoéé (czesto stosowane sg jej przypadki szczegdlne,
np. a(t) 6(t) = a(0) 4(t); t"0(t) = 0, n — mnaturalne itp. ktéra tutaj uzy-
skala pelne uzasadnienie.

Zwracamy uwage, ze zalozenia o istnieniu w (— oo, + o0) wszystkich
pochodnych funkeji a(t) nie mozna przy stosowaniu definicji (15) ostabié,
gdyz tylko przy tym zatozeniu ap € K'[tzn. a(t) jest multiplikatorem
w przestrzeni K, a wiec (f, a ¢) jest funkcjonatem w przestrzeni K (linio-
wost tatwo sprawdzic).

Jesli f jest dystrybucjg regularng, to af jest tez oczywiscie dystrybu-
cja regularng, bowiem

(@he)=Fap) =] fOla®e®ldt=] [aOfEIp@dt. (18

15 Rézniczkowanie i calkowanie dystrybucji

Zatézmy, ze f(t) jest funkcja klasy C(— oo,+ oo). Mozna wiec roz-
patrywac¢ ‘dystrybucje regularne (f,p) i (f, ¢), przy czym otrzymujemy
przez catkowanie przez czesci prosty zwigzek:

+o00 e

+ .
o) =] fOemat=fRe®)| —] FOFBdt=

==/ 19 ®at=(—9) (19)

Jesli (f, @) jest dowolng dystrybucja (niekoniecznie regularng), to
latwo sprawdzié, ze (f, —¢') jest tez dystrybucjg, wobec tego mozna
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w ogélnym przypadku zdefiniowa¢ pochodng f* dystrybucji f w postaci
funkcjonatu: :

ar

Fo)=0F—¢)=— (9, (20)
przy czym, jak z tego wynika, pochodna (20) istnieje dla kaz-
dej dystrybucji. Poniewaz jest ona takze dystrybucjg, a wiec
mozna ja dalej wedlug tej samej reguly rézniczkowaé. Mamy wiec o fun-
damentalnym znaczeniu fakt — w dziedzinie dystrybuciji
réozniczkowanie jest zawsze wykonalne i kazda
dystrybucja ma pochodng dowolnie wysokiego rze-
du, bedgca tez dystrybucjag i wyrazajgcg sie funkcjonatem:

(™, ) = (F, (= 1) ™). (21)

W szczeg6lnosci wiec kazda funkcja lokalnie catkowalna traktowana
jako dystrybucja regularna posiada w dziedzinie dystrybucji pochodne
wszystkich rzedéw, ktére nie sg juz, ogblnie biorge, dystrybucjami re-
gularnymi. Taks pochodng funkcji lokalnie catkowalnej traktowanej ja-
ko dystrybucja nazywa sie czesto pochodng dystrybucyjng
tej funkecji. Jedli funkcja taka posiada prawie wszedzie pochodng lokal-
nie catkowalng, to — jak zobaczymy na przyktadach — pochodna dy-
strybucyjna moze by¢ z nig identyczna, ale moze roéwniez tak nie byé!
Ponadto pochodna dystrybucyjna funkeji lokalnie catkowalnej, zgodnie
z definicjg (20), istnieje zawsze, podczas gdy funkcja moze zwyklej po-
chodnej w ogodle nie posiadaé.

- W dziedzinie dystrybucji zachowujg sie reguly rézniczkowania; jesli
f i g sg dystrybucjami, k — stalg oraz a(t) eC*®(— oo, + o0), to stusz-
ne sg wzory:

F+9)=Ff+g:kf) =kf(af) =df+af. (22)

Rozpatrzymy teraz kilka prostych przykladow.

a) JesH f(t) € C* (— oo, + 00), to zgodnie z (19) i (20) widzimy, ze po-
chodng dystrybucyjng (f', ¢) mozna utozsamié¢ ze zwyklg pochodng f(t),
tzn.

(o) =] F®emadt. | (23)

Mozna wykazaé, ze zachodzi to dla szerszej klasy funkecji f(t); ogdlnie
pochodng (f, ) mozna wtedy i tylko wtedy przedstawié w postaci (23),
tzn. moina pochodng dystrybucyjng f° utozsami¢ z (istniejgcg prawie
wszedzie) zwykly pochodng §(1), gdy funkcja f(t) jest absolutnie
ciggta (por.[10]). -
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b) Niech f(t) = 1(t). Pochodna w zwyklym sensie istnieje prawie
wszedzie z wyjatkiem punktu t = 0 i jest réwna f'(t) = 0 (a wigc jest
funkcjg lokalnie calkowalng). Nie jest ona jednak identyczna z pochod-
ng dystrybucyjng, bowiem mamy:

@, 9=—@1,¢)= —[ 1(t) ¢ (t)dt = —Of ¢ (8t = g (0) = (3¢)

gdzie do = 6(t),
a wiec

1'(t)=4(t), (24)
tzn. pochodng dystrybucyjng funkeji jednostkowe]j
jest o-dystrybucja.

Dystrybucji (1, ) = (6, ) nie mozna przedstawi¢ w postaci (4), gdyz
jest ona dystrybucja singularng. Mozna jg.natomiast przedstawi¢ w po-
staci caltki Stieltjesa:

+
G, =9)=] p®aL().
~ Ogélnie, do tego, aby dystrybucje (f ¢) moina byto przedstawi¢ w po-
staci catki Stieltjesa:
+ o0

o =J 2®ai®), (25)
trzeba i wystarcza, aby f(t) byla funkcja z ograniczong zmiennoscia. '
Dystrybucje typu (25) mozna nazwa¢ dystrybucjami typu mia-
ry i mozna je utozsamia¢ z miarami Stieltjesa.

t) .

t
Rys. 1. Wykres funkcji przedzialami regularne]j

c) Funkcja f(t) przedzialami regularna (rys. 1) posiada prawie wsze-
dzie (z wyjatkiem punktéw tp, w ktérych funkcja ma skoki) pochodng
f'(t), ktora jest funkcjg lokalnie catkowalng. Nie jest ona identyczna
jednak z pochodng dystrybucyjna, gdyz tatwo mozna wykazaé¢, Ze:

Froir =1 (@) + D P 6(t—t,), (26
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gdzie: hy = f(tx + 0) — f(tx — 0) oznaczajg wartosci skokéw funkeji
f(t) w w punktach ti. Symbol: f'y,s nalezy rozumieé¢ jako pochodng dy-
strybucji (f, ¢).

d) Mamy: .
(0 9) = — (8ur ¢') = — ¢ (0) | 7
lub ogélniej (n naturalne): "
(057, @) = (— 1)" (0> ™) = (— 1)" ¢'™ (a). (28)

Zwigzki te okreslajg dystrybucje pochodne wzgledem 6-dystrybucji
i w zapisie {radycyjnym przybierajg znang postaé:

+ oo

J dt-a9e®dt=—y @,

+ oo

[ omt—a)pt)dt=(— 1y (a).

Funkcjonaty (27) i (28) nie dadza sie juz przedstawi¢ w postaci calek
Stieltjesa.

e) Istnieja, jak wiadomo, funkcje wszedzie ciggle i nie posiadajgce
nigdzie pochodnej. Na przyktad (Weierstrass) funkcja:

1
= E in 20%
)= —sin 20% t.

. =1
W dziedzinie dystrybucji posiada ona jednak, jak kazda dystrybucja,
pochodng okreslong funkcjonatem: ‘ v

Fo)=—G.¢)= —I ft) ¢'(®)dt.

Jesli dystrybucja f jest pochodng dystrybucji g, tzn. ¢ = f, to dy-
strybucje g nazywamy calkg (dystrybucjg pierwotng) dystrybu-
cji f i piszemy: .

g=[fdt. _ (29)
Poniewaz
95 9)=(9—¢)
wobec tego funkcjonal g jest okreslony réwnoscig:
@ —¢)=0F9): (30)

Mozina wykazaé¢, ze dla kazdej dystrybucji f istnieje dystrybucja pier-

wotna g. o : '
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16.. Niektore zagadnienia zbieznosci
w dziedzinie dystrybucji

Omoéwimy pokrétce najwazniejsze pojecia dotyczace zbieinosci w dzie-
dzinie dystrybucji. .

Bedziemy moéwié, ze cigg dystrybucji fi, fo ... fo ... jest zbiezny do
dystrybucji f, jesli dla kazdej funkcji podstawowej @ zachodzi réwnosé:

m (fug) = (o) (31)

Piszemy woéweczas, ze: f, — f lub:lim f, = f. Analogicznie, jesli f, jest

dystrybucjg zalezng od parametru x w pewnym przedziale, to méwimy,
ze dystrybucja f jest granicg f, przy x — xo, jesli dla kazdej funkecji
podstawowej ¢ zachodzi zwigzek: '

' Hm (f, ) = (o) (32)

Piszemy woéwczas, ze:
fo—7f przy x— x,

lub
Tz,
Wykazemy teraz, ze jesli: lim f, = f, to:
n—>oo
lim f, =7, (33)
n—> oo

tzn., ze ze zbiezno$ci ciggu dystrybucji f, do dytrybuc;u f wynika zbiez-
' nos$¢ ciggu pochodnych do pochodnej f'. Istotnie, bowiem dla kazdej
funkcji podstawowe] ¢ mamy: :
(for @) = (fr — (PI)_> (f’ — ‘PI) = (f,? ‘P)
przy m — oo.

Rozpatrzmy kilka przykladéw.

a) Zatézmy, ze cigg funkcji f,(t) lokalnie calkowalnych jest w prze-
dziale (— oo, + o0) zbiezny do funkcji f(t) lokalnie calkowalnej. Pow-
staje pytanie, czy ciagg dystrybucji regularnych f, jest zbiezny do dy-
strybucji regularnej f, tzn. czy ciag f.(t) jest takie dystrybucyj-
nie zbiezny do f(t). Postaramy sie sprawe te wyjasnic.

Zgodnie z definicjg ciag {f.(t)} bedzie dystrybucy]me zbiezny do
f(t), jesli dla kazdej funkcji podstawowej:

lim f fa(t) g (£) At = f f(t)p(t)dt, (34)

do czego nie wystarcza jednak zwykla zbiezno§¢ funkcji f,(t) do
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f(t), a wiec ogoblnie biorge, odpowiedz na postawione pytanie jest ne-
_gaty'wna [por. przyklad podany w punkcie c)].

Jednakze réwnosé¢ (34) bedzie spelniona przy pewnych dodatkowych
zalozeniach. Na przyklad réwnoséc¢ (34) zachodzi dla kazdej funkeji ¢ €K
(a wiec f, — f dystrybucyjnie), jeSli cigg funkcji f.(t) dgzy jedno-
stajnie do f(t) w kazdym przedziale ograniczonym. Réwnos¢ ta za-
chodzi takze (por. [11]), gdy f.(t) dazy do f(t) prawie wszedzie
oraz ponadto: ’

fa () <K (35)

dla wszystkich n i t, tzn. wszystkie wyrazy ciggu {f.(t)} sg wspélnie
ograniczone.
Dla przyktadu niech:

fr () = ;11,— sin (n?t).

Cigg ten jest jednostajnie zbiezny do zera w kaidym przedziale ograni-
1 '

czonym (bowiem |f,(t)| <— — 0), a wiec
n

lim f, (t) = 0

zarowno w zwyklym, jak i dystrybucyjnym sensie. Jednakze cigg po-
chodnych:

¥a () = f2 (t) = ncos (n*1),
ktory jest rozbieiny w zwyklym sensie, jest — zgodnie z (33) — dy-

 7(t)

0

3|~ ______J

Rys. 2, Wykres funkcji f,(t) z przykiadu b

strybucyjnie zbiezny do zera! To samo dotyczyloby ciggéw
utworzonych z wyzszych pochodnych funkeji f,(t).
b) Niech (rys. 2):

n 0<t<

n

fa(t) = 1 (36) -
: 0;, t<<0, t>—.
n
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Rozpatrzmy granice ciggu dystrybucji regularnych (f., ) przy n — oo,
Mamy:

1
+ o0 . n
Goo)=J fL®e®dt=n[ ¢@)dt=0p()
L 0
1
gdzie 0 << t, << —. W granicy otrzymujemy:
n

Tim (7, ¢) = lim g (t) = ¢ (0) = 0, ).

a wiec granicg dystrybucyjng ciggu funkcji f.(t) jest d-dystrybucija, tzn.

lim f, ty=46(t). 37)
n—>o0
%/f/\
1 —
//" — Iy
ti« _A >0y t_
0
Rys. 3. Wykresy funkecji fa(t) Rys. 4. Wykresy funkcji gn(®
z przykladu c z przykitadu ¢
c) Niech (rys. 3):
1 n
()= —  —— 38
O =" +1 (38)

Oznaczamy:

t
gn(t)fon(r)dr —fnz-z 11 ;arctgnt—{—?

Zauwazamy, ze (rys. 4):

1; t>0
1 ' 1

hm gn (t) =lim (—arctgnt + — t=0
n->00 \ T 2 2

0; t<0

a wiec:
lim g, (t) = 1 ()
przy czym rownos¢ ta zachodzi zaréwno w zwyklym, jak i dystrybucyij-

nym sensie (wynika to stad, ze |g.(t)] <1 oraz g,(t) — 1(t) przy't = 0,
a wiec prawie wszedzie [por. pkt 1. 6a)] Wobec tego zgodnie z (33)

11m fo= hm gn = (t)

2 Rozprawy Elektrotechniczne
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tzn. cigg (38) jest dystrybucyjnie zbiezny do S-dystrybucji. Roz-
niczkujgc (38):

2 ndt
)= t)=—— ——— ‘ 39
P (8) =2 (1) < WE 1y (39)
dostaniemy zgodnie z (3‘3):
' lim y, = &' (t), (40)

a wiec cigg (39) jest dystrybucyjnie zbiezny do dystrybucji &' Mozna
oczywiécie takie postepowane przediluzaé dalej.

‘Zauwazmy takze, ze w zwyklym sense ciag (39) jest przy n — 00
zbiezny do zera, bowiem

lim g, (£) = — 2 lim —F __ =0 (41)
n-» 00 LT >0 (nztz—}—l)z
dla kazdego t ().

W podanych przykladach Wystepowaly ciggi funkcji lokalnie catko-
walnych zbiezne dystrybucyjne do dystrybucji é lub jej pochodnych. Ciagi
takie, tzw. ciagi ,funkcji aproksymujgcych’, stanowia, jak wiadomo, pod-
stawe calej tzw. ,,aproksymacyjnej” teorii o-funkcji, traktowanych jako
ich ,,granice” por. [26]. Jednakze wzory (39, (40) i (41) dobitnie $wiadczg
o sprzecznoiciach, na jakie sa skazane z géry préby wprowadzenia
8-funkefi przy pomocy tylko aparatu klasycznej analizy.

Nadmieniamy takze, iz zachodzi ogdlna wiasnos¢é polegajaca na tym,
ze [11] kazdg dystrybucje mozna przedstawit jako
granice dystrybucp regularnych.

Kilka slow o} szeregach w dziedzinie dystrybucji. Mowimy, ze szereg
f1 +f2+fn , ktorego wyrazami sa dystrybucje, jest zbiezny do dy-
strybucji s, jes’li s, — s, gdzie: .

n
sn=2fk
k=1

jest n-tg sumg pzqstkowq tego ‘szergu, i piszemy:

§ = Z Tr.
k=1
7 twierdzenia o rézniczkowaniu ciggu — wzér (33) — wynika wprost,

ze - jesli:

(o0
s= D fu
k=1
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to

o0
s =D'f
k=1

a wigc w dziedzinie dystrybucji kazdy szereg zbiezny mozna
rozn1czkowac wyraz po wyrazie.

1.7 Dystrybucje rzedu skohczonego

Wazne teoretycznie i praktycznie jest pojecie rzedu d ystry-
bucji.

Méwimy [15], ze dystrybucja f jest rzedu skohczonego, jesli istnieje
taka funkcja F(t) lokalnie catkowalna w przedziale (—oo, +o0) i taka
liczba catkowita nieujemna r, ze:

FO = 1. (42)

Symbol F® oznacza tu r-tg pochodng dystrybucyjng funkecji F(t),
a ro6wnos¢ jest rozumiana w sensie réwnosci dystrybucji — por. (10).

Najmniejszg z liczb r, dla ktérych mozna dobraé funkeje F(t) spelnia-
jacg (42), nazywa si¢ rzedem dystrybucji f.

Wobec zalezno$ci (24) otrzymujemy np., ze d-dystrybucja jest dy-
strybucja rzedu p1erwszego i, analogicznie, ¢ — dystrybucjg rze-
du n-~tego.

Z rownosci (42) wynika od razu, ze kazda dys’crybuCJ a rze-
du skoficzonego jest pochodng dystrybucyjng okre~
S§lonego rzedu funkcji ciggltej w przedziale
(—o0, +o0). i

DystrybuCJe rzedu skonczonego odgrywajg bardzo wazng role zarow-
no w teorii, jak i w zastosowaniach, jednakze nie wszystkie dystrybucje
sg rzedu skonczonego. Jako przyklad dystrybucji rzedu nieskon-
czonego moze stuzyé dystrybucja okreslona jako suma szeregu dy-

strybucyjnego: ‘
=D o, - (43)
k=0 . i

Pokazemy, ze wzér (43) istotnie okresla dystrybucje. Oznaczajac: -

n
—_ K
Sp =) 0
k=0

mamy dla kazdej funkcji podstawowej ¢ zgodnie z (28):
G )= D, (0, 9) = D (— 1)k g0 (k)
k=90 k=0

2%
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oraz przy n — oo:

lim (s,, 9) = D, (— 1) g (k).

>0 k=0
Poniewaz zgodnie z wlasnoscig definicyjng kazda funkcja podstawowa ¢
zeruje sie wraz ze wszystkimi swoimi pochodnymi na zewngtrz pewnego
przedzialu ograniczonego [a, b], wiec dla kazdej funkcji ¢ wystepujacy
w ostatnim wzorze szereg redukuje sie do sumy skonczonej. Zgodnie
z definicjg zbieznosci szeregu dystrybucji otrzymujemy zatem, ze sze-
reg (43) jest dystrybucyjnie zbiezny i okresla dystrybucje:

Ny

(S, 9)= D (= DFg™ (K), (44)

k=0

gdzie N = jest najwiekszg liczbg naturalna lezgcg we wspomnianym juz
przed21a1e [a, b], ogblnie biorge, réznym dla réznych funkcji podstawo-
wych ¢ [Sprawdzenie liniowo$ci i ciaglosci funkcjonalu (44) pozosta-
wiamy Czytelnikowi].

1.8. Splot w dziedzinie dystrybucji

Rozpatrzmy najpierw przypadek funkcji. Niech f(t) i g(t) oznaczajg
funkcje bezwzglednie catkowalne w przedziale (—oo, +o0). Wowcezas
ich splot:

f*g_f f()gt—r)dr = ff(t—r)g(r)d-r (45)

jest tez funkcjg bezwzglednie calkowalng. Dystrybucja (f*g, @) jest Wiec
regularna i moze by¢ przedstawiona w postaci:

too [+00
(f*xg,9) = f [f f(r)g(t—t)drj pt)dt=
' (46)

+ co + oo

—ff(r)[f (t—r)qp(t)dt]dr—f f(r)[f <t>¢<t+_r>dt}dr-

Wprowadzimy teraz nastepujgce okreslenie. Dystrybucje g nazywa-
my multiplikatorem splotowym w przestrzeni K, jesli dla kazdej (usta-
lonej) funkcji ¢ € K funkcjonat:

o0 +0)=¥@ 47

jest funkejg podstawowg zmlenne] 7, tzn, P e K.
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Jesli g jest przy tym funkcjonatem regularnym, to:
+ co

Y =[Gt +o)=] 9o +dt,

— 00

a wiec zaleznosé¢ (46) mozna woéwczas przepisaé w postaci:
=+ oo
Fxg.9)=[ T@P@dr=("P), (48)

gdzie funkcja ¥ jest okreslona wzorem (47).
Zaleznost (48) moze by¢ teraz uzyta do okreslenia splotu dwéch dy-
strybucji [33].

Niech f, g — dystrybucje, przy czym g jest multiplikatorem sploto-
wym w przestrzeni K. Woéwczas splotem f#g dystrybucji f i g nazy-
wamy dystrybucje:

af . '
(fx9,¢)=(f,¥), (49)
gdzie ¥ jest funkcjg podstawowsa okreslong przez (47).

Zarowno d-dystrybucja, jak wszytkie jej pochodne sg multiplikatora-
mi splotowymi w przestrzeni K, bowiem (dla ustalonego u):

(B @ (¢ + 7)) = (u + ),
(oot +0)=—¢' (+1),
(s 9 (¢ + 2)) = (— 1) o (u + ),

przy czym, prawe strony tych réwnoéci sg funkcjami podstawowymi
zmiennej 7. Ogolniej, multiplikatorami splotowymi sg dystrybucje o tzw.
ograniczonym no$niku [11], [33]. :

Jesli wiec § jest dowolng dystrybucjg, to na podstawie (49) dosta-
iemy np.

(f*6,9) = (f, 9)s
(f*fS <P)—(f’_<P)—(f w)—(f * 6, <P):

(f*a(n) (p) (f, (__ l)n (n)) — (f(n) <p) = (f® % 8, )
lub w zapisie tradycyjnym: ,
fxd=1; fxé =fx6=7; fxom = fim 5§ = fm, (50)

Jesli P(x) jest dowolnym wielomianem, to mamy ogélnie:

f*P(dt)é— (i’)f*é:‘P(%)f. \ Q)
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Analogiczne zaleimo$ci mozna otrzymaé dla splotéw z dystrybucja
8, = o(t — a).

Mozna wykazaé, ze przy pewnych zatozeniach (ktére sg speinione na
przyktad, gdy jeden z czynnikéw jest d-dystrybucja lub jej pochodng)
ckreslony przez (49) splot zachowuje podstawowe wlasnosci, wystepu-
jace w dziedzinie funkcyjnej: przemiennosé!), lacznos¢, rozdzielnosé
wzgledem dodawania itp. Stuszna jest wowczas takze zaleznosé:

D(f%g)=Dfxg=fxDg, (52)

: o
gdzie D — dowolny jednorodny operator rézniczkowy. Jedli: D == T

dostajemy uogdlniong ,,formute Duhamela” dla dystrybucji:

| Grgw =g =feg, (59
ktérej przypadkami szczegélnymi byly dwie sposréd zaleznosci (50).

1.9. Pr.ze»ksztalce‘nie Fouriera

Wprowadzenie przeksztalcenia Fouriera dla dystrybucji wymaga
pewnego zmodyfikowania przestrzeni funkcji podstawowych. Obecnie
pod pojeciem funkeji podstawowe]j bedziemy rozumieé funkcje zespo-
lone ¢(t) zmiennej rzeczywistej t spelniajgce bez zmian warunki 1)i2)
podane w rozdz. 1.2. Przestrzen tych funkcji bedziemy nadal oznaczaé
przez K. )

Wprowadzenie funkeji podstawowych zespolonych nie wnosi zadnych
istotnych zmian ani pojeciowych ani rachunkowych. Jedynie, jesli f(t)
jest funkcjg zespolong lokalnie calkowalng, to dystrybucje regularng
(f, @) rozumiemy teraz jako funkecjonai:

+ : :
=] FBe@at (54)

gdzie f(t) jest funkcjg zespolong sprzezong z f(t). Podobnie jesli a jest
liczba zespolong lub funkcjg zespolong, klasy C (—o0, *+o0), to:

(afr9)=a(f, ) =(F ag) (55)

1y W definicji splotu dy's‘t-'ryb-ﬁcji f*g zakladaliémy, Ze druga z mich, tzn. g, jest
multiplikatorem splotowym w przestrzeni K. Przy zmianie kolejnoS§ci na g*f moze
sie wiec zdarzyé, iz zalozenie to nie bedzie spelnione. Mimo to, jak mozna wyka-
zaé [11], przy podanych zaloZeniach zmieniajac we wzorze (49) miejscami f i g
1 Gwzgledniajac te zmiang w (47y otrzymuje sie réwniez dystrybucie, i to réwna
splotowi f*g, a wiec g*f = f*g. :
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Kazda funkcja podstawowa ¢(t) ma <-transformate rowng:
+ co

~ —iwt ‘ iot
g=Fp=[ ¢ “Tp@mdt=(c"0p) (56)
Zbiér  F-transformat q;(w) funkecji podstawowych ¢(t) bedziemy ozna-
czaé przez Z (por. [10], [11], [12]).

Jesli f(t) jest dowolng funkcjg bezwzglednie catkowalng oraz f = ¥f,
to (réwnost Parsevala): »

(f,¢)=+fwm3¢(t)dt =i+fmm[f ;(a)e“’tdw]dt -

=;—n+fw&<w>[Tf@ewdt]dw=;—ﬂ+fwm&<w>dw=i<m> 67

Widzimy wiec, ze funkcjonal (f, ) moze byt w tym przypadku wyra-
zony przez inny funkcjonat (}, q;) okreflony jednak juz nie w przestrze-
ni K, lecz w przestrzeni Z (bowiem q; € Z).

Zwigzek (57) pozwala na zdefiniowanie przeksztatcenia Fouriera
f = 77 dla dowolnej dystrybucji f jako funkcjonalu liniowego (f, ;0)
w przestrzeni Z okreslonego wzorem [11].

o o~ O
(F, ¢) =2=(f, 9)- (58)
Przy tej definicji zachowujg sie podstawowe wtasnosci przeksztalce-
nia Fouriera. Na przyklad jesli f = F§, to:

(f',&)=2ﬂ(f’,¢)=2ﬂ(f,—¢’)=2w21—n G —iwg) =

— —’lw(?,(p‘)=(iwi‘g)’-

czyli:
Ff' = i Ff : (59)
lub og6lnie: ’ , ‘
7(? (%)'f) =P (iw) FF, e (60)
a takze: ,
d .
P(a) Ff = F(P (i), (61)

gdzie P(x( jest dowolnym wielomianem.
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Jesli: )7 = ¥ f, to woéwczas takze:
f="F
tzn. dystrybucja f jest wynikiem odwrotnego przeksztalcenia Fouriera
wykonanego nad f
Przy ktad y:

a) Proste przeksztalcenia prowadza do nastepujacych relacji:

+ oo
—iaw ~

~ o~ 1 iwa ~
(5a,99)=2ﬂ(5m¢)=2w(a)=2ﬂ2~;f e ¢(@do=( 0,

fat - iat TR g - .
(e ,p)=2x(e ,p)=2x[ e @t)dt=2mp(a)=2x(4,¢)
— 00
réwnowaznych zwigzkom:
—iaw —iaw
Fo(t—a)=e ;. Fle =0 (t — a);
iat 1 iat . (62)
Fe =276(w—a)y Fld(w—a)=—e .
2z
Przy a = 0 otrzymujemy:
| Fo(t)=1; F1=2%6(w). (63)
Poniewaz: . '
iat -iat iat ___ p—iat
COSdtZ—e——ie—l—, sin at =e2—61’
2 21

wiec zgodnie z (62) dostaniemy:
Feosat == [8 (w + a) + 6 (o — a)], (64)
Fsinat = ix [ (o + a) — 6 (0 — a)].

b) Je$li P(x) jest dowolnym wielomianem, to wobee (61) otrzy-
mamy:

CJP(t):P(i%)% =2¢P(i %)5(@. . (85)

W szezegolnosci, gdy P(t) = t”, dostajemy:
Ftr = 27 (i) 6 (w). _ (€6)

Analogicznie w oparciu o (60) otrzymujemy:

C](P (%) 5 (t)) _Pin), (67)
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a wiec w szczegblnosci, gdy P\(t) = t™ .
F oM (£) = (i w)". (68)

Podamy jeszcze twierdzenie bedgce uogélnieniem twierdzenia Borela
¢ transformacie splotu. '

Jesli f jest dowolng dystrybucja, a g jest dystrybucja spelmiajacg pew-
ne warunki, to:

Flfx 9l =9f - Fg. (69)

Twierdzenie (69) np. bardzo latwo jest udowodni¢ w waznym prak-

tycznie przypadku, gdy g = P(dit)é' Mamy wéwczas bowiem zgodnie
z (51), (60) i (67):

Cj[f*P(%)‘S] 27[P(d—dg)f] = Ff - Pliw)=Tf - Fg.

Ogélnie, twierdzenie (69) jest stuszne, je§li g jest dystrybucjg
w tzw. ograniczonym nosniku (por. [11}).

2. DYSTRYBUCJE JAKO KLASY ROWNOWAZNE CIAGOW

W rozdziale tym omoéwimy krotko koncepcie, podstawowe pojecia
i wiasnosci dystrybucji Mikusinskiego [24] (por. takze [4] rozpatrywa-
nych w przedziale (—oo, +o0) oraz — z pewnymi modyfikacjami Kore-
vaara [16] — w przedziale [0, + o0).

21. Ciggi podstawowe i ich ré6wnowaznos¢

Niech f,(t) beda funkcjami cigglymi 'w dowolnym przedziale
Ty <t <Ty(— o0 Ty <Tp <<+ 00). Cigg {fu(t)} bedziemy nazy-

~wat ciggiem podstawowym, jesli istnieje taki cigg funkcyjny

{Fa(t)} oraz liczba calkowita k == 0, ze
1) zachodzi zwigzek Lo
dr F, (t)

CF® ()= T

=1, (2), (70)

2) cigg {F.(t)} jest w (T1, T2) niemal jednostajnie zbiezny?). Notu-

) To znaczy jest zbiezny Jjednostajnie w kazdym ’fprvzed‘zial-e domknietym le-
zacym w przedziale (T, Ta).



390 J. Osiowski . Rozpr. Elektrot.

iemy to.symbolicznie w postaci: F,(t) 3, lub F,(t) = F(t), gdzie F(t)
jest funkcjg graniczng ciggu {F.(t)}.

Rozpatrzmy proste przyklady.

a) Kazdy ciag {fa(t)} funkeji cigglych niemal jednostajnie zbiezny?)
jest ciagiem podstawowym [wéwczas w definicji mamy k = 0 1 F,(t) =
= f.(t)]. W szczegblnosci ciggiem podstawowym jest cigg staty {f(t)},
tj. cigg, ktorego kazdy wyraz jest rowny tej samej funkcji cigglej f(1).
W ten sposob kazdej funkcji cigglej w przedziale odpowiada cigg pod-
stawowy {f(t)}.

b) Cigg — por. (38) —

n

1
fn(t)==;; Rl (71)

" ktoérego wyrazy majg przebieg podany na rys. 3 jest ciggiem podstawo-
wym, bowiem mozna wykazaé (rachunki pomijamy), Ze cigg:
1

TN

F,(t)y= il arctg nt - % — In (14 n?t?)

T
jest w kaidym przedziale ograniczonym jednostajnie zbiezny do funkeji
t-1(t), a przy tym:

Fi/ () = £, (t).

Sam cigg (71) jest w kazdym przedziale (T1, T2) przy T1:T2 = 0 nie-
mal jednostajnie zbiezny do zera, natomiast w zadnym przedziale (T, T2),
zawierajgcym zero (tj. przy T1+Te << 0) nie jest w ogéle zbiezny (bo-
wiem jest rozbiezny przy t = 0).

Analogicznie cigg ¢g.(t) o wyrazach:

(0 ; —ool(t<0
n2t ; O<t<—}—
n
9 () = < — 2t +2n ; i<t<_2_ (72)
' n n
0 . 2ctcwo
| n

(por. rys. 5) jest ciggiem podstawowym, latwo jest bowiem sprawdzi¢, ze

1y Jefli nie bedziemy wyraZnie wymienia¢ przedziatu, to umawiamy sie, iz
chodzié bedzie zawsze o przedzial (— oo, + co).
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ciag:

(0 o —oo <t 0

1 L. 1

— n?t ; 0t —

6 : n

Gn(t)z{ _in2t3+nt2_t+ _1_; _l_ t<£ (13)
6 3n n n

2

t : ; —<t<<+
n .

jest w kazdym przedziale ograniczonym jednostajnie zbiezny do funkcji

Ag,(t)

ne———

2

n

0

3|\ R

Rys. 5. Wykres funkcji gn(t) okre§lonej wzorem «(72)

t+1(t), a ponadto:
Gy (1) = 9. (1),
c¢) Cigg funkcji:
fa (t) = n cos (n2t)

jest w kazdym przedziale (T1, T2) ciggiem podstawowym, bowiem cigg:
F, () = — sin (n* 1)
n

jest w kazdym przedziale ograniczonym zbiezny jednostajnie do zera
por. [rozdz. 1.6a)], a przy tym:
F;, (t) =, (8)- |

Sam ciag {f,(t)} przy tym nie jest zbiezny w zadnym przedziale (T1, T2).

Zwracamy uwage, ze jesli {f.(t)} jest ciggiem podstawowym, to ciag
{F,(t)} i liczba k spelniajgce warunki definicyjne 1) i 2) nie sg bynaj-
mniej jedyne. Je§li bowiem warunki te sg spelnione przez dany cigg
{Fa(t)} i dang liczbe k, to — jak latwo sprawdzi¢ — s one spelnione
takze przez kazdy cigg funkcji
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F;f(t)==ftzfm...thn(r])drldrz...drm

By 2o to

i liczbe &k + m.

22. Rownowazino$¢ ciggéw podstawowych,
okreslenie dystrybucji

Dwa ciggi podstawowe {f,(t)} i {g.(t)} nazywa sie réwnowaznymi
[24], jezeli istnieje taka liczba catkowita k = 0 i takie dwa ciggi {F,(t)}
i {Galt)}, 2e:

FRP®)=1.@t); GP{)=g() (74)
oraz
F,)3@(t); G, (t)==3d(t). (75)

Na przyklad ciagi {f.(t)} 1 {g.(t)} rozpatrywane w przykladzie 2.1b)
sg réwnowazne, poniewaz ciagi {F,(t)} 1 {Gn(t)} sa zbiezne jednostajnie
do tej samej funkeji t-1(t), a przy tym: f,(t) = F,’ (t) oraz ¢g.(t) = G, (t).

~ Fakt rownowaznoscei ciggdw {f.(t)} i {g.(t)} zapisujemy symbolicznie
w postaci:

{fa ) ~ {9 ()}

Wprowadzone pojecie ré6wnowaznosci pozwala podzieli¢ zbiér wszyst-
kich ciggdéw podstawowych w danym przedziale na rozlaczne klasy cig-
goéw rownowaznych, tzn. kaidy cigg podstawowy nalezy do dokladnie
jednej takiej klasy.

Kazdag klase ciggéw réwnowaznych w danym
przedziale (T1,T:) nazywa-sie dystrybucjg (w sensie
Mikusinskiego) w tym przedziale.

Wszystkie ciggi réwnowazne danemu ciggowi podstawowemu {f,(t)}
okredlajg wiec te sama dystrybucje, mozina zatem na gruncie tej de-
finicji moéwié o utozsamianiu wszystkich ciggow réwnowaznych dane-
mu ciagowi podstawowemu (tzn. w ramach téj samej klasy). -

Dystrybucje wyznaczong przez klasg.ciggow réwnowaznych ciggowi
{fa(t)} bedziemy oznaczaé przez [f,(t)].

Zauwazamy, ze kazda funkcja ciggta f(t) w danym przedziale wyzna-
cza dystrybucje {f(t)], tj. klase ciagéw podstawowych réownowaznych cig-
gowi statemu {f(t)}. _

Jest- oczywiscie 1 odwrotnie — jedli dystrybucja ma postaé¢ [f(t)], tzn.
jest klasg ciggéw rownowaznych ciggowi statemu {f(t)}, to tym samym
jest okreslona funkcja cia,glé f(t). W tym sensie wiec moina utozsa-
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mia ¢ dystrybucje typu [f(t)] z funkcjami ciggtymi f(t) [por. 1.3a)] i pi-
saé po prostu:

f@)=I[f®1 (76)
Ogolnie, uzywa sie czesto zapisu
FO=0h0] (17)

niezaleznie od tego, czy dysirybujeie [f.(t)] da sie utozsami¢ z funkejg
ciggly, czy nie. Przykladem dystrybucji, ktérej nie mozna utoZsamic

: 1
z funkcja, jest np. dystrybucja [por. 2.1b)] [—o—;n—-— s ktorg nazywa
T nitt 41
sie d-dystrybucjg [por. 1.6¢)]: _
sty =L —" 1. | (78)
©t nit241

Omowimy pokroétce, jak sie definiuje najwazniejsze dzialania na dy-
strybucjach w ujeciu ciggowym.

Bedziemy zakladac, ze f(t) = [f«(t)] 1 g(t) = [g.(t)] sa dowolnymi
dystrybucjami ckreflonymi w tym samym przedziale (T1, T2).

a. Ré6wnosé¢ dystrybucji. Mamy:

[f. (O] = 9. (V] (79)

wtedy i tylko wiedy, gdy: {f:()} ~ {ga(8)}.
b. Suma dystrybucji. Mamy:

[ (O] + [9x (O] == [Fa (2) + 94 (V)] (80)
c.lloczyndystrybucji przezliczbe A Mamy:
Alfa ()] = [A5. ()] (81)

Mozna sprawdzié (szczegdély pomijamy), Ze zwiazki (80) i (81) istotnie .
okre$lajg dystrybucje, tzn. ciagi {fu(t) + g.(t)} oraz {if,(t)} sa ciggami
podstawowymi, oraz jesli {fy*(t)} ~ {Fa(t)} ordz {g*(t)} ~ {ga(D)}, to
takze {fu(t) + ga(®)} ~ {F5%(®) + g*a(0)} oraz {Mfu(t)} ~ {AF*a(1)).

Analogicznie do (81) definiuje sie iloczyn -dystrybucji [fa(t)] przez
funkcje a(t) klasy C* [por. 1.4d)]. ‘

2.3. Pochodna dystrybucji

Zauwazymy przede wszystkim, ze jesli {f,(t)} jest ciagiem podstawo-
wym i f,(t)eC™ to ciag {f,™ (t)} jest tez ciggiem podstawowym. Ponadto,
jesli {f, (1)) ~ {g.(®)} oraz f,(t)eC™, g,(t)eC™, to takze {f,"™ ()} ~
~ g, (t)}. Rozwazmy teraz dystrybucje [f,(t)] i zalézmy, Ze.f, (t)e C,
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Cigg {f'n(t)} jest zatem ciggiem podstawowym i pochodng dystrybucji
[f,,(t)] definiujemy jako: P

af
[F2 ()] = [f2 (0] (82)
tj. jako klase ciggéw réwnowaznych ciggowi {f ,(t)}.
Jesli [fo(t)] = [f(t)] i przy tym f(t)e C1, to zgodnie z (82):
O =10 ®1, (83)
a wiec pochodna dystrybucyjna funkcji f(t) (tj. pochodna dystrybucji
[f(t)]) jest identyczna ze zwyklg pochodng f'(t).
. Powstaje jednak pytanie, czy kazda dystrybucje mozna przedstawié
jako [fa(t)], gdzie f,(t)e C1 1), a co za tym idzie, czy kazda dystrybucja ma
pochodng okreélong przez (82). )
OdpowiedZz na to pytanie jest pozytywna ([24], [16]). Na podstawie
twierdzenia aproksymacyjnego Weierstrassa tatwo jest np. wykazaé [24],
ze kazdg dystrybucje mozna przedstawi¢ w postaci [p,(t)], gdzie p,(t) —
wielomiany, a wiec funkcje klasy C1. ‘
Wynika stad (por. 1.5), ze kazda dystrybucja ma pochod-
ng dowolnie wysokiego rzedu, okreflong zwigzkiem:

[F (01 = [ (0], | (84)

przy czym fu(t) € C™.

Wezmy teraz dowolng dystrybucje f(t) = [f,,(t)] Z okreslenia wymka
ze f,(t) = FP(t) i przy tym F, (t) = F(t).

Poniewaz {F,(t)} ~ {F(t)}, wiec: [F,(t)] = [F(t)] = F(t), a zatem
zgodnie z (84):

f(t) = [f O] = [FP (t)] = [F, ())]* = F® (¢), (85)

tzn. kazda dystrybucja (w sensie Mikusinskiego)

-jest pochodng dystrybucyjng pewnego rzedu funk-
cji ciggtlej.

Wtasno$¢ ta pozwala na zorientowanie sie we wzajemnym stosunku
miedzy dystrybucjami w ujeciu funkcjonalowym (Schwartza) i w ujeciu
ciggowym (Mikusinskiego). ,

Przy definicji funkcjonalowej powyzszg wlasno$¢ posiadaty jedynie
dystrybucje rzedu skonczonego — por. rozdz. 1.7. Nie jest to przypadko-
we, mozna bowiem wykazat¢ [24], iz zachodzi réwnowazno$¢ pojet dy-
strybucji w sensie Mikusinskiego i dystrybucji rzedu skonczonego w sen-
sie Schwartza przy podanych poprzednio definicjach. Warto jednak pod-

1)»I;awb ~— c¢o jest réwnowaine — czy wiréd ciagéw réwnowaznych ciggowi
{f(8)} istnieje zawsze taki ciag {vn (8)}, 2e @n(t)eClL
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kreslié, ze mozna tak zmodyfikowaé definicje dystrybucji w sensie Mi-
kusinskiego (por. [24]), aby obejmowata ona réwniez dystrybuCJe rzedu
nieskonczonego — por. (43). -

Widzielismy, ze kazdg funkcje ciggly f(t) mozina urtozsamlac Z dystry—
bucjg [f(t)] i odwrotnie. Wazny ten fakt mozna uogélni¢ takze na funkcje
1okalnie catkowalne. Niech f(t) bedzie funkcjg lokalnie catkowalng; wow-

czas f f(z)dr jest funqu ciggly i prawie wszedzie

([1@ad =10 e

Funkcja j f(r)dz, jako ciggla, moze by¢ traktowana jako dystrybucja

[j f(z)dz], a wobec (85) jej pochodna dystrybucyjna [f f(x)dz]’ moze byé
iy
u[tozsamlona z funkecjag f(t). Wymaga to oczywiscie utozsamlama takich

funkcji f(t) i g(t) lokalnie catkowalnych, dla ktorych:
ff(r)dr—fg(r)dr,

tzn. réwnych prawie wszedzie [por. 1.3a) i 1.4a)].
W ten sposdb przypadkami szczegélnymi dystrybucji sg zaréwno
funkcje ciggle, jak i, ogb6lnie, funkcje lokalnie catkowalne.
Przyktad. Wrotmy do przykiadu 2.1b). Dystrybucja:

In (1 + n? 1;2)] (87)

t. 1(t)=[_t—arctgnt+%— 21
™ . TN

t t 1
jest funkcjg ciagla, a wyrazy c-iqgu{—— arctg nt + 53 In(l +n? t2)}
T Tn
sa rézniczkowalne. Funkcje te mozna przedstawi¢ w postaci:
£

t-1()= [ 1(x)dx,

. =0

a wiec prawie wszedzie (z wyjatkiem t = 0):
(t- 1®) =1)

i wobec tego zgodnie z poprzednig uwagg o funkcjach lokalnie catkowal-
nych pochodna dystrybucyjna (87) jest réwna:

1(t) = [—;—+iarctgnt]- I )

D T e
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1 1
Poniewaz wyrazy ciggu {? 4- —arctgntl sg rézniczkowalne, wobec
T

tego pochodna (88), ktéra juz nie jest funkcja lokalme catkowalng, jest

réwna — por. (78) —
n
t - ]
°(®) [71: n2t2—|—1]

oznaczajgc pochodng dJ-dystrybucji przez §°(t) otrzymujemy stad od
- razu — por. (39) i (40) —

1 2nst
Sty =| —— =" |, 89
®© [ x (nPt?+ 1)2] (59)

przy czym rézniczkowanie to mozna przedtuzac dalej.

24. Niektore zagadnienia zbieznodci

Zbieznosé ciggu dystrybucji w sensie Mikusinskiego okresla sie na-
stepujaco [24]. Mowimy, ze ciag dystrybucji {f.(t)} jest zbiezny do dy-
strybucii f(t), i piszemy:

fo()>$(®) lub limf, (8) = £ (1),
jezeli istnieje taki cigg {Fn(t)} Afunkcji ciggtych, funkeja ciggla F(t) oraz
taka liczba k=0, ze
F.()=F ()
oraz: v
FE®) =1.@); F®()=7(t),
przy czym rézniczkowanie w tych zwigzkach jest dystrybucyjne.
Z definicji tej bezposrednio wynika, ze jesli f.(t) — f(t), fo takze

faw (&) —fo (1), (90)
a wiec kazdy ciagg zbiezny dystrybucji mozna (dystrybucyjnie!) réznicz-
kowat wyraz po wyrazie (por. 1.6).

Wazine jest w szczegbdlnosci ‘nastepujgce twierdzenie [24]. Ciag
{fa(t)} funkeji cigglych jest dystrybucyjnie zblezny do dystrybucji f(t)
wtedy i tylko wtedy, gdy:

f&)=MfOL
tzn., gdy jest ciggiem podstawowym d&s’grybucji f(t).
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Wynika stad np., ze ciggi 1 _n i -LL%} sg —
y ac np- a8 {TC n2t2+1} { w (nPt? 4 1)2 ki
por. (78) i (89) — dystrybucyjnie zbiezne odpowiednio do d(t) i 8°(¢)
[por. 1.6¢)], co mozna zapisaé w postaci:
. 3
5(t) = lim - — ™ a'(t)z_nm[—iﬂ_]. 91)
nooo m© N2t2 41 n->00 w (n?t* -+ 1)?

Zwracamy uwage, ze granice we wzorach (91) sg brane w znaczeniu
dystrybucyjnym. W ,,tradycyjnym” ujeciu d-funkcji granice we wzorach
tych byty, jak wiadomo, rozumiane w zwyklym sensie, co prowadzito do
podstawowych sprzecznosci takiego ujecia [por. 1.6¢)]%).

Zbieinosé szeregu dystrybucji oraz twierdzenie o rézniczkowaniu sze-
regu zbieznego wyraz po wyrazie formultuje sie dokladnie tak samo, jak

‘'w ujeciu .funkcjonalowym (por. 1.6).

25. Dystrybucje w przedziale [0, +00)

We wszystkich zagadnieniach elektrycznych rozpatrywanych w cza-
sie, w ktérych wyréznia sie chwile poczatkows, od ktérej interesuje
nas zachowanie sie badanego ukladu, wystarcza znajomo$¢ rozwigzan
w przedziale [0, +o0). Jak wiadomo, do tego rodzaju zagadnien gléwnie
dostosowany jest rachunek operatorowy. Z tego wzgledu wydaje sie, iz
szczegblnie duze znaczenie w zastosowaniach mogg mieé dystrybucje
rozpatrywane w przedziale [0, -+o0).

Przy rozpatrywaniu dystrybucji w przedziale [0, o0) dogodne jest nie-
co zmodyfikowa¢ podstawowe okreflenia [16]. Oméwimy je pokrotce
zwracajgc gléwnie uwage na te momenty, ktére wykazuja pewne réznice
w stosunku do omawianych w rozdziatach 2.1-+-2.4 dystrybucji na calej
osi. Cata symbolika i system oznaczeh pozostajg bez zmian.

Bedziemy teraz zaklada¢, Ze rozpatrywane funkcje f.(t) sa funkcjami
ciggltymi w przedziale (0, +o0). :
a) Ciggiem podstawowym bedziemy nazywaé ciag {f.(t)},

1) Aby nie dopusci¢ do ew. nieporozumien, jakie moglyby powstaé¢ przy inter-
pretacji wzoréw typu (91), podobnie jak i analogicznych wzoréw w rozdz. 1.6c) —
mozna by wprowadzi¢ jaki$ umowny symbol §wiadczacy o tym, Ze zbieznoéé Jest
rozumiana dystrybueyjnie np. [16]:

n

1
@) =*lim ————
n—oo T NP t2+1

3 Rozprawy Elektrotechniczne
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fa(t)e C(0, o)1), jezeli istnieje taka liczba catkowita k=0, ze ciag {F.(t)},
gdzie?):

Fn(t)==.0ff...Ifn(rl)drldrz. ﬁffn )(t 1)1)—'1 o (92)

jest niemal jednostajnie zbiezny w przedziale (0, +o0).
Widzimy wiec, ze (92) spelnia takie podstawowy zwigzek (70), tj.

FP @) =Fu(t), ‘ (93)

jednakze w definicji rozdziatu 2.1 F,(t) byly dowo Inymi funkcjami
spelniajgcymi (93), podczas gdy funkc;e (92) sg Jednoznaczme okre-
§lone?),

b) Réwnowaznosé ciggow podstawowych rozumiemy doklad-
nie tak samo, jak poprzednio. Méwimy, ze ciagi podstawowe {f.(t)}
i {gn(t)} sa réwnowazne, jesli 1stn1eJe taka liczba k=0, ze ciggi {F.(t)}

i {Gn(t)}, gdzie

t

Fo(t) = / e E=D i G0 = [a Lo e, o

sg niemal jednostajnie zbiezne do tej samej funkeji, tj.
F,()==30(t); G,t)3D()-

¢) Definicja dystrybucji, reguly dzialan na dystrybucjach,
zasada utozsamiania dystrybucji [f(t)] z funkcja ciggla f(t) oraz cata sym-
bolika — pozostajg bez zadnych zmian.

1y W oryginalnym ujeciu Korevaara [16], w definicji tej zaklada sig, Ze fn(t)
sg jedynie funkecjami lokalnie calkowalnymi (woéwczas: k==1). W mnaszym opraco-
waniu zmieniono wiec nieco te definicje, starajac sie o to, aby mozliwie mato od-
biegala ona od definicji z rozdz. 2.1. Zwracamy ponadio uwage na to, ze zmiana,
zaloZenia ciaggtosci funkeji fa(t) na ich lokalng calkowalno§é lub odwrotnie nie zmie-
nia zupelnie istoty samych dystrybucji; mozna by np. definicje ciggu podstawowe-
go — rozdz. 2.1 — oprzeé réwniez tylko na zalozeniu lokalnej catkowalnodci, co
‘spowodowa‘imby jedynie pewne drobne zmiany formalne, zwigzane z wprowadze-
niem jako ciagéw podstawowych takze pewnych ciggéw funkeji niecigglych.

2y Przy k = 0 mamy: F, (t) = fa(t).

3) Wigze sie to z tym, ze moina by takze wozszerzyé obszar okreslonosci funkeji
fat) i Fa(t) na cala o0f przyjmujge: fa(t) = 0 i Futy = 0 przy —oo<<t<0 oraz
f{0) = 0 (dla zachowania ciggtoécl) i w tym sensie trakiowaé rozpatrywany przy-
padek jako przypadek szczegblny dystrybucji na calej osi.
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d) Pochodng dystrybucji wprowadzamy tak samo, jak w 2.3

'z pewnym zalozeniem dodatkowym zwigzanym z punktem t = 0. Roz-

wazmy dystrybucje [f.(t)] 1 zatézmy, ze f,(t)e C* (0, +00) oraz £,(0)=01),
Woéwezas {f'n(t)} jest tez ciagiem podstawowym. Ponadto, jesli {f.(t)}
i {ga(t)} sa ciggami rézniczkowalnymi oraz {fz®)} ~ {ga(t)}, to takze
(fatwo sprawdzié: {f',(t)} ~ {g'n(t)} (por. 2.3) i wobec tego pochodng dy-
strybucji [f,(t)] definiujemy jako — por. (82) —

@ =10 9)

tj. jako klase ciggéw réwnowaznych ciggowi {f, (t)}.

Poniewaz mozna wykaza¢ [16] (por. takze 2.3), ze kazdg dystrybucje
mozna przedstawi¢ w postaci [f,(t)], gdzie {f.(t)} jest ciggiem rézniczko-
walnym, wobec tego kazda dystrybucja posiada pochodng okreslong
przez (95), a tym samym i wszystkie pochodne.

Identycznie jak poprzednio, kazda funkcja f(t) lokalnie catkowalna
moze byt traktowana jako istniejgca prawie wszedzie zwykla pochodna

t
funkcji ciaggtej [ f(r)dr, tzn. — por. (86) —
0

([1@as) =f@ (96)

0

i wobec tego moze by¢ utozsamiana z pochodng dystrybucyjng

Uf (7) dr]' dystrybucji Uf (z) d'z:]'

e) Funkcja jednostkowa a funkcja stala. W prze-
dziale [0, + o0) jest sens rozpatrywaé dystrybucje 1,(t) = 1(t—d) oraz
8.(t) = 6(t—a) i dalsze pochodne przy ¢ = 0, przy czym oczywiscie

5 () =-1,0) (97)

(rézniczkowanie dystrybucyjne) dla kazdego a == 0. Poniewaz jednak
w przedziale [0, o0) funkcja 1(t) jest identyczna z funkcja stalg rowng
1 [por. przypisek 3) na str. 398], wobec tego mamy (rézniczkowanie dy-
strybucyjnel):
' d dc

—cl(t)=—=1cd(t), 98
el =""=co() (98)

¢ — stala.

) Cigg podstawowy spelniajacy te dwa Warun-k; 'pgdjzjggnyrna}zywwgé ciggiem
ré6zniczkowalnym. o ' )

3%
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Zwracamy uwage, ze pochodng (97) mozna ,skonstruowaé” nastepu-
jaco. Niech {f,(t)} oznacza ciag funkcji f,(t)e C? (0, o0) spelniajacy wa-
¢

runki: f,(0) = 0; § f.() dv = t1(t-a), ¢ = 0. Wowczas:
0

8, (t) = [F2 (7]
Konstrukeje takiego ciggu podano przyktadowo w rozdz. 2.1b) Fr = Yn
a = 0).

f) Pochodna dystrybucyjna funkeji w przedziale [0, + o0).
Niech f(t) € C* (0, o) oraz istnieje f(0). Rozpatrzmy dystrybucje [f(t) 4+
— §(0)-1(t)]. Ciag {f(t) — f(0)-1(t)} jest wobec zalozen rézniczkowalny
i wobec tego:

[f (&) —1(0) - L] =[F ()]
7 drugiej strony [rézniczkowanie sumy oraz uwaga w punkcie e) i wzor
(98)]: '

@) —50) - 1) =0 ®F —F(0)8 (%)

i ostatecznie:

FOY=0®I+70o@) _ (99)
lub: .

f ayser. = T/ (£) 1 (0) 6 (£)- (100)
Jest to przypadek szezegblny wzoru (26) przy to = 0, ho = f(0). Wzor
(100) mozna by bez trudu uogélnié¢ na przypadek funkcji przedziatami
regularnej. Otrzymalibysmy (26) przy tr =0.

Analogicznie postepuje sie przy dalszych pochodnych. Na przyklad jesli
f(t) eC® (0, 00) oraz istniejg wartoéci: f(0), f(0) ..., =1 (0), to:

[ ()1™ = [f ™ (O] +F " (0) 8 () + ... +F(0)8" (). (101)

96. Przeksztalcenie Laplacea dystrybuciji
wprzedziale [0, o0)

Wprowadzenie dystrybucji w przedziale [0, o0) pozwala na proste
okredlenie przeksztalcenia Laplace’a dla dystrybucji, a tym samym roz-
szerzenie zakresu stosowalnosci rachunku operatorowego {16] .

1y Mozna réwniez wprowadzié przeksztalcenie Laplace’a dystrybucji w sensie
Schwartza — por. np. [30]. Wiasno$ci i zasady stosowania przeksztalcenia Lapla-
ce’a dla dystrybucji funkcjonatowych zostaly ostatnio szerzej oméwione w pra-
cy [8].



