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512.8

MACIEJ PSTROKONSKI

Iloczyn liczb strukturalnych

Rekopis dostarczono 15.9.1966

W pracy podano definicje tzw. liczby strukturalnej boolowskiej oraz definicje iloczynu
liczb strukturalnych boolowskich. Podano réwniez algorytm iloczynu liczb strukturalnych
w tzw. postaci naturalnej i boolowskiej sformutowany w symbolice algebry logiki. Przedsta-
wiono procedurg w wersji publikacyjnej jezyka Algol 60 oraz podprogram w jezyku W-20
(wewnetrznym jezyku maszyny cyfrowej UMC-1) realizujace ten algorytm.

Definicja iloczynu liczb strukturalnych dla liczb strukturalnych w postacii tabel liczb
naturalnych zostala przedstawiona w pracy [I]. W ponizszej pracy podano algorytm
iloczynu liczb strukturalnych dla liczb strukturalnych w postaci rodzin zbioréw réwnej
mocy o elementach bedacych liczbami naturalnymi oraz w postaci zbioréw, ktérych
elementami sg ciagi o wyrazach przyjmujacych wartosci 0 lub 1. Algorytm ten sformuto-
wany jest przy pomocy metod i symboliki algebry logiki. Dla tak sformutowanego algoryt-
mu podano program w jezyku Algol 60 oraz w jezyku wewnetrznym W-20 dla maszyny
UMC-], realizujacy iloczyn liczb strukturalnych. Podano réwniez Scista definicje tzw.
liczby strukturalnej boolowskiej.

Liczba strukturalng w postaci naturalnej bedziemy nazywali rodzine 4 zbioréw a réw-
nej mocy o elementach bedacych liczbami naturalnymi.

Przyporzadkujmy w sposéb dowolny elementom a zbioru A kolejne hczby naturalne
1,2, ...1, ... n oraz elementom « zbioru & kolejne liczby naturalne 1,2, ... ¢, ... k.

MoZemy wi¢c liczbe strukturalng przedstawi¢ przy pomocy tabeli. Postaé tabeli jest
dowolna. W kolumnach tabeli mozna umiescié elementy o;, zbioréw g, jak réwniez w wier-
szach tabeli mozna przedstawié elementy «;, zbioréw a;.

Liczbg strukturalng w postaci boolowskiej bedziemy nazywali zbidr 4* n réznych
ciagow a® (gdzie n jest liczba naturalng lub zerem) o nastepujacych wiasnoéciach:

1. elementy of ciagéw a® przyjmuja wartoéé 0 lub 1.

2. kazdy z ciagéw ma t¢ samg ilo§¢ elementéw k (k jest liczba naturalna.)

3. ilo$¢ elementdw réwnych 1 jest we wszystkich # ciagach jednakowa.

Liczbe strukturalng w postaci boolowskiej mozna przedstawi¢ w formie tabeli boolow-
skiej. Posta¢ tabeli jest dowolna. Elementy ciagéw moga byé przedstawione w kolumnach
tabeli i wiersz tabeli o numerze 7 moze odpowiadaé elementom ciggéw o numerach 7 = ¢
przy zapisie elementéw ciagu w kolejnosci zgodnej z kolejnoscia numeracji wierszy tabeli
lub przy zapisie w kolejnoéci przeciwnej elementom ciagédw o numerach k—z. Podobnie
elementy ciagéw moga byé przedstawione w wierszach tabeli w kolejnosci zgodnej z nume-
racja kolumn lub przeciwnej. Wszystkie te postacie zapisu sa oczywiscie réwnowazne.
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Dla wygody autor bedzie nazywal liczbe strukturalng w postaci naturalnej liczba
strukturalng naturalng, a liczbe strukturalng w postaci boolowskiej liczbg strukturalng
boolowska. ‘

Zachodzi wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie migdzy liczbami strukturalnymi
w postaci naturalnej i boolowskiej okre§lone w sposdb nastepujacy:

1. lloéé wyrazéw ciagu w liczbie strukturalnej boolowskiej odpowiadajacej liczbie
strukturalnej naturalnej jest réwna maksymalnej liczbie naturalnej wystgpujacej w liczbie
strukturalnej naturalne;j.

2. Elementowi @; w liczbie strukturalnej naturalneJ odpowxada c1qg ¢ w liczbie struk-
turalnej boolowskie;j.

3. Elementom «;, w zbiorze g, llczby strukturalnej naturalnej odpowiadaja w liczbie
strukturalnej boolowskiej wyrazy oc,, ciggu o, dla ktérych v = «;,, przyjmujace wartosci
1, a wszystkie pozostate elementy af, sa réwne 0, czyli: '

o, =1 dla 7T=a, gdzde 1<t<k,
ol=0 dla T# a.

Przy postugiwaniu si¢ maszynaml cyfrowymi, ze wzgledu na ekonomike wykorzystania
mlejsca W pamigci oraz szybkos§¢ dzialan, wygodne sa liczby strukturalne boolowskie.
Ciag a? o elementach of, przyjmujacych wartoéci 1 lub 0 zapisywany jest na kolejnych
bitach ,,2#’ komdrek pamieci, gdzie:

U= E(l:—) +Z, gdze Z=1, gdy %—E(%) >0, .
o . 1

k
Z=0, gdy T—E(T) = 0,

r — iloé¢ bitéw slowa maszynowego.

W przypadku recznych zapiséw wygodniejsza jest postaé naturalna liczby strukturalne;j.

W pracy [1] zostata sformutowana definicja iloczynu liczb strukturalnych w postaci
tabel liczb naturalnych:

»Iloczynem liczb strukturalnych 4 i B jest liczba strukturalna, ktérej kolumny sa sumami
mnogo$ciowymi wszystkich mozliwych kombinacji kolumn liczby 4 i B z wyjatkiem
najwickszej parzystej liczby kolumn identycznych i kolumn, w ktorych ktorykolwiek
element powtarza si¢ (i ktéra innych kolumn nie zawiera)”.

Ponizej podano algorytm iloczynu liczb strukturalnych dla liczb strukturalnych W po-
staci rodzin zbioréw réwnej mocy o elementach bedacych liczbami naturalnymi, czyli
dla liczb strukturalnych w postaci naturalnej oraz dla liczb strukturalnych w postaci boolow-
skiej. Algorytm ten jest réwnoczes$nie definicja iloczynu liczb strukturalnych boolowskich.

Oznaczmy przez A i B liczby strukturalne, a przez C liczbg strukturalna, ktdra jest ich
iloczynem. Przyporzadkujmy elementom zbioru 4 kolejnelliczby naturalne 1,2, ... 4, ... n,
elementom zbioru B kolejne liczby naturalne 1, 2, . m, elementom zbioru C koleJne
liczby naturalne 1,2, ...p, ... w.

Oznaczmy przez D 1Ioczyn kartezjaniski dwéch hczb strukturalnych A1l B:

. D = AXB.
D jest wiec zbiorem wszystkich uporzadkowanych par <a;, b
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Uporzadkujmy zbiér D przy pomocy relac_]l porzqdku_]qce_] elementy zbioru, okreslonej

W sposob nastgpujacy: - . R
Element {a,, b, poprzedza element (al, b; >, _]ezeh spelniony jest jeden z: dwoch

warunkow: : :

L r<i,
2. r=1i, s <J.

Oznaczmy przez D' podzbidr uporzqdkowanego zbioru D okreslony W Sposob nastQ-
pujacy:

element <ai, by zbioru uporzadkowanego D nalezy do podzbioru D?, jezeli:

dla liczb strukturalnych 4 i B w postaci naturalnej spetniona jest miedzy a; a b; oraz
mlcdzy para <{a;, b;> a wszystkimi parami poprzedzajacymi {a,, bs> zaleznosc dana ‘Wzo-
rem (2a)%). '

J

- -1 ’ '
[(a: b,)_ﬂ]/\ /\ VANICAS, b)__.(a ubs)]]/\ [/=\/=\1 [(@ 0 5) = (a,u'bs)]]=' 1,

s lr=1s=1
(2a)

to znaczy przy spelnieniu (2a): <a;, b;> € D*.

Dla liczb strukturalnych A%, i B}, w postaci boolowskiej spetniona jest miedzy
elementami a} a b} oraz migdzy para <a}, b?> a wszystkimi poprzedzajacymi parami
<a?, bt zaleino$¢ dana wzorem (2b) (elementy a? i b? sg ciggami o wyrazach af. i pL.,
ktdre przyjmuja wartosci O lub 1).

[ 6 o] =0 A A ARt 5= Ch v mil|n

r=1s=1 =

=1

J—1 [max(kl) .
YA\ [/=\ /=\ [ /\ [(eh Vv ﬁ?z) = (o V /321)]” =1, (b

to znaczy przy spelnieniu (2b): <a?, b%> € D'.

Kolejnym elementem <{a;, b;> zbioru uporzadkowanego D! przyporzadkujmy kolejne
liczby naturalne D

Iloczynem liczb strukturalnych 4 i B jest liczba strukturalna C bedaca odwzorowamem
zbioru D' okre$lonym w sposéb nastepujacy: kazdemu elementowi <a;, b;>, € D odpowiada
element ¢, € C bedacy dla liczb strukturalnych w postaci naturalnej suma zbioréw a; i b;

¢p = a; Y by, | (32)

a dla liczb strukturalnych w postaci boolowskiej element c? jest ciagiem o elementach
5. bedacych sumami logicznymi elementéw of, i B2,

Vhe = ok V Bl ‘ 4 (3b)

1) Zastosowano oznaczenia: @ = ,,nie a” — negacja,
\V — suma logiczna,
A — iloczyn logiczny,
= — tozsamosé.
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Bardziej zwigzle mozemy sformutowaé iloczyn liczb strukturalnych w sposéb naste-
pujacy: iloczynem liczb strukturalnych 4 i B jest liczba strukturalna C, bedaca odwzoro-
waniem [okreSlonym zaleznoécia (3a) dla liczb strukturalnych naturalnych, a (3b) —dla
liczb strukturalnych boolowskich] podzbioru D! [okre§lonego przez warunek podany
wzorem (2a) dla liczb strukturalnych naturalnych, a (2b) dla liczb strukturalnych boolow-
skich, jaki musza spelnia¢ elementy {a;, b;> zbioru D, aby nalezaly do podzbioru D]
iloczynu kartezjanskiego D liczb 4 i B.

Ponizej podano w wersji publikacyjnej jezyka algol 60 procedurg niefunkcyjng realizu-
jaca powyzszy algorytm iloczynu liczb strukturalnych.

Przed wywolaniem procedury w pamigci maszyny musza znajdowac si¢ liczby struk-
turalne a i b oraz musi byé zadeklarowana tabela boolowska ¢, na miejsce ktdrej bedzie
umieszczana uzyskana w wyniku dziatania procedury liczba strukturalna ¢ bedaca iloczy-
nem liczb strukturalnych a i b.

Liczby strukturalne a, b ic sac tabelami boolowskimi, o ktérych dla zwiekszenia przej-
p liczb strukturalnych afi, ¢, b[] t] oraz c[p, t] przebiegaja odpow1edn1e wartosci:

iod 1domaxa,

jod1do max b,

pod 1 domaxc,

a wskaznik drugi ¢ dla wszystkich tych liczb przebiega wartodci od 1 do max ¢.

Po wykonaniu iloczynu, p jest réwne ilosci drzew (liczby strukturalnej ¢) zwigkszonej
o jeden.
procedure Il strukt (a, b, ¢, p, max ¢, max 4, max b, max c);
integer max ¢, max ¢, max b, max c;
boolean array 4, b, ¢;

begm mtegerz Js t
pi= =1;
for i: = 1 step 1 until max a do
for j: = 1 step 1 until max b do
begin integer e;

@ t: =1 step 1 until max ¢ do
if a [i, t] A blj, £] then go to Et2;

fort: =1 step 1 until max ¢ do
c[p tl: =ali,t] v b[], t1;

for e: = 1 step 1 until p—1 do
begin integer w; o

f_ogt: =1 sﬁgluntilmaxtcﬁ
if" (cp, t] = cle, t]) then_ggEgEtl;
for w: = e step 1 until p—2 do

for #: = 1 step 1 until max ¢ do
clw, t]: = c[w+1,t];
pi=p—1;

£0 ’E)_EtZ;
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Et 1: end koniec eliminacji identycznych drzew;
p:=p+1;
Et 2: end koniec tworzenia iloczynu strukturalnego i-tego drzewa liczby @ przez j-te
drzewo liczby b;
end;
" Program iloczynu liczb strukturalnych w jezyku W-20 dla maszyny UMCI1 zamieszczono
w dodatku. Program napisano w adresach wzglednych. Zajmuje on 172 komérki. Liczby
strukturalne zapisane sa w pamieci w postaci boolowskiej. Ilos¢ komoérek na jeden element
liczby strukturalnej, czyli jeden ciag o elementach O lub 1, okre§lona jest wzorem (1).
Yacznik do podprogramu ma nastepujaca postaé:

X.

C- (adres poczatku podprogramu).

V -+ adres 1-szej komorki, od ktérej umieszczono liczbe 4.

V+ o, » ’s » 3 » ,» B

V+ ., . v »s 5  program umieszcza liczbe C.
V + adres ostatniej komdrki, w ktdrej mozna umieszczaé liczbe C.
V + iloé komdrek na element (ciag zer i jedynek) liczby 4. (k)

V + bl b3 3 2 29 3 2 2 'B' (1)
V + ,, elementéw liczby 4.
V + b3 2 b B'

Na zakoriczenie pragng podzigkowaé Doc. drowi St. Bellertowi za udzielenie cennych uwag.
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M. PSTROKONSKI
PRODUCT OF STRUCTURAL NUMBERS

Summary

The paper contains the definition of the boolean structural number and the definition of the product
of boolean structural numbers. There is also given the algorithm of the product of the structural numbers.
The paper presents the procedure in the published version of the Algol language which realized the algorithm.
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M. PSTROKONSKI
LE PRODUIT DES CHIFFRES STRUCTURELS
"~ Résumé ' '
Dans I'article on a présenté: définition des chiffres structurels de Boole, définition du produit des
chiffres strtcturels de Boole, algorithme d’obtenir le produit mentionné ci-dessus et procédé dans language

algorithmique Algol 60 servant 4 calculer ce produit ainsi que sous-programme dans language W-20 (lan-
guage intérieur de la calculatrice digitale UMC-1) réalisant I'algorithme.

M.HCTPOKOHBCRH
IIPOM3BEOEHUE CTPYKTYPHBIX UIICEJL

Pesmome

B cTaThe IpUBENEHBI: ONpENEeHUE CIPYKTYDHBIX OYACBBIX UKCEN, ONPENCICHHE MpOH3BEICHIs
CIPYKTYPHBLIX GyJIEBBIX WHCEN, ANTOPUTM MONYYEHWS TPOWSBENCHUSA CIPYKTYDHBIX GYMEBBIX UHCEN
W IPOLIEypa B aITOPHIMKUYECKOM ASBIKE ‘Airon 60 mms MOyueHHsS DPOMSBENCHHAS CIPYKTYDHBIX Oy-
JIEBBIX UHCET. . ' .

Dodatek

Podprogram iloczynu liczb strukturalnych
w kodzie W-20 dla maszyny UMC-1

£

we.weov+25, +29,p0v+79,weov+27,+53, +13, pov+14, +16, weov+19, +23
pov+53,+165,r+0.ir.pob+170;rb.pob+169,po,r.p0f170,q.po+166,
tv+23,pov+159,rv.pbv+167,rv.pov+168,rv.povT4O,+62,+171,tv.pov+151,
rv+167,pov+41,+61;tv+170,pov+44,r.o.wn;c+151,scx.povb+44,rcvb+41,
rovb+41, revb+40,povb, cb+40, rv+169,yv+168,ix.cb+57, wn.h.rv+168,
pov+64,tv+169,pov+65,r{rm.a.po.sck.povb+65,rcvb+62,povb,rcvb+64,
povb+64,rcvb+61,povb,cb;rn+166,c+77,c+146;tv+166,pov+139,rv.
pov+86, rv+168, pov+85, tv+169, pov+88, ren. c+139, scx.povb+88, revb+86,
povb+86, revb+85, povb, cb, rev+86, pov+103, iv+169, pov+ 104, rev+139,
pov+112,tv+169,p0ov+105, repo.gcx.povb+105, rev+ 104, pov,

rev+103,pov, cb, scx.povb+112, ¢b+103, rvu+ 168, 1v+169, pov+124, +168,
8-2.p0v+130,tv+169,p0v+125,Q.p0.8CX . povb+125, revb+124,povb, cb+123,
geX.povb+130, revb+124,povb,cb+121,8-1.yv+166,pov, c+151, s¢x.
povb+139,rvb+168, povb+85, revb+86, povb, cb+85, rev+ 166, pov, rv+168,
vv+169,pov+168, scx.povb+ 151, rvb+171,yvb+ 169, povb+40, +62, +171,
cb+35,scx.povb+159,rvb+169,yvb+167,povb,cb+29,si.v+0......
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ZDZISEAW CELINSKI

Parametry elektrycine generatora magnetohydrodynamicznego.
w zaleznoSci od elekirycznego polaczenia elektrod

Rekopis dostarczono 3.10.1966

W artykule przeanalizowano parametry elektryczne generatora magnetohydrodynamicz- .
nego pradu stalego z dzielonymi elektrodami dla réznych systemow polaczen elektrod oraz
okreslono optymalne polaczenia. W rozwazaniach przyjeto stale parametry dynamiczne gazu,
staty przekrdj poprzeczny kanald generatora, stala indukcje pola magnetycznego oraz jedno-
rodnos¢ pol elektrycznych i gestosci pradu w calej objetosci kanatu .géneratora. Obliczono
wielkosci elektryczne ,,wewnetrzne™ (gestosé pradu elektrycznego, pola elektryczne, . gestoéé
mocy elektrycznej itd.) w kanale generatora oraz ,,zaciskowe” (prad, napiecie na zaciskach,
moc wytwarzana, oporno$¢ wewnetrzna itd.). Rozwazania zilustrowano przykladem oblicze-
niowym.

SPIS WAZNIEJSZYCH OZNACZEN

B — indukcja pola magnetycznego, W,Vs/mz,
E — natezenie pola elektrycznegd, w V/m, _ ,
E* — natezenie pola elektrycznego mierzone w ukladzie ruchomym w V/m
I — natgzZenie pradu elektrycznego, w A,
K — wspdlczynnik obciazenia,
P — moc elektryczna wytwarzana, w W,
P, — moc hamowania gazu, w W,
O — moc tracona na cieplo Joule’a, w W,
R,, — opornos$¢ wewnetrzna generatora, w Q,
R, — opornoé¢ obwodu zewnetrznego, w Q,
U — napiecie na zaciskach generatora, w V,
a — podzialka polaczen elektrod, w m,
b — szeroko$¢ kanalu (w kierunku osi z), w m,
h — wysokoé¢ kanatu, w m,
J — gestosé pradu elektrycznego, w A/m?,
! — dtugos¢ kanatu generatora, w m,
n — liczba samodzielnych obwodéw pradowych,
P — gestos¢ mocy elektrycznej wytwarzanej, w W/m?®
Pwm — gesto$¢ mocy hamowania gazu, w W/m?3,
g — gestos¢ mocy traconej na ciepto Joule’a, w W/m?.
s — dlugo$é sekcji, w m, -
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w — predkosé przeplywu gazu, w m/s,

o — parametr zdefiniowany réwnaniem (5),

f — parametr Halla,

& — parametr zdefiniowany réwnaniem (19),

@ — kat zdefiniowany na rys. (4),

7 — sprawno$¢ elektryczna,

o — elektryczna przewodnoéé wlasciwa gazu, w Q~'m~%,
o — parametr zdefiniowany réwnaniem (23),

¥ kat zdefiniowany na rys. (13),

Indeksy

* _ wielkoéci w ukladzie ruchomym,
** _ jednostki podstawowe,
’ — wielkoéci wzgledne,
1 — wielkosci elektryczne odnoszace si¢ do jednego obwodu odbiorczego,
o — wielkoéci w biegu jatlowym generatora,
z — wielko$ci w stanie zwarcia generatora,
x, y — sktadowe wektoréw w kierunku osi x i y.

1. WSTEP

System elektrycznego polaczenia elektrod odgrywa zasadnicza rol¢ w procesie odbiera-
nia mocy elektrycznej z generatora okrelajac wielko$¢ i parametry elektryczne odbieranej
mocy. W artykule przeanalizowano parametry elektryczne generatora w réznych systemach
polaczen elektrod oraz okreslono optymalne polaczenia.

Generatory magnetohydrodynamiczne pradu stalego z linjowym przeplywem gazu
moga byé wykonane z dwoma zasadniczymi rodzajami elektrod: elektrodami cigglymi
(generator typu A) oraz elektrodami dzielonymi na 1zolowane od siebie segmenty
(rys. 1).

W generatorach z elektrodami dzielonymi istnieje mozliwo$¢ Iaczenia ich elektrycznie
w réznoraki sposéb. Najbardziej znane systemy polaczef to generator typu B (zwany tez
generatorem pracujacym w ukladzie Faradaya), w ktérym kazda para elektrod pracuje
na niezalezny, izolowany elektrycznie od pozostalych obwdd obciazenia, oraz generator
typu C (zwany tez generatorem pracujacym w ukladzie Halla lub krétko generatorem
Halla), w ktérym naprzeciwlegle elektrody sa parami zwarte, a oporno§¢ obciazenia przy-
Iaczona jest do dwu skrajnych elektrod.

Te trzy przedstawione typy generatoréw (A, B i C) zostaly opisane i przeanalizowane
w klasycznej juz pracy Harrisa i Cobine’a [5].

Mys$l szeregowego polaczenie elektrod (rys. 1) po raz pierwszy poddal Rosa [7], pod-
stawowe obliczenia wykonat Montardy [6], Biirgel [1] podat graficzna metodg okreslania
mocy i sprawnosci, Celinski [2], [3], [4] przeprowadzit bardziej wyczerpujaca analizg tego
typu generatora.

W pracy sklasyfikowano (za [2]) typy polqczen generatora, rozrézniajac dwa podsta-
wowe typy (rys. 2):
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a) b)
—— I
B® ”
) d)

_I:-] ]
£
4
Rys. 1. Typy generatoroéw MHD
a) typ A — generator z ciaglymi elektrodami, b) typ B — generator z dzielonymi elektrodami pracujacy w ukladzie Faradaya,

¢) typ C — generator z dzielonymi elektrodami pracujacy w ukladzie Halla, d) generator z dzielonymi elektrodami polaczonymi
SZETEZOWO ‘

NRNRN
AR

Rys. 2. Generatory typu Ii II
a) generator typu I, b) generator typu II

typ I: kierunek wektora pola elektrycznego E jest okrelony jedynie przez sposéb
elektrycznego polaczenia elektrod (parametr «) i jest niezalezny od wspdtczynnika obcia-
zenia K i parametru Halla . Szeregowo potaczone elektrody umozliwiaja prace z jednym
Iub z kilku niezaleznymi obwodami.

typ IL: kierunek wektora ggstosci pradu  jest okreslony jedynie przez sposéb elektrycz-
nego polgczenia elektrod (parametr g) i jest niezalezny od wspdlezynnika obcigZenia K
i parametru Halla . Liczba niezaleznie pracujacych obwodéw odbiorczych odpowiada
liczbie par elektrod.
Wspomniane wyzej generatory typéw A, B i C mogg by¢ traktowane jako szczegdlne przy-
padki generatoréw typéw 11 I1.

W rozwazaniach przyjeto nastgpujace zalozenia:
— parametry gazodynamiczne sg stale w calej objetosci komory generatora i w czasie,
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W wyniku réwniez przewodnoé¢ elektryczna gazu jest stata;

- przekrdj poprzeczny komory generatora jest staly;

— pole magnetyczne wewnatrz komory generatora jest stale. Pole magnetyczne induko-
wane przeplywem jest pominicte (magnetyczna liczba Reynoldsa, R, < 1);

— karial generatora jest dostatecznie dhugi (I/h > 1), tak, Ze efekty na kraficach kanatu
moga by¢ pominigte;

- Rys. 3. Uktad wspo6lrzednych

— efekty przyelekfrodowe sa pominigte;
— ,,poélizg” jonowy (ion slip) jest pominiety (8. - f; < 1).
Zalozone kierunki w i B oraz przyjety uktad wspétrzednych pokazano na rys. 3.

2. OKRESLENIE WIELKOSCI ELEKTRYCZNYCH ,,WEWNETRZNYCH”

Zaleznoéciami podstawowymi sa: uproszczona posta¢ uogélnionego prawa Ohma oraz
zalezno$é miedzy polem elektrycznym w ruchomym ukiadzie wspolrzgdnych poruszajacym
si¢ z predkoscia $rodka ciezkosci gazu (uktad $rodka mas) oraz polem elektrycznym W nie-
ruchomym ukladz1e wspdirzednych (uktad laboratoryjny).

F=oBr—p-ix g, | )
E* = E+wxB. )

Dla przyjetych (rys. 3) kierunkéw w i B réwnanie (1) mozna zapisa¢ w postaci

jyaTJ;;ga—(E;*—ﬁ-E:), - @
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przy czym L e o ,
Ey=w-B—E, oraz E}=—E,.

.20, Gene.ra;tor typu I -

\

W generatorze typu I wektor E jest prostopadly do linii laczacej dwie elektryczme
zwarte elektrody (rys. 4) — linia ta jest bowiem linia ekwipotencjalng.

Zrys. 4 ‘X - E
y tg’@ =f,—;§=~E—y—‘= o. (5)
X
M I N ‘_7|_+
_ B 1 7
. /
&8 & B //
W lad £ 3<2\
- T
é //
—-\y/
7
T _ _— 1 T
7>0; a=lgg $<0; a=lgg

Rys. 4. Definicja parametru o

Generatory typu A i C moga byé¢ traktowane jako granfczne przypadki generatora
typu I (generator typu A tylko formalnie i Jedyme odnoénie w1elkosc1 elektrycznych we-
wnetrznych).

Rys. 5. Uklad wektoréw wielkosci elektrycznych w generatorze typu I
Z rys. 5 i réwnania (5) znajdujemy:

j|| = (]x—[’“]y) (6)

1
]/l—l—oc2
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Z pomoca réwnan (3), (4) i (6) sktadowa gestosci pradu w kierunku E mozna wyrazié
w zaleznosci od Ej:

m (ai_iﬁ—wB—Ey) . . )

W= i\ T+
Stad pole elektryczne w biegu jalowym generatora jest
otp
Ep=u T wB, ®)

wspdlczynnik obcigzenia definiuje si¢ wzorem
E E LK

K=~E,7—Exo—'E—yo; (9)
stad z pomoca réwnania (8)
__E, 1+o2
"B W@ ) 10

Z réwnan (3), (4), (5) oraz (10) okresla si¢ skladowe gestoéci pradu w kierunkach
xiy:

o= [_lf—/éz_ (1—K)— iIaEZ_K] owB, (11)

Jy= [ 5 A=K+ == ]GwB. (12)

1—{—2

Zaleznoéé miedzy gestoécia mocy hamowania (p,,), gestoscia mocy elektrycznej odda-
wanej na zewnatrz (p) i gestoscia mocy traconej na ciepto Joule’a w gazie (¢) mozna otrzy-

maé droga skalarnego wymnoZenia przez j obu stron réwnania wyrazajacego prawo Ohma:

j= o(E+wxB)—B-jx % -
= -
—w-(jxB) = —j- B+, (13)
Pm=p+q. - 149

Gesto§é mocy hamowania gazu jest okre$lona jako iloczyn predkosci gazu przez sitg
Lorentza:

D

P = —-(jX B) = j-(wx B) = j, wB. (15)
Z pomoca réwnania (12) znajdujemy

2n2
Pm = [ P (1-K)4—— H— 5 ]awB . (16)

Na rys. 6 skonstruowano nomogram stuzacy do bezposredniego wyznaczania zaleznoéci
pm(K) dla okreslonych wartosci « i §. Skale o i § opisane sa funkcjami 1 J(1+0o?) ewen-
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tualnie 1/(1+p%). Zalezno$¢ p,(K) jest linia prosta; dla K = 0 okreSlona jest jedynie war-
toscig B, za$ dla K = 1 — wartoscig . Odcinki wychodzace z punktu « = 0 odpowiadaja
generatorowi typu C, z punktu « = co odpowiadaja natomiast generatorowi typu A.

P B a
=0 a=0
oo 2 o9
02 F B=0 a? =02
033 + 41 033
=05
05 £ =05 05
075 |
08 L -1 08
= a=1
05kt A 1
125 L I - 125
025+ L=
2 L 2
&
3 L ?)// . 43
N
L -8
gL \l /3=°O ! 1 It { = =]
0 02 04 06 08 K 1
Rys. 6. Zalezno$¢ gestosci mocy hamowania od obciazenia
1 1 - 1
RN a=co f3=0 e a=0 p=1 e Bin =1 f
q s 7 il g,
[ ' s P L : Pl
P P
n / n n
s ,
7/ Pm
05 b ¢ 05 pe 05 T ‘ '
¢ o
I i 201l i P \M
P y L P
| Ty \
0 // ) ! I 0 I 1 P 1 - i} 1 L 1
0 05 K1 0 05 K 1 0 05 kKo
Rys. 7. Zaleznosé p,, p, g i % od obciazenia
Dia i
«<pf: pu/, gy K,
o=/f: p,= const,
«>f: pyN\, gdy K.
Na rys. 7 pokazano przebieg p,,, p i ¢ w funkcji X dla kilku wartosci o i s
Gestos¢ mocy elektrycznej oddawanej na zewnatrz jest:
p=—j-E= —jEcos ¥(, E) = jx+ Ex+jy-E,. 17



Rys. 9. Gesto$é mocy odbieranej w funkeji obciazenia

k¢
e o et om0
|
|
|
l
. II '
I | { By
I/
_________ 2 U A P
- é | 1 .
= l | by Tt fro
- By 1 B, 1 a
Rys. 8. Zalezno§¢ wspodiczynnika & od parametru o if
025 T pr | -5
s 5, =0 s 5‘;’ a=01 ﬁ«, 2§ «=02
p' - —
4 \\ 1 N
Q125 5
/1 _ 05 \ L] ? \
0 0 a |
0,25 B=2 - B=1 1 asl2 B=08 a2
57 a=05 / a=1 1] las2
1 00
TN T/ PN
RN
0,125 N ﬂ < / \\\\
g2 (g 5
s\l V2=
/5\& % = %
0
0% 75252 561 775 A=
0 @=5 ' ﬂ a=10 0 =0
g5 0 5
a125 /\ : el / 1 \
s 2 Y N \
VAN e N | W\
0 ™
0 a5 Kk 10 0 g5 K 10 0 g5 K 10
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Warto zwrdci¢ uwage na warunki pracy przy biegu. jalowym generatora K = 1. Wtedy
p=0ij,-E, = —j. - E.. Skladowa pradu w osi x ma kierunek ujemny (por. réwn.11).
Fizykalnie oznacza to cyrkulowanie pradu miedzy dwiema elektrycznie zwartymi elektro-
dami: przez plazme oraz przewod zwierajacy.

Z réwnan (5), (10), (11), (12) i (17) mamy:

» = EK(1—K)ow?B?, ‘ - (18)
przy czym o
_ (atpy
e EroR @

Wspdtczynnik & wyraza zalezno$é gestosci mocy od paramétréw o 1 . Przebieg funkcji
&(«, p) pokazano na rys. 8. Najwicksza wartosé mocy elektrycznej (§ = 1) uzyskaé mozna
dla @ = 1/8%). Minimum ggstosci mocy elektrycznej (& = 0, p = 0) uzyskuje si¢ dla o =
= —f. Zaleznosé £(«, ) jest symetryczna wzgledem o i B.

’:0 ) =0 1 =0 oz |
\ = = 10 a=0
URE/ON il NN o
I i I
\
i AN
0'5 \\ 2 2 —
/ \\ / 1
7 | —1
A a5
i s NN e gl i
710 f3=c0 =00 =00

10 _ 10 = 0 =
2 [ o3 PRI ! DN

NIRrZZ2N\

=5 a=10 \ =

0 g5 K 10 0 05 K 10 0 05 K 10

Rys. 10. WspOlczynnik sprawnoscei w funkcji obciazenia

1) Na warunek ten pierwszy zwrdcit uwage Montardy [6].

2 Rozprawy - Elektrotechniczne
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Na rys. 9 pokazano przebiegi p'(K) = p(K)Jow?B* = £K(1—K). Sa to parabole o war-
toéciach maksymalnych przy K = 0,5.

Wsp6tczynnik sprawnosci definiuje sig jako stosunek mocy elektrycznej (oddawanej
do obwodu zewnetrznego) do mocy hamowania gazu. Z réwnan (16) i (18) okresla sig go
jako

P j-E (2B 20)

T T Foxh A TRE— A

Zaleznoé te dla réznych wartoéci o i § pokazano na rys. 10. Na rys. 11 pokazano
gestosé mocy elektrycznej w funkcji wspdlczynnika sprawnosci.

025
) \ =0 a =01 a=02
P
0125 : :
, /[ 05 /‘
h /2 Z 10 2 5 o 1 /2 5 P
05 fB=co B=co .
0
1
05 I\ «=1
02 3
a
/j:co
a=10
05
/ )
3=02
2 2
0 05 np 10 0 g5 n 10

Rys. 11. Gesto$é mocy odbieranej w funkcji wspolczynnika sprawnosci

Z réwnania (20) okre§la si¢ najwickszy mozliwy dla danych wartoéci o i § wspStczynnik

sprawno$ci 7,
(2B '
n = Ky(1—K)—————e. (21)
! YA




p C D A
[~ o] o
10
0 5 5
?m 2 2
08 r~
1
05 05
46 + E F
2 D
S <
04
g2 -
0 1 B _, !
Rys. 12. Zalezno$¢ 3, (Ky) 1] 04 06 08 K 1
Ny ?
Tablica 1
WielkoSci elektryczne »Wewnetrzne” w generatorze typu I
o = oC a=0
a+f
Ey ooz KB 0 pKwB
E, oc ;‘:_rfz KwB KwB 0
, B 1+af  atp B B
Jx TP (1_ Tror K)awB 1o (1—K)owB T 1-KowB
; LI POl K)awB ! a—xyows ! 4 Kf)owB
Iy T T+ T8 s FEY .
atf _ Kyowipe 1 | P -
P WK(I K)ow?B 15F ——K(1—K)ow*B > ———K(1—K)ow?B
X E, 1+a?  E, 1+ E, Ey
wB a(etp)  wB «+B wB pwB
(a+ By N e
i H(l—;—ocz)—i-lf(ﬂz—az)—K(l K) K T &7 (1-K)K
L (1 Z=P k)own 1 a—xyowse L i xpyowp
om 1+p 1+oe e T+
" (@+p)—2(Y A+ A+ 5 —1) 1 1—2¥ T+ —1
" («—By 2
(1 +02)— Y TFDA+F V1Tp—1
o 7 ! T
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Wsp6tezynnik obciazenia K, przy ktorym wysfq;puje maksymalny wspolczynnik spraw-
nosci, jest okreslony wyrgzeniem:

(14— YA +a)(A+F)

: 02— 132 .

Rysunek 12 przedstawia wykres stuzacy do bezpoéredniego odczytywania warto$ci 7,
i K, dla okrelonych wartoéci a i §. Odcinek CB na wykresie odpowiada ‘generatorowi
typu C, a punkt 4 generatorowi typu A. Przypadkowi « = f# odpowiada odcinek DB,
a przypadkowi oo = 1/f parabola EF.

W tablicy 1 zestawiono wyrazenia na wielkosci elektryczne w generatorze typu I
z uwzglednieniem dwdch szczegblnych wartoéci parametru o (a0 = oo i « = 0) odpowiada-
jacych generatorom typow A i C,-

K=

22)

22. Generator typu II

W generatorze typu II wektor J jest réwnolegly do linii faczacej dwie, wspolpracujace
ze soba elektrody (rys. 13).

Z rys. 13
= — = = . (23)

¥>0 p=tgy

Rys. 13. Definicja parametru ¢

Generator typu B moze byé traktowany jako szczegélny przypadek generatora typu 1L
Réwnania (3) i (4) moga by¢ przeksztalcone do postaci

Eo= (i) en)
E} = —i—(]’ﬁﬂ Jx)- (25)

Z pomoca réwnania (23) uzyskuje sie

E =+ () (6)

*—1 —0:B.7
Ef =—(—0F)jy 1))

Stan zwarcia (K = 0) generatora typu II odpowiada stanowi biegu jatowego (K= 1)
generatora typu I. Stad wyrazenia na wielkoéci elektryczne w generatorze typu II przy
zwarciu beda identyczne jak w generatorze typu I przy biegu jatowym, jedynie parametr
o bedzie zastapiony przez parametr ¢. Korzystajac z powyzszej zaleznosci oraz réwnan
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Tablica 2
Wielkosci elektryczne ,,wewnetrzne”” w generatorze typu 11
e=0
Es v Fre q_kyws ©8) Bl —K)wB
1+¢
' 1—o- B .
h1—a— =T 29 KwB
‘Ey . I1 1 K) e ]wB (29 W
.. 0
Ix ——’ITQZ (I—K)U)VB (30) 0
. 1
Iy W(l —K)owB 31 (1—K)owB
D _H{7K(l —K)ow?RB? (32) K(1—K)ow2B2
Ex 1+¢ _ . (B ) I+e2 Ex _.E,
X wB  f—o 1 (1_ wB | 1—gp (33), I BwB — wB
] K K
DPm - 1“ (1—K)ow*B? (G4 (A—-K)owB
1402
Nm 1 A 1
Ky 1 1

(26) i (27) obliczono i zestawiono w tablicy 2 wyrazenia na wielkosci elektryczne w gene-

ratorze typu II z uwzglednieniem szczegblnej wartosci parametru 0 (0=0) odpowiadajacej
generatorowi typu B. :

- i
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 49

Rys. 14, Zaleznosé gestosei moey elektrycznej od parametru e

Na rys. 14 przedstawiono zaleznoéé gestodei mocy elektrycznej oddawanej na zewnatrz
od parametru g, a na rys. 15 od wspolczynnika obcigzenia. Gestosci mocy na obu rysunkach
wyrazono w wielkoéciach wzglednych. '
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(1) b)
! 025
Pl N §=0 e ' _
qm N S P o 370
p i \ ‘ 7 // i 0,5
n P /
/
e
e
05 ~ p 0125 !
/
Vv
— / L
// pl 2
L
v
e o
0 L ] t 0 1 | :

0 08 K 1 0 05 K.n 1

s

Rys. 15. Zalezno$é gestosci mocy od obciazenia
a) dla ¢ = 0, b) dla zmiennego ¢

3. OKRESLENIE WIELKOSCI ELEKTRYCZNYCH »ZACISKOWYCH”

Dla okredlenia wielkoéci ,,wewnetrznych” w generatorze (]_,b:, G, D, Pm»> 4) Wystarczylo
przyjecie ogdlnego zaloZenia jednorodnosci pol elektrycznych i gestosci pradu w catym
kanale generatora. Z chwila gdy przechodzi sig do okreélenia wielkosci ,,zaciskowych”
(I, U, R,, P, P,, Q) i do praktycznego odprowadzenia mocy elektrycznej z generatora,
wylania si¢ problem dtugosci elektrod. W generatorze z nieskoficzenie drobno podzielo-
nymi elektrodami zatoZenie jednorodnosci pol jest w pelni uzasadnione. W praktyce ma
sie do czynienia ze skonczona dlugoscia elektrod, co wprowadza zakldcenia w jednorod-
noéci pol. Zatozenie jednorodnosci pol nalezy sformutowa¢ teraz nieco inaczej: ,»pola
mozna traktowaé jako jednorodne; efekty przyelektrodowe odgrywaja pomijalnie mata
role — grubo$é ,,elektrycznej warstwy przysciennej”, w ktdrej pola nie sa jednorodne, jest
znacznie mniejsza od wysokosci h kanatu”.

3.1. Generator typu I

Dla wygody do obliczen wprowadzono wielkosci wzgledne. Jako jednostki podstawowe
przyjgto:

E** = wB, (35)
, j¥* = owB, 36)
p** — O'WZBZ = E*% ]** — q** — pzl"el*’ # (37)
Ut = [E** = IwB, (38)
I** — bhj** = bhowB, (39)
P¥ — U*x - [¥% = [phow?B? = Pi* = Q**, (40)
R¥* = U /1** = E’:: - %bi @1)
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Przyjete oznaczenia w kanale ilustruje rys. 16. Z rys. 16

—a, (42)

reE b T
Tix—;xi\j\y\z

1
N PSS
———

w|s S
Il
S

43)
Stad

e

“4)

—
X

Rys. 16. Oznaczenia w kanale generatora

» Zgodnie z zalozeniem nieuwzgledniania efektéw zwiazanych z kraficami kanatu roz-
®  wazania odnoszg si¢ do kanatu dlugiego (I > A, I > ), tak ze efekty koncéw odgrywaja
w nim pomijalnie malg role.
Oznaczymy:
I,=s5b"j, 45)
IL.=h-b-j,. (46)
W generatorze mamy #n obwodéw pradowych pracujacych na # niezaleznych odbioréw.
Natgzenie pradu w kazdym z obwodéw wynosi:

1
L= — L+, 1)
L= 5:befyef** =y I¥, “9)

i \ I, = hebejo-j** = LI, (49)

Po uwzglednieniu réwnania (44) réwnanie (47) mozna zapisa¢ w postaci:

1 7 Y4 .
I, = 7(Jx+fx’1y)-1 >, (50)
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Napiecie elektryczne w kazdym z obwod6w wynosi: o
U, = lE, = |E.E¥* = ELU*%, (51)

! I AP
Uy = h—Ey = h_-E;E** = —-E U™, (52)
U,=U.=U,. | (53)

Podstawiajac do réwnafi (50) i (51) wyraZenia na E;, j, oraz j, z tablicy 1 uzyskuje si¢
nastepujace wyrazenia na wielkosci elektryczne ,,zaciskowe” dla pojedynczego obwodu od-

biorczego:
B=i- Eha-p, (54)
Ul = %K, (55)
Pl—U- I =%._(1_+_§%K(1—K), (56)
R;I=%=n%§z—, (57)
przy czym ’
K= iR =T 9
Tablica 3
Wielkosci elektryczne ,,zaciskowe’ w generatorach typéw I i II
Generator typu I Generator typu II
v {%’; (64) K (89)
r n ;‘:_[’f_ (1-K) ©5) : + TE -0 0
P’ q JF(Z;)F (’f)+ o5 KU=K) (66 T+1—92—K(1—K) ©1)
7, %}f)l{ 67 e
o R (O R
Ry _1% (69) 1+¢? (94)
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I ! I 1

0 7 . 2 3 4 a— 3

Rys. 17. Zaleznos¢ U, od parametréow o i 8

§
j4 . a+B
z lz— /.,/32
" g
4r- ©
0P
)
3 —
[5;\
2L
p=2
I |-
] 1 ] L
0 1 2 3 4 a— 5

Rys. 18. Zaleznosé T, od parametréw o i

Wielkosci ,,zaciskowe™ dla calego generatora (obliczone dla celéw poréwnawczych)
mozna okresli¢ jak dla ukladu n polaczonych réwnolegle obwoddéw generator-odbiornik.
Obliczone w ten sposéb wielkosci elektryczne zaciskowe, zestawione w tablicy 3, nie zaleza
od podzialki elektrod (s/k). Zmiana podziatki wplywa jedynie na zmiane ilosci n obwoddéw
odbiorczych. : o
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Réwnania zestawione w tablicy 3 uzupetniono wyraZzeniami na moc hamowania gazu,
P,,, oraz na straty mocy na ciepto Joule’a, Q.

P,, = j,wBhbl = j, - P**, (60)
Q = P,—P. (61)

Na rys. 17 i 18 pokazano przebiegi U, i I; przy zmiennym « i B jako parameirze.
Przebieg Uj(o) wskazuje, e przy o/ oo, U\ 0.
Funkcja osigga warto$¢ maksymalna U dla

o = V1T —B; ‘ (62)
gdy ﬁ/" OO, Wtedy am\ 05
1 1 1
Upm = — = ; 63
"2 YIrp—p 2 @

gdy /' oo, wtedy Ugn ./ o©.

Poniewaz wyrazenie I,(f) jest identyczne w formie z wyrazeniem Us(a), jedynie o za-
stapiona jest przez f, a f przez o, réwnania (62) i (63) zachowuja wazno$¢ dla przebiegu
I.(B), nalezy jedynie B zastapi¢ przez o a o, zastapi¢ przez By

0 1 2 3 4 p—=7

Rys. 19. Zaleznosé opornosci wewnetrznej od parametréw . i B

Przebieg I.(«) jest linia prosta z warto$cig poczatkowa oraz nachyleniem zaleznym od
parametru f. Charakterystyki Ug(f) sa identyczne z charakterystykami I 2(a), gdy w wyra-
zeniu I'() parametr o zostanie zastapiony przez f.

Na rys. 19 pokazano przebieg R, (e, ). Charakterystyczne jest silne zmniejszenie opor-
no$ci wewnetrznej generatora przy wzroScie parametru o.
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Charakterystyki obciqzenia
Zaleznosci dla generatora typu I zestawione w tablicy 3 mozna przedstawié na wykresie
w funkcji wspélczynnika obciazenia K. Na rys. 20 przedstawiono charakter przebiegu ty-

powych krzywych,
WyraZenie na napigcie [réwn, (55)] mozna przeksztatcié do postaci
1+6%  a+p a+p
. -YF TP 1— K — R . I.
U 1T o2 lJrﬁz( 1z = R I'+U; (70)
. . a =const U
Ry f3=const T
U
r 7y 0 N
{ &
N Aty 8P
a, .
g 2
2
? AU; K
P ﬂ’?;
00,
arctg Ry, arotg Ry,
a 4 - 7 0 SR

Rys. 20. Charakterystyki generatora typu I'w funk-  Rys. 21. Charakterystyka pradowo-napieciowa
cji wspodlczynnika obciazenia generatora typu I

Dla zmiennego obciazenia réwnanie (70) przedstawia lini¢ prosta o pochyleniu arctg R,
(rys. 21). Punkty pracy generatora 1, 2, 3 wyznaczone sa przez punkty przecieé z cha-
rakterystyka generatora prostych poprowadzonych z poczatku uktadu pod katami arctg R,,,
arctgR;,1 arctgR;3, odpowiadajacych opornosciom zewngtrznego obciazenia R,;, R,,1 R,;.

Dla stanu zwarcia U’ = 0

. Uy
I = R (71)
Moc elektryczna oddawana na zewnatrz jest:
P=U"-I'=—R,-IN?+U;-I. 72)
Maksymalna moc elektryczna oddawana na zewnatrz, Py, wystapi, gdy dP’/dl’ = 0,
dP ' ’ 1 r__
= —2R,, - I'+U; =0,
tj. przy pradzie I' = 0,5 - I, — wtedy K = 0,5, U’ = 0,5U; i moc maksymalna wynosi
Phaw= 4 -Up-LL. 73)

Charakterystyka mocy hamowania gazu w funkcji obcigzenia generatora jest llmq

prosta o réwnaniu
szI PmO I'+ (74)

z

P, =
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Stad straty mocy na ciepto Joule’a wynosza e >

- P’ P
Q' =P,—P = Rw(l)2 (%’”—UO)I%P,;O « : (75

32 Genera’ror typu T

Podobnie jak w rozwazaniach nad generatorem typu I wprowadzono do obliczen wiel-
koéci wzgledne. Jednostki podstawowe dla wielkosci elektrycznych ,,zaciskowych™ przyjeto
nieco odmienne niz poprzednio, a mianowicie:

U** = - E** = hwB, (76)

I*% = [bj** = lbowB, (77
P — U¥E - [¥% = [phow?B? = Pi* = Q%% (78)
. I 1 h

EE N § £ 1 ] ke~ 1T
R — U / I — . (19)

U

Rys. 22. Oznaczenia w generatorze typu Il

Z kazdg para elektrod jest zwiazany jeden opér obciazenia (rys. 22)

I, = jsb-cos(arctgp) = ]/1 —===Jsb = J,* -sb. (80)
Z pomoca réwnania (31) znajdujemy
.5 1
11—71+Qz (1—-K). | (81)

Napiecie na zaciskach pary elektrod (rys. 22) 'jesf

U= B Db = Y TG B cos 5 B D4 Eycosk Bl 62
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Po przeliczeniu z pomoca réwnaf (28), (29) otrzmeJemy
U; =K, (83)
, Pa— s 1
Py =Uply = T *1+—@2K(1—K), (84)
, )
Ry =~ (1+¢), (85)
P, 1 K 86
lnl“T'W(l_ )s ( )
0; =2 (—ky ®7)
R A ’
7 = K. (83)

Sa to wielkoéci elektryczne dla pojedynczego obwodu odbiorczego. Kazda para elek-
trod zwigzana jest z jednym, niezaleznym od pozostalych obwodem odbiorczym. Wielkosci
elektryczne ,,zaciskowe” dla calego generatora (w celach poréwnawczych) mozna okre$lié

podobnie jak dla generatora typu I. Zestawiono je w tablicy 3.

Charakterystyki obciqzenia

Na rys. 23 przedstawiono typowe krzywe zaleznosci wielkosci elektrycznych ,,zacisko-

wych” w generatorze typu IT (zob. tablica 3) w funkcji wspdiczynnika obcigzenia K.

R}, §=const
I+¢?
!
I
1
1492 I . Q.U
i Pm
Q
P
P
0 K 1

Rys. 23. Charakterystyki generatora typu II w funkcji wspolczynnika obcigzenia

Podobnie jak dla generatora typu I mozna wypisaé réwnania wielkosci elektrycznych

w funkcji obcigzenia: ,
' U= —R,-I'+U;,
P'=U"TI=—R,-(I'’+V;- T,

PL=U,-T,
Q'=R, I
n:U’.

93)
(96)
o7
99)
99)
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Dla generatora typu II prad obciazenia jest réwny pradowi I,, moc hamowania gazu
i moc strat na cieplo Joule’a wyrazaja si¢ wtedy bardzo prosto.
Najwieksza mozliwa do uzyskania moc elektryczna jest
’ 1 ’ ’ ‘ 1 ryr
Pmax = TPmmax = TUOIZ. (100)

33. Przyktad liczbowy

W do$wiadczalnym generatorze MHD o danych: w = 800 m/s, B = 2 Vs/m?, o =
=10Q"'m-Y, =077, [=4-10"'m, b=2-10"% m, §=2:10"2m, h=4-10?m
nalezy okreéli¢ optymalny (z uwagi na mozliwo$¢é otrzymania maksymalnej mocy elektrycz-
nej) sposéb potaczenia elektrod w ukladzie generatora typu I 1T oraz obliczy¢ parametry
elektryczne i poréwnaé je z parametrami elektrycznymi otrzymanymi w ukladzie Halla.

Generator typu I
Z warunku na uzyskanie maksimum mocy elektrycznej (zob. rozdz. 2.1)

1
o0 =—= 1,3.
B
Geometria kanatu zezwala jedynie na nieciagla zmiane wartosci o; najblizsze wartosci
to « = 1 lub & = 1,5. Przyjeto « = 1 w celu zmniejszenia liczby obwodow odbiorczych.

Liczba niezaleznych obwodéw odbiorczych n = 2 [réwn. (44)].

Pl UM

bt
3000 - goot

5004
2000 400 P

300+ P

A I-generator typu I, ac= 13
1000 | 200 |V I- generator typu I, =0
. H-generator typu I, ac=0
w0l \)
UH

0 0 l I s | : 1 L it

+ ) P —— i
0 20 40 60 80 100 —~IA] 120

Rys. 24. Charakterystyki generatora w funkcji pradu obciazenia . (ilustracja do przykiadu liczbowego)

Parametry elektryczne obwodéw wyrazone w jednostkach wzglednych sg:
U, =0,885K; I} =0,557(1—K); P;=0,493K(1—K); P, = —0,0643K+0,314;
0, = 0,493K*—0,557K+0,314; R,; = 1,59,
przy czym

R, R

K= R R: ~ RAR.
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wielkosci podstawowe wynosza
U* =640 V; I**=128A; P**=8200W; R**=50Q.
Dla K = 0,5 (dla innych wartoéci obciaZenia zob. rys. 24) mamy:
Uy =284V; L =35TA; P, =1012W; P, =2316W; O,=1304W;
Ry;=796Q; R,;=796Q, u=0,438.
Moc maksymalna odbierana z calego generatora jest
P=nP,=2024 W.

Generator typu I, o = 0 (generator Halla)

Istnieje tylko jeden obwdd odbiorczy.
Parametry elektryczne wyrazone w jednostkach wzglednych sa:

U'=07K; I'=0485(1—K); P =0371K(1—K);
P, =0,371K+0,63; Q' = 0,371K*4+0,63; R, =1,59.
Wielkosci podstawowe przyjeto jak dla generatora typu 1.
DlaK=05 U=247V; I=31A; P=762W; P,=6695W;
0=35933W; R,=T796Q; g=0]114.

Generator typu IT

Z warunku na maksimum mocy elektrycznej (zob. rozdz. 2.2) mamy o = 0. Liczba
obwoddw obcigzenia odpowiada liczbie par elektrod: I/s = 20 par. Parametry elektryczne
dla jednego obwodu wyrazone w wielkosciach wzglednych sa:

Ui=K; I;=005(1—K); P;=0,05K(1—K); P,; = 0,05(1—K);
0: = 0,05(1—K)*; R,;=20; n=RK.
Wielkosci podstawowe sa:
Ukt =64V; TI**=128A; P**=800W; R** =0,5Q.
Dlak=05: U =32V; L=32A; P =1025W; P, =205W;
Q0 =1025W; R, =R,;=10Q; #%=0,5.
Moc odbierana z calego generatora wynosi: |
s

P:__.

; P, — 2050 W.

Poréwnanie

Uzyskane wyniki przedstawiono na rys. 24. Parametry elektryczne zestawione na ry-
sunkach odnosza si¢ do calego generatora.

Najkorzystniejszym polaczeniem jest polaczenie w ukladzie generatora typu I z « = 1.
Chociaz moc i sprawno$é jest nieco mniejsza (wskutek niedopasowania o do Olopt) DiZ
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w generatorze typu II, jednak zasadniczg zaleta tego rozwiazania jest znaczni€ mniejsza
liczba niezaleznych obwodéw pradowych (2 zamiast 20) i korzystne parametry elektryczne
odbieranej mocy (wysokie napigcie-niski prad: 284 V/7 A zamiast 32 V/64 A). Polaczenie
w ukladzie generatora Halla jest wysoce niekorzystne ze wzgledu na zbyt niska wartod¢
parametru f.

4. WNIOSKI

Opisane przez Harrisa i Cobine’a [5] trzy typy generatoréw maja niekorzystne wia-
snosci elektryczne utrudniajace ich praktyczne zastosowanie.

Generator z ciaglymi elektrodami (typ A) ma tylko wtedy korzystne parametry elek-
tryczne, gdy B < 1, generator Halla (typ C) odwrotnie —gdy g > 1.

Praktyczne wartoéci f w generatorach pracujacych z gazami spalinowymi lezg w za-
kresie 1 ... 3. Stad moc uzyskiwana z generatora typu A ulega znacznej redukcji. W ge-
neratorze typu C ulega zmniejszeniu nie tylko moc elektryczna, lecz réwniez wspStczynnik
sprawnosci. o :

Parametry elektryczne generatora typu B (przy zalozonym bardzo drobnym podziale
elektrod) sa niezalezne od parametru §. Jednak zastosowanie praktyczne tego typu pola-
czenia elektrod jest utrudnione ze wzgledu na konieczno§¢ stosowania osobnego odbioru
elektrycznego do kazdej pary elektrod.

Analiza parametréw elektrycznych wskazuje, ze w generatorze typu I dla warunku

= 1/B mozna uzyskac taka sama ggstos¢ mocy elektrycznej i wspStczynnik sprawnosci,
jak w generatorze typu B. Polaczenie szeregowe elektrod umozliwia zastosowanie jednego
lub co najwyzej kilku odrebnych opornoci obciazenia.

W generatorze typu II najwyzsza moc elektryczna uzyskuje si¢ przy ¢ = 0, co odpo-
wiada generatorowi typu B. Ten system potaczen elektrod umozliwia otrzymanie maksymal-
nej mozliwej mocy elektrycznej z generatora. Praca przy ¢ = 0 nie daje zadnych korzysci.

Wyniki rozwazan sg stuszne dla wyidealizowanych warunkéw zgodnie z przyjetymi na
wstepie zatoZeniami. W warunkach praktycznych wyniki sa stuszne jedynie w mniejszym
Iub wiekszym stopniu, w zaleznoéci od tego, jak daleko warunki rzeczywiste odbiegaja od
idealnych. Tak np. uwzglednienie niejednorodnosci rozptywu pradéw wskutek skoticzone;
dlugosci elektrod w rzeczywistym generatorze typu I wskazuje, ze moc maksymalna wystapi
przy o > 1/8 [4].

Instytut Badan Jqdrowych
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Z.. CELINSKI

ELECTRICAL PARAMETERS OF THE DC MHD GENERATOR WITH VARIOUS ELECTRICAL
CONNECTIONS OF ELECTRODES

Summary

The electrical parameters of a DC MHD generator with segmented electrodes were determined for
various electrode connection systems. In the paper constant gas dynamic parameters, constant channel
cross-section and uniformity of the electric fields and current density were assumed. The “internal” (current
density, electric fields, power density etc.) and “terminal” (current, terminal voltage, electric power, internal
resistance etc.) electrical parameters were calculated. The considerations were illustrated by a numerical
example.

Z. CELINSKI

LES PARAMETRES ELECTRIQUES DU GENERATEUR MHD EN DEPENDANCE
DE LA CONNEXION ELECTRIQUE DES ELECTRODES

Résumé

Dans Particle on a analysé les paramétres électriques du générateur magnétohydrodynamique de
courant continu a électrodes divisées en cas de différents systémes des connexions des électrodes et on

* a déterminé aussi les connexions optimales. Dans les considérations on a accepté les paramétres dynamiques

du gaz constants, la section transversale du canal de générateur constante, I'induction du champ magné-
tique constante ainsi que "uniformité des champs électriques et du courant dans le volume entier du canal
de générateur. On a calculé des grandeurs électriques ,,intérieures” (densité du courant électrique, champs
électriques, densité de la puissance électrique et ct.) dans le canal de générateur ainsi que celles des ,,bornes”
(courant, tension sur les bornes, puissance générée, résistance intérieure et ct.). Les considérations sont
llustrées par un exemple de calcul,

Z. CELINSKI

ELEKTRISCHE PARAMETER DES MHD-GENERATORS MIT VERSCHIEDENER
VERBINDUNGSWEISE DER ELEKTRODEN

Zusammenfassung

Die elektrische Parameter des Gleichstrom-MHD Generators mit segmentierten Elektroden wurden
fiir verschiedene Elektrodenverbindungen bestimmt. Es wurden die gasdynamische Parameter, der Kanal-
querschnitt und das magnetische Feld als konstant und das elektrische Feld und die elektrische Stromdichte

3 Rozprawy Elektrotechniczne
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als homogen angenommen. Die elektrische ,,innere” Grossen (Stromdichte, elektrische Felder, Leistungs-
dichte vusw.) und ,,Klemmgréssen” (Strom, Spannung, innerer Widerstand, elektrische Leistung usw.)
in Generatorkanal wurden berechnet. Berechnungen sind mit einem numerischen Beispiel illustriert.

3. HEJINHLBCKU

SIEKTPUYECKUE ITAPAMETPHI MTI TEHEPATOPA B 3ABHCHUMOCTH OT
SIEKTPUYECKOIO COEIVHEHNS 3JIEKTPOIOB

Pesmome

B craTthe mpoaHANM30BAHBI BJIEKTPHUCCKHUE MapaMeTphI MATHUTOTHMPOAUHAMHYECKOTO TeHepaTopa
HOCTOSIHHOI'O TOKA C PAS/ICIECHHBIMY SJIEKTPOIAMI B CIIy4ae PAa3/IMIHBIX CHCTEM COSAMHCHI 3JIEKTPOLORB,
a TaroKe ONPEICNEHD] ONTHMANBHEIE COSSMHEHNsA. B PAaCCy ACHIAX IPUHATO IOCTOSTHCTBO J{HHAMIYEC~
KUX TApaMerpoB Tasa, MOCTOSHHOE IIONEPeuHOE CEUSHHE KaHana TeHEpaTopa, ITOCTOAHHOEC MATHHTHOE
Honie, a TAKKE ONHOPOJHOE PACHPEAENCHHE BIIECKTPHUCCKUX moneif ¥ MIOTHOCTH TOKA B IEIOM 00Bbeme
Kapaja regeparopa. PaccuyMTaHbl 3JICKTPUYECKAES ,,BHYTpEHHNE’’ HapameTpet (IIOTHOCTH IJEKTPHIEC-
KOTO TOKA, 3JIEKTPUYECKHE IO, IIIOTHOCTh 3MEKTPHUECKON MOIHOCTH 1 T. 1I.) B KaHaje TeHeparopa,
4 TAKOKeE ,,3WKUMEbIE’’ (TOK, HAIPSYKEHYE Ha 3HKAMAX BJIEKTPOSIOB, CO3MABACMAs MOTI[HOCTh, BHYTPEHHEE
COTPOTHBIIEHAE ¥ T. I.). Paccy:xnenns ObLIH UITHOCTPHPOBAHEL TIpUMEPOM pacueTa.
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RYSZARD GESSING

Réwnania réznicowe nieliniowych ukladéw impulsowych
i ich wykorzystanie do obliczania przebiegéw

Rekopis dostarczono 9.5.1966

W pracy wyprowadzono réwnania réinicowe dla nielinfowych ukladéw impulsowych
dowolnego rzedu, ktére dadza sie sprowadzié do ukladu skladajacego si¢ z nieliniowego
impulsatora o dowolnym ksztalcie impulsdw i liniowe;j czesci ciaglej. Przy wyprowadzeniach
tych réwnanf wykorzystano podstawowe wlasnosci liniowych réwnan rozniczkowych (o sta-
iych wspdlczynnikach) opisujacych cze$é ciagla ukltadu — oraz rozwigzan tych ostatnich
réwnan. Rozpatrzono najbardziej ogélny przypadek, w ktérym réwnanie charakterystyczne
réwnania rézniczkowego moze posiadaé pierwiastki wielokrotne. Z przeprowadzonych roz-
wazan wynika, ze znajac odpowiedz czeéci ciaglej uktadu na dowolny impuls wysytany przez
impulsator mozemy od razu napisaé¢ réwnanie réznicowe ukladu. Pokazano, ze z otrzymanych
réwnan roznicowych wynikaja bezposrednio formuly rekurencyjne, za pomoca ktérych
mozna obliczy¢ w postaci numerycznej interesujace nas przebiegi, przy czym obliczenia te
znacznie si¢ upraszczaja w przypadku, gdy impulsator posiada kwantowanie w poziomie.
Podano przyklady obliczania przebiegow w konkretnym ukladzie regulacii impulsowej.

1. WSTEP

Punktem wyjéciowym analizy impulsowych ukladéw regulacji jest ulozenie dla nich
odpowiednich réwnafi réznicowych. Wiele prac dostepnych u nas i dotyczacych nielinio-
wych ukladéw impulsowych ogranicza sie do pewnej klasy ukladéw, a mianowicie do
takich nieliniowych ukladéw, ktére dadzg sie sprowadzi¢ do uktadu skladajacego sie z li-
niowej czedci ciaglej, liniowego impulsatora i nieliniowego, bezinercyjnego elementu opi-
sanego funkcja ¢(x), np. [1], [2]. Dla takich uktadéw §3 opracowane w literaturze metody
otrzymywania réwnaf réznicowych, przy czym metody te zazwyczaj bazuja na sumacyjnej
transformacji Laplace’a lub transformacji Z. Bardzo czesto stosowane w praktyce uktady
z impulsatorem o prostokatnym ksztalcie i modulowanej szeroko$ci impulséw (IS) nie na-
leza do wymienionej wyzej klasy ukladéw. Powstaje wigc problem otrzymywania réwnan
réznicowych dla uktadéw z impulsatorem IS i innych uktadéw nie nalezacych do wymie-
nionej klasy.

W niniejszej pracy wyprowadzone sa réwnania réznicowe dla szerszej niz dotad spoty-
kana w literaturze klasy uktadéw, a mianowicie dia uktadéw, w ktérych wystepuje liniowa
cze$¢ ciagla i nieliniowy (badz liniowy) impulsator o dowolnym ksztakcie impulséw. Do-
wolny ksztalt impulséw nie jest tu rozpatrywany jako ,.liniowy czton formujacy wiaczony za
impulsatorem idealnym’, lecz moze byé wyrazony dowolna nieliniowa zaleznoscia jed-
nej (lub kilku) z cech impulséw ‘od wartodci sygnatu wejsciowego x(n) impulsatora.

3*
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Dla uktadéw wystepujacych w praktyce z wyprowadzonych réwnati bezposrednio wy-
nikaja formuty rekurencyjne, za pomoca ktérych mozna obliczy¢ przebieg interesujacej nas
wielkosci przy znanym wymuszeniu w(n). Te réwnania moga by¢ réwniez podstawa do
bardziej wszechstronnej analizy nieliniowych uktadéw impulsowych.

2. ROWNANIE ROZNICOWE OTWARTEGO UKLADU IMPULSOWEGO

2.1. Uktad zimpulsatoremodowolnym ksztalcie impulsow

Zajmiemy si¢ teraz otwartym ukladem impulsowym, przedstawionym na rysunku 1,
sktadajacym sie z impulsatora I i czgéci cigglej 2. Impulsator wysyla impulsy o dowolnym
ksztalcie, przy czym kolejny i-ty impuls ma parametry (wysokos¢, szerokos¢, chwila roz-

7 2°
X j\ v C %
Rys. 1. Otwarty uklad z nieliniowym impulsatorem o dowolnym ksztalcie impulséw I i liniowa czescia
ciagla 2

poczynania si¢ impulsu itp.) zalezne od warto$ci wielkoéei x w chwili iT; (gdzie T; — okres
impulsowania impulsatora). '

O czesci ciaglej ukladu zaktadamy, ze jest 11n10wa i posiada operatorowa funkcje
przejécia o postaci:

= LIk()], )

gdzie: k() — odpowiedz czgéci ciagle] uktadu na skok jednostkowy;
7 — zmienna czasu w skali dowolnej;
2 — symbol transformaty Laplace’a-Carsona;
L(s) i M(s) — wiclomiany zmiennej s, takie, ze stopien I(s) jest nie wigkszy od stopnia
M(s)-
Wprowadzajac nowa zmienng czasu ¢ = —;— i korzystajac z twierdzenia o zmianie
J
skali dla funkcji operatorowych mamy:

k(t) = k(z) = k( T1), : @

K(p) = LIk = 22 k(i) - 3

M) T ;—JTL—)—

W inny sposéb wiasnosci czesci ciaglej uktadu mozna zapisa¢ za pomoca réwnania
rézniczkowego o postaci:

dy(t) d-ly

M d*s(t)
drr M=

de#

d'o(r)
dr-1

M, YO L My0) = L Ly F o Lo, @
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gdzie wielkodci M;, L; (i=0, 1, ..., r; j=0, 1, -++» ) 83 stalymi wspélczynnikami, przy
czym u < r.

Przebieg impulséw przedstawiony jest na rysunku 2. Zaktadamy, Zze impulsy maja
dowolny ksztalt, przy czym parametry i-tego impulsu zaleza od wartosci wielkosci x

Z
\J «

Rys. 2. Przebiegi wielkosci wejéciowej x(¢) i impulséw v(#) podawanych przez impulsator

w chwili #.= i. Zaktadamy jeszcze, ze ity impuls wystepuje w czasie ¢ spelniajagcym nie-
réwnoéé:

o< r—i<1.. Q)
Wprowadzajac zmienng czasu
t=1t—1i ©)
oraz oznaczajac przebieg pojedynczego i-tego impulsu przez v,(1;) mamy wiec:
' vi(t)) = VIx(D), 1], @)

()£ 0 dla 0<f <1, }

'Ui(t,‘) =0 dia <0 idla > 1,
gdzie przez V[x(i), t;] oznaczono funkcje dwéch zmiennych, ktérej postaé zalezy od kon-
strukeji impulsatora. Zakladamy, Ze funkcja ta jest okreslona.

Oznaczajac przez y;(t;) przebieg wielkosci y pochodzacy tylko od i-tego impulsu v;(¢,)
mozZna napisa¢

®)

dr-ti dr_liti
2y 90 e A7)

drr i1 + o M () = T:(2), ®
gdzie
_ o d¥y(t; d* 1t
5.0 = Loy 0 L. (10)

Innymi stowy y;(#;) jest odpowiedzig czesci cigglej uktadu na pojedynczy i-ty impuls v;(t,).
Nalezy tu podkresli¢, ze ze wzgledu na (7), (9) i (10) ¥i(2;) jest funkcja dwdch wielkodci
a mianowicie x(i) i #;, czyli:

2

yi(6) = Yx (@), t.]. 11
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Zakladamy, ze réwnanie charakterystyczne S

Myp™+Mp~'+ ... +M, =0 _ (12
réwnania rozniczkowego. (4) posiada » réznych piefwiastkéwVwi_elokl"otny‘ch: Dis D25 s Pu
(rzeczywistych lub zespolonych), z ktérych kazdy ma stopief wielokrotnosci s, (k= 1,
2, ..., %). Jezeli r jest rzegdem réwnania (12), to mamy:

A’

r= Y (13

k=1

Podobnie jak w pracy [1] wprowadzamy obecnie przesunigta funkcje dyskretna y(n, ¢),
dla ktorej mamy:

y(n, &) = y(n+8) = y(®), a4
gdzie t = n-+¢, n jest liczba calkowita, a parametr ¢ spelnia nieréwno$¢: '
0 e< 1. (15)

W dodatku 1 udowodniono, ze dla otwartego .uktadu impulsowego przedstawionego
na rysunku 1 moZna napisaé¢ nastgpujace réwnanie roznicowe D
y(n+m, &)+d, y(n4+-m—1, &)+ ... +d,y(n, &) =
= @[x(n+m), ]+, [x(ntm—1), el+ ... +Pulx(n), el,  (16)
gdzie m jest rzedem réwnania réznicowego (16), ktéry — w przypadku gdy zachodzi:
ePr £ i dla  i#], ' ’
| ! an
) Z:J:L 2:--".-%,
— jest réwny rzedowi réwnania rézniczkowego (4) czgsci ciaglej ukladu, czylim = r.
Wsp6tezynniki d;, j = 1, 2, ..., m, rtéwnania (16) sa war’tqéciami stalymi, ktére mozna
obliczy¢ ze wzoru: '

. : A, ) L
| . dj=7’, 7]=1,2,..».,7m,“ o | (18)
gdzie: , ‘ ‘ _
1(m—1)ePrm=1), . (m—2)0ertm-2 . (1), 0
(m—1)teprm=1), (m—2)teprlm=2), vy (D)te?, 0!
(m_1)51—“1ep1('m—1), (m_2)51—1el)1(m—2)’ ey (.17)51—131—’1’ o811
A = |(m—1)0ep20m-1), (m—2)°eP2(m-2), ey (1)eP, o 1, (19)
Nm—1)rtepem=1) (m—2yslertn=D o (1)%Tle™, 051

przy ciym 4; jest wyznacznikiem, ktory 'pvowstaj_é z wyznacznika A przez zastapienie j-tej
-kolumny wyraZeniami: : L

- % -1
—mPePm _plepum o psilepim . —gpleP, L —mT e
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Nalezy podkresli¢, ze w przypadku gdy przynajmniej jeden z pierwiastkow py, p,, ..., D
jest réwny zeru, to wspdtczynniki d,, ds, ..., d, spelniaja réwnanie:
1+di+do+ ... +d, = 0. (192)
Dla funkcji @;,j =0, 1, ..., m, mamy wzory:
j
& [x(tm—j), el = Y dYuims(G—h &), j=1,2,...,m, - (20)
i=o
gdzie dy = 1, a y,1m—j(j—1, &) jest odpowiedzig czgéci cigglej uktadu na (n-+m—j)-ty impuls
Vuim=j(%;), W ktérej argument pfzyjmuje swarto$¢ réowna j—I+e. Ze wzgledu na (11)
prawa strona wzoréw (20) zalezy od dwdch wielkoéci, a to od x(n+m—j) i od &, co uwy-
datnia zapis lewej strony tych wzoréw.

Roéwnanie réznicowe (16) jest réwnaniem, ktdrego rzad jest zazwyczaj réwny rzedowi
réwnania rézniczkowego czgéei cigglej uktadu. Jest ono réwnaniem bardzo ogdlnym, gdyz
odnosi si¢ do uktadéw posiadajacych nieliniowy (badZ liniowy) impulsator o dowolnym
ksztalcie impulséw i liniowa czes¢ ciagla, dajaca sig¢ opisaé za pomoca funkcji przejscia (1).
Jak wynika z przeprowadzonych rozwazan, jezeli impulsator reaguje na dyskretne wartosci
wielkofci wejSciowej x, wystepujace w rowno od siebie oddalonych chwilach, czyli — ina-
czej moéwigc — jezeli mamy do czynienia z impulsatorem o periodycznym pomiarze wiel-
kosci wejsciowej x, wtedy wspdtczynniki lewej strony réwnania réznicowego (16) sa stale
i zalezg tylko od czgéci ciaglej uktadu i od okresu impulsowania impulsatora, a nie zaleza
od sposobu dzialania impulsatora, np. od ksztaltu impulséw, ani od tego, czy impulsator
jest nieliniowy, czy tez liniowy. Natomiast prawa strona réwnania (16) jest suma pewnych
funkcji, z ktérych kazda zalezy tylko od jednej wartoéci x(n--m—j). Na funkcje te ma
wplyw zaréwno impulsator, jak i czeé¢ ciggta uktadu. W zaleznoéci od konstrukeji impulsa-
tora réwnanie (16) moze by¢ nieliniowe lub — w przypadkach szczegSlnych — liniowe.

Fatwo zauwazy¢, ze réwnanie réznicowe (16) o wspdtczynnikach (18) i (20) jest réwniez
wazne w przypadku, gdy 1mpulsator jest parametryczny (liniowy badz n1ehn10wy) tzn., gdy
dla pojedynczego i-tego impulsu jest:

v(t) = VIxG), i, 1], | @1

gdzie ¥V jest okreslona funkcja trzech zmiennych spelniajaca relacje (8). Réwnanie (16)
jest réwniez wazZne w przypadku, gdy parametry i-tego impulsu sa zaleZzne nie tylko od
wartodci x(Z), ale réwniez od kilku poprzednich wartosci x, np.:

() = VIx(@), x(i—1), ..., x(i—r), t]]. (22)
Funkcja 7 jest w tym przypadku zalezna od r,-+2 zmiennych, przy czym powinna byé
okredlona i spelnia¢ relacje (8). Oczywiscie réwniez odpowiedz y,(t;) czeici ciaglej ukladu
na i-ty impuls, ktéra wystepuje we wzorach (20), jest w przypadku (21) Iub (22) odpow1ed-
nio funkejg trzech i #;+2 zmiennych.

Tak wiec dla rozpatrywanych uktadéw uloZenie réwnania réznicowego zostalo spro-
wadzone do znalezienia odpowiedzi y;(t;) czedci ciaglej ukladu na dowolny i-ty impuls.
Odpowiedz y;(t;) mozemy znaleZé rozwiazujac réwnanie rézniczkowe (9) czesci ciaglej
uktadu albo za pomoca rachunku operatorowego, wykorzystujac do tego celu operatoro-
wa funkcje przejcia (1) czesci ciaglej uktadu. Jezeli znamy odpowiedz na skok jednostkowy
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k(r) czesci- ciaglej ukladu, to przebieg y;(#;) mozemy obliczy¢ korzystajac ze wzoru Du-
hamela o postaci:
%

Wt =vt)kO+ [ v(Dk(t—T)d. (222)
0

Przy wyprowadzeniu réwnania (16) zatozono, ze cze§¢ ciagla ukiadu posiada zerowe
warunki poczatkowe. Nietrudno jest wykazaé, ze réwnanie to jest wazne rowniez wtedy,
gdy cze$é ciagla uktadu posiada rézne od zera warunki poczatkowe.

Jezeli mamy do czynienia z impulsatorem o nieperiodycznym pomiarze wielkoéei x,
wtedy réwniez wspélczynniki lewej strony réwnania réznicowego otwartego ukiadu sa’
pewnymi funkcjami dyskretnej wielkoéci x(n) — jak to autor pokazal W pracy [4]. Tym
przypadkiem nie bedziemy si¢ zajmowa¢ w niniejszej pracy.

Z réwnania (16) wynika bezpoérednio formula rekurencyjna, za pomoca ktérej mozna
obliczyé przebieg wielkosci y(n, &) w otwartym uktadzie impulsowym, jezeli tylko znany
jest przebieg wielkosci wejéciowej x(n).

22. Przypadek pojedynczych pierwiastkodw

Rozpatrzymy teraz bardziej szczeg6lny przypadek. Zakladamy mianowicie, ze réwna-
nie charakterystyczne (12) posiada r réznych pierwiastkow pojedynczych pi, pa, ..., pr
(rzeczywistych lub zespolonych). Dla tego przypadku wzory (18) na wspdlczynniki d;
réwnania réznicowego (16) mozna znacznie uproscié. Stosujac do rozpatrywanego przy-
padku wzér (18) mamy

Ay; .
JZ'ZL’ .]:132’ ey (23)
1
gdzie na podstawie (19) jest
ebuim=1) . epl(m—_i+1)’ er(m-.f)’ epx(m—j—l), , 1
epam=1) . opam—itl)  opam-)  gha(m-i-1)
I , (24)
ePr(m=1) = gPLm—itl) P m—]) e"r('”" R |
entm=1_ | epilm—itl) o __epum - ePi(m—i=) ]
ep2(m=1) gPam=i+1)  _gPam  ppa(m—i-1) - ]
A= | e , (25)
epr(m-l)’ et epr(m—f+1), —ePrm, ePrim—i—1) , , 1

przy czym, jak juz wspominali§my, zazwyczaj mamy m = r. Wzory (23) przy uwzglednie-
niu w nich zaleznoéci (24) i (25) po przeksztalceniach (zob. dodatek 2) przyjmuja postac:
dy = —(ePr+4-eP2+ ... +-ePr),

d2 — erePz+ePLeP3+ +ePr_1ePr’

...........................

dy = (—1)"ePreP2 ... ePr.

(26)
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Wzor na wspétezynnik d; jest suma wszystkich iloczynéw, z ktérych kazdy jest kombinacja
J réznych czynnikéw wzigtych spoéréd wielkosci: ers, eP2, ..., ePr, przy czym przed suma
jest znak minus lub plus, jezeli f jest odpowiednio liczba nieparzystg lub parzysta. W sumie
tej wystepuje ( }7) sktadnikéw.

m m!
(,-) = Fim—p1" N

Wzory (20) na funkcje wystepujace po prawej stronie réwnania réznicowego (16) dla
rozpatrywanego przypadku pozostaja takie same. Nalezy jednak pamigtaé, ze przy obli-
czaniu odpowiedzi y;(t;) czeéci ciaglej uktadu na i-ty impuls — w przypadku pojedynczych
pierwiastkéw otrzymujemy inne wzory (zazwyczaj prostsze) niz w przypadku pierwiastkéw
wielokrotnych.

3. ROWNANIA ROZNICOWE ZAMKNIETEGO UKEADU W ZASTOSOWANIU
DO OBLICZANIA PRZEBIEGOW

31. Réwnania réznicowe zamknigtego uktadu impulsowego

Na rysunku 3 przedstawiony jest uproszezony schemat zamknigtego uktadu regulacii
impulsowej, w ktérym wystepuje impulsator o dowolnym ksztalcie impulséw I i liniowa
czg$¢ ciagla 2. Zaktadamy, ze impulsator i cze$é ciggla ukladu sg takie same-jak w otwar-

Rys. 3. Zamknigty uklad z nieliniowym impulsatorem o dowolnym ksztalcie impulséw I i liniowa czedcia
ciagla 2

tym ukladzie rozpatrywanym w rozdziale 2.1. Dla otwartego ukladu impulsowego wazne
jest wiec réwnanie réznicowe (16). Réwnanie wezla sumujacego ma postaé:

x(n, &) = w(n, &)—y(n, ¢), (28)

gdzie x(n, &) i w(n, €) sa przesunietymi funkcjami dyskretnymi — podobnie jak y(n, €).
Nalezy pamietaé o tym, ze dla wystepujacej w réwnaniu (16) wielkosci x(n) mamy

relacje:
x(n) = x(n,0) = x(n,e) dla &=0. 29)

W dalszym ciggu bedziemy konsekwentnie oznaczaé réwniez

wn) =wn 0 i yn) = yn,0). (30)
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Réwnanie réznicowe zamknigtego uktadu ‘regulacji dla wielko$ci x(n) otrzymujemy
podstawiajac w réwnaniach (16) i (28) ¢ = 01 rugujac z tak otrzymanych réwnan wielko$¢
y(n). Otrzymujemy wtedy: L ’ ' \

{x(n4-m)+ By [x(n+-m), O+ {dy x(r+-m—1)+@; [x(n-+m—1), 01+ ok |
+{dyx(1)+ D[ x(m), O]} = w(n+m)+dlw(n+m—l)+ . Fd,wmy. (31)

Roéwnanie to wiaze wielko$é uchybu x(n) z wymuszehiem w(n) i jest — w ogdSlnym przy-
padku — nieliniowe. Dla uproszczenia tego réwnania zauwazmy, Z€ na podstawie (20) jest:

- Bolx(n+m), 01 = Ynir(0)- (2

Jeiéli-impulsator jest tak zbudowany, ze dowolny i-ty impuls v(#;) przyjmuje W chwili
t; = -0-warto$é réwna zeru, wtedy mamy przy dowolnej czeéei ciaglej uktadu

Juim(©) = 0 O ®

dla wszystkich wartoéci n-+m.

Jezeli impulsator jest tak zbudowany, Ze i-ty impuls 2;(t;) w chwili #; = 0 moze przyj-
mowaé juz warto$é rézna od zera, wtedy zachodzi (33) w przypadku, gdy odpowiedZ na
skok jednostkowy k(f) -czedci ciaglej ukladu w chwili # = 0 przyjmuje warto$¢ réwna
zeru'). A zatem praktycznie dla wszystkich uktadow mieszezacych si¢ W rozpatrywanej
klasie zachodzi (33), mamy wigc dla nich: : ’

o @y Lx(n-t-m), 0] = 0. | D
Réwnanie r'éinicoive' (31) uprascha si¢ wigc:’
x(n+m)+{d x(n-+m— 1)+®; [x(nt+m—1), 0} + ... +{dnx(n)+Pnlx(n), 0} =
= wn+m)+dywh+m—1~+ ... +duw(m). (33)

Réwnania (31) i (35) r6znig si¢ migdzy sobg W spos6b zasadniczy. Chodzi mianowicie
o to, ze trudno jest znalezé rozwiazanie réwnania (31) tub (35) w formie analitycznej, gdyz
53 to réwnania nieliniowe. Natomiast stosunkowo latwo jest znaleZé rozwigzanie nume-
ryczne réwnania (35) przy dowolnej znanej wielkosci w(n) (i znanych warunkach poczatko-
wych), gdyz z réwnania tego tatwo mozemy otrzymaé formule rekurencyjna dla wielkosci
x(n-+m). Obliczenie rozwigzania numerycznego réwnania (31) jest bardzo utrudnione ze
wzgledu na to, Ze rownanie to jest wzgledem wielko$ci x(n-+m) réwnaniem przestgpnym.

‘W spos6b podobny jak dla wielkodci x(n), mozna otrzymaé réwnanie réznicowe dla
wielkosci y(n): -

y(n4+-m)-+dy(n+m—1)+ ... +dnyn) =
= @, [wn+m—1)—yn+m—1), 0]+ ... 4+, [win)—y®), 0].  (36)

Oczywiscie réwnanie to jest wazne dla uktadéw, ktére spelniaja zaleznos¢ (33).
Korzystajac z réwnaf réznicowych (35) i (36) mozemy obliczyé dyskretne wielko$ci

x(n) i y(n). Azeby ulozyé réwnanie réznicowe dla wielkosci y(n, &), nalezatoby z uktadu

réwnafi ztozonego z (35) i (16) wyrugowaé wielkosé x(n). Poniewaz réwnania (35) i (16)

~ * 1) Wynika to ze wzoru (22a).- '
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sa nieliniowe, wigc przy rugowaniu-z nich wielkoéci x(7) natrafia si¢ na duze trudnoéci.
Mozna jednak poslugujac si¢ tymi réwnaniami obliczy¢ przebieg y(n, £) w zamknigtym
ukladzie, przy dowolnym przebiegu w(n). W tym celu nalezy najpierw za pomoca réwna-
nia (35) obliczy¢ kolejne wartosci x(n) dlan =0, 1, ... itd., a nastepnie korzystajac z nich
1 z réwnania (16) — kolejne wartosci y(n, &). W podobny sposéb mozZna réwniez — ko-
rzystajac z réwnan (35) (16) i (28) — obliczyé przebieg x(n, &) [jezeli znany jest przebieg
w(n, &)]. ,

W przypadku szczegélnym, gdy réwnania (35) i (16) sa réwnaniami liniowymi, mozna
z nich bez trudnoéci wyrugowaé wielkosé x(n) i otrzymaé w ten sposob jedno réwnanie
roznicowe wiazace wielkosci y(n, €) i w(n).

Przedstawiajac réwnanie (35) w nieco zmienionej postaci mozna zastosowaé do niego
warunek stabilnosci podany w pracy [3]i w ten sposéb przeprowadzi¢ analizg stabilno$ci
ukladéw nalezgcych do rozpatrywanej klasy.

3.2. Obliczanie przebiegdw

Jak juz wspominali$my, znajac réwnanie réznicowe mozemy stosunkowo prosto obliczyé
przebieg interesujacej nas wielko$ci w postaci numerycznej (jezeli to réwnanie nie jest
przestepne). W tym celu réwnanie réznicowe przedstawiamy w postaci formuly rekuren-
cyjnej, za pomocy ktérej obliczamy kolejne wartosci interesujacej nas wielko$ci. Na przy-
ktad z réwnania (35) bezposrednio wynika nastepujgca formuta rekurencyjna:

x(n) = we)+diwn—1D+ ... +dyw(n—m)—{d x(n—1)+&,[x(n—1), 0]} --
o — .. —{dmx(n—m)—l—@m[x(n—m), 03. @37
" Jezeli uktad do chwilin = 0 znajdowai si¢ w stanie spoczynku,v a wiéc
wrn)=xm)=0 dla n<0, (38)

wtedy przebieg x(n) obliczamy w ten sposéb, ze podstawiamy w formule (37) kolejno
zamiast n wartodci 0, 1, 2, ... itd., pamigtajac o tym, ze dla ujemnych argumentéw funkcje
w(n) i x(n) sa réwne zeru. Fizykalnie oznacza to, e obliczamy w ten sposéb reakcje uktadu
tylko na przebieg wielkosci w(n), ktéra zaczyna dzialaé poczawszy od chwili n = 0, a do
chwili n = O uktad znajdowal si¢ w stanie spoczynku. Oczywidcie znajac warunki poczat-
kowe x(0), x(1), ..., x(m—1) i przebieg wielko$ci w(n), mozemy réwniez obliczyé przebieg
x(n) za pomocy formuly (37) w przypadku, gdy uklad do chwili n = 0 nie byt w stanie
spoczypku. T . : : : - : .
Impulsatory budowane w praktyce czesto posiadajg tzw. kwantowanie w poziomie,
tzn. posiadaja wlasno$¢ wysylania pewnej, zazwyczaj niewielkiej ilosci réznych impulséw.
Ten fakt, ktéry utrudnia dodatkowo znalezienie rozwigzania réwnania w postaci anali
tycznej, czesto —odwrotnie — ulatwia obliczenie rozwiazania numerycznego réwnania
sposobem rekurencyjnym. Rozpatrzmy to blizej. Zakladamy, ze impulsator posiada kwan-
towanie w poziomie, tzn. ma mozno$¢ wysylania s réznych impulséw, gdy x(i) >0, i tylez
samo, gdy x(i) < 0 (w ogdlnym przypadku ilosci réznych-impulséw dla x(i), dodatnich
i ujemnych, moga by¢ r6zne). Jezeli wielkosé x(i) przyjmuje wartosci nalezace do pewnego
przedziatu, to impulsator dla tych wartoéci x(i) wysyla ten sam impuls o okreslonych pa-
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rametrach, dla innego przedzialu wartosci x(i) — impuls o innych parametrach. Mozna to
zapisaé w ten sposob:
Jezeli wartosci x(i) leza w przedziale

x,<x@)<x, v=01..59,

to impulsator wysyla impuls
‘vi(ti)z‘v(,,)(ti) 1):0, 1, ey Sy
gdzie: '
0<x1<x2<...<xs,

X =0, X431 = Xmx > Xs»

. (t]) — przebieg impulsu wysylany w odpowiednim przedziale wartosci x(i),

Voy(t;) = 0.
Dla ujemnych wartoéci x(i) impulsator wysyla takie same impulsy, tylko z ujemnym
znakiem, czyli: :
jezeli

—x, 2> x() > —Xy41,
to
v(t;) = —vey(t)-

Przyktadem takiego impulsatora moze by¢ impulsator o prostokatnym ksztalcie i modulo-
wanej szerokosci impulséw (IS), ktory posiada zalezno$é szerokosci impulséw y; od wiel-
koéci x(i) przedstawiong na rysunku 4. Impulsator ten moze wysylaé cztery rézne impulsy
dodatnie i tyle samo ujemnych, a zatem dla niego s = 4.

1
I
|
|
{
i

X

oy
-t}

-

q Ay Az A Xy A2 X3 X4

Rys. 4. Zaleznoéé y; od x(i) dla impulsatora IS posiadajacego kwantowanie w poziomie

Zalézmy teraz, ze réwnanie réznicowe (35) opisuje nam zamkniety uklad regulaciji,
w ktérym wystepuje impulsator posiadajacy kwantowanie w poziomie. Biorgc pod uwage
wzory (20) na funkcje @;[x(n+m—j),0] i wlasnosci impulsatora, dochodzimy do wniosku,
7e przy dowolnej zmijanie wielkosci x(n+m—j) kazda z funkcji D;[x(n+m—j),0] moze
przyjmowaé najwyzej s wartoéci (dodatnich i ujemnych) réznych od zera i jedna réwna
zeru. A zatem chcac otrzymaé rozwigzanie numeryczne réwnania (35) nalezy obliczy¢ dla
kazdej funkcji @;[x(n+m—j), 0] s wartosci i nastepnie odpowiednio podstawia¢ je do for-
muly rekurencyjnej (37). :
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Jezeli impulsator nie posiada kwantowania w poziomie, a rozpatrywany uklad jest nie-
liniowy, wtedy dla kazdej wartosci x(n--m—j) musimy obliczaé wartoéé D;[x(n+m—j), 0]
wedlug wzordw (20). A zatem w tym przypadku obliczenia sa znacznie bardziej praco-
chtonne.

4. PRZYKEADY OBLICZANIA PRZEBIEGOW

1) Uklad z impulsatorem IS, serwomotorem i obiektem astatycznym

Obecnie rozpatrzymy uktad regulacji skladajacy si¢ z impulsatora o prostokatnym
ksztalcie i modulowanej szeroko$ci impulséw (IS), serwomotoru i idealnego obiektu asta-
tycznego (rysunek 5a). W dalszym ciagu zbadamy zachowanie sie tego uktadu, przy wymu-
szeniu w postaci skoku jednostkowego.

2

A AN
5 z
y J o
A
L2
‘: 7
. L8 4 :
_ (42 e
A o7 -
.z, L

Tisy
Rys. 5. a) Przykiad ukladu regulacji skladajacego si¢ z impulsatora IS 1, serwomotoru 2 i obiektu catku-
Jjacego 3. b) Przebiegi wielkosci wejsciowej x(¢) i impulséw v(¢) dla impulsatora IS

- Przebieg impulséw podawanych przez impulsator pokazany jest na rysunku 5b. Im-
pulsy majg stala wysoko$¢ 4, a ich szeroko$é y; zalezy od wielkosci x(P) tak, ze:

vi = kylx(@@)| dla  [x()| < Xpx» (39)
Vi = Vmx = kamx dla IX(l)l >xmx:
gdzie:
k; — staly wspélczynnik impulsatora,
Xmx — dodatnia warto$¢ okreslajaca nasycenie impulsatora.
Operatorowa funkcja przejécia czesci ciaglej uktadu ma postaé:
— ki k
K(s)=—5>, . (40)

gdzie ky i k, — stale wspSiczynniki odpowiednio dla serwomotoru i obiektu. Po zmianie
skali czasu otrzymujemy zgodnie z (3):

k
K(p) = —— 1
(P) pz ] (4 )

gdZiC k= klsz}.
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Réwnania réznicowe ukladu
Réwnania réznicowe ukladu mapiszemy korzystajqc z poprzednio wyprowadzonych
wzoréw ogdlnych. Ograniczymy si¢ tu do réwnar dla przypadku, gdy parametr & przyjmuje
warto$é réwng zeru. Oczywiscie bez trudnosci mozna napisa¢ podobne réwnania dla do-
wolnej wartoéci parametru e. Stosujac oznaczenia takie jak w rozdziale 2.1 mamy dla
naszego uktadu: '
oi(t;) = ALt —1(5—y)]sgnx(),
yi(t) = Alk(t)—k(t;—y)]sgnx(). (42)

Odpowiedz na skok jednostkowy dla czgsci ciaglej uktadu ma postaé

k(t) = L7 K(p)]= —tzl(tl),.

gdzie L2~ — symbol odwrotnej transformacji Laplace’a-Carsona. A zatem
%’itzsgnx(z) dla <y,
»i(t) = Ak (43)

T[Zyiti—y%]sgnx(i) dla ;>

Dla naszego ukladu m = r = 2, a zatem zgodnie z (16), réwnanie réznicowe otwartego
ukltadu dla e = 0 ma postac:
y(+2)+dy y(nt+-1)+-doy(n) = Dy [x(n+2), 01+ P, [x(n+1), 01+ P2[x(n), 0].  (44)
Wsp6tezynniki d; 1 d, obliczamy korzystajac ze wzoréw (19) i (18):

A—l 1__1 Alz—l 1 Y A2=1 —1____1,
1 0 -2 0 1 -2
4 A *3)
dl = ——-Al S5 -—2; dZ — —Ai —

Funkcje @;[x(n-+2—j), 0] dlaj = 0, 1, 2 obliczamy uwzgledniajac we wzorach (20) zalez-
nosci (43):
@O[x(n+2)a O] = yn+2(0) = 05

Ak
le [x(n—l—l), 0] = yn+1(1) = Ty:1+l [2—%:+1]Sgnx(7’l+1), (46)

8, 15(1), 0] = 7@+ D) = - 2sgmx (o).

Réwnanie réznicowe zamknietego uktadu, wiazace ze soba wielkosci x(n) i w(n), ma
postaé:

x(n+2)+ l 2x(n—l—l)+ 7n+1(2 Vn+1)5gnx(”+1)]

+ [x(n)—l— %k—y,z,sgnx(n)] = w(n+2)—2w(n+1)+w(n). )

Jest to réwnanie réznicowe nieliniowe, a wiec rozpatrywany uklad jest uktadem nielinio-
wym, ’
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Obliczenie przebiegu wielkosSci x(n)
Wyniki obliczefi przebiegu wielkosci x(r) w ukladzie, w ktérym
Ak =10, k;=0,1, x,.=38, - (48)

przy w(n) = 2 - 1(n), zostaly przedstawione w tablicy la. Obliczenia te wykonano korzy-
stajac z formuly rekurencyjnej o postaci:

x(m) = wn)—2w(n—1)+wr—2)+ [x(n—1)+5y2_sgnx(n—1)]+
—[x(n—2)+5yi_,sgnx(m—2)], (49)

ktéra wynika bezposrednio z réwnania (47), przy zalozeniu, ze impulsator nie jest nasy-
cony (tzn. x()< 8,i=n—1, n—2). :

Na rysunku 7a wykreslono przebieg funkcji schodkowej x(n) na podstawie wykona-
nych obliczen. Wida¢ na nim wyraZnie, ze rozpatrywany uktad przy w(n) = 2 - 1(n) jest
niestabilny. . :

Rozpatrujac nasz uklad za pomoca metody przyblizonej, ktéra polega na linearyzacji
uktadu dla niewielkich odchylent wielko$ci od stanu ustalonego, mozna dojéé do znanego
wniosku, Ze uklad ten jest strukturalnie niestabilny. Z metody przyblizonej wynika miano-
wicie, ze jezeli

Akky;< 4, (50)
to nasz uklad jest uktadem konserwatywnym, jezeli za§ warunek (50) nie jest spetniony,
to uklad jest niestabilny. Z obliczonego zn pomoca dokladnej formuly (49) przebiegu
widaé, ze pomimo tego, ze parametry (48) ukladu speiniaja warunek (50), to jednak uktad
dla w(n) = 2 - 1(n) nie jest ukladem konserwatywnym, lecz wyraZnie niestabilnym. Z re-
zultatéw rozwazan otrzymanych za pomoca metody przyblizonej nie mozna wiec sadzié
o zachowaniu si¢ uktadu przy dowolnych wymuszeniach.

Rozpatrywany uklad mozna, jak wiadomo, ustabilizowaé wprowadzajac dodatkowe
korekcyjne sprzezenie zwrotne.

2) Uktad z dodatkowym korekcyjnym sprzezeniem zwrotnym

Uktad z dodatkowym korekcyjnym sprzezeniem zwrotnym przedstawiony jest na ry-
sunku 6a. W ukladzie tym wystepuja te same elementy, co w uktadzie z rysunku 5 i jeszcze
dodatkowe sztywne sprzezenie zwrotne o wspdiczynniku wzmocnienia ks, ktérego zada-

@) 3 . 4 2 3
4 Azt g
8§ j + -+
k3 X
£ 2 o 7
4 s
3

Rys. 6. a) Uklad z rysunku 5a z dodatkowym korekcyjnym sprzezeniem zwrotnym i b) réwnowazny mu
uktad
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niem jest stabilizacja ukladu. W celu napisania réwnan réznicowych uktadu przeksztalca-
my go do postaci przedstawionej na rysunku 6b. Operatorowa funkcja przejécia czesci
ciaglej tego ostatniego uktadu ma postac:

kik, | kiks

K(s) = R (51)
Po zmianie skali czasu otrzymujemy:
ki, T3 kks Ty k+E '
K()___IZJ_[_13J= ZP, (52)

P p p
gdzie:
k:klsz}, klzklk:;TJ.

Roéwnania réznicowe uklady
Poniewaz mianownik funkcji przejécia (52) jest taki sam jak mianownik funkcji przejscia
(41), wiec tak jak poprzednio d; = —2, d, = 1. Obliczamy dalej:

k K k
L) = -1 — = 1{— 2 't. .
k()= .2 [pz + > ] ( 5 t7+k tl)l(t,). (53)
Uwzgledniajac we wzorze (42) zalezno$¢ (53) otfzymujemy:

A (%t%—l—k'ti) sgn x(i) dla <y,

yi(t) = (54

A [7(2% t—?) —l—k’yi]sgnx(i) dla ¢ >y;.

Korzystajac ze wzoréw (16), (20), (45) i (54) otrzymu]emy dla & = 0 nastgpujace row-
nanie réznicowe otwartego uktadu:

k
y(n+2)—2y(n+1)+ym) = A[(kJrk’)ym——Z—V%H] sgnx(n+1)+

+4 [%yﬁ ~k’yn] sgnx(m). (55

Réwnanie réznicowe zamknietego uktadu, wiaZace ze sobg wielkosci x(n) i w(n), ma
wiec postad:

x(n+2)+ {—2X(n+ D+4 [(k+k’)y%+1 - %y?ﬁl] ngX(n+1)} +

+ {x(n)—l'—A [%yﬁ—k'yn] sgnx(n)} = wn-+2)—2w(n+1)+wn). (56)

Jest to nieliniowe réwnanie réznicowe, okreSlajace w sposéb dokiadny przebleg x(n)
w ukladzie przy znanym przebiegu w(z).
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Rozpatrujac nasz uklad za pomoca powszechnie stosowanej metody przyblizonej, po-
legajacej na linearyzacji ukladu dla niewielkich odchylen wielkosci od stanu ustalonego,
otrzymaliby$my liniowe réwnanie réznicowe opisujace nasz uktad. Réwnanie to mozemy
takze otrzymaé z réwnania (56) zakladajac, ze w tym ostatnim wielkoéci yp, 1 .., zdazaja
do zera. Otrzymujemy wtedy przyblizone réwnanie réznicowe dla zamknigtego uktadu,
ktére ma postaé: -

x(n+2)+[—2+ Ak (k+E )] x(n+ 1)+ [1— Ak k'] x(n) =
= wh+2)—2wr+D+wr). (¢7)

Sto‘sujqc do réwnania (57) warunki stabilnosci dla liniowych ukladéw otrzymujemy wa-
runek:

Akk+24k'ky < 4 (58)
(przy Akk; >0 i Ak k; > 0), ktdry jest warunkiem stabilnoéci ukladu otrzymanym za
pomoca metody przyblizone;j.
Obliczenie przebiegu wielkosci x(n)
Wybieramy teraz konkretna wartos$¢ dla parametru k’. Niechaj wigc .
Ak =2, (59)

" a pozostate parametry sa okre§lone wzorami (48). Latwo zauwazy¢, ze dla tych wartosci

parametrdw jest spelniony warunek stabilnodci (58), gdyz Ak k;+24k'ky = 1,4 < 4.

Tablica 1

Tabl. 1a Tabl. 1b '| Tabl 1c Tabl. 1a Tabl. 1b Tabl. 1c
n x(n) x(n) x(n) n x(n) x(n) x(n)
0 2 2 6 11 1,99 1,148 7,973
1 0,2 —0,2 0,6 12 4,374 0,561 6,828
2 —1,998 —1,962 —5,94 3 3,188 —0,519 —1,758
3 —2,399 —1,6 _7176 |14 —1,68 —0,894 —9,352
4| —0480 0,354 335 15| —s517 | —0326 | —10,744
5 2,185 1,697 6407 |[16| —422 0,489 —4,136
6 2,924 1,213 3935 |[17 0931 | 0,669 4,98
7 0,928 —0,459 —3254 |18 6,474 0,155 11,815
8 —1,992 —1,421 —7,055 |19 7,203 —0,433 12,006
9 —3,549 —0,86 —s5000 |20 1,226 —0,481 4,197
10 | —1,989 B 0,512 2883 |21 —7,816 —0,04 —9,368

4 Rozprawy Elektrotechniczne
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Za pomoca formuly rekurencyjnej, wynikajacej bezposrednio z réwnania (56), dla
wybranych konkretnych wartoéci parametréw (48) i (59) zostaly obliczone przebiegi wiel-
kosci x(r) w przypadku, gdy w(n) = 2 - 1(n) (zob. tablica 1b), oraz gdy w(n) = 6 - 1(n)
(zob. tablica 1c). Na rysunkach 7b i 7c wykreS§lono przebiegi funkeji schodkowej x(n) na

@'/
win)h x(n)
74 x(n)

6=

j i 5 'I_!h‘ &_114’/”}=2' 7(/7)
7 7] 7 % 3
2 R L

é MIZ)‘} x(n) win)=2-1(n)

. X))
A . |
s @

;
a
s

win)=6¥Hn _

n

|
.9
T

4
. S
—_

Rys. 7. Przebiegi schodkowych funkcji x(») dla:
a) ukladu z rysunku 5a dla w(n) = 2.1(n),
b) ukladu z rysunku 6a dla w(n) = 2-1(n),
¢) uktadu z rysunku 6a dla. w(n) = 6-1(n)

podstawie wykonanych obliczent. Z wykreséw tych wida¢ wyraznie, Ze o ile uklad nasz jest
stabilny dla w(n) = 2 - 1(n), to jest on niestabilny dla w(n) = 6 - 1(n). A zatem pomimo
tego ze warunek stabilnosci (58) otrzymany za pomoca metody przyblizonej jest spelniony,
to jednak uktad moze by¢ niestabilny dla wigkszych wymuszefi, Jak widaé, stosowanie me-
tody przyblizonej do ukladéw z impulsatorem IS w przypadku wigkszych wymuszen moze
prowadzi¢ do blednych rezultatéw.
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5. WNIOSKI KONCOWE

Punktem ®WyjSciowym analizy dowolnego uktadu impulsowego jest uloZenie réwnan
roznicowych uktadu lub-—w przypadku ukladu liniowego — obliczenie odpowiednich
funkcji przejécia. W niniejszej pracy pokazano, ze problem uloZenia réwnan réznicowych
dla ukladu impulsowego posiadajacego nieliniowy (badz liniowy) impulsator o dowolnym
ksztalcie impulséw (moze by¢ parametryczny) i liniowa cze$é ciagla mozna sprowadzié
do problemu znajdowania odpowiedzi czgéci ciaglej uktadu na pojedynczy dowolny i-ty
impuls. Innymi stowy, znajac odpowiedz czeéci ciaglej ukladu na kazdy z impulséw, jaki
moze wysylaé impulsator, mozemy — korzystajac z wyprowadzonych wzoréw — napisaé
réwnania réznicowe ukladu.

Dla zamknietych uktadéw impulsowych praktycznie realizowalnych, w ktérych wyste-
puje jeden nieliniowy (badz liniowy) impulsator oraz liniowa cze§é ciagla, moZna z wy-
prowadzonych réwnan réznicowych otrzymad formuly rekurencyjne, za pomoca ktérych
mozna obliczy¢ przebieg interesujacej nas wielkosci w postaci numerycznej. Nalezy przy
tym podkredli¢, ze dla ukladéw posiadajacych impulsator z kwantowaniem w poziomie
(mozliwo$¢ wysylania tylko kilku lub kilkunastu réznych impulséw) latwiej jest otrzymad
- rozwigzanie numeryczne réwnania réznicowego niz dla innego typu nieliniowych uktadéw
impulsowych.

Formuty rekurencyjne, ktére mozna otrzymaé korzystajac z wyprowadzonych réwnat
réznicowych, szczegélnie dobrze nadaja sie¢ do obliczania przebiegéw przy wykorzystaniu
matematycznych maszyn cyfrowych. Obliczajac caly szereg przebiegdw przy réznych wy-
muszeniach mozna wyciagna¢ daleko idace wnioski o zachowaniu sie nieliniowego uktadu,
dla ktérego trudno jest przeprowadzié analize w formie ogdlnej. Istniejace warunki stabil-
noéci dla nieliniowych ukladéw sg warunkami wystarczajacymi i w zwiazku z tym sz one
dosy¢ ostre. Korzystajac z obliczonych przebiegéw mozna — dla konkretnych ukladéw
1 wymuszen — poda¢ warunki znacznie lagodniejsze. Prowadzac obliczenia przebiegéw
w sposob celowy, mozemy ustali¢ wplyw poszczegdlnych parametréw konkretnego ukladu
na takie wskazniki procesu regulacji, jak czas regulacji, wielko$¢ przeregulowan itd.

Dodatek 1
Wyprowadzenie réwnania réznicowego otwartego ukladu
Przy zalozeniach poczynionych w rozdziale 2.1, dla rozwiazania réwnania rézniczkowego (9) w po-

szczegblnych przedzialach czasu mamy wyrazenia:

=0 dla £<0

= ¢ () da 0<;<1
yi(t;) | P (60)
= D' M Cputp 4Pt dla £ 17),
k=1u=1

1) Zob. na przyklad praca: W. Pogorzelski ,,Analiza matematyczna”, tom III, Warszawa 1954 r.,
str, 177.

4%
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gdzie q:f(ti) rozwiazanie réwnania (9) w przedziale czasu 0 < #; < 1, a Cy, oznacza r stalych, zaleznych
rowniez od wskaznika i. Zalezno$¢ ta wynika stad, ze warunki poczatkowe przebiegu y;(#;) dla przedziatu
czasu t; > 1 sa Scisle zwiazane z przebiegiem impulsu v;(#;). Zakladajac, Zze czgs$é ciagtd® ukladu posiada
zerowe warunki poczatkowe, wielkos$é y(n, ¢) mozemy obliczyé ze wzoru:

n—1

¥, &) = D) yiln—i, )+ yu(0, €). (61)
i=0

Uwzgledniajac zaleznosé (60) dla #; > 1 mamy:

* Sk )
yiln—i, & = yila—i+e) = Y Y Cuuln—i+&% “PLHD dla i=0,1,...,n—1. (62
k=1u=t1

Stosujac wz6ér Newtona na rozklad dwumianu mamy:

Sp—u
Sg—u\
[(—i)+ a]sk_u — 2 ( k }ssk—u—u(n_l.)ul) .
p=0 "' "
Zatem:
Ss St Sp—U St
u=1 u=1 n=0 “
sp—1 Se—it i Sie—1 )
= 2 n—i* Z Ciku( k )Esk_"_”(n—i)“ = Z B (n—0", 63)
u=0 u=1 # u=0
gdzie
Sk Sp—u
Bikll = Z Ciku( )ss"_”_”.
u=1 #
Podstawiajac (63) do (62) otrzymujemy:
% Sp—1 .
yiln—i, &) = > > Buu(n—)"eP "D dla i=0,1,...,n-1, 64)
k=1u=0
gdzie
ey Sk—U
Biy =" Y cum( * )esk‘""‘. (65)
"
u=1

Uwzgledniajac we wzorze (61) zaleznos¢ (65) mamy:

n—1  x S—1 .
Y= 3 3 3 Buul—0"e" V450, 9. (66)
i=0 k=1 p=0
Tworzymy obecnie sumg:
m
Y(n, 8) = djy(n+m—js 8)’ (67)
j=0

gdzie dy = 1, a liczba m i wielkosci dy, da, ..., dm zostang obliczone w dalszym ciagu.

. 1) Zob. na przykiad praca: A. Mostowski, M. Stark ,,Algebra wyzsza”, cz¢§¢ I, Warszawa 1953 r.,
str. 24.
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Korzystajac z (66) mozemy dla kazdego sktadnika sumy (67) napisaé:

n+m—j—1 o sp—1 o
diyntm—jey=d > X 3 Buulntm—j—iyeP Ot m I gy 0, =
iZ0  E=1p=0
n—1 x s—1 ) . nt+m—j .
=4 ) X ) Bualo—i) (m—j)teP 0P D gy 3 yinim—j—iye). (69
i=0 k=1a=0 i=n
Poniewaz
Spe—1 sp—1
2 Bitul(n—)+ (n—* = Z B,k“Z( )(m—j)“‘"(n—m:
Sge—1 se—1 spe—1 sp—u—1
M _ . - [rt+V )
=) (n—i)”Z( )(m—j)" “Bun= D) (=) ) ( )(m~])"Bik,u+,,, ©9)
u u
u=0 u=u u=0 »=0
wiec:
x Sp—1 Se—i—1 . .
i u
diy(nt-m—j, e)—dJZZZ (n—iyter=D ( )(m—j)ﬂBik,u+v+
i=0 k=1 u=0 =0 u
n+m—j
+d; Z yilnt-m—j—i,&).  (10)
i=n
Po podstawieniu (70) do (67) dostajemy:
n—1  x se—1 Sp—u—1 . m
i u .
Y(n, ) = 2 Z 2 (a—i)ern—H  \7 ( )Bik,u-(-dej(m_j)v-el’k(m D 4
i=0 k=1 u=0 =0 u j=0
n-t-m—j

+ Z d Z ytm—j—ie). (1)

Jezeli dobierzemy wielkosci di, ds, ..., dm tak, aby byly spetnione réwnania:

D

d, (m—jy ePm=N — ¢ 72)

I
=)

J
dla »=0,1,...,5—1,
k=1,2,...,%

wtedy z réwnania (71) otrzymujemy réwnanie roznicowe otwartego uktadu regulacji. Do wniosku tego
dochodzimy biorac pod uwage zaleznosé (11).
Uklad réwnan (72) mozna zapisaé w innej postaci:

di(m—1y D L gy (m—2yp P Dy | 4 00 = el (73

gdzie — jak wiadomo — mamy:
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Uklad réwnan (73) sklada si¢ z r réwnan, Jezeli wszystkie wielkosci eP1, ePz, ..., ePx roznig si¢ migdzy soba,
tzn, jest

ePr£ Pl gdy i#7,

Li=1,2,..,%,

749

wtedy, aby mogly by¢ spelnione wszystkie rownania ukladu (73), musi by¢ m = r. Rzeczywiscie, w przy-
padku gdy zachodzi (74), wtedy wyznacznik charakterystyczny A ukladu réwnan (73), okreslony wzorem
(19), jest rézny od zera!) i aby uklad r réwnan (73) byl spelniony, nalezy dobraé r statych dy, d;, ..., dm,
m = r, ktére mozemy obliczyé z wzordw Cramera (23). Po dobraniu stalych d; wedtug wzoru (23), z zalez-
noéci (71) dostajemy réwnanie réznicowe:

nt n+m—j
Y(n, &) = 2 d; Z yi(nt+m—j—i, ). 5)
j=0 i=n .
Grupujac wyrazenia prawej strony rownania (75), zalezne od tej samej wielkosci x(7), otrzymujemy w koticu
réwnanie réznicowe otwartego ukladu o postaci (16).

Jak widaé z przytoczonych tu rozwazan, jezeli zachodzi (74), wtedy rzad réwnania réznicowego otwar-
tego ukladu jest réwny rzgdowi réwnania rézniczkowego czeéei ciaglej ukladu. J ezeli pierwiastkip,, Pas «.vs Du
sa rézne, co zakladali$émy, wtedy zazwyczaj zachodzi réwniez (74). Jezeli jednak dwa pierwiastki roznia
sie miedzy soba o +j2k= (gdzie k = 1, 2, ...), wtedy relacja (74) nie jest spetlniona. Zalozmy wiec, ze dwa
-spodrod pierwiastkow roéwnania (12), a mianowicie py i py, r6znia si¢ migdzy soba o X j2k=. Stopien wielo-
krotnosci pierwiastka py jest s, a pierwiastka py—sy. Jest wiec:

ePr = ep", u # v, (76)

Dla wszystkich pozostalych pierwiastkéw réwnania (12) jest spelniona relacja (74). Jezeli zachodzi (76),
to w uktadzie rownan (73) wystgpuja pewne rOwnania takie same, mozemy zatem z tego uktadu réwnan
usunaé te réwnania, w ktorych wystepuje jeden z pierwiastkow py Iub p,, posiadajacy niZszy stopief wielo-
krotnoéci. Jezeli zatem mamy s, > sy, to wukladzie rownan (73) powinny wystepowag rownania, w ktorych
wystepuje pierwiastek p,, a nie powinny wystgpowac réwnania zawierajace pierwiastek py. Io§¢ réwnan
uktadu (73) zmniejszy si¢ zatem o sy i rzad réwnania roznicowego (16) otwartego ukladu w tym przypadku
bedzie réwny:

m=r—=sy. : an
Rozumujac podobnie mozna obliczy¢ rzad roéwnania réznicowego w przypadku, gdy dla wiecej niz dwoch

pierwiastkow p; zachodzi (76). .

Dodatek 2

Przeksztalcenie wzoréw (23)%)

Zmieniajac porzadek kolumn wyznacznika A,; okre§lonego wzorem (25) i podstawiajac r = m mozemy
go przedstawi¢ w postaci:

A= (—1iQ, 78

1). Zob. np. praca: I'supdons VlcuucieHnre KOHEWHBIX pasmocteit. Tocrexmuspar, Mocksa 1952,
str, 398.

2) We wzorach tutaj wystepujacych zakladamy, ze ¥ = m. W przypadku og6lnym moze by¢ r > m.
Rowniez w tym przypadku pokazane przeksztatcenia beda prawdziwe, jezeli dla wystepujacych we wzorze
(79) pierwiastkow p; (ktérych jest zawsze m) zmienimy numeracj¢ wskaznikOw na py, P2, -5 Pm-
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gdzie

ePim, epitn=1) G patn—it D) opam—j—1)
ePn pAm—1 . opalm—jt1) ep2m—i=1 . 4
...................... ' %

et oPuln=1) = oPmlm—jtl) gPmtn—j=1)

Mnozymy druga kolumne wyznacznika £2 przez eP1 i odejmujemy od pierwszej, trzecia — przez eP: i odej-
mujemy od drugiej itd., (j41)-sza — przez €271 i odejmujemy od j-tej, (j+2) — przez ep1 i odejmujemy od
(j+1)-€j itd. :

Dostajemy wtedy:
0 , e O |
eP2n—10(egP2 _op1y | gpam—j—1)0 (22 —g?), . 1
0 =
‘ ePmm =1} (oPm _ b1y ePmln=i=1)(2Pm _g2Pm) 1

P pmn—i= D) (oPm 4 o1}

epz(m-l), s epz(m—i)’ epz(m—i—z)’ s ll

Prm=D | opun=d) gpm(m—j=2)

P pmjt)) gpam—i=1)

e T A I A

Oznaczamy przez

’ epl« 1 ] rin—- k
wyznacznik (m—k)-tego rzedu, ktéry powstaje z wyznacznika Vandermarda (m—k)-tego rzedu, zawieraja-
cego w kolejnych wierszach odpowiednie potegi wielkosci ePk+t, ePk+2, ... ePm w ten sposob, ze w tym
ostatnim w pierwszych 7 kolumnach zostaja zwickszone o jedno$é¢ potegi wielkosci e, czyli:

ePk+1(m_k), s ePk+1(m*k—i+1)’ ePk+1(m—k—i—1), . 1

ePri2(m—Fk) gPrra(m—k—i+1) ePii2(m—k—i—1) 1
; s eers s s eens
Pt = | T 81)

ep"‘(m—k), s epm(m—k—i+1)’ epm(m—k—is_l)’ R |

Wtedy wzér (80) mozna zapisaé:

s m . : -
0= |eP1[J — n (em_epl)[]epz 1 +ep1|epz -"”—_11 . 2
i i=2
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Wzor (82) jest wzorem rekurencyjnym uzalezniajacym wyznacznik m-tego rzedu od podobnych mu wyznacz-
nikéw (m—1) rzedu. Dla kazdego z nich mozna dalej stosowa¢ wzér (82). Mamy wige:

. m . I
N !ele{n_l - I'I (epi_epz)[‘epal-r’n_z +epziep3|fn—_12 , . (83)
i=3

epz - n (ePr —eP?) []em} +epz1epsl£l:22] . (84)
Podstawiajac (83) i (84) do (82) otrzymujemy:
. m m " .
‘em S = H (ePi—e?) [I (eP1 —eP?) [1epa|{”_2 _!_epzlepsl-”n—_lz +3P113p3] +eplep2]ep3|m 2 (85)

Postepujac tak w dalszym ciagu mozna doj$¢ do wniosku, Ze:

. m m—1
o= 'eml'Jn n H (ePi —e??) 2 ePrigPiy | gPry, (86)
j=i41 i=1
gdzie sumowanie rozciaga sie na wszystkie iloczyny, z ktorych kazdy jest kombinacja j réznych czynnik6w

eP* wzietych spodrod wielkosci eP!, eP?, ..., ePm A zatem w sumie X; wystepuje, jak wiadomo z kombinatoryki
m

( ) skladnikéw. Uwzgledniajac to, ze wyznacznik A, okre§lony wzorem (24) jest wyznacznikiem Vander-
J

monda, dla ktdrego jest

m—1

[] ” (eP1—et), 87

Je=it1i=1

oraz uwzgledniajac zaleznoéci (23), (78) i (86) otrzymujemy dla wielkosci d; wzory:
dj = (—=1)f Zje”"xe”"z ek, j=1,2,..,m, (88)
ktore inaczej mozna przedstawi¢ w postaci (26).

Politechnika Slaska
Katedra Teorii Regulacji
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R. GESSING

DIFFERENCE EQUATIONS OF NONLINEAR SAMPLED-DATA SYSTEMS AND THEIR
APPLICATION TO COMPUTATION OF SYSTEM RESPONSES .

Summary

In the paper difference equations of nonlinear sampled-data systems of an arbitrary order are derived.
The presented work deals with systems which can be transformed into the system with a nonlinear sampler
generating pulses of an arbitrary wave-form and linear continuous-data part. The most general case, when
a characteristic equation of the differential equation could have multiple roots is considered. It was proved
that knowing the response of a linear system part to any pulse generated by the sampler one could write
at once system difference equations. It was shown that from the obtained system difference equations
follow directly the recurrent formulae, which could be used to compute in the numerical form the system
responses of interest to us. The computational procedure is considerably simplified in the case of a sampler
with a level quantization. As an example the computation of responses of the given sampled-data control
system was shown. :

R. GESSING

LES EQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES DES SYSTEMES ECHANTILLONNES
NON-LINEAIRES ET LEURS APPLICATIONS A CALCULER DES REGIMES TRANSITOIRES

Résumé

L’oeuvre présente les équations aux différences finies des systémes échantillonnés non-linéaires dans
les cas, ot la non-linéarité est provoquée par I’échantillonneur qui produit des impulsions a la forme géo-
métrique quelcdnque. .

L’analyse est généralisée pour les cas des racines multiples des équations caractéristiques de la partie
linéaire du systéme. On a montré, que la connaissance de la réponse de la partie linéaire 4 I'impulsion
mise a Pentrée est suffisante pour composer les équations aux différences finies du systéme entier. Il est
aussi possible de trouver immédiatement les formules récurrentes permettant 4 résoudre numériquement
des cas intéressants. Ces formules deviennent spécialement simples dans les cas ol 1’échantillonneur tra-
vaille avec la quantification des signaux en niveaux. Les exemples pratiques du calcul, justifiant les méthodes
proposées, sont annexés. ‘

R. GESSING

DIFFERENZENGLEICHUNGEN NICHTLINEARER IMPULSSYSTEME
UND IHRE ANWENDUNG ZUR BERECHNUNG VON VERLAUFEN IN DIESEN SYSTEMEN

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden Differenzengleichungen nichtlinearer Impulssysteme beliebiger Ordnung fiir
den Fall aufgestehit, in welchem sich ein Impulssystem durch einen Pulsmodulator von beliebiger Impuis-
form und einen kontinuierlichen linearen Teil ersetzen lidsst. Erortert wurde der allgemeine Fall von Dif-
ferentialgleichung, deren charakteristische Gleichung merhtache Wurzeln haben kann. Aus den ange-
fiihrten Erwdgungen folgt, dass man bei bekannter Antwort des kontinuierlichen Teils auf einen beliebigen
Impuls des Pulsmodulators die Differenzengleichung des Systems unmittelbar aufstellen kann. Es wurde
bewiesen, dass aus den aufgestellten Differenzengleichungen unmittelbar Rekursionsformeln folgen, die
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uns gestatten, Verldufe vom Interesse in numerischer Form zu errechnen. Die Rechenarbeit wird wesentlich
vereinfacht, wenn der Pulsmodulator mit Amplitudenquantelung arbeitet. Die Arbeit enthilt Belsplele von .
Berechnungen der Verldufe in einem konkreten Impulsregelsystem.

P. TECCHHIL

PASHOCTHBIE HEJIMHEWHBIE YPABHEHNI MMIIVIILCHBIX CHUCTEM M HUX
HCIIOJIb3OBAHUE [OJISI UCUMCIIEHMA [TEPEXOIHBIX ITPOLIECCOB

Pesmome

B cTaThe BBEIBEAEHB! PA3HOCTHRIE YPAaBHEHYS MIA HENHHEHHBIX MMIYIBCHBIX CHCTEM IPOM3BOJIBHOrO
TOPAMAKA, KOTOPLIE MOYKHO IIPUBECTH K JHHEHHOH HenpepbIBHOH YacTy ¥ HENMHEHHOMY HMIIYIbCATODY,
06pasyIoTlEMy HMITYJIbCHI IIPOM3BONBHON GOpMBI. PaccMoTpeH BIosHe ofmmuit ciyuail, B KoTOpoM Xa-
PaKTEPHCTHUECKOE ypaBHeHne AupPEepeHIaNLHOTO YPABHEHNS MMEET MHOTOKparHble KopHH. IToxa-
38HO 4TO HA OCHOBAHUM PEAKIMH HEMPEPLIBHON YacTy CHCTEMBI Ha IPOM3BOJIBHEIN HMITYJILC BLIPAOOTAH-
HBIH MMITYILCATOPOM MOXKHO HEMENTIEHHO HAIUCATh PasHOCTHbIE YPaBHEHMSA CHCTEMbI. K3 mosryueHHBIX
DPa3HOCTHBIX yPaBHEHUH BOSHMKAIOT HEIOCPEIACTBEHHO PEKYPPEHTHEIE (hOPMYJBI, C IOMOIIBI0 KOTOPBIX
MOYKHO HYMEPHUECKH PACCUUTATh MHTEPECYIOUUE HAC IPOLECCHI. OTH PacUéThl 3HAUMTEIBHO YIIPOMa-
IOTCA B CIIydae HMIYJIbCATODa C aMILIMTYRHON Mopyiaumel. IIpuBecHBI IpUMEPHI pacuéra IIPONeccoB
B KOHKDETHOM MMITyJIbCHOU CHCTEME PEryIUpOBAaHMA.
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JERZY MIELNICKI

Oddzialywanie magnonowo-fononowe w krysztatach
ferromagnetycznych w warunkach ,,pompowania réwnoleglego”

Rekopis dostarczono 31.5.1966

W artykule przedstawiono zagadnienie oddzialywania magnonéw z fononami w przy-
padku wzbudzenia magnondéw za pomoca techniki ,,roOwnoleglego pompowania™. Zostalo
rozpatrzone zdegenerowane i niezdegenerowane wzbudzenie fal magnetoelastycznych oraz
zostal podany warunek mozliwosci obserwacji pierwszego lub drugiego typu wzbudzenia.

Omawiajac generacje zdegenerowanych fal przedyskutowano mozliwo$§é uprzywilejowa-
nia generacji fonondw za pomoca zmiennego pola magnetycznego w stosunku do generacji
fal spinowych.

1. WSTEP

W pracach [1], [2] wykazano, Ze wystgpowanie energii magnetoelastycznej prowadzi
w pewnych warunkach do pojawiania si¢ sprzgZenia miedzy falami spinowymi, tj. magno-
nami, a drganiami sieci — fononami, w wyniku czego powstaja fale o cechach zaréwno
fal spinowych, jak i fononéw. Sa to fale magnetoelastyczne.

Omawiane sprzezenie jest szczegdlnie silne, gdy magnony i fonony maja jednoczesnie

ten sam wektor falowy %i te sama czesto$¢. Oddziatlywanie magnetoelastyczne zmienia

natezenie pola progowego, ktére mozna wyznaczy¢ doSwiadczalnie. Szczegdtowe zbadanie

tej zmiany pozwala na okreslenie szeregu wielkosci charakteryzujacych badany materiat,

jak np. energii wymiany, stalych wchodzacych do wyraZenia na energi¢ magnetoelastyczna

statych elastycznych materiatu, od ktérych zalezy miedzy innymi predkoéé rozchodzenia

sie fonondw. Cieckawe sa réwniez perspektywy zastosowania oddzialywania magnetoela-

stycznego:

— mozna bedzie uzyskaé cenne informacje dotyczace proceséw relaksacyjnych fonondw,

— nieliniowa generacja fal magnetoelastycznych moze by¢ wykorzystana w praktycznych
urzadzeniach jako Zrédto mikrofalowych fonondw,

— mozna bedzie umozliwi¢ generacje mikrofalowych fononéw o wigkszej mocy,

— powstanie mozliwo§é konstrukcji fononowego wzmacniacza, gdyz przy zachowaniu
pewnych warunkéw amplituda drgan elastycznych przechodzacych przez ferromagne-
tyczny material umieszczony w zmiennym polu magnetycznym powinna rosnac.

W pracy tej omGwiona zostata generacja fal magnetoelastycznych za pomocy ,,pompo-

wania réwnoleglego”™, tzn. gdy zmienne pole (mikrofalowe) / ma taki sam kierunek jak
pole stale.
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2. ROWNANIA RUCHU [1]

Roéwnania ruchu wyprowadzamy na drodze klasycznej opierajac sie na znajomosci
gestosci funkcji Lagrange’a £ i funkcji Hamiltona 9¢. W sktad tych funkcji wechodza
w naszym przypadku wyrazy ‘

.,Q = £z+oge+£i+o€pa 1
W = Wk Ut Uit M

gdzie indeksy z, e, i oraz p odnosza si¢ odpowiednio do wyrazu Zeemana, wyrazu wy-
miennego, oddzialywania magnetoelastycznego oraz do wyrazu fononowego.

a) Wyraz Zeemana

Gestos¢ funkcji Lagrange’a dla przypadku M, M, <€ M, moZzemy zapisaé w postaci:

M, M H,
O = Y X . 2 2 0
L, o, +y(M+ M) 20, (2)
gdzie H, jest stalym polem skierowanym wzdiuz osi z, za$
wy = —yMj. 3)

Hamiltonian otrzymujemy wprowadzajac wpierw wspotrzedne uogdlnione

T = 3".9 ___&Q.Z =My, v=M, @

Znajdujemy:
qu = ﬂMx—sz = (wo/zws)(wgﬂz‘l“/)z)-

b) Czion wymienny
Jesli w rozwinigciu M, na szereg pominiemy wyrazy zawierajace potegi M, i M, rzeddéw
wyzszych od drugiego, to wyraz wymienny mozna zapisa¢ w postaci

Ue = (A/MD[w3(V)*+ (V)] )

c ) Oddzialywanie magnetoelastyczne

Posta¢ magnetoelastycznej energii swobodnej zalezy od symetrii krysztatu oraz od
usytuowania kierunku stalego pola magnetycznego wzgledem kierunkéw krystalograficz-

nych. Dla krysztaléw o symetrii kubicznej, w przypadku pola H skierowanego wzdhuz
kierunku [100] gesto$¢ energii magnetoelastycznej jest w przyblizeniu réwna:

f{_'"lg()] = bl (aazc Uxx_l' Otf, Uyy+ oz§ Uzz)+2b2(‘xx Ocy Ux)’_l_ OCy %z Uyz+ ‘xz Oy sz) s (6) »
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za$ w przypadku pola H skierowanego wzdtuz [111]:
fr{nlelll = 2b2((1x OCz sz+OCyOC z)+ (171_2172){OC az[(lll/z)(va yy)+sz]+

+o, 0 [U,, —(1/V2)U, L}, (D)

gdzie ¢; jest stosunkiem i-tej sktadowej namagnesowania do namagnesowania nasycenia
My, za§ Uj; sa sktadowymi odksztalcen, b, i b, — stale sprzezenia magnetoelastycznego.
Przy wypisywaniu wyrazet (6) i (7) ograniczyliémy si¢ do wyrazéw zawierajacych
drugie potegi o; i pierwsze Uj;.
Rozpatrujemy w dalszym ciagu przypadek, w ktérym state pole jest skierowane w kie-
runku [100]. Kierunek ten przyjmujemy za o z. Ograniczajac si¢ do przybliZenia liniowe-
g0, zachowujemy W wyrazeniu na f5" tylko wyrazy liniowe ze wzgledu na M, i M

oy Uy, 1 0,0, U,,.

Zwiazana z oddzialywaniem magnetoelastycznym gestoéé funkcji Hamiltona ma stad
postaé

C'}gi = (ZbZ/Ms) (ws T Uyz_l_ [ sz) 3 ‘ (8)

gdzie skladowe odksztalcen wystepujace w (8) zdefiniowane sa nastepujaco:

1(6R, oR, 1[4R, - oR,
= | —2 g = =
Upe = 2( oz ' dy )’ U = 2( ox " oz ) ©)

R — wektor przesuniecia punktu z polozenia réwnowagi.

d) Wyraz fononowy

Dla wygody zakladamy tu elastyczna izotropowo$é, co ogranicza dyskusje do fal roz-
chodzacych si¢ wzdhuz osi symetrii. Wzdtuz tych osi dwie galezie fononéw poprzecznych
pokrywaja sie.

Gestos¢ funkceji Hamiltona zwigzana z fononami ma postaé:

Up = 2—19-<nz+ﬂ5+ﬂz)+a 2 U+ 2 A (10)
gdzie: l
IT = odRjdt, (11)
e i f sastatymi elastycznoéci, 0 — gestosé.
Calkowita gesto$¢ funkcji Hamiltona (prz_gl H réwnolegltym do kierunku [100]):
t = (0020 (@Fr*+9)+ (A M) [0H(VrY*+ (V)] + (2b2) M) 057Uy - pU, )+

+ Qo) IBA+IT+ T2 +a Z U,+ﬂ(2 v). (12
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Znajac gesto$é funkcji Hamiltona otrzymujemy réwnania ruchu w postaci:

. 8% Y
= =y 2T e
A T U

Y= on T L ox, d@njoxy)’

C
dlT, __ a_%g . iy oK (13)
at 3R %, 6(8Rx/8xa) .
dﬂi_ ac}f o, E
Tdr Ox, 6(3Ry/8x,,)
dlj, - a% i oA
4~ OR, L x, 9@R.Jixy’
gdzie ©™ = ]:O[y , W= M,.

N

Réwnania (13) s poszukiwanym ukiadem réwnan.

3, GENERACJA FAL. MAGNETOELASTYCZNYCH ZA POMOCA ,,ROWNOLEGLEGO
POMPOWANIA”

Przy wzroécie amplitudy zmiennego pola %, przylozonego réwnolegle do pola statego
H, przy pewnej wielkos§ci & = hppog0we POjawia sig silne wzbudzenie fal spinowych, rozcho-
dzacych sig prostopadle do kierunku stalego pola [3], [4], [S], przyjmowanego zwykle za
kierunek osi z. Czesto$é tych fal réwna si¢ polowie czgstoéci pola zmiennego. Obserwo
wano [6], Ze w ten sam sposéb, ale przy czesto$ciach nizszych (w zakresie megacykli),
moga byé wzbudzone fale elastyczne — fonony. Istnicje takze wspdlny obszar, w ktérym

Al. Hprag

1
|
|
|
|
3
i
1
|
1

x¥

H,
Rys. 1. Zmiana pola progowego wywolana przez oddzialywanie magnetoelastyczne
produkowane za pomocg réwnoleglego pompowania fale sa mieszanymi falami magneto-

elastycznymi.  Wystgpuje wtedy wzrost pola progowego, obserwowany jako pik pojawia-~
jacy si¢ na krzywej Aprogowe. = h,(H) przy pewnej wartosci pola H; (rys. 1).
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Omawiajac oddzialywanie magnetoelastyczne, bedziemy rozpatrywaé maty ferromagne-
tyczny krysztal majacy symetri¢ kubiczna, o ksztalcie elipsoidu, namagnesowany wzdtuz
kierunku [100] (kierunek statego pola jest réwnolegly do tego kierunku). Wtedy, zachowu-
jac w wyraZeniu na gesto$¢ energii magnetoelastycznej (6) tylko czlony liniowe ze wzgledu
na M, i M,, dostajemy:

b, M BR OR dR
[100] 2 7z *
N 2b2(oc o, Z—]—oc o, U,y) = e {M( —]— )—}—Mx( x T2 )} (14)

Wiadomo, ze wzbudzone przez ,,réwnolegle pompowanie” fale spinowe rozchodza sie
prostopadle do kierunku H (tj. prostopadle do osi z). Bez ograniczenia ogélnoéci rozwazan,
kierunek wektora falowego k tych fal przyjmujemy za o x. Poniewaz wzbudzone fale

spinowe moga tylko oddziatywaé z fononami o tym samym l_g, wigc powstajaca fala magne-
toelastyczna, ktdra jest réwniez fala plaska, rozchodzié sie bedzie w kierunku osi x.
W takim razie mozna przyjaé:

ORy y. . R 2
oo i, B
dzigki czemu wyraZenie na energi¢ magnetoelastyczna uprosci si¢ do postaci
M M, OR,
[100]
fre W o (16)

Wynika stad, Zze wektor przesuniecia R jest poprzeczny i spolaryzowany wzdhuz osi z,
tj. R= (0, 0, R,), co ilustruje rys. 2.

z Afo0]

¥

24

—_——
k .
X .

Rys. 2. Wza_]emne usytuowanle kierunkéw [100] w krysztale, pola magnetycznego H wektora odksztalcen

) ) R oraz Wektora falowego X
a) Rownanza ruchu i zaleznosé dyspersy]na
Na podstawie réwnan (13) réwnania ruchu dla omawianego przypadku sa postaci:
' L M = -(wH—I—cofcosw M, ‘ 7 »
= (coH—l—wM—!—wﬁcoswpt)Mx—i—ybzé’R,/@x, an
eR; = WFRJOx+ (bl MYIM, ox,
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gdzie wg = YHwewnetrznes Hwewngtrzne — nateZenie pola magnetycznego wewnatrz probki,
Wy = 4nMgy, wp = yh, b,— stala sprzezenia magnetoelastycznego, @ — gestosé, o —
modut elastycznosei, @, — czgsto§¢ zmiennego pola magnetycznego.

Pominiemy na razie zmienne pole 4. Réwnania ruchu (17) sa spelnione przez plaskie
fale M., M,, R, ~ '@~ Uwzgledniajac t¢ zalezno$¢ w (17), dostajemy jednorodny
uktad réwnan na amplitudy My, M, i R,. Z warunku zerowania si¢ wyznacznika tego
ukladu dostajemy zalezno$§¢ dyspersyjna

(o) (i — ek — YR g2 o, (18)
Mo

1
2z
gdzie ¢, = (%) jest predkoécia fononéw poprzecznych, za$ wi = wg(wg+mwy) jest czg-

stodcia fali spinowej rozchodzacej si¢ pod katem 90° do pola H. Na rys. 3 przedstawiono
graficznie dyspersyjna zalezno$¢ (18) (linie ciagte). Linie przerywane ilustruja przebieg nie-
zaburzonych krzywych dyspersyjnych fal spinowych oraz fononéw. Litery podane w okre~
gach wigza poszczegdlne czefci zaleznosci dyspersyjnej z odpowiadajacymi im czgsciami
krzywej progowej, wykreslonej na rys. 4.

1 ®
7
7
7
/4
i
Ve
® g
e =
s ’,/
I my L ___7/—/”’/ @
) '@' | f
e ey
e
S A®
4 |
7
7 I
v |
z I
Y/ I
7 |
P
1
@ 1
i
1] -

k gyt k

Rys. 3. Wykres zaleznosci dyspersyjnej fal magnetoelastycznych (linie ciagle). Linie przerywane odpowia-
daja zaleznosci dyspersyjnej niezaburzonych fal spinowych oraz fal elastycznych. Litery podane w okregach
wiaza poszczegdlne czesci zaleznosci dyspersyjnej z odpowiadajacymi im cze$ciami krzywej progowej, po-
kazanej na rys. 4 i oznaczajg: czgé¢ a i b krzywej dotyczy niezaburzonych fal spinowych, czg§é ¢ i d dotyczy
niezaburzonych fal elastycznych, cze$¢ e i f opisuje mieszane fale magnetoelastyczne

W dalszym ciagu interesowaé nas bedzie przede wszystkim obszar, w poblizu ktérego
niezaburzone zaleznosci dyspersyjne przecinaja si¢ [w poblizu punktu o = Oprye(Kiryt)
gdyz wlaénie w tym obszarze, jak pokazuje rysunek, wystepuje oddzialywanie magneto-
elastyczne.

Minimalne rozseparowanie dwdch galezi widma magnetoelastycznego (w punkcie k =

= ky,) wynosi w przyblizeniu _
2'}} (854 wkryt
b, ' / Mo . (19)
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b) Relaksacja
W dalszym ciggu zostang wprowadzone straty magnetyczne. W tym celu czesto$é fal
spinowych w, zostanie zastgpiona przez wielkos$¢ £2,:
O = wtite’, (20)
gdzie:
Ti b= JydHy = (0d/2) 087, @1
7, czas relaksacji fal spinowych, AH, — ,,szeroko$¢ linii” charakteryzujaca niestabilne
fale spinowe. 4
W celu uwzglednienia relaksacji fononéw zastepujemy w (17) R, przez

R,+277'R,, (22)
gdzie 7; jest czasem relaksacji niezaburzonych fonondéw:

7 = (0/2) 0", (23)

w, = ¢k jest czgstoscia poprzecznych fonondw, O, i O, — dobro¢ fali elastycznej i spino-
wej. (Miernikiem dobroci @ jest stosunek czestosci wy, . do ,,szerokosci linii” dw, ).

Jesli zaniedbaé 752 w poréwnaniu z w?, to uwzglednienie relaksacji fononéw sprowadza
si¢ do zastapienia w, przez ., gdzie

Q. = o titi. 4)

¢) Prog niestabilnosci
A. Przypadek zdegenerowanego parametrycznego wzbudzenia [7]

Przedstawimy teraz namagnesowanie 1 przesuniecie w postaci fal plaskich o czestodci
réownej polowie czestosci pompowania:

M.

oy = 2 ait, @ opDt—led g il 45 7

k>0

@25

R, = Z b, eleplD1—kx | pr olwpl2ithx] L g 7
k>0

gdzie s.z. oznacza wielko$§é sprzgzona zespolona.

Podstawiajac powyzsze rozwinigcie do réwnan ruchu (17) dostajemy jednorodny uktad
réwnan. Z zerowania si¢ wyznacznika oraz po wprowadzeniu strat przez zastgpienie
W, 1 Wy, przez

‘Qe = we_i_ire_ls *Qk = wk_l"irl:l (26)

otrzymujemy wyrazenie na warto$¢ progowa:

@J _ @10y @r—lo— (it} 2o+ @i— o doar T
2/ prog [(kb2) (v JoM ) — (wﬁ—%wi)]z—l- Loy T, ? ’
gdzie : (

w, = (K*/o)la—y b3 wg/M(0}—tw})]. (28)

5 Rozprawy Elektrotechniczne
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Zauwazmy, Ze jesli czesto§é pompowania zostala tak wybrana, by
' W, = 0,2 = ,

to wtedy definicja w, redukuje si¢ do wyprowadzonej poprzednio zalezno$ci dyspersyjnej
(18) dla fal magnetoelastycznych. Na podstawie réwnania (27) wida¢, ze (@g)prs OSiaga
warto$ci minimalne, gdy czesto$¢ pompowania w, jest bliska czgstosci odpowiednio:
2wy, 20,, 20,, co odpowiada wzbudzeniu odpowiednio: fal spinowych, fal elastycznyc
lub tez mieszanych fal magnetoelastycznych. Kazdy z tych przypadkéw rozpatrzymy
oddzielnie.

Niestabilno$¢ fal spinowych
Niech czesto$é pompowania w, bedzie tak dobrana, by spetniony byl warunek:

lw2—w?/4] > |wz—w}/4] = 0. _ 29)

Wtedy na podstawie (27) otrzymujemy nastepujace wyrazenie na warto$¢ progowa:

(%ws)prog :l(%—iw%[’ (30)
ktére osiaga minimalng wartoéé dla w, = $w,, réwna
hprog = 0pd Hy(k) [ , €2))

Graficznym przedstawieniem tej zaleznoéci sa galezie a i b na rys. 4.

Wzér (31) jest dobrze znanym wyraZeniem opisujacym prég wzbudzenia fal spinowych
przy réwnolegtym pompowaniu (zob. np. [3]). Zauwazymy tu tylko, Ze poniewaz szerokos¢
linii fal spinowych AH, ro§nie wraz z k, najmniejsza warto§¢ h,.,, wystepuje dla k = 0.

Niestabilnos¢ fal elastycznych
Jesli dw, jest takie, ze zachodzi
lwi—jw}| > |lwi—iwd = 0, (32)
to na podstawie zaleznosci (27), zaniedbujac straty fal spinowych i przyjmujac, Ze 77! jest

dostatecznie male (w mianowniku (27) zaniedbujemy wszystkie czlony z wyjatkiem
k2b3y oMy, dostajemy:
, gl
o 2lei—iedll@—iwp)+(@I07 VI aM, 33

prog % b% 0)2
e

W przypadku }o, < o, oraz jo, = o, (galaz d na rys. 3 i 4) powyzsze wyraZzenie redukuje
si¢ do:

hprag = Zw%“Ms/'}’zb%Qe- (34)
Natomiast dla w; < fw, (galaZ ¢ na rys. 3 i 4) wartos¢ progowa Wynosi: '
/hprog = wﬁ“Ms/zyznge- ) ' ' (35)

Niestabilno$¢ fal magnetoelastycznych
Jedli $w, ® 0y X w,, to znaczy czgsto$¢ pompowania zostala tak dobrana, Ze znajduje
sie w poblizu punktu przeciecia si¢ niezaburzonych czgstosci w, 1 w, to mamy do czynienia
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z obszarem oddzialywania magnetoelastycznego. Zalezno$é progowa (27) redukuje SIQ
wtedy do nastgpujacej postaci:

(a;s) ~ zwk":l:] 4 (w%_%wlzl) 26(),27;1 . ) X (36)
prog

Dy (wi—1w}) oy
Przyjeto tu, ze rozszczepienie jest wieksze od tlumienia, to Znaczy':
(02—1wd) > 2w,7;% 37

Z rys. 3 widag, ze w poblizu punktu przeciecia k = ky, istnieja dwie magnetoelastyczne
fale o czestosci w, = 4w, ktore naleza do dwu gatezi dyspersyjnych. Na podstawie réw-
nania (36) mozna obliczyé wartoéci progowe dla obu tych fal, jednak przy stosunkowo
malym rozszczepieniu mozna przyjaé, ze warto$é progowa dla tych fal jest identyczna.

Rysunek 4 przedstawia typowy przebieg wartosci progowej zmiennego pola. Litery
wskazuja na powiazanie poszczegdlnych czesci krzywej progowej z odpowiednimi cze$ciami
zaleznosci dyspersyjnej, przedstawionej na rys. 3.

hprog

. Niestabitnos¢
elastyczna

Niestabilnosc

Nieslabilnos¢
spinowa

Rys. 4. Typowy przebieg wartosci progowej. Poszczego6lne czesci ilustruja trzy przypadki omawiane w tekscie.
Litery w okregach odnosza si¢ do liter na rys. 3

W rozwazanym przypadku prég niestabilnodci fal elastycznych jest o wiele wigkszy niz
prog niestabilnodci fal spinowych, co wyjasnia, dlaczego ten ostatni nie byt dotad obser-
wowany doswiadczalnie. Jednak dla materialéw charakteryzujacych sie duzymi warto$ciami
by i b, oraz Qe istnieje mozliwoéé, by prég niestabilnoéei fal elastycznych byl mniejszy od
progu dla fal spinowych. Mozliwo$¢ ta bedzie szczegSlnie prawdopodobna w przypadku
materialéw o malych wartosciach 4mM, przy stosunkowo niskiej czestosci pompowania,
gdyz wtedy wielko$é Q, jest zwykle duza. Przebieg krzywych progowych w taklm przy-
padku pokazuje schematycznie rys. 5.

Warunkiem, by krzywe progowe- si¢ nie przecmaly, jest spelmeme nlerownosm

27w M2 [yBRQAH, < 1. (38)

5%
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Jezeli w, < wi, to jedyna mozliwa niestabilnoscia jest niestabilno$¢ elastyczna.
Rysunek 6 pokazuje teoretyczny przebieg pola progowego. Wzrost 4,.,, W poblizu mini-
malnej wartosci pola stalego, koniecznej do nasycenia prébki, wynika ze zmniejszenia sig
0. w poblizu tego punktu na skutek tworzenia si¢ domen.

4 Nprog
Niestabilnos¢
@ elastyczna @
Niestabilnos¢
splnowa. ONI

Rys. 5. Prog niestabilnosci w przypadku materiatu o duzej wartosci stalej sprzezenia magnetoelastycznego
i o matych stratach elastycznych. Dla @, > o prog niestabilnosci fal elastycznych jest mniejszy od progu
fal spinowych

& Porog

— -

H
Rys. 6. Niestabilnos¢ fal elastycznych przy niskich czgsto$ciach

B. Przypadek niezdegenerowanego wzbudzenia fal magnetoelastycznych [8]

Ponownie powréémy do uktadu réwnan (17). Przedstawimy teraz namagnesowanie
i przesunigcie w postaci fal ptaskich o réznych czestosciach w, i w, i réZnych wektorach

falowych k; i k, (zob. rys. 7).
.Mx = g expli(w t—kix)]+agqexpli(en t+k )+ ahexpli(wat—kax)]+
t+agexpli(wt+kx)]+s.z. (39)
Podobnie wyrazenie na M. ,
R, = bf expli(w;—Fk; x)]4 b1 expli(w; t+k1 x)[+b3 expli(w,t—k, x)] -
+b5 expli(w,t-+ky x)]+s5.2.
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Wektory falowe tych fal (k; i k,) sa sobie réwne, lecz maja przeciwne znaki, gdyz
zachodzi :

kp = k1+k2:

gdzie k, jest wektorem falowym fali zwigzanej ze zmiang natezenia pola 4 w przestrzeni
(dtugo$é tej fali jest rzedu 1 cm), ktéry mozna przyja¢ za réwny zeru w poréwnaniu
z k1 i k, (fale magnetoelastyczne maja dtugo$é rzedu 1 w).

Czgstosci dwu wzbudzonych fal spetniaja nastepujgca zalezno$é:-

w0, = 0;+;.
Aw
Wp

Wy

w'g/ 2

Wy

-

ki=ks ki=k3 k

Rys. 7. Wykres zaleznosci dyspersyjnej dla przypadku niezdegenerowanego. Na rysunku pokazano wszystkie
omawiane czestosci

Dalej postgpujemy analogicznie jak w przypadku zdegenerowanym, tj. podstawiamy
réwnania (39) do réwnan ruchu, wprowadzamy straty poprzez zastapienie

2. 2 2 2 .
We—wy,5 = 60e‘°"1,2‘|‘1¢01,2/Qe1,2>

22 S22 | s .
Wi— 07,3 = W=~ 07 »1101,2/01, 2,

(40)

gdzie Q.. 1, jest wartoscia Q fali elastycznej przy czestodciach w, i w,, za$ O, jest war-
toscig Q fali spinowej przy tych samych czestosciach.

Nastepnie, po otrzymaniu jednorodnego uktadu réwnan, przyréwnujemy jego wyznacz-
nik do zera, a stad dostajemy wyrazenie na warto$¢ progowa natezenia pola.

Przy zalozeniu, ze

wg_w%,Z > w%,Z/Qel,Za

ktére ogranicza analize¢ do uktadéw z rozszczepieniem wigkszym niz elastyczne czestosci
relaksacyjne, otrzymujemy ostatecznie warto$¢ progowa na fale magnetoelastyczne:

(ws) _ [(0r— ) 03/Qi2+ (0F—02) 02/Q. ][ (02— 0F) 03/ Q4+ (0F— ) ©2/Qei]

2 Jirye (@i~ 0} (@Z—0)2(wf—w0,)+wd]—kB[(0x+wy) Qui—wl—wd)—k%]

| (41)
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Aby ustalié warunki, przy ktérych niestabilno$é ta bedzie uprzywilejowana, nalezy
poréwnaé wyrazZenie (41) z wyrazeniami na wartoéci progowe, opisujacymi niestabilnosci
konkurencyjne. Jesli w; i w, sa znacznie rozseparowane, to wtedy warto$¢ progowa (41)
jest duzo wigksza niz w przypadku gdy o, i o, sa porownywalne Minimum wyrazema
(41) wystepuje, gdy :

a) -0l X 0]—w?

oraz gdy Q.11 Q.., a takze Oy 1 Oy, W poblizu punktu przecigcia niezaburzonych krzywych
dyspersyjnych mato si¢ miedzy soba rozmq
Jesli zatozymy, Ze

wl—w} = 0j—0; .= Qar=0c Cu=0k (42)
oraz zaniedbamy mate (kb,)* i przyjmiemy, ze w}—w,w, jest male w poréwnaniu z wj,
to dostaniemy prég na niezdegenerowana magnetoelastyczna niestabilno$¢ w nastepujacej
postaci:

( 28) = wlwz/wMQk+w1w2/wMQe' (43)
prog

Poréwnujac powyZsze wyrazenie z wyraZzeniem na prog niestabilno$ci zdegenerowanej
[w punkcie w.(ko) = wi(ky)] otrzymujemy nastgpujacy warunek na to, by niestabilno$é
niezdegenerowana byta uprzywilejowana w stosunku do zdegenerowanej:

(*D[vH[2H+4rnM(1—-2N,)] > 1, 44)

D — stata wymiany.

4. OPIS KSZTALTU ODDZIALYWANIA MAGNETOELASTYCZNEGO 9

Przedstawimjr teraz uklad réwnaf (18) w innych zmiennych. »
Niech dM i  beda amplitudami odpowiednio fali spinowej i fononu (zob. rys. 8).
+ Jedli do réwnan (17) wprowadmmy straty w ten sposob ze do prawej strony réwnania

pierwszego i drugiego dodamy odpow1edn10 ——yAHkMy, yAHkMx, za§ w trzec1m oR,
zastapimy przez

R, 4217'R,,

to mozna pokazaé, Ze réwnania te sg réwnowazne nastgpujacemu ukladowi réwnan
(przy czym o, zastapiliémy przez 2wt-+f): ‘

& = 0P D Fr(C/0M)wcosD-+aycosGor-f),
6M—[1s1n2<15 (AHk/M)+——k(c/aM)sm@]wMaM @

QE-FZTJ;IC'—'I—AakZC =— %kéMcos D
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tutaj: _ ‘
oy = yM, 24 H,, — szeroko$é linii fali spinowe;j,
W, = wH—Nsz—{—Z-szUM.
z 4 [100]
Hehy cos(2wt+f3)
A M
A Rz=C sinkx
Y
k [
& Mceos kx

X

Rys. 8. Graficzne przedstawiente wielkosci wystepujacych w réwnaniach ruchu (45)

Otrzymane rownania prowadzg do rozwigzania, w ktérym amplituda wzbudzonej
fali spinowej badz fali magnetoelastycznej jest stata, co oznacza, ze

prog
Wp, = Op,

gdzie wf ** jest progiem niestabilnoci (ws, = yhy).
Jesli rozszczepienie magnetoelastyczne jest dostatecznie duze w poréwnaniu z czestoscia
relaksacji fononu, to na podstawie (45) dostajemy:
wp® 24H(k) | b} B {AHk(ko) 1 0,051 }
2w S MM T M kdk T dw(dR)
gdzie Ak = k—ky < ko, 20 = w,.

(46)

b g

2w

24H, (k,)
M

1
1
1
:4—
|
3
|

1
|4 o °
Wy Wy Wy Wy

Rys. 9. Natezenie pola progowego w przypadku oddzialywania magnetoelastycznego

Pierwszy czlon réwnania (46) opisuje zalezno$¢ progowa przy braku oddziatywania
magnetoelastycznego. Natomiast w wyniku tego oddzialywania powstaje czlon drugi,
odpowiedzialny za powstanie piku na wykresie wf™ (rys. 9).
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W wyniku zmiany eliptycznoci magnonu pik przesunigty jest o wielkos§¢

24H (ko) . o b w1
0 oty —= KV 1 %2 TITM
Pa— P M Q' o M aol+wy) “47)
Znajac w} mozna znalezc stala wymiany ze zwigzku
A = (0g— o)k wy. (48)
Jesli przesuniecie zostato zaniedbane, to
/lwidoczne - [(wH wH)/(wH_wH)]}' (49)

jest wielkoscia wigksza od prawdziwej.

Btad moze byé znaczny dla materialéw o bardzo duzej wartoéci fononowego Q lub
tez w przypadku malej czgstosei w.
24 Hi (k)
M
mamy graficzne przedstawienie drugiej czgsci wzoru (46) Otrzymano w ten sposéb
wykres przedstawiony na rys. 10.

P"”F

Jedli teraz od krzywej przedstawionej na rys. 9 odejmiemy krzywa to otrzy-

Rys. 10. Ksztatt linii oddzialywania magnetoelastycznego. Jest to wykres drugiego sktadnika po prawej
stronie réwnania (46)

Wysoko$¢ linii A wynosi:

0
4= 2413 20T g, (50)
14
za$ szeroko$é potéwkowa
‘ 2094 |2
= k| e

Na podstawie powyzszych zaleznosci mozna wyciagna¢ dwa wazne z punktu widzenia
praktycznego wnioski:

— Wysoko$¢ piku nie zalezy od stalej magnetoelastycznej i zmienia si¢ wprost proporcjo-
nalnie do strat elastycznych (Q. jest wielkoscia odwrotnie proporcjonaing do tych
strat). Okazuje sie przy tym [10], ze wysoko$é wzrasta gwattownie wraz ze wzrostem
czestosci. Dla ustalonego Q wysoko$¢ roénie prawie jak trzecia potega czgstosei.

— Szeroko$é piku jest bezposrednio zwiazana z b,, nie zalezy od Q. i jest prawie niezalezna
od czestosci. Poniewaz wysoko$é wzrasta szybciej wraz ze wzrostem czgsto$ci niz
szeroko$é, wiec ksztalt linii staje si¢ wezszy przy wyzszych czgstotliwosciach.
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Widzimy wigc, Ze znajomo$¢ wielkosci 4 i W pozwala na wyznaczenie Q, i |b,).
Cala powyzsza teoria zostata do$wiadczalnie potwierdzona przez Olsona [10]. W pracy
tej badano takze temperaturowe zaleznoéci Q. i b, oraz przedyskutowana zostala mozliwoéé

~dos$wiadczalnego wyznaczenia stalej magnetoelastycznej bs.

. 5. UWAGI KONCOWE
Rozpatrzyliémy dotychczas przypadek, w ktérym pole H jest skierowane wzdluz
kierunku [100]. Pozwolilo to nam miedzy innymi na wyhczeme na podstawie ksztattu
otrzymywanej dosw1adczalme zalezno$ci
hkryt —_ hkryt(H)

magnetoelastycznej stalej ba.
Jezeli cala analizg powtérzymy przy polu H skierowanym wzdtuz kierunku [111],

to okaze sig, ze otrzymane wyniki beda analogiczne. (Gdy wektor przesuniecia R ma

kierunek stalego pola ﬁ, to w uzyskanych wyrazeniach stala b, nalezy zastapié przez

(b:1+0,)/3 [11].

Na podstawie obu pomiaréw mozemy wiec wyznaczy¢ state b; i b,. Doéwiadczenie takie
zostalo przeprowadzone w pracy [11}, przy czym badano ferryt litu, ktéry wyréznia sie
tym, ze warto$¢ b, jest o rzad wielkosci wigksza od b,, stad pomiar szerokosci potéwkowej
piku oddzialywania magnetoelastycznego praktycznie daje tylko warto$é b,.

Gdy pole H jest skierowane wzdtuz kierunku [111], to przy i skierowanym réwnolegle

do H (pompowanie réwnolegle), fale spinowe oddziatujg réwniez z fononami podhuznymi.

i /lkryf / ﬁkryf. min

!
H4,
L‘ll

/
\/H< He

|

|

|

i
1
I
i

!
!
!
!

ch‘HnI?_, IHD'HZI% . ,Hc‘VH[%

Rys. 11. Natezenie pola progowego podzielone przez natezenie minimalne w zaleznoséci od |H,— H|1/2, Pik
przy natgzeniu pola statego H, odpowiada oddziatywaniu fal spinowych z fononami podluznymi, a przy
natezeniu pola H, — oddzialywaniu z fononami poprzecznymi

Dzigki temu na krzywej hy,y, = hy,,e (H) pojawia sig jeszcze jeden pik odpowiedzialny za
to sprzezenie (rys. 11). (Wykres sporzadzono w nieco innych wspolrzgdnych) Piki te mozna
rozrozni¢ na podstawie zwiazku:
1Y
[(H—Hy)/(H,— Hy)J% = ;l‘,

s

(52

gdzie v; i v, — predko$é fononéw podtuznych i poprzecznych.
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6. ZAKONCZENIE

Pojawienie si¢ w funkcji Hamiltona wyrazu opisujacego energie magnetoelastyczna
prowadzi w efekcie do réwnan ruchu, w ktérych poprzeczne skiadowe wektora namagne-

sowania M, i M, zostaja powigzane ze sktadowymi wektora przesunigcia R punktéw
materialnych oérodka. Inaczej mdéwiac, pojawia si¢ oddziatywanie migdzy falami spino-
wymi, tj. magnonami. a fononami. W wyniku tego oddzialywania w pewnych warunkach
moze powstaé fala magnetoelastyczna — nowy twor o cechach zaréwno fali elastycznej,
jak i spinowej. W warunkach ,,pompowania réwnoleglego” moze si¢ ona rozchodzi¢ tylko
prostopadle do kierunku stalego pola. ’

Wzbudzenie fali magnetoelastycznej powoduje zmiang wielkosci nateZzenia pola progo-
wego, ktdérg obserwuje si¢ doswiadczalnie. Charakter tej zmiany daje nam informacje
dotyczace szeregu statych, charakteryzujacych badany material (ap. stala sprzezenia -
magnetoelastycznego, predkosci rozchodzenia si¢ fononéw, stale elastyczne).

Omgwione zostaly dwa mozliwe ze wzgledu na spelnienie praw zachowania energii
i pedu przypadki powstawania fal magnetoelastycznych. W pierwszym (przypadek zdegene-

rowany) powstaja dwie fale przeciwnie skierowane (k; = —kz), o tych samych czestosciach,
réwnych polowie czestosci pompowania

W= 0y = /2.

Na wykresie @ = w(]kl) przypadkow1 temu odpow1ada jeden punkt lezqcy na JedneJ
z dwu galezi krzywej dyspersyjnej.

W przypadku wzbudzenia n1ezdegenerowanego powstaja dwie pary fal magneto-
elastycznych: (la, 2a) oraz (1b, 2b) o wektorach falowych réwnych co do wartosci bez-
wzglednej. Wektory falowe kazdej pary sa przeciwnie skierowane, a czestosci sa rdézne.
Jednak suma czestoéci réwna jest ,,czestoéci pompowania”. Prawo zachowania energii
i pedu ma teraz postaé nastgpujaca: "

— — — —
W1a W = Wp, Wyp = Wap = Wp, kig= —ky, kipp= —kop.

Na wykresie dyspersyjnym o = w(ﬁc)]) wzbudzeniu niezdegenerowanemu odpowiadaja
dwa punkty lezace na dwdch réznych galteziach krzywej dyspersyjnej.

Przy dyskusji progu niestabilnoci wykazano, ze pik oddzialywania magnetoelastycznego
powstaje w obszarze przeciecia sig dwu gatezi krzywych progowych. Kazda z tych krzywych
sklada si¢ z czeéci odpowiedzialnej za wzbudzenie fal spinowych oraz z czesci odpowie-
dzialnej za wzbudzenie fal elastycznych. Zazwyczaj krzywe te przecinaja sie w taki sposéb,
7e za pomoca zmiennego pola mikrofalowego latwiej mozna wzbudzi¢ fale spinowe.
Jednakze przy spelnieniu odpowiednich warunkéw krzywe te mozna rozseparowac tak,
by sie nie przecinaty. Wtedy, w pewnym zakresie natgzeni stalego pola magnetycznego,
przy rosnacej amplitudzie pola zmiennego wzbudzone zostang wpierw fale elastyczne,
a dopiero potem spinowe. .

Instytut Technologii Elektronowej PAN
Zaklad Magnetykéw -
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J. MIELNICKI

MAGNON-PHONON INTERACTION IN FERROMAGNETIC CRYSTALS IN THE PARALLEL
PUMPING CONDITIONS

Summary

Review of the magnetoelastic interaction theories near the magnon-phonon crossover region is pre-

sented. Equations of motion describing magnon-phonon interactions with ﬁ; along [100] direction of the
monocrystal of cebic symmetry have been derived. Expressions describing critical rf field are obtained in
both cases of degenerate and nondegenerate magnetoelastic instability. In the case of degenerate instability,
magnetoelastic peak shape (in particular peak height and half-width) is given. It was pointed out that in
the low frequency region the phonon compared to magnon generation is favoured. Additionally the dis-
cussion of the peak shape dependence on the magnetoelastic constant b,, elastic damping and pump fre-
quency is presented.

J. MIELNICKI

INTERACTION MAGNON-PHONON DANS DES CRISTAUX FERROMAGNETIQUES SOUMIS
A UN ,,POMPAGE PARALLELE”

Résumé

On décrit les interactions magnétoélastiques dans les monocristaux de ferrite & symétrie cubique. On
considére le cas des champs magnétiques alternatifs et constants dirigés selon I’axe [100]. On dérive les
equations de mouvement et la formule de P'intensité de champ critique. On donne aussi les formules de la
hauteur et de la largeur du pic d’interaction magnétoélastique sur la courbe du champ critique.
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J. MIELNICKI

MAGNON-PHONONWECHSELWIRKUNG IN FERROMAGNETISCHEN KRISTALLEN
BEIM PARALLELPUMPVERFAHREN

Zusammenfassung

Auf grund der wichtigsten Arbeiten wird iiber die Wechselwirkung zwischen Spinwellen und Kristall-
gitterschwingungen beim Parallelpumpverfahren berichtet.. Behandelt wurde der Fall mit magnetischem
Gleichfeld in der [100]-Richtung eines kubischen Einkristalls. Die magnetische und elastische Anisotropie
wurde hierbei vernachlissigt. Es werden Gleichungen angegeben, die eine Auswertung der kritischen
magnetischen Wechselfeldstirke fiir die entartene sowie auch unentartene Anregung von magnetoelasti-
schen Wellen ermdglicht. Die fiir die entartene Anregung gewonnene Beziehung bestimmt sowoh! die
Linienform der magnetoelastischen Wechselwirkung, wie auch dessen Grosse und Halbwertsbreite. Auf die
Bevorrechtung der Phononenerzeugung im Verhiltnis zur Spinwellenerzeugung wird hingewiesen. Es wird
auch iiber die Abhéngigkeit zwischen Linienform der magnetoelastischen Wechselwirkung und magneto-
elastischen Konstante b,, elastischer Verluste und Frequenz berichtet.

E. MEJIBHULKH

B3AMMOJENCTBUE MATHOH-®OHOH B GEPPOMATHUTHBIX KPUCTAJIIIAX
B YCJIOBUSX ,,JTAPAJUIEJIBHOIO KAYAHUVA™

N
Peswme

OCHOBBIBASICH HA BMKHEHMMX paboTax, M3JAHHBIX B IOCHENHHE I'OJbl, NPEACTABIICHBI BONPOCKHI,
CBASAHHLIE C SIBJICHUEM B3AMMONEHCTBHUS CHHHOBBIX BOJH C KOJIeGAaHHAMY KDPHCTAJUIYECKON PELIETKY
B YCIOBHAX TAPAJUIEABHOrO HaxaunBamusd. PaccmMoTpeH ciydail, HpH KOTOPOM IOCTOAHHOE MATHUTHOS
107 HANIPABIIEHO BOMb KpucTamiorpadguueckoit ocu [100] moHokpucramta ¢ KyGHruecKoi cumMMeTpuei.

MATHETHYIO H YOPYTYIO AHXSOTPOIIAIO CUMTAIOT NpeHeOpeXuMbIMiL. BRIBEACHEI YPABHEHNS ABIKCHAA
H2 OCHOBaHHY KOTOPBIX PACCUMTAHO IIOPOTOBOE HANDMKEHHE NEPEMEHHOr'0 MATHUTHOI'O HOJA B CiIy-
YasIX BBHIPOYKIAEHHOTO ¥ HEBBLIPOXK/ICHHOTO BO3CY)KACHWsI MArHHTHOYIPYI'HX BOJH.

B ciIyuadx BLIPOXKACHHOTO BO3CYXASHHA NPUBOAAT BHIPAKECHUE ONMUCHIBAIOIICE ¢opmMy IHKa Mar-
HETHOYIPYIOTO B3AMMOJEHCTBHs, €ro BBICOTY ¥ HOJNYIIMPHHY. PACCMOTPEHA TAX)KE BOSMOMKHOCTE IIpE-
uMyIecTRa TeHepaimy, GOHOHOG IO CPaBHEHHWH ¢ TeHepalyel CIIHOBBIX BOJIH, HaxoHrer; npeACcTaBIcHa
3aBHCAMOCTE (DOPMBI IHKa MATHATHOYIPYTOrO B3AMMOJEHCIBHS OT MArHHTHOYIIPYTO MOCTOSHHOM b2,
VIPYIEX HOTEPh ¥ YACTOTHI..



ROZPRAWY ELEKXKTROTECHNICZNE — TOM XIV — ZESZYT 1 — 1968

538.61.621

MACIEY NALECZ, JAN SZUKALSKI

- Niektére techniczne zastosowania magneto- optvcznego zjawiska
Faradaya

Rekopis dostarczono 11.3.1967

Niniejszy artykul podaje przeglad niektorych zastosowan magneto-optycznych modula-
torow Faradaya w fotoelektrycznej sacharymetrii i refraktometrii, w urzadzeniach do loko-
wania linii w procesie wytwarzania siatek dyfrakeyjnych i kopiowania skal, w pomiarach
malych przemieszczefi i skrgcen przy duzych odleglosciach oraz w zastosowaniu do pomiaru
pradow.

1. MAGNETO-OPTYCZNE ZJAWISKO FARADAYA

Zjawisko skrecenia plaszczyzny polaryzacji ped wplywem zewnetrznego pola magne-
tycznego odkryl Faraday w 1846 r. badajac zaleznosci wzajemne pomiedzy zjawiskami
Swietlnymi i magnetycznymi. Efekt ten dotyczy zaréwno substancji optycznie obojetnych
Jak i aktywnych. To znaczy, Ze nawet substancje nie majace naturalnych zdolnosci skrecania
plaszezyzny polaryzacji nabieraja jej pod wplywem zewnetrznego pola magnetycznego.
W przypadku substancji aktywnych optycznie ich naturalna zdolno$éé skrecania plaszczyzny
polaryzacji dodaje si¢ do ich zdolnoéci polaryzacji pod wplywem zewnetrznego pola
magnetycznego.

W przeciwienstwie do naturalnego skrecania plaszczyzny polaryzacji przez aktywne
optycznie osrodki, magnetyczne skrecenie plaszczyzny polaryzacji zalezy tylko i jedynie
od kierunku pola magnetycznego, a nie od kierunku rozchodzenia sie $wiatta. W ten
sposob skrecenie magnetyczne przy przejéciu promienia §wietlnego tam i z powrotem
w ciele skrecajacym wzrasta. Korzystajac z tego mozna zastosowaé wewnatrz ciala skreca-
jacego wielokrotne odbicie dla zwielokrotnienia kata skrecenia plaszczyzny polaryzacji.

Pogladowo charakter zjawiska wyjasnia rys. 1. Na rysunku przedstawiono polaryzator
I, modulator Faradaya z uzwojeniem 2 wytwarzajacym pole magnetyczne w szklanym
rdzeniu 3, w ktérym nastepuje skrecenie plaszezyzny polaryzacji o kat 9.

Kat skrecenia plaszczyzny polaryzacji jest proporcjonalny do odleglosm przebytej
w osrodku skrecajacym i do natezenia pola magnetycznego.

¢ = kIH, 1)

gdzie:
I w metrach,
Hw Oe.
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Wspétczynnik & charakteryzujacy zdolno$¢ skrecania plaszczyzny polaryzacji w polu
magnetycznym, nie przekraczajacy wartoéci 0,1 stopien/l ecm 1 Oe, zwany jest stala
Verdeta. Wielko§é skrecenia zalezy réwniez od dlugoscei fali i w zwiazku z tym wspét-
czynnik k ma dla réznych fal rézne wartosci.

Rys. 1. Magneto-optyczny efekt Faradaya

Zjawisko Faradaya jest bezposrednio wywolane zjawiskiem precesji elektronéw wcho-
dzacych w sktad atoméw i czasteczek substancji pod wplywem zewnetrznego pola magne-
tycznego i jest §ci$le zwiazane z tzw. zjawiskiem Zeemana polegajacym na zmianie czgsto-
tliwosci §wiatla wysytanego przez atomy pod wplywem pola magnetycznego [1].

Pomimo odleglego czasu od odkrycia Faradaya, zjawisko to nie bylo dotychczas
praktycznie wykorzystywane w technice. Dopiero w ostatnich latach wraz z gwaltownym
rozwojem elektrooptyki zjawisko Faradaya znalazto zastosowania w b. dokladnych
metodach pomiaru przemieszczen liniowych i katowych oraz w budowie laboratoryjnych
i przemystowych analizatoréw wielkosci fizyko-chemicznych (fotoelektryczna refrakto-
metria, polarymetria i sacharymetria). Zastosowanie modulatoréw Faradaya pozwolilo
na zwiekszenie doktadnoéci wielu przyrzadéw, réwnocze$nie eliminujac szereg elementéw
mechanicznych lub elektromechanicznych, na ktérych bazowaly dotychczasowe modulatory
$wietlne.

2. MODULATOR FARADAYA

Modulator Faradaya w swej zasadnicze] postaci sklada si¢ z uzwojenia wytwarzajacego
pole magnetyczne, przez ktdre ptynie prad zmienny i wewnatrz ktérego znajduje si¢ rdzen
wykonany ze szkta o duzej stalej Verdeta (np. z cigzkiego flintu).

Jezeli wzdtuz linii pola magnetycznego skierujemy przez szkto spolaryzowany promien
$wietlny, to po przejiciu jego natgZenie bedzie zgodnie z prawem Malusa proporcjonalne do
kwadratu sinusa kata skrecenia ptaszczyzny polaryzacji spowodowanego przez pole.

I = I,sin®, V)

I — natezenie strumienia $wietlnego wychodzacego,
I, — natezZenie strumienia §wietlnego wchodzacego,
& — kat skrecenia plaszczyzny polaryzacji.
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Jezeli cewka jest zasilana zmiennym napieciem sinusoidalnym, to wéwczas

9 = Ksinwt, , 3
gdzie K — stata zalezna od materiatu, amplitudy pradu plynacego przez cewke i diugosci
, rdzenia. ‘ )

Stad ,
I = Isin*(Ksinwt). €]

Poniewaz dla matych pdl i nieduzych drég efekt skrecenia jest maty, mozna przyjaé,; gdy
K <1, ze & jest bardzo male, i zastapi¢ funkcje jej argumentem; wtedy

I = I,K%sin*wt. ©)]
. e ey 1—cos2a
Korzystajac z zaleznosci sin%a = —
otrzymujemy I = K'—K'cos2wt. ©)

Z powyzszej zaleznosci wynika, ze modulacja natezenia strumienia §wietlnego jest pod
wzgledem czestotliwosci dwukrotnie wicksza niz czestotliwoéé pola magnetycznego.

Wektor pionowy na rys. 2a moze odpowiadaé plaszczyznie polaryzacji §wiatla wcho-
dzacego do modulatora, a jego dtugo$é jest proporcjonalna do amplitudy natezenia Swiatla.

/
9 Y

H+

AN AN?
- VARV,

Rys. 2. Modulacja polem magnetycznym, skrecenie plaszezyzny polaryzacji

Jezeli przed modulatorem wstawimy polaryzator w kierunku x i za modulatorem analizator
w kierunku y, ustawione do siebie prostopadle, to w pierwszej chwili przez analizator nie
przechodzi $wiatto. Po 1/4 cyklu skrecenie plaszezyzny polaryzacji polem magnetycznym
osigga maximum i woéwczas przez analizator przechodzi maximum $wiatla (wektor w plasz-
czyznie poziomej na rys. 2b). W polowie cyklu pole magnetyczne nie istnieje i przez anali-
zator nie przechodzi $wiatto (jak na rys. 2a). W 3/4 cyklu znéw wystgpuje maximum pola,
lecz o przeciwnym znaku, plaszczyzna polaryzacji zostaje skrecona maksymalnie w strone
przeciwna (wektor poziomy na rys. 2¢) i przez modulator przechodzi maximum $wiatla.
Na rys. 2d i 2e podano wykresy w funkcji czasu nat¢Zenia strumienia $wietlnego I padajace-
go na detektor umieszczony za modulatorem i natgZenia pola magnetycznego H. Jezeli na
drodze promieni znajduje si¢ osrodek optycznie aktywny, réwnanie (3) przyjmie postaé

9 = Ksincot+<p, @)

gdzie ¢ — kat skrecenia spowodowany aktywnym o$rodkiem.
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Po przeksztalceniach otrzymamy

2 2
I'=1I, KT— m—l—ZK«psinwtﬁpz]; ®)

z zaleznoéci tej wynika, ze zmodulowane natgzenie §wiatta o dwukrotnie wigkszej czgsto-
tliwosci niz pole magnetyczne jest modulowane czgstotliwoscia pola magnetycznego.
Rozwazania przebiegu zjawiska sa podobne jak dla oérodka optycznie nieaktywnego
(rys. 2). W chwili poczatkowej strumieri §wietlny ulega skreceniu przez oSrodek optycznie
aktywny (prawo lub lewoskretny), co przedstawiono na rys. 3a. Po 1/4 cyklu amplituda

7

q W
( /
9 / \\ \ /
a
Y jﬂl /\

4

e N VA

———lw

Rys. 3. Przebieg modulacji z udzialem optycznie aktywnego osrodka

nateZenia strumienia $wietlnego jest wigksza niz w poprzednio rozwazanym przypadku
(rys. 2b) z powodu dodatkowego skrecenia plaszczyzny polaryzacji przez aktywny osrodek
(rys. 3b). W potowie cyklu przez uklad przejdzie ta sama ilo$¢ §wiatla co w chwili poczatko-
wej. W 3/4 okresu skrecenie plaszezyzny polaryzacji wynikte z modulacji polem magne-
tycznym ma kierunek odwrotny i przeciwny do skrecenia spowodowanego aktywnym
optycznie ofrodkiem, wskutek czego strumien $wietlny przepuszczony przez uklad jest
odpowiednio mniejszy (rys. 3c).
Wykreslajac przebieg zjawiska w funkcji czasu ¢ mamy odpowiednio na rys. 3d i 3e
przebiegi zaleZnosci natezenia strumienia $wietlnego I i natgzenia pola magnetycznego H.
Jezeli oérodek aktywny wywotluje ujemne skrecenie plaszczyzny polaryzacji, to réwnanie
(8) przyjmie postaé '
I"=1I [ﬁ —M——ZKtpsinthf (pz]; 9
2 2
ZWaZyWszZy, Z¢e
—2¢K sinot = 2¢K sin(wt+180°)
widzimy, ze skrecenie plaszczyzny polaryzacji w kierunku przeciwnym daje w rezultacie
zmiane fazy modulacji czestotliwosei o 180°.
Na tej podstawie otrzymuje si¢ nowa metode polarymetryczng okreSlania kierunku
skrecenia plaszczyzny polaryzacji ofrodka optycznie aktywnego przedstawiona schema-
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tycznie na rys. 4, na ktérym wprowadzono oznaczenia: I — lampa o$wietlajaca, 2 — kolima-
tor, 3 — filtr pasmowy, 4 — polaryzator, 5 — modulator Faradaya, 6 — oérodek aktywny
optycznie, 7 — analizator, 8 — czujnik fotoelektryczny.

7 2 3 4 & 3 7 8

o | 1] (1 lo

Rys. 4. Metoda polarymetryczna okreslajaca skrecenie plaszczyzny polaryzacji (i jego kierunek) za pomoca
magneto-optycznej modulacji

W przypadku jeSli o§rodek optycznie aktywny nie wprowadza dodatkowego skrecenia
plaszczyzny polaryzacji, w czujniku fotoelektrycznym wytwarza si¢ prad fotoelektryczny,
ktSry jest odwzorowaniem padajacego na niego strumienia $wietlnego o natgzeniu zmie-
niajacym si¢ wg (6). Natezenie strumienia $wietlnego posiada skladowa zmienna o czgsto-
tliwosci 2. Wraz z powstaniem w o§rodku aktywnym skrecenia plaszczyzny polaryzacii,
pojawia si¢ w czujniku fotoelektrycznym skladowa zmienna o czestotliwosci w, ktorej
amplituda jest funkcja wielkosci skrecenia plaszezyzny polaryzacji przez ofrodek aktywny,
a faza zalezy od kierunku tego skrecenia. Na podstawie tego zjawiska wyrazonego ana-
litycznie wzorami (8) i (9) otrzymuje si¢ cztery sposoby pomiaru kata skrecenia plaszczyzny
polaryzacji aktywnego o$rodka za pomoca tej metody, a mianowicie:

1. przez pomiar amplitudy przebiegu o czestotliwosci o (8), 9).

2. przez obrét analizatora do momentu, gdy amplituda sygnatu o czgstotliwoéei w za-
niknie i pomiar kata obrotu analizatora. W tym sposobie analizator moze by¢ obracany
przez serwomechanizm, co jest tym dogodniejsze, ze sygnal o czgstotliwosci w spowodowany
skreceniem plaszczyzny polaryzacji jest fazoczuty.

3. przez zastosowanie do wygaszania sygnatu o czestotliwosci w klinéw kwarcowych,
pozwalajacych zmienia¢ diugo$¢ drogi wiazki w kwarcu i w nastepstwie zmienia¢ naturalne
skrecenie plaszezyzny polaryzacji w przeciwnym kierunku do skrgcenia magnetycznego.
Mierzac grubosé¢ kwarcu na drodze wigzki promieni moZna wyznaczy¢ zdolno$¢ skrecenia
plaszczyzny polaryzacji przez dany o$rodek. Rowniez w tym przypadku mozna w dogodny
sposéb zastosowaé serwomechanizm.

4. przez wytworzenie stalego pola magnetycznego w modulatorze w obecno$ci pola
wytworzonego przez prad zmienny, w celu skompensowania skrecenia plaszczyzny polary-
zacji wywotanego przez ofrodek optycznie aktywny, redukujac w ten sposéb do zera
drgania o amplitudzie w. Znajac kierunek i wielko$§¢ pradu stalego mozna zmierzy¢ skrece-
nie spowodowane aktywnym optycznie ofrodkiem.

3. ZASTOSOWANIE MODULATOROW FARADAYA W FOTOELEKTRYCZNEJ
SACHARYMETRII I REFRAKTOMETRII

Modulacje Faradaya w zastosowaniu do pomiaréw polarymetrycznych opublikowali
po raz pierwszy King i Gates w 1958 r. [2] (nieco pdZniej Wenking [3]) jako metode okresla-
nia koncentracji cukru, bazujac na wykorzystaniu skrecajacych wlasnosci cieczy cukrowych.

6 Rozprawy Elektrotechniczne
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Klasycznym natomiast przykladem zastosowania do tych samych celéw metody modu-
lacji Faradaya moze by¢ opisany niZej przeplywowy automatyczny sacharymetr opracowany
przez W.J. Kudrjawcewa [4], wykorzystujacy sposéb ruchomego klina kwarcowego
podany wyzej (w punkcie 3).

* Swiatto z lampy o$wietlacza I (rys. 5) pada przez kondensor 2 na polaryzator 3, gdzie
zostaje spolaryzowane w jednej plaszczyZnie. Spolaryzowane $wiatlo przechodzi przez
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Rys; 5. Automatyczny sacharymetr przeptywowy

przeplywowsa kuwetg 4, przez ktdra przeptywa badany roztwor, filtr 5, obiektyw 6, magneto-
optyczny modulator 7, kwarcowy kompensator 8, 9, analizator 10, obiektyw I i pada
na czujnik fotoelektryczny 12, przeksztalcajacy drgania strumienia $wietlnego w zmienny
sygnat elektryczny. ’ -

Kompensujacym elementem s kliny (ruchomy 8i nieruchomy 9) wykonane z krystalicz-
nego kwarcu. Zmiane kata skrecenia plaszczyzny polaryzacji badanej cieczy kompensuje
si¢ poprzez zmxan@ ruchomego kwarcowego klina, ktérego polozenie jest funkcja skrecenia
plaszczyzny polaryzacji cieczy. Poniewaz za$ skrecenie plaszczyzny polaryzacji jest funkcja
zawartosci cukru w cieczy, potozenie ruchomego klina stanowi o koncentracji roztworu.

Ruchomy klin jest mechanicznie sprezony z rdzeniem indukcyjnego cqun1ka 13 polac-
czonego z rejestratorem 141 z silnikiem rewersyjnym 15 przez reduktor /6. Jedno z uzw03en
silnika zasilane jest z sieci (50 Hz, 220 V), drugie jest zasilane ze serwowzmacniacza ]7 na
ktérego wejécie wchodza sygnaiy z czujnika fotoelektrycznego W chwili zrownowazenia
uktadu $ledzacego w uzwojeniu ,,roboczym” silnika plynie prad zmienny o czqstothwosm
podwojonej (100 Hz) i silnik nie pracuje. Zakres przyrzadu 0-3°Bx!), czuto§é 0,01°Bx,
doktadno$é 0,02°Bx. Modulator Faradaya wykonany w postaci cewki o ilo$ci 2000 ampero-
zwojow 1 rdzenia z ciezkiego flintu (o stalej Verdeta 0,06).
: ’

1) °Bx — umowna jednostka charakteryzujaca stezenie roztwordw cukrowych, praktycznie stosowana
w przemysle cukrowniczym i spozywezym. 1° Bx odpowiada skreceniu plaszczyzny polaryzacji przez roz-
twor ok. 2° lub w przypadku pormiaréw refraktometrycznych zmianie wspolczynnika zatamania o 0,0014
(przy-zmianie od 0°Bx do .1°Bx). :
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Wykorzystanie modulacji polem magnetycznym skrecenia plaszczyzny polaryzacji
w fotoelektrycznej refraktometrii przedstawia ponizsze rozwiazanie konstrukeyjne [5].

Strumiefi $wietlny z latpy I (rys. 6) i uktadu kondensorowego 2, 3 pada na mierzona
ciecz, ktéra przeptywa przez kuwetg 4 przyklejona do pomiarowego pryzmatu 5, dalej
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Rys. 6. Fotoelektryczny analizator refraktometryczny zbudowany na zasadzie autokompensacyjnej z wy-
korzystaniem magnetooptycznej modulacji

pada na monochromatyczny filtr 6, obiektyw 7, 8, polaryzator 9, modulator 10, klinowy
kompensator 1 wykonany z optycznie aktywnego materiatu. Celem wyprostowania wiazk
$wietlnej zastosowano szklany kontrklin 72 stanoWiqcy z klinem kompensujacym plasko-
réwnolegta plytke, po przejéciu ktérej wiazka pada na analizator 13 i czujnik fotoelekirycz-
ny I4. Wytworzony w czujniku prad fotoelektryczny zostaje podany na serwowzmacniacz
wzmacniajacy jego skladowa zmienna. Serwowzmacniacz 15 uruchamia silnik rewersyjny
16 sprzgzony mechanicznie przez reduktor z mechanizmem obracajacym pryzmat pomia-
rowy, do ktdrego przymocowana jest skala 19 oraz o§wietlacz 17 i urzadzenie projekcyjne
18, 19, 20 rzucajace obraz skali na ekran 2/. Kontrolna lampka 23 zapala sig podczas
ruchu silnika rewersyjnego i sygnalizuje w ten sposéb, ze przyrzad znajduje si¢ w stanie
nieustalonym, tzn., Ze wskazanie jest falszywe.

Liniowo spolaryzowane §wiatlo jest modulowane modulatorem skrecajacym jego plasz-
czyzn¢ polaryzacji z podwdjng czestotliwo$cia pradu zmiennego, ktérym zasilana jest
cewka. Strumieni z modulatora jest kierowany na diafragme 22 ustawiona przed klinowym
kompensatorem. Jezeli $rednia cze§¢ strumienia przechodzacego przez powierzchnie gra-
niczna pomiarowego pryzmatu 5 i mierzonego o§rodka o rozkladzie energetycznym jak
w konwencjonalnym refraktometrze Abbego bedzie zréwnowazona przy pomocy analiza-
tora w ten sposéb, ze bedzie w niej minimum $wiatla, tj. czestotliwo$¢ drgan na foto-
elemencie bedzie wynosita 100 Hz, to odpowiednio dla lewych i prawych czesci strumienia
drgania strumienia $wietlnego beda réwne co do amplitudy i czestotliwosci i przeciwne
w fazie, beda si¢ wzajemnie znosi¢. Jezeli jedna z bocznych czeéei strumienia Zmniejszy swg
intensywno$¢, w obwodzie czujnika fotoelektrycznego powstanie sktadowa zmienna z cze-
stotliwoscia 50 Hz, ktdrej faza zalezy od tego, ktdry ze strumieni zmieni swa mtensywnosc,
czyli uktad jest fazoczuly.

6*
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Granicg §wiatlocienia ustawia si¢ przy réwnowazeniu przyrzadu tak, aby zakrywala
jedna trzecia otworu diafragmy. Wéwczas boczne czgéci strumienia $wietlnego s réwne
co do intensywnosci. Odchylenie granicy $wiatlocienia powoduje pojawienie si¢ fazoczulej
sktadowej zmiennej w obwodzie czujnika fotoelektrycznego, bedacej sygnalem wejsciowym
ukladu $ledzacego. Silnik rewersyjny obracajac pryzmatem powoduje przemieszczanie sig
granicy $§wiattocienia na klinie kompensujacym w polozenin réwnowagi, w uzwojeniu
silnika zasilanym ze serwowzmacniacza znika wowczas skladowa zmienna 50 Hz, zostaje
tylko sktadowa 100 Hz i silnik zatrzymuje si¢. Tak wigc zmiana wspdlczynnika zatamania
(koncentracji) badanej cieczy zmieniajac warunki przejScia i odbicia promieni powoduje
w ostatecznosci zmiang polozenia pryzmatu pomiarowego i to jest wielkoscig pomiarowa.

Zastosowanie w wyzej opisanym przypadku modulacji Faradaya i kompensacji klinem
z aktywnego optycznie materialu powoduje znaczne uproszczenie ukladu i stwarza mozli-
wo$¢ znacznego zwickszenia dokladno$ci pomiaru bez uciekania si¢ do dwuwiazkowych
uktadéw réznicowych o mechanicznej modulacji §wiatta, ktérych skuteczno$¢ w przypadku
cieczy nieprzezroczystych i metnych jest niezadowalajaca. To ostatnie wykazaly analizy
i badania przeprowadzone w Centralnym Laboratorium Optyki w Warszawie nad refrak-
tometrem poréwnawczym dla cieczy nieprzezroczystych (podczas realizacji projektu wstep-
nego refraktometrycznego analizatora Refot-2).

4, ZASTOSOWANIE ZJAWISKA FARADAYA DO LOKOWANIA LINI

Skrecenie plaszczyzny polaryzacji polem magnetycznym znajduje istotne zastosowanie
w urzadzeniach do lokowania linii. Metoda ta zostata sprawdzona [6] w procesach wytwa-
rzania siatek dyfrakcyjnych i kopiowania skal. Zjawisko Faradaya stosowano w tych pro-
cesach do kontroli nacinanych skal i siatek oraz jako elektrooptyczne sprzgzenie zwrotne
stabilizujace ruch stoh1, na ktérym znajdowala si¢ wykonywana siatka (matryca). Sprzeze-
nie takie stosowaé mozna w celu kasowania luzéw $ruby napgdowej i przektadni zgbatych,
sterujac odpowiednia przektadnia réznicowa. W dotychczasowych rozwiazaniach postugi-
wano sie w tym celu metodami interferencyjnymi, ktére poza gorsza dokladnoscig wyma-
galy stosowania generatoréw i serwowzmacniaczy na niskie czgstotliwosci (ponizej 1 Hz).
Wykorzystujac zjawisko magneto-optyczne mozna umieszcza¢ linie na skalach i siatkach
z doktadnoscia wieksza niz jeden mikrocal [6]. Urzadzenie stuzace do tego celu poza wy-
soka dokladnoscig posiada takie zalety jak:

1) brak czesci ruchomych,

2) szeroki zakres kontroli, tzn. mozliwosci znajdowania linii w szerokim polu,

3) niewrazliwo$¢ (prawie) na zmiang ogniskowania,

4) malg bezwladnosé,

5) zdolno$é pomiaru i wykrywania odchylei od prawidiowego lokowania linii na wy-
konywanych siatkach i skalach,

6) zdolno$¢ wykazania kierunku odchylenia.

Warunkiem realizacji wyzej wymienionych zastosowan zjawiska Faradaya jest zamiana
‘przemieszczenia linii w skrecenie plaszczyzny polaryzacji oraz okreflenie kierunku tego
przemieszczenia. Stuzy do tego urzadzenie przedstawione na rys. 7. Z lewej strony rysunku
7 mamy linie, ktérej polozenie chcemy ustali¢. Ta linia jest o$wietlona szczelina 3 przez



“

Techniczne zastosowania magneto-optycznego zjawiska Faradaya 83

lampg 7 i soczewke 2. Obraz linii jest rzutowany przez obiektyw 4 na polaryzator 5, modu-
lator 6 i pada na dwa skrzyzowane identyczne pryzmaty kwarcowe. Lewoskretny pryzmat
kwarcowy 7 i prawoskretny pryzmat kwarcowy 8. Nastepnie §wiatlo przechodzi przez

o ! ol qmmmn NIe

Rys. 7. Magneto-optyczne urzadzenie do lokowania (pozycjonowania) linii

—

4

analizator 9 i pada na czujnik fotoelektryczny 10. Jezeli $wiatlo pada ze szczeliny w takiej
plaszczyznie, ze drogi optyczne przez kwarc lewo- i prawoskretny beda réwne, wéwezas
nie uzyskamy skrecenia. Plaszczyzna réwnego prawego i lewego skrecenia jest nazwana
plaszczyzng zerows. Jezeli obraz pada na zewnatrz plaszczyzny zerowej, wéwczas zaobser-
wujemy pewne skrecenie. Przy odchyleniu w jedna strone otrzymamy skrecenie w prawo,
w druga — skrecenie w lewo. Wielko$¢ skrecenia bedzie proporcjonalna do przemieszcze-
nia obrazu. Jak wynika z rozwazan podanych we wstepie, amplituda drgania o czestotli-
wosci @ bedzie proporcjonalna do kata przesuniecia linii, natomiast faza drgania wskaze
jego kierunek.

W modelu funkc_]onalnym takiego urzadzenia wykonanym i przebadanym przez
R. J. Meltzera [6] zastosowano modulator w postaci rdzenia o diugosci 60 mm ze szkla .
874/224 (wg norm USA) umieszczonego w cewce o 15 tys. zwojéw. Jako analizatora i po-
laryzatora zastosowano ptytki polaroidowe. Rozktad naturalny pola magnetycznego w mo-
dulatorze wygladat jak na rysunku 8. Modulator w celu uniknigcia zaklGeefi interferencyj-

490
4

[9avss]

s00

200

100

>

LI L Lt B S S B B

) S SN B IR R "
S 45 6T 8 9oy

Rys. 8. Pole magnetyczne w modulatorze
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nych zasilano ze specjalnego generatora 100 Hz (czestotliwo$é sieci 60 Hz). Czujnikiem
fotoelektrycznym byt fotopowielacz 1P21. Sygnat z fotopowielacza po wzmocnieniu i zde-
modulowaniu w demodulatorze pierécieniowym uruchamial miernik. Meltzer wykazal, ze
sygnat wyjSciowy jest wprost proporcjonalny do przesuniecia szczeliny, pradu modulatora
i w do$¢ duzym zakresie (do 150 mikronéw) do szerokosci szczeliny oraz ze wzrost czutosci
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w zakresie liniowosci jest spowodowany tylko i jedynie wzrostem oS$wietlenia. Ponadto
wykazal, Ze czulo§¢ uktadu praktycznie nie zalezy od doktadno$ci zogniskowania i od
réwnolegloéci szczeliny w stosunku do plaszczyzny zerowej. Zasadniczym zakldceniem
wykazanym przez Meltzera jest pojawienie si¢ znacznego niemodulowanego sygnatu, kiedy
obraz linii znajduje si¢ poza plaszczyzna zerowa. Jest to niebezpieczne ze wzgledu na mozli-
woé¢ uszkodzenia fotopowielacza.

Sktadowa stata pradu fotoelektrycznego w przypadkach koniecznoéci stosowania sze-
rokiego pola widzenia moze by¢ prosto i skutecznie ograniczana przez stosowanie specjal-
nej przestony zwezajacej si¢ w miare oddalania sie od plaszezyzny zerowej. Zrédiem
zaklécen sa przede wszystkim zanieczyszczenia i zawiesiny w szkle, ktére depolaryzuja
$wiatlo, niedoskonato$¢ polaroidéw (przez skrzyzowanie polaroidy przechodzi 0,0005%; -
$wiatla), wielokrotne odbicie pomiedzy pryzmatami kwarcowymi craz to, ze dwojlomno$é
kwarcu moze byé Zrédlem $wiatla spolaryzowanego eliptycznie i wowczas §wiatlo to nie
daje sie wygasi¢ przez drugi polaroid.

5. ZASTOSOWANIE EFEKTU FARADAYA DO POMIARU MALYCH PRZESUNIEC
I SKRECEN NA DUZYCH ODLEGEOSCIACH

Robert J. Meltzer [6] podaje w swojej pracy szereg ciekawych zastosowanl we wspol-
czesnej technice efektu skrecenia plaszezyzny polaryzacji polem magnetycznym, z ktérych
najcickawszym wydaje si¢ tzw. $ledzenie optyczne w przestrzeni, czyli budowa opartych
na efekcie Faradaya fotoelektrycznych ukladéw nadaznych. Chodzi o uktady éledzace lub
ustalajace potozenie odlegtych obiektéw. Przedstawione na rys. 7 urzadzenie do lokowa-
nia linii moze by¢ wykorzystane wraz z drugim analogicznym zestawem do $ledzenia do-

Rys. 9. Zastosowanie zjawiska Faradaya w teleskopach $ledzacych

wolnego punktu $wiecacego w przestrzeni za pomoca dwdch serwomechanizméw stano-
wiacych uktad nadazny, dzigki ktéremu ciato w przestrzeni (np. planeta) znajduje si¢ stale
w polu widzenia urzadzenia obserwujacego. Na rys. 9 przedstawiono taki teleskop. §le-
dzacy i wprowadzono nastepujace oznaczenia: I teleskop azymutu, 2 teleskop horyzontu,
3 o§ horyzontu, 4 o azymutu, 5 wzmacniacz azymutu, 6 wzmacniacz horyzontu, 7 silnik
azymutu i &8 silnik horyzontu.
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Powyzej przedstawiony uktad mozna zredukowaé przez sprzezenie jednego teleskopu
z pryzmatem Wollastona i stosujac wéwcezas dwa modulatory przesuniete w fazie o 90°.
Mozpna w tym przypadku uzy¢ jednego czujnika fotoelektrycznego. Na rys. 10 przedsta-

Rys. 10. Teleskop-§ledzacy z jednym obiektywem

wiono teleskop §ledzacy z jednym obiektywem. Wprowadzono nastgpujace oznaczenia:
1 obiektyw, 2 pryzmat Wollastona, 3 modulatory (przesuniete w fazie o 90°), 4 pryzmaty
kwercowe prawo- i lewoskretne, 5 analizatory i 6 fotopowielacz.

Na rys. 11 przedstawiono schemat dwdch sprzezonych teleskopdw spelniajacych funkcje
dalmierza. Wprowadzono oznaczenia: I obiektywy, 2 polaryzatory, 3 modulatory Fara-
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Rys. 11. Magneto-optyczny dalmierz

daya, 4 pryzmaty kwarcowe, 5 analizatory i 6 fotopowielacze. Pomimo Ze zaréwno tele-
skopy, jak i dalmierz moga pracowaé jedynie na tzw. torach §wiecacych, wykazuja szereg
zalet w poréwnaniu z konwencjonalnymi dalmierzami. Przede wszystkim sg niezalezne od
noniusza i ostrosci przestrzennej oraz nie jest konieczne dokladne ustawianie na obiekt
(falszywy sygnat z jednego teleskopu zostaje réwniez odjgty od sygnatu drugiego). J. Meltzer
[6] podaje, ze przy odstepie miedzy osiami optycznymi (zerowymi-plaszczyznami telesko-
poéw) 36 cali z czulodcia 5—1078 radiana wykrywal przesuniecia 0,002 cala na 100 stép.
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R.J. King, S.P. Middleton i J. M. G. Thompson [7] opisali zastosowanie magneto-
optycznej modulacji do pomiaréw minimalnych wzajemnych skrecen dwoch odlegtych
obiektéw. Uzyskali przy tym czuto§¢ katowa 0,1 minuty na odleglosci ok. 600 m (2000
stép). Schemat urzadzenia przedstawiono na rys. 12, przy czym wprowadzono nastepujace

IS

Rys. 12. Urzadzenie do pomiaru przemieszczen katowych dwéch odleglych obiektow

oznaczenia: 1, 2 zwierciadla wkleste, 3 modulator Faradaya, 4 polaryzator, 5 zrédlo
$wiatla, 6 analizator, 7 czujnik fotoelektryczny. Gtéwna trudnoscia metody jest skupienie
odpowiedniej energii na duzej przestrzeni, zostato to opanowane przez zastosowanie dwoch
odpowiednio duzych luster wklgstych, wowczas polaryzator i modulator Faradaya moga
mieé odpowiednio male katy aperturowe przy umieszczeniu ich w ognisku zwierciadel.

Zwierciadta wkleste i zwiazane z nimi podzespoly sa umieszczone na wspolnej osi
optycznej na dwéch réznych obiektach, ktérych wzajemne skrecenie jest przedmiotem po-
miaru. Poniewaz analizator i polaryzator sa ustawione pod katem 90°, w chwili poczatko-
wej w czujniku fotoelektrycznym jest sygnat o czgstotliwosci 2w. Z chwila wzajemnego
skrecenia obiektow pojawia sig¢ w czujniku sygnal o czestotliwosci w. Jest on wzmacniany,
prostowany i uruchamia mikroamperomierz, ktérego odchylenie jest funkcja wzajemnego
skrecenia obiektéw. Metode mozna udoskonali¢ przechodzac na pomiar sposobem auto-
kompensacyjnym przez obrét analizatora badz przez zastosowanie kompensacyjnego mo-
dulatora Faradaya zasilanego bezposérednio z wyjscia uktadu elektronicznego.

Opisany wyzej sposéb pomiaru wzajemnych skrecet odlegtych obiektéw moze mie¢
bardzo réznorodne zastosowania, szczegSlnie tam, gdzie stosowanie tradycyjnych metod
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pomiaru jest znacznie utrudnione. Na przyklad w bezposrednich pomiarach dynamicznych
i statycznych odksztalcen skrecajacych w duzych budowlach, w ciaglej rejestracji katowych
przesuni¢é trudno dostepnych w trakcie pomiaru obiektdw (korpusy, kadluby samolotéw,
rakiety itp.), w pomiarach orientacji wzajemnej dwoch obiektéw oddzielonych duza odle-
gtosdcia, np. watéw napedowych.

6. ZASTOSOWANIE DO POMIARU PRADOW

Modulacja magneto-optyczna dzieki swej bezinercyjnosci do czestotliwos$ci rzedu 10° Hz
mozZe mieé zastosowanie w posrednim pomiarze i oscylografowaniu krétkich przebiegéw
udarowych praddw i napieé. Przeprowadzone w tym kierunku préby przez G. W. Gotlo-
dolifiskiego [8]i [9] w Zwiazku Radzieckim daly szereg pozytywnych rezultatéw. Osiagnigto
pomiar impulséw z doktadnoécia +10% i wierny obraz ich ksztaltu.

Zasada dziatania przetwornikéw elektrooptycznych polega na tym, Ze mierzony prad
plynie bezposrednio w uzwojeniu modulatora badzZ tez sam element optyczny jest umiesz-
czony w polu magnetycznym mierzonego lub oscylografowanego pradu, np. przez przy-
klejenie bezposrednio do szyny przewodzacej.
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Rys. 13. Pomiar pradu przy zastosowaniu zjawiska Faradaya

Na rys. 13 przedstawiono uklad najprostszegoe urzadzenia do pomiaru i oscylografo-
wania duzych pradéw. Oznaczenia na rys. 13 sa nastepujace: I zasilacz, 2 lampa, 3 pola-
ryzator, 4 modulator Faradaya, 5 analizator, 6 czujnik fotoelektryczny, 7 miernik, 8 oscy-
lograf.

Poérednie metody pomiaru pradéw bazujace na pomiarze napigcia na boczniku sa
ograniczone ze wzgledow czgstotliwosciowych z uwagi na indukcyjnosci rozproszenia i po-
jemnosci bocznikow. Jezeli w przypadku pomiaréw pojedynczych i rzadkich impulséw
mozna zastosowaé tzw. ,,bezindukcyjne” boczniki, to uzycie ich dla pomiaru i oscylogra-
fowania pradow quasistacjonarnych w takim przedziale czestotliwosci jest niemozliwe ze
wzgledow energetycznych, a mianowicie mocy wydzielonej na boczniku. Bocznik wéwczas
powinien by¢ obliczony na pelny prad i w nastepstwie bedzie miat b. duze wymiary. Magne-
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tooptyczne przetworniki pozwalaja na wyeliminowanie tych probleméw, a ponadto ponie-
waz pomiedzy jego elementami sktadowymi, tzn. modulatorem jako czujnikiem, o$wietla-
czem i czujnikiem fotoelektrycznym nie ma galwanicznego polaczenia, stad pomiaru i oscy-
lografowania mozna dokonywa¢ stosujac jako jeden z potencjaléw ziemieg.

Poza pomiarami pradéw mozna réwniez bazujac na zjawisku Faradaya mierzy¢ inne
wielkosci elektryczne, jak np. moce chwilowe, ladunek, straty dielektryczne, predkodci
rozchodzenia sie fal napieciowych i pradowych.

Dla pomiaru metoda magneto-optycznej modulacji wielkosci elektrycznych najistotniej-
szym jest zapewnienie stabilnoéci strumienia $wietlnego zaréwno pod wzgledem przypad-
kowych zmian jego natezenia, spowodowanych np. wahaniami napiecia zasilania o$wietla-
cza, jak i pulsacji, oraz stabilno$¢ czujnika fotoelektrycznego.

Poza tym waznym zagadnieniem jest wyeliminowanie znieksztalcenn spowodowanych
pojawieniem si¢ wyzszych harmonicznych na skutek nieliniowosci metody i nieliniowosci
charakterystyki czujnika fotoelektrycznego. W tym celu m. in. stosuje si¢ odmiennie jak
w poprzednio opisanych metodach skrzyzowanie analizatdra i polaryzatora 0 45° zamiast
90°.

Okazuje sie, ze przy katach ¢ > 15° wystepuja znaczne znieksztalcenia i kat 15° nalezy
przyjaé jako gérna granice mozliwych skrecefi plaszczyzny polaryzacji przy pomiarze
i oscylografowaniu wielkosci elektrycznych. W celu zapewnienia wigc minimum znieksztat-
cen spowodowanych charakterem zjawiska, opornoscia indukcyjng modulatora (ktdéra
m. in. jest funkcja jego gabarytéw) nalezatoby stosowac jak najmniejsze skrecenia. Jest to
warunek przeciwstawny warunkowi jakosci-modulatora, o ktdrej decyduje tzw. glebokosé
modulacji (stosunek skladowej zmiennej do sk}adowej statej pradu czujnika fotoelektrycz-
nego), charakteryzujaca stosunek sygnalu do szumu.

Ze wzgledu na indukcyjnosci rozproszenia metoda magnetooptycznej modulacii jest
stosowana dla pomiaru i oscylografowania pradéw wigkszych od 100 A. :

W celu wyeliminowania szeregu czujnikéw ubocznych, skompensowania znieksztalcef
nieliniowych, stosuje si¢ uktady zréwnowazone. Uktad zréwnowazony pozwala na znaczne
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Rys. 14. Pomiar pradu w ukladzie pordwnawczym przy zaStosowaniu zjawiska Faradaya

zwickszenie czuloéci poprzez mozliwo§é skrzyzowania analizatora z polaryzatorem pod
katem: 90°. : : o

Na rysunku 14 wprowadzono nastgpujace oznaczenia: oSwietlacz 1 polaryzator 2,
modulator Faradaya 3, analizatory 4, 5, fotopowielacze 6, 7.
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Przez zastosowanie dwéch modulatoréw pomiarowego i kompensacyjnego otrzymujemy
tzw. elektrooptyczny transformator pradu (przekladnik pradowy).

Narys. 15 wprowadzono nastgpujace oznaczenia: o$wietlacz I, polaryzator 2, modulator
pomiarowy 3, modulator kompensacyjny 4, fotopowielacz 5, wzmacniacz 6.
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Rys. 15. Pomiar pradu w ukladzie z dwoma modulatorami przy zastosowaniu zjawiska Faradaya

Dziatanie przekladnika polega na tym, ze prad kompensacyjnego modulatora powstaje
w momencie pojawienia si¢ pradu w modulatorze pomiarowym i jest skierowany w ten
sposéb, ze kompensuje skrecenie plaszczyzny polaryzacji modulatora pomiarowego. Za-
chodzi tutaj jak gdyby optyczne sprzezenie zwrotne. Stosunek pomigdzy pradami obu
modulatoréw jest niezalezny od przypadkowych zmian strumienia $wietlnego i zmian
czulosci czujnika fotoelektrycznego. Uklad nie wymaga wiec stabilizacji zasilania zrédta
$wiatta, wzmacniacza i czujnika fotoelektrycznego.

Z wyzej przedstawionego krétkiego przegladu mozliwosci, jakie daje magneto-optyczna
modulacja w dziedzinie pomiaréw wielkosci elektrycznych, wynika jasno, ze moze ona sta-
nowi¢ przetom w wielu dziedzinach pomiaru w technice najwyzszych napieé. Nadmienié
nalezy, Zze podobnie szerokie mozliwosci daje praktyczne wykorzystanie zjawiska Pokelsa
polegajace na zmianie pod wptywem pola elektrycznego réznicy faz pomiedzy zalamany-
mi w krysztale promieniem zwyczajnym i nadzwyczajnym. Modulatory oparte na tym zja-
wisku stwarzaja szczegSlne dogodnosci w pomiarze i oscylografowaniu napieé i nieduzych
pradéw nie mogacych byé mierzonymi za pomoca modulacji Faradaya jak np. prady
ulotu czy prady koronowe na wysokim potencjale.

7. ZASTOSOWANIE DO POMIARU SEABYCH POL MAGNETYCZNYCH

Poniewaz zjawisko Faradaya zachodzi réwniez w ferrytach i'to nawet o wiele wyrazniej
niz w ciatach stalych i cieczach, moze byé podstawa do opracowania magnetometrow
mierzacych b. stabe pola magnetyczne. Zjawisko Faradaya w ferrytach zachodzi dla
b. wysokich czestotliwosci promieniowania, dla mikrofal P.J. Allen [10] podaje jako
mozliwe odchylenia rzedu 0,1 stopnia na 1 cm dtugosci drogi promieniowania w o§rodku
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aktywnym (ferrycie) i na 1 Oe przylozonego pola przy réznorodnych ferromagnetycznych
ferrytach przy czestotliwosci 9000 MHz (w przypadku ciatl statych i cieczy skrgcenie jest
rzedu 0,001 stopnia na 1 cm i na 1 Oe).

Magnetometr mikrofalowy jest w zasadzie odpowiednikiem najzwyklejszego opisanego
poprzednio ukladu magneto-optycznego uzywanego do pomiaru odchylen katowych przy
znanych polach magnetycznych. Rdzen ferrytowy, w ktérym zachodzi zjawisko skrecenia
plaszczyzny polaryzacji ma ksztalt cylindra zamknigtego w dtugim kolistym falowodzie.
Wysoka czestotliwo$¢ no$na jest dostarczana przez generator klistronowy. Sygnat z detek-
tora jest czeSciowo uformowany w czulym odbiorniku mikrofalowym.

8. AKTUALNIE PROWADZONE PRACE W KRAJU W DZIEDZINIE ZASTOSOWANIA
ZJAWISKA FARADAYA

-

Prace podstawowe i konstrukcyjne nad zastosowaniem zjawiska Faradaya w ukladach
pomiarowych i kontrolnych sq prowadzone w Zaktadzie Fotoelektroniki Centralnego La-
boratorium Optyki w Warszawie.

W chwili obecnej trwaja badania modelu funkcjonalnego refraktometrycznego analiza-
tora dla cieczy absorbujacych, w ktérym zastosowano magneto-optyczny modulator ba-
zujac na szkle flintowym SF-6. Analizator przeszedt pomyslnie pierwsze préby laborato-
ryjne, ktére potwierdzily wysokie walory magneto-optycznej modulacji.

Réwnoczeénie trwaja przygotowania nad zastosowaniem zjawiska Faradaya w budo-
wie automatycznego sacharymetru o b. malym zakresie pomiarowym (0—2° Bx).

Wiyniki prowadzonych aktualnie prac beda przedmiotem oddzielnych publikacji.

Instytut Automatyki PAN
Centralne Laboratorium Optyki
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M. NALECZ, J. SZUKALSKI

CERTAIN TECHNOLOGICAL APPLICATIONS OF MAGNETQ-OPTIC FARADAY EFFECT

Summary

The present paper reviews certain applications of magneto-optic Faraday modulators in photoelectric
saccharimetry and refractometry, in devices for locating lines in the process of diffraction grating genera-
tino and copying of scales, in the measurements of small displacements and torsions for long distances
and in current measurements.

M. NALECZ, J. SZUKALSKI

CERTAINES APPLICATIONS TECHNIQUES DE PHENOMENE MAGNETOOPTIQUE
DE FARADAY

Résumé

L’article présent donne la revue de certaines applications des magnétooptiques modulateurs de Faraday
dans la saccharimétrie photoélectrique et dans la refractométrie, dans des appareils servant 4 I’emplacement
des lignes dans le procédé d’effectuer des grilles de difraction et de copier des échelles, dans les mesures
de petits déplacements et torsions ainsi qu’a mesurer des courants.

M. HAJISHUY, i. IIYKAJIBCKI

HEKOTOPBIE TEXHHNYECKUE IIPHUMEHEHMS MATHUTOOIITHUUECKOI'O SBJIEHUA
PAPAIDA

Pesiome

Hacrosmiast crated IpUBORUT 0G30p HEKOTOPBIX NMPHMEHEHHH MATHHTOOITHYECKHX MOJYISTOPOB
<Dapanssd B GOTOIEKTPUUECKOl CAXAPUMETPHUH U PEDPAKTOMETPHY, B YCTPOHCTBAX IS PACIIOIOMKEHHA
JIHUA B IPOLECCe MPOM3BOJCTRA MUMPAKIMOHHBIX CETOK U KONMXPOBAHUA LIKAT, B USMEPEHHAX MAILIX
CIBUIOB ¥ CKPYTOK IpPH GOJBINHX PACCTOAHHKAX, 4 TAKIKE B IPUMCHEHHY K M3MEPEHMIO TOKOB.
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ADAM SMOLINSKI

Impulsowy wzmacniacz o jednym obwodzie rezonansowym
matej dobroci

Rekopis dostarczono 31.1.1967

Praca mmejsza zawiera obliczenia przeblegow 1mpulsowych wielkiej czestotliwosci
wzmacnianych w jednoobwodowych ‘wzmacniaczach rezonansowych o matej dobroci.

Jako sygnatl standartowy przyjeto impuls wielkiej czestotliwosci z prostokatna obwied-
nig (1) w ogdlnym przypadku, gdy czestotliwo$¢ sygnatu jest rozna od czestotliwosci rezo-
nansowej obwodéw, a jego faza moze przybiera¢ dowolne wartosci w przedziale (0, 2%).
Poniewaz w tym przypadku nie mozna stosowaé metody transformacji czestotliwosci i prze-
niesienia wynikéw z dobrze znanych ukladéw dolnoprzepustowych, wigc konieczne bylo
zastosowanie ogélnych metod rachunku operatorowego. Transformata sygnatu podana jest
réwnaniami (5) do (7).

Badany ukiad rezonansowy zawiera straty w galeziach indukcyjnej i pojemnosciowej
(rys. 2). Jego wzmocnienie podane wzorem (8) jest zalezne od wspolczynnika #z asymetrii
krzywej rezonansu. Przy skoncentrowaniu strat tylko w galezi pojemnosciowej n = 0 i krzy-
wa rezonansu wykazuje symetrig geometryézna (rys. 3). Wzmocnienie ukladu w postaci ope-
| ratorowej podane jest wzorem (17).

OdpowiedZz wzmacniacza w postaci operatorowej podaja zaleznosci (19+(21). Odwrotna -

transformata odpowiedzi przedstawiona jest -wzorami (22)--(24) opisujacymi zjawisko na-
rastania i zanikania sygnalu na wyjéciu wzmacniacza. Odpowiedz ta jest suma funkeji sinu-
soidalnych nietlumionych o czestotliwo$ci sygnatu oraz ttumionych o czestotliwosei biegu-
néw funkeji wzmocnieniowej uktadu. Typowe ich postacie dla Srednich wartosci dobroci po-
daja oscylogramy z rys. 4.
i W dalszej czgsei pracy podana jest analiza narastania sygnalu'we wzmacniaczu dostro-
jonym do czestotliwosci sygnatu zaréwno dla symetrycznej (1 = 0), jak niesymetrycznej
(7 = 1) krzywej rezonansu. Odpowiednie warto$ci wspotczynnikow i katow w réwnaniu (23)
podane sa w Tablicach 1 do 4 i na rys. 7, 8 oraz 13 i 14. Pozwalaja one na obliczenie (na
maszynie cyfrowej Urat 2 COPAN) ekstreméw badanych funkcji (tablice 5+8), tworzacych
w zaleznosci od kata fazowego sygnatu obwiednie parametryczne (rys. 10 i 15). W wyniku
tych rozwazan stwierdzono, ze w tych przypadkach napiecie wyjéciowe ustala sig bez przepigé
oraz e pierwsze ekstremum nie lezy na krzywej wyktadniczej nawet przy bardzo duzych war-
tosmach dobroci. Przy bardzo matych wartosciach dobroci wystepuje niewielka liczba ekstre-
moéw w czasie ustalania sie napiecia wyjsciowego (rys. 9).

Podobne rozwazania przeprowadzono dla odstrojenia wzmacniacza do punktow potowy
mocy. Odpowiednie wartosci wspdlczynnikow i katéow podane sa w tablicach 1 do 3 ina
rys. 17--21; natorniast wartosci ekstreméw badanych funkcji w tablicach 9 do 12, Obwiednie
_parametryczne tych przebiegdbw (rys..22) wykazuja przepigcia w pewnym zakresie katow fa-
zowych sygnatu przekraczajace wartosci przepigé dla bardzo duzych dobroci (rys. 25). Stad
wynika nowe pojecie prawdopodoblenstwa wystgpowania przepig¢ wigkszych od normalnych.

W koncowej czgsci pracy przéprowadzono analize zanikania sygnatu (52) i stwierdzono,
7e ta cze$¢ obwiedni wzmacniacza jest postaci thumionej sinusoidy o czestotliwosci biegundw
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funkcji wzmocnieniowej ukladu. Ekstrema tej zaleznosci tworza rowniez obwiednie para-
metryczng (54) (rys. 28 i 29), ktéra w pewnych przypadkach (np. dla odstrojenia do punktu
polowy mocy o mniejszej czestotliwosci) moze wykazywaé przepiecia w pewnym przedziale
katow fazowych sygnatu. Tutaj wigc wystepuje réwniez pojecie prawdopodobiefistwa zjawia-
nia si¢ przepied.

Na zakonczenie pracy zestawiono wyniki analizy wzmacniania impulséw wielkiej cze-
stotliwoéci modulowanych prostokatnym przebiegiem podajac obwiednie parametryczne ich
odpowiedzi (rys. 33),

1. WSTEP

Impulsowe wzmacniacze przebiegéw wielkiej czestotliwosci charakteryzuja sie szero-
kim pasmem czestotliwosci i zwigzang z tym mata dobrocia obwoddw rezonansowych,
spadajaca w niektérych przypadkach do 1--2. W tych przypadkach naturalnie nie mozna
stosowa¢ teorii uktadéw, zaktadajacych wystepowanie duzych wartosci dobroci obwodéw
[1], lecz trzeba zagadnienie to rozpatrzyé od podstaw. Zagadnienie to bylo wprawdzie
przedmiotem rozwazafi w kilku ksigzkach i artykutach ([2]-=-[8]), lecz nie podano tam
0golnego rozwigzania tego problemu prawdopodobnie ze wzgledu na trudnosci wynikajace
ze stosunkowo wielkiej liczby wystepujacych tu parametréw.

Na tym miejscu przedstawia si¢ ogélna teori¢ impulsowego wzmacniacza o jednym
obwodzie rezonansowym malej dobroci wraz z wynikami przeliczeri cyfrowych prowadzg-
cych do opisania wlasnosci takiego ukladu za pomoca tablic i wykreséw ([9]- [12]).

2. SYGNAL

Dla zbadania wiasciwosci impulsowych wzmacniacza rezonansowego mozemy zasto-
sowa¢ sygnat wielkiej czgstotliwoéci modulowanej impulsem prostokatnym (rys. 1) opisa-
ny réwnaniem:

() = U,[1(6)—1(t— T)lsin(w, 14-9), (1)

- gdzie U, jest amplituda, o, czgstotliwoscia, p katem fazowym sygnatu, a T; czasem jego

R ivivE
A

‘Rys. 1. Sygnat wielkiej czestotliwosci

-~

Wystepujacy tutaj kat fazowy sygnalu  moze przybieraé dowolne wartosci w prze-
dziale (0, 27); gestod¢ prawdopodobienistwa jego wystgpowania w tym przedziale moze byé
uwazana jako stata, ’

Sygnat u,(¢) sklada si¢ z dwéch czeéei, wige moze byé zapisany jako

u (1) = uyy () —uy,(1), ¥))
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gdzie:
1 (2) = Ur1(2)sin(w, 1+), ©)
uia(t) = Uy 1(t—T)sin(w; 2-+). @)
Transformata takiego sygnahi ma wigc postac
Ui(s) = Uni(s)—Upa(s) = Luy(t), )

gdzie — zgodnie z regulami rachunku operatorowego [13]

ssinyp-+w,cosy

Ull(S) = a S2+60% s (6)
Up(s) = Tye—T ssin(o; Ti—!—zp)z—{l—wlzcos(wl Ti+v) )
ST 7

dla s = jow.
3. UKLAD BADANY

Do rozwazan naszych przyjmiemy uklad wzmacniacza lampowego z obwodem rezo-
nansowym wedtug rys. 2. Ten typ obwodu rezonansowego odzwierciedla w lepszy sposéb
jego fizyczne whasciwosci 1 pozwala na uzyskanie dokladniejszych wynikéw niZz normalnie
stosowany uklad o stratach zesrodkowanych tylko w postaci przewodnosci G [14].

Rys. 2. Obwod rezonansowy wzmacniacza

Wzmocnienie napigciowe oblicza sig ze schematu zastepczego (rys. 2) jako

2
2 w
(@) _ () @ "
T [2+ (co) ] (co) )
Qa n— 'w—o Qo + w_o Qo
gdzie
ulwg) = — o8 )

jest wzmocnieniem dla czestotliwosci wo rezonansu pradowego uktadu.

7 Rozprawy Elektrotechniczne
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Przesuniecie fazowe wzmocnienia wynosi

w
(w‘o)Q"
v (10)
|2} o2 :
1+ (wo ) %
W réwnaniach tych, zilustrowanych krzywymi na rys. 3, oznaczaja kolejno: S, nachylenie
_charakterystyki pentody, L, C, r, G elementy obwodu rezonansowego (rys. 2). Ponadto

= 3{&+7) ay

{ = arctg %" (—Z)—)—arctg

0

jest wspolczynnikiem ttumienia obwodu,
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Q, = B (12)
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Rys. 3. Krzywe rezohansu wzmacniacza (Qg = 1)
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wspolczynnikiem dobroci przy nizej zdefiniowanej czestotliwoéci rezonansowej. Na koniec

1 r
"= 2T 13

jest wspolczynnikiem asymetrii krzywej rezonansu (rys. 3). Ten ostatni wspélezynnik
réwna si¢ zeru w przypadku geometrycznej symetrii krzywej rezonansu, ktéra wykazuje
maksimum dla

- 1

On — VYV 2P L QNG 2P 2 — . (14)

Wo Qo

Naturalna czgstotliwo$¢ rezonansu réwna sie

_ 1+rG

natomiast jako czestotliwosé rezonansu (pradowego) bedziemy uwazaé

, w, = Y 2—4d%y. (16)
Wzmocnienie napigciowe mozna réwniez przedstawi¢ w postaci operatorowej jako
S 2
uls) = —2n L2 a7

C Gtotw?’
gdzie

w, = Y w:—o? 18)
oznacza czgstotliwo$é biegunowa funkcji wzmocnieniowe;.

Wspdlczynnik asymetrii krzywej rezonansu % réwna sig zeru przy catkowitym obciaze-
niu stratami galezi pojemnos$ciowej -(r = 0); natomiast przy catkowitym obcigzeniu galezi
indukcyjnej (G = 0) réwna si¢ jednosci. W praktyce wspdlczynnik ten moze sie wahaé
w granicach 0,02--0,998 przy calkowitej dobroci obwodu Q, = 1 i dobrociach cewki
Q1 = 501 kondensatora QO = 50. Granice te zawezaja si¢ w miare wzrostu dobroci obwo-
du Q,. W praktyce uzyskuje si¢ zadana warto$é dobroci obwodu przez obcigzanie obwo-
du odpowiednia przewodnoécia G. Poniewaz np. przy czestotliwoéci rezonansowej f, =
= 150 MHz i szeroko$ci pasma symetrycznej krzywej rezonansowej (5 = 0) B = 100 MHz,
dobro¢ rezonansu obwodu @, = 1,5 [14], skad wynika, ze obw6d musi byé silnie thumiony.
Jesli zalozymy, ze dysponujemy elementami obwodu o dobrociach Q; = 50 i Q¢ = 500,
to po stlumieniu go odpowiednig przewodnoécia G wspdlezynnik asymetrii % = 0,03, co
rzeczywiscie pozwala na zaloZenie symetrii krzywej rezonansu.

4. ODPOWIEDZ WZMACNIACZA

Odpowiedz wzmacniacza na sygnat zdefiniowany uprzednio réwna sic naturalnie
Ua(s) = Ui(s) * ku(s) = Uai(s)—Unas(5), 19
gdzie zgodnie z réwnaniami (5)=(7) i (i 6):

s+m cotgy s+20n
st (Falte?’

= S, . L
U21(S): "—Ul'—C,—Sln'lP (20)

T*
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s+ocotg(ow Ti+y)  s+207
2+ w? (s+o)y+w? "

Uno(s) = —[71 S e~sTisin(w, Ti+v)

ol @1

Transformate odwrotna wyraZenia (20) oblicza si¢ wedtug numeru 1363 zbioru transformat
w dodatku C ksigzki M. F. Gardnera i J. L. Barnesa [15]. Odwrotna transformata wyra-
zenia (21) jest podobna, lecz przesunieta o dhugoé¢ trwania impulsu 7;. Catkowita odpo-
wiedz réwna sig '

uy(t) = 1y () —ua(?), (22)
gdzie:
— S . .
un(t) = —Ui5_= [4;sin(w, #+yp)—Be~*sin(w, 1+92)], (23)

= S, . . '
up(t) = — Ulm {A,sinfw(t—T;)-+vs]— B, e~ *¢=Tosin[ew (¢ —T;)+al} - (24)

Wspdtezynniki i katy wystepujace w réwnaniu (23) wyznaczamy w postaci

' 2
(3
A= 2 (25)
] An—12, .
T\ g,
_ 2944 cotgy 2L,
Py = arCtg_———chotgzp—!)z —.arctg ——417 BT (26)
) .
2 — e
B=dgra 1%
v 4[4+ QA+ )+ P lsinp+C5(Q5+ nP)cosy —2025(Q34-)sinypeosy on
4n—0, 2 ’
2 ———
(5]
_ V402 +4n—1[Q,cotgy—2(1—n)] Y405 +-41—1
pr = aretg e o —eotgy 1 @)
o 27]—1—791
gdzie:
_ B B
Q== +40), 29
G, — 131
Oy = —-+20,. (30)

Odstrojenie wzmacniacza od czgstotliwoéci sygnalu w; oznaczamy jako
B1 = w1—w,. o (31)

Réwnanie (23) wraz z nastepujacymi po nim wyrazami pozwala na obliczenie czola
odpowiedzi wzmacniacza (¢ < T;). Natomiast zanik odpowiedzi (¢ > T;) oblicza si¢ z pet-
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nego rownania (22), do ktdrego czesci wyrazonej wzorem (24) nalezy podstawi¢ nastgpu-
jace wspolczynniki i katy:

A, = 4, (32)
3(y) = pi(ypto. 7)), 33)
By(y) = Bi(y+o,Ty), (34)
Ya(p) = pa(p+ o, T)). (35)

Symbole te oznaczaja, Ze B, w; i ¢, otrZzymuje si¢ z wyraZen na B;, 9y 1 ¢, podstawiajac
zamiast ¢ wyrazenie p+wiT1. Poza tym mozna wykazaé, ze
w3 = Y+ li+nw, (36)

gdzie n jest liczba naturalna. To stwierdzenie upraszcza obliczenia i prowadzi do nastepuja-
cego rezultatu waznego dla t > T;:

_ S,
w(t) = —U, a“c {Bre~t=Tosin[w,(t—T;)+ s — Bre~“sin(w, t+y,)} . (37)

2

Rys. 4. Oscylogramy odpowiedzi obwodu o symetrycznej krzywej rezonansu dostrojonego do czestotliwosci
Jo =f; = 800 Hz. Czas trwania sygnalu 7; = 50 msek
a) czestotliwo$¢ sygnatu f; = 800 Hz, dobro¢ obwodu Q, = Q, = 40;
b) czestotliwosé sygnaltu f; = 900 Hz, dobroé¢ obwodu Q, = Q, = 40;
¢) czgstotliwosé sygnatu f; = 500 Hz, dobroé obwodu Q, = @, = 15;
d) czestotliwo$¢ sygnatu f; = 50 Hz, dobroé obwodu Q, = @, = 15
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Dla dtuzszych impulséw e—# = 0 i prawa cze§¢ powyzszego wyraZenia znika.
Dla duzych warto$ci dobroci otrzymujemy :

#mB =, 38)
1

I+ (7)

Y= = w—arctg—ﬂo—;—, (39)

czyli znane juz wyraZenia z pracy [16].

Z podanych powyzej rozwazan wynika, Ze odpowiedZz wzmacniacza rezonansowego
na prostokatny impuls wielkiej czestotliwosci wyrazona wzorami (22) do (24) sklada sig
z sumy funkcji sinusoidalnych niettumionych o czgstotliwoéci sygnatu , oraz tlumionych
o czestotliwoéci biegunéw w, funkcji wzmocnieniowej ukladu. Aktualny ich przebieg
zalezy od szeregu parametréw sygnatu i obwodu. Typowe ich postacie podane sa na rys. 4.
Sa to oscylogramy zdjete dla réznych warunkéw pracy obwodu o symetrycznej krzywej
rezonansu (n = 0) przy niekontrolowanej fazie sygnata [7].

Odpowiedni przyklad przeliczajacy przypadek opisany rys. 4c jest podany w dalszej
czesci pracy. :

5. NARASTANIE SYGNALU WE WZMACNIACZU O SYMETRYCZNEJ KRZYWEJ
REZONANSU, DOSTROJONYM DO CZESTOTLIWOSCI SYGNALU

Szczegdlowa analize pracy badanego wzmacniacza rozpoczniemy od przypadku do-
strojenia obwodu o symetrycznej krzywej rezonansu (n = 0, rys. 5) do czgstotliwosci
sygnalu (wy = @, = w;). W rozwazanym przypadku f; = 0 i wspdiczynniki i katy wyste-
pujace w réwnaniu (23) przybieraja posta¢ 4, = 1; ; = p oraz

2 —Q,sinycos ’
Bz=i]/ S e | “0)
02—035
¥, = -arctg V:—023 (41D

Q,cotgy—0,5 °

Znaki w tych wyrazeniach dobiera sie w ten sposob, aby otrzymac rozwigzanie narastajace
w czasie i zgodnie w granicy z przebiegiem dla duzych wartosci dobroci (rys. 6). Odpowied-

nie wartosci B, i 9, mozna odczytaé z rubryki % = O tablicy 1 dla @, = 1iréznych wartosci

kata fazowego sygnatlu v, a z tablic 2 i 3 dla réznych wartosci dobroci Q, przy v = 0°
190°. Na rys. 7 i 8 podano te zaleznosci graficznie. Z danych tych wynika, Ze wplyw dobroci
obwodu Q, i kata fazowego sygnatu v jest jeszcze widoczny przy dobrociach O, = 10.
Celem dokladniejszego zbadania przebiegéw narastania sygnaléw obliczono (na maszy-
nie cyfrowej Urat 2 COPAN) ekstrema napiecia wyjsciowego wyrazonego rownaniem
(23). Wyniki tych obliczefi przedstawiono w tablicach 5 i 6 oraz na rys. 9 i 10. Pierwszy
z nich (rys. 9) wykazuje wplyw dobroci obwodu @, przy statym kacie fazowym sygnatu
v = 0, natomiast drugi (rys. 10) wplyw kata fazowego sygnatu ¢ przy stalej dobroci
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Rys. 5. Krzywe rezonansu wzmacniacza o réznych wartosciach dobroci wykazujace symetrie geometryczna
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Rys. 6. Narastanie odpowiedzi wzmacniacza o symetrycznej krzywej rezonansu (n = 0) dostrojonego do
czestotliwodci sygnatu (w, = o, = o,) przy réznych warto$ciach kata fazowego sygnatu v (Q, = 1)
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Rys. 7. Zalezno§é wspolczynnika B, i jego kata fazowego v, od kata fazowego sygnatu » przy réznych
wartosciach dobroci @, obwodu symetrycznego (7 = 0) dostrojonego do czestotliwosci sygnatu
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Rys. 8. Zalezno$¢ wspéiczynnika B, i jego kata fazowego v, od dobroci @, symetrycznego (7 = 0) obwodu
dostrojonego do czgstotliwosci sygnatu przy réznych katach fazowych sygnata ¢
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Rys. 9. Wplyw dobroci Q, symetrycznego (n = 0) obwodu dostrojonego do czestotliwodci sygnalu na
przebieg narastania napiecia wyjSciowego przy stalym kacie fazowym sygnatu y = 0. Na rysunku podano
jedynie ekstrema napiecia
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Rys. 10. Obwiednja parametryczna (a) narastania odpowiedzi obwodu symetrycznego (n = 0), dostro-
jonego do czestotliwosci sygnatu (Q, = 1) oraz obwiednia (b) dla bardzo duzych wartoéci dobroci
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WartoSci pierwszych maksiméw wyrazenia (23) dlan =0, 5, = 0

Tablica 5

Oyt
(“’"‘ ~ 20, )
w=0° vy =90°

Or
@y by O Unax @1 by oty Unnax
1 1,804 0,902 0,504 0,839 0,420 0,429
2 1,893 0,473 0,327 0,939 0,235 0,266
3 1,932 0,322 0,241 0,979 0,163 0,192
5 1,968 0,197 0,158 1,016 0,102 0,124
10 1,996 0,100 0,085 1,044 0,052 0,066
30 2,017 0,034 0,030 1,066 0,018 0,023
100 2,025 0,010 0,010 1,073 0,005 0,007

Tablica 6
WartoSci maksiméw wyrazenia 23) dla 7 =0, 8, =0, Q, = Q, =
(®tm = 0,50, )

¥° @y by Gl Unax O Iy oty Unmax
176 0,067 0,034 0,002 4,769 2,385 0,912
175 0,083 0,042 0,004 4,787 2,394 0,912
170 0,159 0,080 0,014 4,875 2,438 0,912
165 0,229 0,115 0,029 4,965 2,483 0,912
160 0,292 0,146 0,048 5,054 2,527 0,912
157,5 0,321 0,161 0,059 5,099 2,550 0,913
135 0,534 0,267 0,183 5,503 2,752 0,915
112,5 0,695 0,348 0,317 5,902 2,951 0,934
90 0,839 0,420 0,429 6,293 3,147 0,953
67,5 0,991 0,496 0,501 6,679 3,340 0,970
45 1,182 0,591 0,526 7,065 3,533 0,982
22,5 1,447 0,724 0,516 7,451 3,726 0,987
0 1,804 0,902 0,504 7,843 3,922 0,989
355 1,893 0,947 0,505 7,930 3,965 0,989
350 1,983 0,992 0,508 8,018 4,009 0,989
345 2,073 1,037 0,517 8,105 4,053 0,989
340 2,163 1,082 0,521 8,193 4,097 0,988
337,5 2,208 1,104 0,525 8,236 4,118 0,988
315 2,602 1,301 0,590 8,633 4,317 0,988
292.5 2,961 1,481 0,680 9,028 4,514 0,990
270 3,295 1,648 0,772 9,423 4,712 0,992
247,5 - 3,623 1,812 0,845 9,815 4,908 0,995
225 3,958 1,979 0,890 . 10,208 5,104 0,998
202,5 4,317 2,159 0,909 10,600 5,300 0,999
180 4,700 2,350 0,912 10,991 5,496 1,000
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Rys. 11. Wzgledne odchylenie pierwszego maksimum narastania odpowiedzi od krzywej wykladniczej
w zaleznoéci od kata fazowego sygnatu y:
a)n=0,p8=0, Q=0r=1;
b)np=1p8 =07044¢,0, =1

2~7
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7 =7

@max - /’_e—xz‘/
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Rys. 12. Wzgledne odchylenie pierwszego maksimum narastania odpowiedzi od krzywej wykladniczej
w zaleznosci od dobroci Q, przy réznych wartosciach 'kata fazowego sygnalu: v = 0°i 90°;
a)yn=0,p=0, Q=0,=1;
b)n=1,8=070440,Q, =1 -



112 A. Smolifiski

Q, = 1. Falujaca dokota krzywej wyktadniczej linia jest miejscem geometrycznym maksi-
méw napiecia wyjéciowego (23) przy katach fazowych sygnatu zawartych kolejno w prze-
dziatach (0, ©) i (m, 2n). Zatem linia ta moze by¢ uwazana jako obwiednia parametryczna
badanego przebiegu w odréznieniu od linii wyktadniczej, ktéra jest obwiednia tych prze-
biegéw dla bardzo duzych wartoéci dobroci obwodu [16].

Z danych tych wynikaja nastgpujace wnioski:

1. Napiecie wyjéciowe ustala si¢ bez przepigc.

2. Przy bardzo malych wartoSciach dobroci wystgpuje niewielka liczba ekstreméw
w czasie ustalania si¢ napigcia wyjSciowego.

3. Wzgledne odchylenia pierwszego ekstremum od przebiegu wykladmczego dochodza
do kilkudziesieciu procent zaleznie od wartosci kata fazowego sygnatu ¢ (rys. 11) i przy
duzych wartosciach dobroci nie daza do zera (rys. 12). Poniewaz przy malych dobrociach
pierwsze ekstrema stanowia pokaZna czg$¢ narastajacego przebiegu, wigc w tych warunkach
rola ich jest istotna. Natomiast przy duzych wartoéciach dobroci zajmuja one tylko nie-
wielka cze$¢ przebiegu narastania i ich rola jest tak niewielka, ze mozna uznaé w przy-
blizeniu, ze obwiednia jest krzywa wykladnicza.

4. Wzgledne odchylenia nastgpnych ekstreméw od przebiegu wyktadniczego bardzo
szybko maleja ze wzrostem kolejnego numeru ekstremum. (Np. dla O, = 100 pierwsze
ekstremum przy 4 = 90° rézni si¢ od przebiegu wykladniczego o ok. 30%;, natomiast
drugie jest juz mniejsze od 1%, a czwarte od 1°/g).

6. NARASTANIE SYGNALU WE WZMACNIACZU O NIESYMETRYCZNEJ KRZYWEJ
REZONANSU, DOSTROJONYM DO CZESTOTLIWOSCI SYGNALU

Jako drugi skrajny przypadek omdéwimy uktad o niesymetrycznej krzywej rezonansu
(7 = 1, rys. 3) w zalozeniu, Ze czestotliwo$C sygnatu w; réwna si¢ czgstotliwosci maksy-
malnej ,,. Zatem réwnanie (14) przybiera uproszczong posta¢

D
Wy

1 N L4002 1.3,
=5V Va1, @)

" a znormalizowany wspolczynnik odstrojenia (31)

L= 2)/Y/0i+40i+3—1 3)

jest tylko funkcja dobroci obwodu.
Wspdltczynniki i katy réwnania (23) przybieraja posta¢

()
e,
M=—F 7 @4
n 4—0
202,
24-£,cotgy 20, 0.2,

p= Aot 0, g, — T ey o @
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B 4 o 4(Q44-20%+ l)sinzy)—i—.Q%(Qﬁ—!—1)cos2w+2Q2(Q,2,—|— Dsinycosy 46)
2 _
40243 ali+ 4—0Q, ’
20,
4 30,cot 40%4-3
w2 = —arotg VAQeH3 Y e VAT @
2;cotgy—40> 1 1 0
— 5
Tablica 7
WartoSci pierwszych maksiméw wyrazenia 23) dlan = 1, 0, = w,
’ [
Ul =
2VV/0R0i 131
p=0° \ p = 90°
Qo U, U,
w,? at —_max W, f, ot —_max
vm " Umaxust v " Umaxust
1 2,220 0,820 0,612 1,132 0,418 0,429
2 2,168 0,489 0,411 1,121 0,253 0,294
3 2,131 0,338 0,295 1,110 0,176 0,214
5 2,094 0,205 0,184 1,099 0,108 0,135
10 2,062 0,103 0,093 1,087 0,054 0,070
30 2,039 0,034 0,031 1,080 0,018 0,023
100 2,031 0,010 0,009 ’ 1,078 0,005 0,007
Tabl 1 ca 8
Wartosci maksiméw wyrazenia (23) dla 7 = 1, ’3 L —=0,7044, Q, =1 ’
(et = 0,369, £1y)
=] Umax Umax
w, 7, ot _ t o, —_—
v tim m [7— 1 fm m 7 —
157,5 0,375 0,138 0,044 5,644 2,083 0,880
135 0,679 0,251 0,156 6,047 2,231 0,890
112,5 0,922 0,340 0,295 6,443 2,377 0,908
90 1,132 0,418 0,429 6,831 2,521 0,928
67,5 1,340 0,494 0,532 7,213 2,662 0,946
45 1,573 0,580 0,592 7,594 2,802 0,957
22,5 1,861 0,687 0,612 7,978 2,944 0,962
0
360 2,220. 0,819 0,612 8,369 3,088 0,963
337,5 2,632 0,971 0,622 8,763 3,234 0,963
315 3,049 1,125 0,658 9,158 3,379 0,965
292,5 3,439 1,269 0,716 9,552 . 3,525 0,971
270 3,800 1,402 0,780 9,945 3,670 0,978
247,5 4,148 1,531 0,833 10,335 3,814 0,983
225 4,498 1,660 0,865 10,725 3,958 0,986
202,5 4,862 1,794 0,877 11,114 4,101 0,988
180 5,245 1,935 0,878 11,506 4,246 0,989

8 Rozprawy Elektrotechniczne
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‘Rys. 13. Zalezno$¢ wspolczynnika 4, i jego kata

fazowego v, od kata fazowego sygnalu y przy

réznych wartosciach dobroci Q, obwodu  nie-

symetrycznego (n = 1) dostrojonego do czgsto-
tliwosci sygnatu
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Rys. 14. Zalezno§¢ wspoblczynnika B, i jego kata

fazowego v, od kata fazowego sygnalu y przy

roznych wartosciach dobroci Q, obwodu nie-

symetrycznego (% = 1) dostrojonego do czgsto-
tliwosci sygnatu
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Rys. 15. Obwiednia parametryczna (a) narastania odpowiedzi obwodu niesymetrycznego (n = 1), dostro-
jonego do czestotliwosci sygnatu (Q, = 1) oraz obwiednia (b) dla bardzo duzych dobroci
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W tablicy 4 oraz na rysunkach 13 i 14 podane sa wyniki obliczen tych wspélczynnikow
i katéw w zaleznosci od kata fazowego sygnatu i dobroci obwodu. Na podstawie tych
danych obliczono ekstrema napiecia wyjéciowego u,(f) w postaci danych tablicy 8. Na
rys. 15 przedstawiono obwiednig parametryczna tych ekstreméw na tle krzywej wyktadni-
czej. Poréwnanie obwiedni parametrycznych dla wzmacniacza dostrojonego na maksimum
krzywej rezonansu dla 7 =0 (rys. 10) i # = 1 (rys. 15) wykazuje podobienstwo tych
przebiegéw. Doktadniejszej analizy mozna dokonaé na podstawie poréwnania wzglednych
odchyleri pierwszego ekstremum od krzywej wyktadniczej podanych dla obu rozpatrywa-
aych przypadkéw na rys. 11 i 12. Og6lne wnioski z analizy przypadku symetrycznej krzy-
wej rezonansu sformulowane w rozdz. 5 mozna rozciaggnaé réwniez na przypadek asyme-
trycznej krzywej rezonansu.

7. NARASTANIE SYGNALU WE WZMACNIACZU O SYMETRYCZNEJ KRZYWEJ
REZONANSU, ODSTROJONYM OD CZESTOTLIWOSCI SYGNALU

Po oméwieniu przypadkéw dostrojenia wzmacniacza do czestotliwodci rezonansowej
w rozdz. 5, przejdziemy teraz do przypadku wzmacniacza odstrojonego od tej czestotliwosci.
Wéwezas f; # 0, a wspolezynniki i katy réwnania (23) przybieraja postaé nastgpujaca:

P S (48)
14 <
20,
P = w—arctg—ﬁ, (49
) 40°  40Q%in*p-+Q5cosiy—28,sinypcosy
B = T s (50)
’ Q1+ 4 ]
20,
VA0 —1 [Q,cotgp—2] | V402 —1
g, = arctg 2—40°—0cotgy +arctg———-—— T 51
1+7~Q1

Tutaj réwniez dobiera si¢ znaki w tych wyrazeniach w ten sposéb, aby otrzymac rozwiaza-
nie narasta_]qce w czasie i zgodne w granicy z przebiegiem dla duzych wartosci dobroci
(rys. 16). Odpowiednie wartosci 4; By, mozna odczytaé z tablicy 1 dla @, = 1 i réznych
wartoéci kata fazowego sygnahu v, a z tablic 2 i 3 dla réznych wartosci dobroci O, przy
p = 0°190°. Narys. 17--21 podano te zaleznosci graficznie. Dane te pozwalaja na oblicze-
nie ekstremSw napigcia wyjéciowego wyrazonego réwnaniem (23). Wyniki tych obliczen

dla punktéw potowy mocy (‘8 = :l:l) zestawiono w tablicach 9 do 12 oraz na rys. 22 do 26.

Pierwszy z nich (rys. 22) podaje obwiednie parametryczne dla Q, = 1, a dwa nastepne
(rys. 23 i 24) odchylenia ich pierwszego ekstremum od obwiedni dla bardzo duzych wartosci
dobroci [1]. Z rysunkéw tych widaé, ze obwiednie parametryczne ukladaja si¢ faliScie
dokota obwiedni dla bardzo duzych wartosci dobroci, oraz, Ze pierwsze ekstrema prze-

8*
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Rys. 16. Narastanie odpowiedzi wzmacniacza o symetrycznej krzywej rezonansu (17 = 0) odstrojonego

do punktéw polowy mocy (%— = :l:l) przy y =0°iQ, =1
Ak a7
2.
3
ol
* 0805
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- +1§
+20-10
0
’ ' . ‘ . . , — 195
0 s 20° 20° 7w0° 767 2
N )
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Rys. 17. Zalezno$¢ wspélezynnika 4, i jego kata fazowego w, od kata fazowego sygnatu ¢ przy réznych

By

o

wartoSciach wzglednego rozstrojenia — dla obwodu o symetrycznej krzywej rezonansu (8 = 0) i o bardzo

malej dobroci (Q, = 1)
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Rys. 22. Obwiednia parametryczna narastania odpowiedzi obwodu symetrycznego (7 = 0) odstrojonego
do punktéw polowy mocy a) % =1, b) % = —1 (Q, = 1) na tle obwiedni dla bardzo duzych wartosci
dobroci
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Rys. 23. Wzgledne odchylenia pierwszego maksimum narastania odpowiedzi od obwiedni dla bardzo duzych
dobroci w zaleznosci od kata fazowego sygnalu v dla obwodu symetrycznego (n = 0) odstrojonego do

punktdéw polowy mocy (%1 = :l:l) przy Qr =1
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Rys. 24, Wigledne odchylenia pierwszego maksimum narastania odpowiedzi od obwiedni dla bardzo
duzych dobroci w zaleznosci od dobroci symetrycznego (7 = 0) obwodu odstrojonego do punktdéw polowy
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Rys. 25.’Przepiécié obwiedni parametrycznej narastania odpowiedzi w symetrycznym (7 = 0) obwodzie

@ =10'w zaleznosci. od kita fazowego sygnalu‘w‘przy%— = 41
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biegéw nawet dla duzych dobroci (rys. 24) powaznie odchylaja sig od obwiedni dla bardzo
duzych dobroci.

Obwiednia dla bardzo duzych dobroci wykazuje przepiecie ok. 7% [l], natomiast
przepigcie obwiedni parametrycznych zalezy od kata fazowego sygnatu (rys. 25) oraz od
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Rys. 26. Przepiecia obwiedni parametrycznej narastania odpowiedzi w symetrycznym (n = 0) obwodzie

B_ 4

(0, = 1) w zaleznoéci od dobroci obwodu przy v = 0° i 90° oraz =

dobroci (rys. 26). Z danych rys. 25 mozna okre$li¢ prawdopodobienistwo wystepowania

przepigé wiekszych od 7% na 287, dla%1 = 1 oraz 18%, dla%Z = —1. Maksymalne wartodci

przepieé obwiedni parametrycznych siggaja ok. 12% dla%l = 1 oraz ok. 139 dla % = —1.
8. ZANIKANIE SYGNALU

Zanikanie odpowiedzi wzmacniacza na impuls wielkiej czestotliwosci postaci prosto-
katnej opisane jest wzorem (37), ktdry pozwala na wyznaczenie odpowiedzi dla dowolnej
dtugoéci czasu trwania impulsu. W praktyce zazwyczaj interesuja nas diuzsze impulsy,
ktérych zanikanie nastgpuje po ustaleniu si¢ czota (aT; > 1). Wowczas

Sa
20C

w(t) = —U, Bje~*¢t—Tdsin[ow,(t—T;)+pal. (52)
Zatem mozna stwierdzié, ze odpowiedZ wzmacniacza jest postaci thumionej sinusoidy
o czestotliwoéci ! biegunéw funkcji wzmocnieniowej ukladu (rys. 27). Wspdtezynnik
B, wyznacza skale przebiegu w stosunku do ustalonej czefci sygnatu opisanej wspol-
czynnikiem A4,.
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Przy bardzo duzych dobrociach uktadu (Q, > 100) ekstrema funkcji zanikania tworza
obwiedni¢ w postaci krzywej wyktadniczej [1]. W miare malenia dobroci coraz mniej
punktéw wyznacza t¢ obwiedni¢ (rys. 4), a przy matych i bardzo matych dobrociach

&%lt)
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Rys. 27. Przebieg zanikania odpowiedzi w symetrycznym (7 = 0) obwodzie (Q, = 1) w zaleznoéci od
znormalizowanego czasu dla réznych wartosci kata fazowego sygnatu y

wystepuje wyrazny wplyw kata fazowego sygnatu poprzez wspdtczynnik B, i kat y,. Dla
opisania przebiegu w takich warunkach nalezy wyznaczyé obwiedni¢ parametryczng
wyraZajaca zalezno$¢ polozenia maksiméw wyrazenia (52) od

[“(t—Ti)]max = OC/ (arctg O —1/’4'}_”77) (53)
@, o
4 p
2 max
MI\_ //Z/Wﬂxz/sf

e , \XET)
& 7 z g 4 J A3 7 &

Rys. 28. Obwiednia parametryczna zanikania qdpowiedzi_ w obwodzie o dobroci Qp = 1 dostrojonym na
maksimum sygnatu (8; = 0)

otrzymanego droga rtézniczkowania wyraZzenia (52). Zatem réwnanie obwiedni para-
metrycznej przybierze postaé '

U2max = uﬁ[“(t__ T'i)max] = BZ Z)Or e—[a(t——T)max], » (54)

¥
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gdzie:
w

- =V/405+4n—1, (55)

o

@y

— 2)/ Q7. ' (56)

Naturalnie B, i v, sg funkcjami kata fazowego sygnatu .
Obwiednie parametryczne zanikania odpowiedzi dla réznych warunkéw pracy podane
sa na rys. 28 i 29. Sa to funkcje opadajace wykltadniczo w sposob falujacy. W przypadku

”2 max
% max ust

A
10

M
42
. . .
95 z 4 3 7
Rys. 29. Obwiednia parametryczna zanikania odpowiedzi w obwodzie symetrycznym (u = 0) o dobroci
Q, =1 odstrojonym do punktéw polowy mocy (%— = ;l:l)
A N Y max _e_o:/{-fl-) %=0
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Rys. 30. Odchylenia pierwszego ekstremum zanikania odpowiedzi w obwodzie o dobroci Q, = 1 dostro-
jonym na maksimum sygnatu
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Rys. 31. Odchylenia pierwszego ekstremum zanikania odpowiedzi w obwodzie symetrycznym (7 = 0)
o dobroci Q, = 1 odstrojonym do punktéw polowy mocy (% = :I:I)
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Rys. 32. Odchylenia pierwszego ekstremum zanikania odpowiedzi w zaleznosci od dobroci obwodu
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Rys. 33. Obwiednie parametryczne catkowitej odpowiedzi wzmacniacza o malej dobroci (@, = 1) i o syme-

tryeznej krzywej rezonansu (4 = 0) na sygnat wielkiej czestotliwosci modulowany impulsem prostokatnym
a)fi=0,b)f=0,0)f =—a
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odstrojénia uktadu ponizej rezonansu moga powstawaé przepiecia (rys. 4c i 4d). Np. dla
%1: —1 otrzymujemy przepigcie ok. 8);. Prawdopodobienstwo powstawania przepieé
mozna ocenié na okoto 109, w tyni przypadku.

Odchylenie pierwszego maksimum od krzywej wykladniczej

UZmax _ e_a(t__ Ty

1 B, w, o
= a1 = W) 7

jest réwniez funkcjg kata fazowego sygnatlu v (rys. 30 i 31). W miar¢ wzrostu dobroci
odchylenia te zanikaja do zera, gdyz B, — 4;, a o, - o, (rys. 32).

9. ZAKONCZENIE

Przeprowadzona powyzej dokladniejsza analiza pracy wzmacniacza impulsowego
wielkiej czestotliwosci wykazuje istnienie przy matych dobrociach ukladu silnej zaleznosci
odpowiedzi od kata fazowego sygnatu. Ekstrema odpowiedzi tworzg w sposéb stochastyczny
obwiedni¢ parametryczna przebiegu wielkiej czgstotliwosci. Ksztalt tej obwiedni para-
metrycznej zalezy w znacznej mierze od dobroci uktadu i jego odstrojenia od czestotliwosci
sygnatu (rys. 33).

Obwiednia parametryczna wykazuje przepiecia, ktérych prawdopodobienistwo wyste-
powania powyZej pewnej wartosci jest interesujaca cecha.

Ponadto nalezy zwrdci¢ uwagg na to, Ze pierwsza ekstremum odpowiedzi nie lezy na
normalnie zdefiniowanej obwiedni (dla bardzo duzych dobroci) nawet przy bardzo duzych
warto$ciach tych dobroci.

Autor poczuwa sig do milego obowiqzku podziekowania mgrowi A. Sadowskiemu i mgrowi inz. M. Bukow-
skiemu za pomoc przy obliczeniach. .

Politechnika Warszawska
Katedra Ukladéw Elektronicznych

WYKAZ LITERATURY

1.Smolifiski A.: Synchroniczne jednoobwodowe wzmacniacze rezonansowe impulséw wielkiej cze-
stotliwos$ci. — Rozprawy Elektrotechn., t. XII, 1966, z. 3, str. 436.-

2.Guillemin E. A.: Communication Networks, Vol. I, ,,Classical Theory of Lumped Constant
Networks”, New York 1931/1952, str. 92.

3.Valley G. E, Wallman H.: Vacuum Tube Amplifiers, — MIT Radiation Laboratory Series,
No 18, New York 1948, str. 166. ‘

4. Jewtianow 8. I: Pieriechodnyje processy w prijomno-usilitielnych schiemach. Moskwa 1948,
str. 76.

5.Agiejew D. W, Kobzarew Ju., B.: O pieriechodnych processach w rezonansnom usilitiele. —
Zurnat Tiechniczeskoj Fiziki, 1935, nr 8, str. 1408,

6. Gensel J.: Einschwingvorginge an Rundfunk-Bandfiltern. — T.F.T., 1940, nr 1, str. 17.

7.Tucker D. G.: The Transient Response of a Tuned Circuit. — Electronic Engineering, 1946,
nr 12, str. 379.



Impulsowy wzmacniacz o jednym obwodzie rezonansowym malej dobroci 129

8. Gent A. W.: The Transient Response of r.f. and if. Filters to a Wave Packet. — Proc. IEE, 1952
Part IV, str. 326.
9.Smolifiski A.: High Frequency Pulse Response in a Low-Q Factoer Resonant Amplifier. — Bull.
Acad. Polon. Sci., Sér. sci. techn., 1966, nr 10, str. 163 — [1017].
10.Smolifiski A.: Low-Q Factor Single Stage Amplifier Tuned to the Resonant Frequency. — Elec-
tronics Letters, 1966, nr 7, str, 234.
11.Smolifiski-A.: The High Frequency Rectangular Modulated Pulse Response of a Low-Q Factor
Amplifier with the Asymmetrical Resonance Curve. — Bull. Acad. Polon. Sci., Sér. sci. techn., nr 1,
str. 1—[89]. )
12.Smolifiski A.: High Frequency Rectangular Modulated Pulse: Response of a Low-Q Factor
Amplifier with the Symmetrical Curve: I. “Coefficients and Angles of the Response Equations”, Bull.
Acad. Polon. Sci., Sér. sci. techn., 1967, nr 3, str. 21 — [243]; IL. “Parametric Envelope and Overshoots
Probability”, Bull. Acad. Polon. Sci., Sér. sci. techn., 1967, or 5, str. 55 — [443].
13. Osiowski J.: Zarys rachunku operatorowego, Warszawa 1965, str. 83 i 134.
14.Smolinski A.; Zasady wzmacniania, tom II, Warszawa 1956, str. 37 i 254.
15. Gardner M.F., Barnes J.L.: Transients in Linear Systems, tom I, New York 1942/1945,
str. 345.
16. Smolifiski A.: High Frequency Pulse Rise in Synchronous Single-Circuit Amplifiers. -—— Bull.
Acad. Polon. Sci., Sér. sci. techn., nr 9, str. 141 — [833].

A. SMOLINSKI

PULSE AMPLIFIER WITH A SINGLE RESONANT LOW-Q FACTOR CIRCUIT -

Summary

The present paper contains calculations of high frequency pulse transients amplified in single-circuit
resonant low-Q factor amplifiers. )

High frequency pulse with rectangular envelope (1) has been assumed as standard signal for the general
case when the signal frequency is different from the resonant frequency of circuits and its phase may assume
arbitrary values in the range (0, 2r). Since it is. impossible to apply in this case the method of frequency
transformation and to transfer the results from the well-known low-pass systems, it has become necessary
to apply the general methods of operational calculus. The signal transform is given in equations (5), (6)
and (7). .

The resonant system under investigation contains losses in its induction and capacitance branches (Fig. 2).
Its amplification is given in formula (8) and is dependent on the coefficient 5 of the asymmetrical resonance
curve. If the losses concentrate only in the capacitance branche, 7 =0 and the resonance curve shows geo-
metrical symmetry (Fig. 3). The amplification of the system in the operational form is given in formula (17).

The amplifier response in the operational form is given in formulas (19) =-(21). The inverse transform
of the response is presented in formulas (22)--(24) which describe the phenomenon of the signal rise and
decay at the output of the amplifier. The response is a sum of undamped sinusoidal functions of signal
frequency and of damped functions of frequency of the poles of the system’s amplification function. Their
typical forms for mean Q factor values are shown in oscillograms in Fig. 4. .

Further the paper analyses the signal rise in an amplifier. tuned to the signal frequency both
for the symmetric (7 = 0) and for the asymmetric (1 = 1) resonance curve. The corresponding values of
coefficients and angles in equation (23) are given in Tables 14 and in Figs. 7, 8, 13 and 14. They make
it possible to calculate (with the help of the Urat 2 computer, Calculation Centre of the Polish Academy
of Sciences) the extremes of the functions under investigation. (Tables 5--8). Depending on. the phase angle
of the signal, the extremes form parametric envelopes (Figs. 10 and 15). As a result of these considerations
it has been stated that in these cases output voltage is fixed without overshoots and that the first
extreme does not lie on the exponential curve even when the Q factor is very high. When the Q factor is
very low-there appears a small number of extremes while the output voltage is being fixed (Fig. 9).

9 Rozprawy Elektrotechniczne
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Similar considerations have been carried out for the deturning of the amplifier to the points of half the
power. The corresponding values of coefficients and angles are given in Tables 13 and Figs. 17--21.
The extreme values of the functions under investigation are given in Tables 9+12. Parametric envelopes
of these transients (Fig. 22) show overshoots in a certain range of phase angles of the signal which exceed
overshoots values for very high Q factor values (Fig. 25). Hence ensues a new notion — that of the pro-
bability of occurrence of overshoots larger than normal.

The analysis of the signal decay (52) has been carried out in the final part of the paper. It has been
found that the part of the amplifier envelope assumes the form of an undamped sinusoid of the fre-
quency of the poles of the system’s amplification function. The extremes of this formula also form a para-
metric envelope (54) shown in Figs. 28 and 29, which in certain cases (for example, for the decay to the
point of half the power of lower frequency) can show overshoots in a certain range of the signal phase
angles. Thus, the notion of the probability of overshoots occurrence appears also here.

At the end of the paper are listed the results of the analysis of high frequency pulse amplification
modulated with rectangular transient, giving parametric envelopes of their responses (Fig. 33).

A. SMOLINSKI

AMPLIFICATEUR D’IMPULSIONS AVEC CIRCUIT RESONANT UNIQUE A Q PETIT
Résumé

L’oeuvre contient le calcul des tensions impulsionnelles haute fréquence amplifiées dans les amplifi-
cateurs avec le circuit résonnant unique a facteur de surtension petit.

On a accepté comme le signal standard I'impulsion haute fréquence avec une enveloppe rectangulaire
dans le cas général (1), quand la fréquence du signal est différente de la fréquence résonnante des circuits
et sa phase peut obtenir des valeurs quelconques dans I'interval (0, 2«). Parce que dans ce cas on ne peut
pas utiliser la méthode de la transformation de fréquence et de la transposition des résultats pris des schémas
passe-bas bien connus, il était nécessaire d’employer les méthodes générales de calcul opératoire. La trans-
formation du signal est donné par les équations (5) 4 (7).

Le circuit résonnant étudié contient des pertes dans les branches inductive et capacitive (fig. 2). Sa
amplification donnée par 14 formule (8) dépend du coéfficient % de Pasymétrie de la courbe de résonance.
En concentrant des pertes seulement dans la branche capacitive 7 = 0 et la courbe de résonance présente
la symétrie géometrique (fig. 3). L’amplification du schéma sous la forme opératoire est donné par 7.

La réponse de I'amplificateur sous la forme opératoire est donnée par les dépendances (19)=-(21).
La transformation inverse de Ia réponse est présentée par les formules (22)--(24), décrivant le phénomeéne
d’accroissement et de diminution du signal 2 la sortie de 'amplificateur. Cette réponse est la somme des
fonctions sinusoidales non affaiblies & fréquence du signal et de celles affaiblies 3 fréquence des podles de la
fonction amplificatrice du schéma. Leurs formes typiques aux valeurs moyennes du facteur Q sont pré-
sentées par des oscillogrammes de fig. 4.

Dans la partie suivante de 'oeuvre on donne I'analyse d’accroissement du signal dans Iamplificateur
accordé 2 la fréquence de signal en cas de la courbe de résonance symétrique 5 = 0, ainsi qu’en cas de la
courbe non-symetrique 7 = 1. Les valeurs convenables des coéfficients et des angles dans I’équation 23)
sont données dans les tableaux 1 & 4 et sur fig. 7, 8 et 13, 14. Elles permettent de calculer (a I'aide de Ia
calculatrice digitale Oural 2 COPAN) les extrémes des fonctions étudiées (tableaux 5-+8), constituant en
deépendance de I'angle de phase du signal les enveloppes paramétriques (fig. 10 et 15). En résultat de ces
considérations on a obtenu, que dans ces cas la tension de sortie s’établit sans surtensions et que le prémier
extréme ne se trouve pas sur la courbe exponentielle méme aux valeurs du facteur Q trés élevées. Aux trés
petites valeurs du facteur Q on trouve un nombre pas grand des extrémes dans le temps d’établissement
de la tension de sortie (fig. 9).

On a effectué les considérations pareilles en cas du désaccord de I'amplificateur aux points de la moitié
de la puissance. Les valeurs convenables des coéfficients et des angles sont données dans les tableaux 1
a 3 et sur fig, 1721, les valeurs des extrémes des fonctions étudiées dans les tableaux 9 4 12. Les enveloppes
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paramétriques de ces tensions (fig. 22) présentent les surtensions dans une certaine étendue des angles de
phase du signal surpassant des valeurs des surtensions en cas des facteurs Q tres élevées (fig. 25). Il résulte
d’ici la nouvelle notion de la probabilité de paraitre des surtensions plus grandes que normales.

Dans la partie finale de oeuvre on a effectué 'analyse de I'affaiblissement du signal (52) et on a con-
staté, que cette partie de enveloppe de I'amplificateur présente la-forme de la sinusoide affaiblie 2 la fré-
quence des pdles de la fonction amplificatrice du schéma. Les extrémes de cette dépendance constituent
aussi une enveloppe paramétrigue (54) (fig. 28 et 29), qui dans de certains cas (par ex. le désaccord au
point de la moitié de la puissance a fréquence plus petite) peut présenter les surtensions dans un certain
interval des angles de phase du signal. Ici donc se trouve aussi la notion de la probabilité de paraitre des
surtensions.

En terminant I'oeuvre on a mis ensemble les résultats de I'analyse de I'amplification des impulsions
haute fréquence modulées par la tension rectangulaire, en donnant les enveloppes paramétriques de leurs’
réponses (fig. 33). '

A. CMOJIMHBCKH

MMITYJILCHBIN YCUINTEJL C OJHUM PE3SOHAHCHBIM KOHTYPOM MAJION
JOBPOTHOCTHU

Pesome

HacTosmasa paboTa HOCBSIIEHA PAaCUeTy MMIIYJIBCHBIX IPOUECCOB BBICOKOM WACTOTBI, YCHIIIBAEMBIX
B OJTHOKOHTYDHBIX PE30HAHCHBIX YCUIIATENIAX MaIoH JOOPOTHOCTH.

B xauecTBe CTaHJAPTHOIO CHUTHAJIA NPHHAT HMMIIYJILC BBICOKOH UacTOTHI ¢ MPAMOYTOJBHOM orubda-
romeit (1) B ofmiem ciy4ae, KOT/Aa JacTOTa CHTHAJA OTJIAYACTCA OF PE3OHAHCHON UaCTOTHI KOHTYDOB,
a ero (asa MOXKET IOJy4aTh IPOU3BOJBHBIC 3HAUCHHUS B HHTCPBAIC (0, 2w). Tax KaK B ITOM CIIydae
HeB3s TIPUMEHATh METOR HpeoGpasoBaHMA UACTOTHI M IEPEHOCA PE3YNBTATOB M3 XKOPOLIO H3BECTHLIX
Hemei HiyKHUX YacTOT, BOSHUKIA HeO6X0qUMOCT IPUMEHUTE OGIUE METOXEI OIEPATOPHOTO HCUMCIICHUA.
TIpeo6pagoBaHyue CHUTHAIA NPUBEACHO YPABHEHUAMY (5) mo (7).

M3nyuaemasd PE30OHAHCHAS CXEMA COJEPIKUT IIOTEPH B MHOYKTHBHOM M €MKOCTHOM nensax (puc. 2).
Ee ycunenne, onpefenennoe $hopmyrok (8) saBHCHT OT K03 bUIMEHT] 77 ACHMMETPHE PESOHAHCHOH KpH-
Boit. IIpH COCPETOTOUEHNY IIOTEPE TOJBKO B eMKOCTHOM BETBY IOJIYIACTC 1) = 0 u pe3oHaHCHAsA KpUBAasd
OTIIMUAETCS TEOMETPHUECKOl cummerpueli (puc. 3). YcmieHue CXeMbl B ONEPATOPHOM BHJC MPUBEEHO
dopmymoit (17).

OTBeT ycuuuTensl B ONEPATOPHOM BH/C HPUBEJCH BBIPLKCHUAMUI (19) =(21). O6parroe npeobpaso-
pampe OTBETA IpecTapieso dopmynamy (22)+(24), OMKCHIBAIOLIMMY ABJICHNE HAPACTAHUA ¥ ONa/@HNs
CHTHANA Ha BHIXOME YCHIINTENA. DTOT OTBET ABJIAETCA CYMMO CHHYCOMNAJLHBIX HE3aTYXAt0IuX byHKIMi
¢ WACTOTOM CHTHANA, & TAKKE IIOJABJIAEMBIX C YACTOTOH MOJIOCOB YCHIATENIBHON (DYHKIMNA CXEeMBI.
x Tumgaeckue (GOPMBI TP CPESHHX SHAUEHMAX MOCPOTHOCTH IPUBE/ICHBI HA OCHUIIOIDAMMAX HA
puc. 4.

B cienyomieli wacty paGoThl MPUBEJCH AHAIM3 HAPACTAHHMA CHIHANA B YCAIMTEIE NMOACTPOCHHOM
K UacTOTe CHIHANA TAaK HpH CHMMeTpmuHoil (7 = 0), KaK U HECHMMETPHUHOH (n = 1) pesoHaHCHOH
xpuBoii. COOTBETCTBEHHbIE 3HAUCHAA KO3(hOHUIMEHTOR X YIJIOB B YPaBHCHUN (23) mpuBeneHb! B TA0MHI~
nax 1 10 4 n Ha puc. 7, 8, a Taroxe 13 u 14. OHM I03BOJTIOT PACCUKTATE (ua rudpoBoit MammHe Ypat 2
IIOITAH) aKCTPEMYMBL HSyUaeMBIX hyHKIHi (Tabimip] 5+8), CO3/AIOIMMX B 3aBHCAMOCTH OT (hasoBoro
yIJI4 CHTHANMA IapameTpruecKme orubaromme (pHC. 10 & 15). B nuTore 3THX PACcCY)HACHUI IOIIYINIH,
YTO B STHX CIYUasX BBIXOJHOE HAIpPSDKEHAE yCTAHABIMBaercs Ges TIepEeHANpHKEHAR M UTO MEepPBBIH
SKCTpEMyM HE HAXORWTCS HA SKCIOHCHIMATHHON KPHBOM NaM€ IPH O4CHb GOJBIIX 3HAUCHUAX J00-
potHocTH. IIpi OueHb MaNbIX SHAYCHHAX HOOPOTHOCTH BBICTYIIACT HeGOJBIIoE UHCIIO SKCTPEMYMOB BO
BpeMs YCTAHABJMBAHAS BBHIXOJHOrO HANpsHKEHHs (pHC. 9).

TloxosKue PacCyIKIEHHs NPOBOIUIIUCH IPH OTCTPOMKE YCHIMTENA K IYHKTaM IIOJIOBRHEL MOILIHOCTH .
CoOTBETCTEEHHBIE 3HAUCHHA Koo QUITMEHTOB 1 YIIIOB IPUBE JEHE] B Tabimuax 1 mo 3 u ma puc. 1721

9*
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2 BHAYCHUF SKCTPEMYMOB H3y4aeMbIX (yHKImii B Tabmnax 9 mo 12. ITapameTpuueckue oruGarouine
STHX IPONECCOB (PHC. 22) OTIMYAIOTCA MEPEHANPSHKCHYUAME B HEKOTOPOM KHTepBaje (HasoBLIX YITioB
CHIHAIIA, NPEBLIMIAIOIUMY, SHAYEHNA NECPCHANDSKEHNH IIPK OYeHs GOMBIINX JOGPOTHOCTAX (pumc. 25).
OTCIOa BEITEKAET HOBOE MOHATHE BEPOSTHOCTH BBICTYILICHY HEPEHAIDANEHN GOJIbIIE HOPMATBHBIX,

B oxoneunoif uacTy paGoTEI NPOBEMIEH AHATMS OMANAHUA CHCHAJA (52) u GeIn0 moMydeHO, uTO 9TA
HacTh OrybarOIeil YCHIUTENA UMEET BHS TIOABIIAEMOMN CHHYCOM/IbI YaCTOTOK IONIOCOB YCHIIMTENBHON
byHKIHE CXeMBI. DKCTPEMYMBI 8TOH 3aBHCHMOCTH CO3JI0T TOXKE NMAPAMETPUUECKYIO orubaromtyo (54)
(puc. 28 u 29), KOTOPasT B OTHEIBHBIX cnyyasx (HampUMEp Py OTCTPOMKE K IYHKTY ITOJIOBHHBI MOLHOCTH
HIDKHE}f JacTOTBI) MOYKET OTIIMYATHCH MEPEHANDSKEHHAMH B HCKOTOPOM HHTepBajle (ha30BLIX YIJIOB
currana. MTak sfech TOXKE BBICTYIACT MOHATHE BEPOATHOCTY MOMLBIICHIS TepEHANPIIKEHIT.

B sarmouennu paBoThI CAETAHA CBOMKA PE3YIIbTATOB aHATU3A YCHIIEHHST HMIIYIBCOB BLICOKOM 4acTo-
TBl, MOZRYIMPOBAHHBIX NPAMOYIOIGHBIM HAMNPSKCHHUEM, MNPUBOMA IADAMETPHUCCKIE orubarolue ux
orgeToB (puc. 33).
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Transformacja impedancji wejSciowej w pétalowych
wielokrotnych dipolach petlowych

Rekopis dostarczono 9.9.1966

Celem pracy jest analityczne rozpatrzenie zjawisk zachodzacych w antenach petlowych
i ustalenie odpowiednich zalezno$ci w postaci wzoréw. oraz wykreséw (nomogramoéw) stu-
zacych do projektowania anten petlowych.

Poétfalowe wielokrotne dipole petlowe znajduja obecnie czgste i stosunkowo powszechne
zastosowanie. Szczegdlnie czesto mozna spotkaé sie z dwuelementowym dipolem petlowym,
ktéry jest wspOlczesnie jednym z konwencjonalnych ukladdw anteny odbiorczej, w ktorej
obydwa przewodniki sg o tej samej $rednicy. Taki uklad anteny zwigksza czterokrotnie
oporno$¢ wejsciowa, tzn. z ca 70 omoéw na 280 omow.

Kazdy uktad anteny w postaci wielokrotnego dipola pgtlowego posiada na swych zaci-
skach wejéciowych wicksza oporno$¢ wejciows niz zwykly prosty dipol péifalowy. Trans-
formacja impedancji wejSciowej jest okre§lona tzw. wspOlczynnikiem transformacji, ktory
jest zdefiniowany jako stosunek opornosci wejsciowej danego dipola petlowego do opornosci
wejsciowej zwyklego dipola prostego. Wspdlczynnik transformacji jest okreslony liczba ele-
mentéw dipola petlowego, wzajemnym usytuowaniem tych elementéw, stosunkiem $rednic
elementow i odlegloscia miedzy elementami. Wspolczynnik transformacji wzrasta, jezeli
wzrasta liczba przewodnikdw anteny, jezeli wzrasta stosunek $rednic przewodnikéw (odnie-
siony do $rednicy przewodnika anteny, ktory jest zalaczony do linii zasilajacej uklad ante-
nowy) oraz jezeli maleje odlegto$¢ pomiedzy przewodnikami.

Szereg informacji dotyczacych wspétczynnika transformacji w polfalowych antenach
petlowych mozna znalezé w literaturze [7]. Autor niniejszego artykulu podat rozwiazanie
dwoéch nowych ukladow anten petlowych, nie publikowanych w dotychczasowej literaturze,
a mianowicie ukladu tréjelementowego, tzw. ,,trojkat rownoboczny , i uktadu piecioelemen-
towego.

W artykule oméwiono fizyczne podstawy transformacji impedancji wejsciowej. Nastepnie,
korzystajac z zaleznosci polowych wielkos$ci elektromagnetycznych, zostaly wprowadzone
wzory ma wspoélezynnik transformacji dipoli petlowych dla ukladéw: dwuelementowego,
dwoch tréjelementowych i pigcioelementowego. Na zakoficzenie sporzadzono wykresy wspol-
czynnika transformacji impedancji wejsciowej dla ww. ukladéw antenowych. Dodatkowo
omdOwiono wyniki pomiaréw przeprowadzonych dla kilku ukladéw wielokrotnych anten
petlowych.

1, WEASNOSCI TRANSFORMUJACE DIPOLA PETLOWEGO

Jeden z prostszych dipoli petlowych jest przedstawiony na rysunku 1.1. Z reguly stosuje
si¢ potfalowe dipole petlowe potaczone razem (zwarte) na obydwu koficach anteny. Anteny
takie bedziemy nazywaé antenami petlowymi. Uklad takiej anteny bedzie przedstawial
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sobg inng impedancj¢ wejSciowa niz zwykly dipol pétfalowy [1] i [2]. Przez dobranie
odpowiedniego stosunku $rednic przewodnikéw i odlegtosci miedzy przewodnikami mozna
otrzyma¢ odpowiednie wartosci impedancji wejéciowej. Jezeli chcemy uzyskaé bardzo

~Q5R Lrzewosnk 2

22z

Arzewogiik 7

2a,

Rys. 1.1. Dwuelementowy dipol petlowy

duza impedancj¢ wejSciowa, wowczas nalezy zastosowaé odpowiednio wieksza liczbe
dodatkowych przewodnikéw (dipoli biernych). Istotnym warunkiem ukladu jest to, aby
wszystkie dipole byly réwnolegle wzgledem siebie, aczkolwiek nie musza znajdowaé sie
w jednej plaszezyZznie. Jeden z czgsto stosowanych ukladéw dipola tréjelementowego
pokazano na rys. 1.2.

95

Przewesnik 2

Frzemodinik 7

Arzewaoonik 3

Rys. 1.2. Tréjelementowy dipol petlowy

Jezeli zalozymy, Ze charakterystyka promieniowania dipola petlowego nie rézni sie
od ~harakterystyki dipola zwyklego [3], wowczas mozliwe jest obliczenie wspSlczynnika
transformacji impedancji, tzn. stosunku impedancji na zaciskach wejéciowych dipola petlo-
wego do impedancji wejSciowej dipola prostego. Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

R, — opornoé¢ wejsciowa dipola prostego,

R,,. — opornos¢ wejsciowa uktadu dipola petlowego,

I; — strzalka pradu w ,,i-tym” przewodniku anteny (przy czym I, oznacza zarazem
prad w punktach zasilania anteny),

RO

k — liczba elementéw dipola petlowego.
Z przyjetego zatoZenia, Zze promieniowanie dipola petlowego nie rézni sig od promle-
niowania dipola zwyklego, wynika bilans mocy doprowadzonej do uktadu i mocy wypro-
mieniowanej przez odpowiednie elementy anteny petlowej. Z powyzszego rozumowania

j =

— wspolczynnik transformacji impedancji,
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wynika, Ze zastepczy uklad promieniowania jest dipolem prostym o opornoéci R,, w kto-
=k

rym ptynie suma pradéw D I. Stad wspomiany bilans mocy mozemy zapisa¢ nastgpujaco:
i=1 .

i=k 2
2Ry, = (Z’ 1,-) ‘R,. (1.1)

i=1

Z réwnania (1.1) mozemy wyliczyé wspdtczynnik transformacji impedancji (zwany dalej
wspdtezynnikiem transformacji):

k 2
y— R _ 2.k (1.2)
Ro \ Il

W przypadku prostej anteny petlowej, tzn. sktadajacej si¢ z dwu elementéw, wspdtezynnik
transformacji okre§lony réwnaniem (1.2) bedzie wyrazat si¢ nastepujaco:

YA LY )
u—(—l ) = (H__I;) = (14n)

1

(1.3)
L

F

Z réwnania (1.3) wynika, ze w tym celu, aby wyliczy¢ wspblczynnik transformacji,
wystarczy znaé stosunek pradéw w obu elementach anteny. Analogicznie, jezeli*okreSlimy
stosunek pradéw w pozostalych przypadkach odpowiednich ukladéw anten petlowych, to
wéwezas wspélczynnik transformacii bedzie okreslony w spos6b jednoznaczny.

4sa

- Przewodnik 2

rzewodink 7

Rys. 1.3. Fizyczny rownowaznik (uklad zastepezy) dwuelementowego dipola petlowego przedstawionego
na rys. 1.1

Na rys. 1.3 przedstawiono fizyczny réwnowaznik dwuelementowej anteny petlowej,
ktérej uktad rzeczywisty podany jest na rys. 1.1.

Dla uproszczenia catoksztaltu analizy zaktada sig, Ze zaciski wejéciowe anteny przed-
stawiaja soba oporno$é czysto rzeczywista, co oznacza, iz antena posiada dtugo$¢ w przy-
blizeniu réwng potowie dtugoéci fali. W rzeczywistosci wystepuje tzw. ,,efekt skrécenia
anteny”. Na rysunkach 1.4 i 1.5 przedstawiono odpowiednio przebieg sktadowej rzeczy-
wistej i urojonej impedancji wejsciowej dipola symetrycznego jako funkcje¢ wielkosci kA
przy parametrze /i/a. Na ww. rysunkach: '

2h — dtugosé cylindrycznego dipola symetrycznego,

2a — §rednica cylindrchnego dipola symetrycznego.
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Wyzej wymienione przebiegi sa wynikiem analizy podanej przez Schelkunoffa (H. P. Wil-
liams ,,Antenna Theory and Design”. Pitman Press, 1950, str. 91 do 93). Z wykresow
tych wida¢, ze dipol symetryczny przedstawia soba na zaciskach wejsciowych opornosé
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Rys. 1.4. Opornosé¢ promieniowania (sktado- Rys. 1.5. Skladowa urojona impedancji
wa rzeczywista impedancji wejSciowej) cylin- wejsciowej cylindrycznego dipola syme-
drycznego dipola symetrycznego — wg Schel- trycznego — wg Schelkunoffa
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Rys. 1.6. Procentowe skrécenie dipola symetrycznego. Linia ciagla — przebieg teoretyczny (Schelkunoff,
Proc. I.R.E., Sept. 1941); linia przerywana — przebieg otrzymany na podstawie systematycznie przepro-
wadzonych pomiaréw (Brown, Woodword, Proc. LR.E., Apr. 1945)
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czysto rzeczywistg przy dhugoéciach dipola mniejszych niz pét diugoéci fali. Jednoczesnie
widaé, iz ,,efekt skrécenia anteny” jest funkcja parametru z/a. Wplyw §rednicy przewod-
nika péifalowego dipola symetrycznego na skladowa rzeczywista impedancji wejéciowej
jest w interesujacym nas zakresie praktycznie do pominigcia. Na rys. 1.6 przedstawiono
procentowy przebieg ,.efektu skrocenia dipola ‘symetrycznego” w odniesieniu do anteny
o dlugosci réwnej polowie diugoscei fali.

2. ZALEZNOSCI POLOWE W POSTACI FUNKCIJI CZTEROWYMIAROWYCH

W tym celu, aby uzyskaé zaleznoéci elektromagnetyczne w zwigzlej postaci potrzebne
do rozwiazania interesujacego nas zagadnienia, wygodnie jest operowac zaleznoSciami
w postaci funkcji czterowymiarowych. Wprowadzajac ponizsze oznaczenia:

O — czterowymiarowy operator rézniczkowy, gdzie:

X, = X,

X2 =),

X3 = 2,

Xq = jet, .

k; — wektory jednostkowe w przestrzeni czterowymiarowej,

¢ — predko$¢ rozprzestrzeniania si¢ fali elektromagnetyczne;j,

[0 — czterowymiarowy operator Laplace’a,

@ — czteropotencjal,

P — czteroprad,

F — szeéciowektor pola elektromagnetycznego,

otrzymamy :
F=rot®, : 2.1
div® = 0, . (2.2)
O® = —P, 2.3)
divP =0, 2.4)
gdzie:

d d d d
o _kl axl +k2 axz +k3 ax3 +k4 ax4 H]

&2 & e & * 2% & 1 &
H=00= ox? + ox3 + ox3 + Xz X + o T T

Réwnanie (2.1) zawiera informacj¢ zwiazana z natgzeniem pola, ktére w zasadzie nas
nie interesuje, wiec nie bedziemy zajmowa¢ si¢ rozwiazaniem tego réwnania.

Jest oczywiste, ze na obydwu przewodnikach wszystkie punkty znajdujace si¢ na
plaszczyznie p (rys. 1.3) prostopadlej do osi tych przewodnikéw w dowolnej chwili czasu
posiadaja te same potencjaly. Zakladamy, Zze prady plyna tylko na powierzchni przewodni-
kéw oraz posiadaja tylko sktadowa réwnolegla do osi przewodnikéw. Na podstawie tych
zalozen warto$§é czteropradu jest okre§lona nastepujaco:

1
P — —iks-+joks | (2.5)
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przy dodatkowym zalozeniu, Ze of z Jest réwnolegla do osi przewodnika. W réwnaniu
(2.5) przyjeto oznaczenia:

i — prad plynacy na powierzchni przewodnikdw,

¢ — tadunek liniowy (tzn. okreflony na jednostke) przewodnika.
Analogicznie czteropotencjal w zatozonym przypadku posiada takze tylko dwie skladowe,
a mianowicie:

q) == Azk3+j¢k4, (2'6)

gdzie:

A, — potencjal wektorowy,

@ — potencjatl skalarny.
Jest oczywiste, ze prady plynace wzdtuz poszczegdlnych przewodnikéw musza tak roztozyé
si¢, aby spelniony byt warunek réwnosci potencjaléw na przewodnikach w plaszczyznie
p prostopadlej do osi przewodnikéw. Rownanie (2.4) jest réwnaniem ciaglosci, zaklada-
jacym zachowanie tadunku w czasie i przestrzeni. Z tego wynika, iz stosunek gestosci
tadunku jest réwny stosunkowi odpowiednich praddw, tzn.:

k P,: P, =n,
stad:
02101 =1 :[; =n. .7

Na tej podstawie mozemy ograniczy¢ si¢ jedynie do wyznaczenia stosunku ladunkow.
Okreslone to jest na podstawie réwnania (2.2), z ktérego wynika, 7e czteropotencjal nie
posiada dywergencji. W ten sposéb potencjal wektorowy na przewodzacych elementach
ukladu w plaszczyznie p prostopadiej do osi przewodnikéw jest proporcjonalny do poten-
cjatu skalarnego. W rezultacie ograniczamy si¢ na ww. podstawie do wyznaczenia potencjatu
skalarnego. Nastepnie dodatkowo zatozymy jeszcze sinusoidalny rozklad pradéw i tadun-

kéw wzdtuz dipola. Okazuje sig, Ze stosunek pradéw nie zalezy w sposéb krytyczny od
rozkladu pradu i fadunku wzdtuz anteny.

3. WYZNACZANIE STOSUNKU PRADOW I WSPOLCZYNNIKA TRANSFORMACII

We wszystkich przypadkach przewodnik I jest przewodnikiem, ktéry podlgczono do
linii zasilajacej i w stosunku, do ktdrego odnosimy wspdtczynnik # oraz wspdlczynnik
transformacji u.

3.1. Dipol dwuelementoﬁy

W przypisach podano wyraZenie na znormalizowany potencjat skalarny (zakladajac,
ze w elemencie zasilanym g,,,, = 4r¢,) dla punktu potozonego bardzo blisko przewodni-
kéw w plaszezyinie p, ktéra jest prostopadla do osi przewodnikéw. WyraZenie to (zob.
przypis 1) jest okreSlone:

1 Antl n—i—
515;

01, 0, nalezy rozumie¢ jako odlegtoéei od aktualnego punktu X; do przewodnikéw I oraz 2.

®=1 EadIpyrey (3.1.1)
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Na rys. 3.1 przedstawiono schematycznie przecigcie przewodnikéw dwuelementowej
anteny petlowej w ptaszczyZnie p. Z rysunku tego otrzymujemy interesujace nas zaleznosci.
Dla punktu X;:

0; = ay,
] (3.1.2)

(32 — l/Sz—i—af .

Lrzewodnik 2

Frzenoonik 7

D
=ZJ;

X

Rys. 3.1. Przeciecie plaszczyzna p, prostopadia do osi przewodnikow, dwuelementowego dipola petlowego

Dla punktu X>:

51 = ]/SZ__I_G%,] (3 1 3)

52 = az.
Wstawiajac réwnanie (3.1.2) i (3.1.3) do réwnania (3.1.1) otrzymujemy:
Antl n+1
D(X,) =1In —_— — -8:2%), (3.1.4
E) =l o =y S0) )
ln+1 n+1

P(X,) = In Va2 -8, (2m). (3.1.5)
1°¢2

Wiadomo, ze:
¢(X1) = Q(Xz):

stad przyréwnujac rownania (3.1.4) i (3.1.5) piszemy:
0, (VS + &) =S+ ds a3,
czyli:

H

( VS + & ) _ V544

az a;
1w koncu:

VS 4-a?
T

2 2
I ]/S +a
a

n =

(3.1.6)
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Wstawiajac réwnanie (3.1.6) do réwnania (1.2) lub (1.3) otrzymamy:

/ S 2 a 2 2
Arvhicy
a a,
u= 11+ aravayaasell B
S a;
s/ (2] +(2)
Jezeli w réwnaniu (3.1.6) dokonamy pewnych uproszczen, wéwczas wspodlczynnik
transformacji bedzie wyrazony w prostszej postaci, a mianowicie jezeli:

(3.1.7)

2> a2,
s> a,
wowczas:
lgi
n ‘; (3.1.8)
oraz:
1 2 12 2(£)2 2
U= (n+17 = —“IS‘?_ = "175,"2 : (3.1.9)

Réwnania (3.1.8) i (3.1.9) sq wystarczajaco doktadne w celu dokonywania obliczen
praktycznych. Pamigtaé jednak nalezy o uczynionych uproszczeniach.

3.2.1. Dipol trdjelementowy z elementami symetryczﬁz'e usytuowanymi w jednej plaszczyZnie

Zakladamy dipol tréjelementowy, ktérego wszystkie elementy znajduja sic w jednej
plaszezyznie. Elementy 2 1 3 s3 o jednakowej $rednicy i sa symetrycznie usytuowane wzgle-
dem przewodnika /. Schemat takiego uktadu (w przekroju poprzecznym) przedstawiony

By g
Frzemponig 7 ]
IX1

Lrzewodiik 2

3 7 ~—
S - T—-a
SE O
ST 27
8 X~
S -
S =
2 %

Rys. 3.2.1. Przeci¢cie plaszczyzna p, prostopadla do osi przewodnikéw, tréjelementowego symetrycznego
dipola petlowego

jest na rys. 3.2.1. WyrazZenie na znormalizowany potencjat dla takiego uktadu (zob. przy-
pis 2) jest okreSlone:
A2n+1 14-2n

¢ =l sy T2

-8127). 3.2.1.1)
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Dla punktu X7:
51 = a,
_ 3.2.1.2
8, = 65 = /S +a?. ( )
Dla punktu X5: o
' (51 = ]/S2—|—a§,
0, = a, (3.2.1.3)
8 =V @Sy+a,
gdzie: \

01, 0;, 03 — odleglosci od aktualnego punktu X; do przewodnika 7, 2, 3. Wstawiajac
rownanie (3.2.1.2) i (3.2.1.3) do réwnania (3.2.1.1) otrzymujemy:

12n+1 1+2n
P(X)=1In — . S,(27),
(X1) G/ > 1(2m) (3.2.1.4)
lZn-{-l
B(X;) =1 — A2 g (o), (3.2.1.5)

VST d(@/esrta) 2
D(Xy) = D(X,),

& (Y§+a)" =V S+ (a) 2SP+a),
[ S*+a} ]"_ VS +d

== a

2

/22
VS +a;
lg—\a1
2 2
&,V S+

n =

(3.2.1.6)

Jezeli spetniony jest warunek:
2 2
S > a29
2 2
S > aj,
wowczas: ’

ne (3.2.1.7)

Wstawiajac réwnanie (3.2.1.7) do réwnania (1.3) oraz uwzgledniajac symetrie ukladu
otrzymujemy :

.blg S3 - 2 lg(gﬁ)z(i)s 2
u= Qn+1P = |- 2"61,"2 = | 82“2 . (32.1.8)
ng_az—f = ng—aZ—
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3.2.2. Dipol trdjelementowy z elementami umieszczonymi na trdjkqcie réwnobocznym

" Przyjmujemy tréjelementowy dipol z elementami umieszczonymi na trdjkacie réwno-
bocznym, przy czym przewodniki 2 i 3 posiadaja identyczne $rednice, tak jak to jest poka-
zape na rys. 3.2.2 (w przekroju poprzecznym uktadu). Wyrazenie na znormalizowany

Arzemoolik 2

8§
> Lrzemoonik 3
S
S |
N
N '
Y
g -l
\ — -
AY
o
\\ h // oitl?\'
/
\ Y K
/ <

PP
< gremoitl s o/,

A

% 7

. NV

Za,
Rys. 3.2.2. Przeciecie plaszczyzna p, prostopadla do osi przewodnikow, trojelementowego dipola petlowego

w ukladzie trojkat rownoboczny

potencjal dla takiego uktadu anteny (zob. przypis 2) jest okreslone takim samym réwna-
2n+4-1
A (3.2.2.1)

niem jak dla poprzedniego uktadu anteny tréjelementowej:
L2 sy,

b=y Gy 2

gdzie:

d1, 8,, 05 oznaczajg takie same odleglosci jak w przypadku rozdziatu 3.2.1.
Dla punktu X;:
0 = ay,
, sy
8, =03 = ]/(S —a,)’+ (7) .

Dla punktu X5:

5= -t (5. |
6, = a, i
0; = ]/ST——I——a% ]
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Wstawiajac réwnanie (3.2.2.2) i (3.2.2.3) do réwnania (3.2.2.1) otrzymujemy:

22n+1
B(X;) = In v 1+2” .S, (27), (3.2.2.4)
al—ar+(3)
2n41 ’
D(X;) = In . _ I s on, (3225

R — 2
]/(S’—a2)2+(7) (azl/Sz—f—a%

@(Xl) = O(X),

azl(S'—aoz ( )] V(S' a)2+( )(a21/82+a ,
sar§f [_Vio-or-[i]

PR
S 2
Y s—ars (7)
g a4,

S 2
PEE
a, ]/S2 + a_g

E

(3.2.2.6)

Ig

Gdy:
SI > a,
S, >a15

2 2
S > a5,
wowczas:

(3.2.2.7)

Wstawiajac réwnanie (3.2.2.7) do réwnania (1.3) (podobnie jak to uczyniliSmy w poprzed-
nim rozdziale) otrzymujemy:

S3 a 2 S 3 3
| (2 (2
u= Qn+1)?= 152 = ! < 2 . (3.2.2.8)

lg— lga—z_
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33. Dipol petlowy symetryczny pigcioelementowy

Rozpatrzymy obecnie symetryczny dipol pigcioelementowy, ktérego cztery elementy
sa rozmieszczone na kwadracie, przy czym przewodniki 2, 3, 4 i 5 posiadaja identyczne
$rednice oraz sa rozmieszczone symetrycznie w stosunku do przewodnika I. Uklad takiej

Preewoaiiik 4

Rys. 3.3. Przeciecie plaszczyzna p, prostopadta do osi przewodnikow, pigcioelementowego dipola petlowego

anteny jest przedstawiony na rys. 3.3 (w przekroju poprzecznym uktadu). Znormalizowany
potencjat dla omawianego uktadu (zob. przypis 3) okreslony jest nastgpujacym réwnaniem:

Adntl 1+4n

O =l sy 3

.8, (27), (3.3.1)

gdzie:
81, 8,5, 05, 84, 05 oznaczaja odleglosci od aktualnego punktu X; do przewodnika I, 2, 3, 4
is.

Dla punktu X;:
: ' 0, = ay,
6, = 8, =1 S+a, (3.32)
0, = S—a, e
s = S+a;.
Dla punktu X;:

6 =V 8+,
0, = I/m
8 = a, (3.3.3)
4 = l/m ‘
A
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Wstawiajac réwnanie (3.3.2) i (3.3.3) do réwnania (3.3.1) otrzymujemy:-

J4n+1 14-4n
LAl DS —a)S+a)y 2
: Adntl 1+4n
/St al/ St da) Star1 sy G—ay+s ] 2

DXy =1 .S (27), (3.3.4)

H(X,)=1In

° SI(ZTC) >

(3.3.5)
D(Xy) = D(X>),

a[(S+ A (S —D =1+ [V @SP+d @)/ (Sta)y+ay (S—a+S° T,
a[S*—di =V S+ & [V @SP+dia, )/ 45+ af]’,

VS+a _[ S4—at "
@ @,V @Sy +a3)/45*+d ] ’
S +-a2
lg ]/ aj" 2
"= S ) (3.3.6)

‘e @,V QS+ &2/ 45"+
Jezeli spelniony bedzie warunek:
S?> a,
§*> da,
wtedy:

(3.3.7)

lg——

Wstawiajac réwnanie (3.3.7) do réwnania (1.3) oraz biorac pod uwage fakt, iz mamy
do czynienia z ukladem symetrycznym, mozemy napisac:
5 2 ; 2
le 454a le (f&%) (%)
u= (nt1)? = 12 | = ! 2 . (3.3.8)
4a, 4a,

4. ANALIZA OTRZYMANYCH WYNIKOW

W tablicy 1 zestawiono otrzymane wyrazenia na wspotczynnik » oraz na wspolczynnik
transformacji u przy zatozonych uproszczeniach. Jak mozna tatwo zauwazy¢, kazdy z roz-
patrzonych uktadéw antenowych posiada przektadnig podwyzszajaca, tzn. uklady te przed-
stawiaja soba wigksza opornoéé wejéciowa niz pojedynczy dipol. Wspdlezynniki transfor-
macji okreslone sg stosunkiem odpowiednich §rednic przewodnikéw oraz stosunkiem odle-

10 Rozprawy Elektrotechniczne
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glosci S do $rednicy d,. Dla kazdego z uktad6w istnieje taki stosunek rednic, przy ktérym
to stosunku wspdlczynnik transformacji u nie zalezy od wartoéci odlegtosci .S. Mianowicie
jezeli: .
1. dla ukladu anteny przedstawionego na rys. 3.1
a,

—==] tzn. a,=a
a, s 2 1>

wowczas:

u= 2= 4 £ f(S);

2. dla uktadu anteny przedstawionego na rys. 3.2.1

2a 1
a—lzz 1, th. a2= 7(1],
wowczas:
u=3"=9#f(S);
3. dla uktadu anteny przedstawionego na rys. 3.3.2
a .
2 = 1, tz. a,=a,

wowcezas:
u=3*=9 # f(S);

4. dla-uktadu anteny przedstawionego na rys. 3.3

4a, 1
=1 . = —
a , tzn a 2

woéwczas:
u=52=25# f(S).

Uktad anteny przedstawiony na rys. 3.1 oraz na rys. 3.2.2 dla przypadku, kiedy u =
= const # f(S), jest bardzo wygodny ze wzgledéw konstrukcyjnych, gdyz kazdy z elemen-
tow (przewodnikéw) uktadu posiada jednakowa $rednice, tzn., Ze nie potrzeba stosowaé
w tych przypadkach elementéw o réznych $rednicach. Jednoczeénie wspétczynnik trans-
formacji nie bedac wéwcezas funkcja odlegtosci S nie narzuca nam zarazem ostrych wyma-
gan na tolerancjg rozstawienia miedzy elementami uktadu anteny.

Jezeli dla uktadéw przedstawionych na rys. 3.2.1 i na rys. 3.3 uzyjemy wszystkich prze-
wodnikéw o identycznych $rednicach, to — jak mozZna tatwo zauwazyé na podstawie od-
powiednich wzoréw — wspélezynnik transformacji jest funkcja stosunku odleglosci S do
$rednicy d,.

Chceac uzyska¢ duzg warto$§¢ wspdtezynnika transformaciji nalezy wybieraé uklad an-
teny petlowej z odpowiednio wigksza liczba elementSw.

Nalezy podkresli¢, iz dodatkowa zaleta ukladu anteny petlowej jest to, ze wszystkie
konce anteny sa razem zwarte elektrycznie, wobec czego z punktu widzenia mechanicznego
stanowi to zarazem tzw. konstrukcje sztywna. Dzigki temu, iz anteny petlowe sa uktadami
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Tablica 1
Uktad
Lp. anteny n u Uwagi
Z rys.
S a, S 2
1 3.1 o, (1+n) = e (a_1) (712_) 52> af
lgi— lgi 52> a3
a, as
1 i 1 2a, 2 S 32
2 | aar | @ Aoy | Ve ) 2] §> af
: S - I S S2 > a3
g 2a, g 2a,
,_V3
o2 o] (57 | T
3 3.22 ‘;1 (1 +2n) = _i_s‘“z_ > a,
Iga—2 lgz‘ S'> a
S2> a3
S s\ (s VP
lg— 1 (_az_) (_) o 2
a4 a 4a 52> a3
4 33 1 +4p)? = 1 2 .
g3 (1+-4n) o5 5% af
4a, ) $%a,

symetrycznymi, kazdy z przewodnikéw anteny (z wyjatkiem przewodnika 1) mozna uzie-
mié, tzn. mozna uklad anteny petlowej zainstalowaé na uziemionym maszcie metalowym.

Na podstawie podanych wzoréw (przy zatozonych uproszczeniach) sporzadzono odpo-
wiednie wykresy, tzw. nomogramy. Wszystkie wykresy sporzadzone sa W skali podwodjnie
logarytmicznej. Dzigki takiej skali wyrazenie:

d, S

dl —f( dZ )u:parametr

jest pekiem linii prostych dla kazdego z omawianych ukladéw anten petlowych. Tangens
kata nachylenia kazdej z tych prostych jest oczywiscie jednoznacznie okreslony przy pomo-
cy wsp6tczynnika transformacji danego ukladu anteny petlowej. Pek linii prostych prze-
chodzi przez jeden charakterystyczny punkt w przyjetym ukladzie wspétrzednych, przy
czym punkt ten jest takze okre§lony jednoznacznie przez wybrany uklad anteny petlowej.
Wykresy te podano odpowiednio na rys. 4.1, 4.2, 4.3, 4.4. Na podstawie podanych wykre-
séw mozna szybko zaprojektowaé lub przeanalizowa¢ wybrany uvktad anteny petlowe;.
Przy pomocy podanych wzoréw lub wykresow mozna takze oszacowaé wplyw tolerancji
mechanicznych (wymiaréw fizycznych) na rozrzut wspétczynnika transformacji. Okazuje
sie, Ze latwiej jest utrzymad ostrzejsze wymagania na tolerancje Srednic przewodnikow niz
na rozstawienie miedzy poszczegélnymi przewodnikami. Na podstawie powyZszego mozna

10%
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Rys. 4.1. Wykres wspolczynnika transformacji u dwuelementowego dipola petlowego
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Rys. 4.2. Wykres wspolczynnika transformacji u tréjelementowego dipola petlowego symetrycznego

stwierdzi¢, ze bezwzgledna wartoéé rozrzutu wspolezynnika transformacji zwigksza sie,
jezeli: v
— wspdlczynnik transformacji posiada duza wartosé (tzn. jezeli wspSltczynnik trans-
formacji wzrasta),
— stosunek d,:d; i stosunek S:d, jest maly (tzn., jezeli poszczegdlne stosunki malejg).
Jak mozna zauwazy¢, uklady anten petlowych przedstawione na rys. 3.2.1 i rys. 3.2.2 sg
okre$lone podobnymi wzorami, tzn. Ze cytowane wykresy sa tym samym pekiem prostych,
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Rys. 4.3. Wykres wspolczynnika transformacji u tréjelementowego dipola petlowego w ukladzie trojka .
réwnoboczny
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Rys. 4.4. Wykres wspolczynnika transformacji u pigcioelementowego dipola petlowege
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z tym e punkt przecigcia si¢ prostych jest jedynie odpowiednio przesuniety na wykresie
dla poszezegdlnych ukladéw anten pgtlowych.

Mozliwosé uzyskania duzego wspolczynnika transformacji w dipolach pgtlowych moz-
na interpretowac jako efekt zwiazany ze zjawiskiem rezonansu pradéw w poszezegdlnych
przewodnikach uktadu anteny. Omawianym uktadom antenowym mozna by przyporzadko-
wa¢ pewne ukltady zastepcze w postaci obwodow elektrycznych. Mianowicie mozna uwazaé
anteny petlowe za réwnowazne obwody sprzeZone (filtry sprzezone) o statych roztozonych.

5. ZAKONCZENIE

Dla lepszego zilustrowania zostang przytoczone pewne dane z przeprowadzonych po-
miaréw wspdlczynnika transformacji. Dane te zaczerpnigto z literatury [6] 1 [7].
Dla dipola dwuelementowego nastepujace parametry ukladu byly zawarte w poniz-
szych granicach: .
2a, = 0,19” = 0,375",

2a, = 0,50" = 0,375",
§=0,50" +2,5",
Useorer = 4 + 9.
W sumie przeprowadzono 9 pomiaréw. Dla 8 pomiaréw blad zawierat sie w granicach
od —1% do +6,7%, dla jednego pomiaru blad wynidst 27,5%.

Dla anteny petlowej tréjelementowej (uklad wg rys. 1.2) wykonano dwa pomiary [7],
tzn. dla:

2a; = 2a, = const,
S§=15", Uteoret = 14, Upom = 11, blad = _Zl%a
S=1",  Ueores = 16,  tpem = 12,5, Dblad = —22%.
Pomiary pgtlowej anteny dwuelementowej przeprowadzono na czestotliwosci 150 MHz.
Autor niniejszego artykulu wykonal takze szereg pomiaréw wspodlczynnika transfor-
macji. Pomiary przeprowadzono w Katedrze Radiolokacji Politechniki Warszawskiej dla
dwu réznych anten petlowych w pasmie czestotliwosci 120175 MHz.

Dla petlowej anteny trdjelementowej (uktad wg rys. 1.2) parametry geometryczne za-
warte byly w ponizszych granicach:

2a; = 5mm,

2a, = 10 mm,

S = 25 mm,
Useorer = 25.

W sumie wykonano 24 pomiary. Dla 18 pomiaréw blad zawarty byt w granicach od —16%
do +415%, dla 5 pomiaréw blad zawierat si¢ w granicach od -+-22% do +35 %, dla jednego
pomiaru blad wynidst +54%;.
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Dla piecioelementowej anteny petlowej wymiary geometryczne wynosity:
:2a1 = 5mm, | |
2a, = 5 mm,
S = 25 mm,

Uteoret — 121.

W sumie wykonano 24 pomiary wspoiczynnika transformacji. Dla 23 pomiaréw blad za-
warty byt w granicach od —13% do +11%, a dla jednego pomiaru blad wynidst +36%.

. Dla wszystkich przeprowadzonych pomiaréw blad jest okreSlany jako réznica pomig-
dzy teoretycznym a pomierzonym wspotczynnikiem transformacii.

Anteny petlowe przenosza szersza wstege czestotliwodci niz zwykly ,,otwarty” dipol
pStfalowy [1] i [2]. Przenoszenie szerszej wstegi czestotliwosci mozna interpretowaé jako
efekt powickszenia $rednicy réwnowaznego dipola. Wiadomo bowiem, iz powigkszenie
érednicy przewodnika anteny zmniejsza jej oporno$¢ falowa i dzigki temu zmniejsza skla-
dowa urojona impedancji wejSciowej anteny przy tym samym odstrojeniu od czgstotliwosci
rezonansowej (poréwn. przebiegi na rys. 1.5). .

Jest oczywiste, ze mozna zrealizowaé anteny petlowe wigcej niZz pigcioelementowe.
Wyznaczenie wspolczynnika transformacji dla takich wielokrotnych anten petlowych od-
bywa sie analogicznie jak dla przytoczonych w niniejszym artykule uktadéw antenowych.
Jednak w praktyce nie stosuje si¢ anten petlowych wigcej niz pigcioelementowych z uwagi
na fakt, iz nie zachodzi potrzeba uzyskiwania tak duzego wspdlczynnika transformacii,
ktéry w zasadzie roénie bardzo szybko ze wzrostem liczby elementéw wielokrotnej anteny
petlowej. Z tych wzgledéw autor niniejszego artykulu uwazat za stosowne ograniczy¢ sig
jedynie do omdwienia czterech rodzajéw, cytowanych uprzednio, wielokrotnych ukiadow
anten petlowych.

Przypisy

Przypis 1 dotyczacy réwnania (3.1.1)

Na rys. P1 pokazano schematycznie uklad dwuelementowego dipola petlowego. Potencjat skalarny
w punkcie X jest suma potencjaléw skalarnych wywolanych ladunkami nagromadzonymi na przewodni-
kach I i 2. Punkt X jest umieszczony na plaszczyznie p (poréwn. rys. 1.3). Wspdtrzegdne punktu X poka-
zano na rys. P1. Op6zniony potencjat skalarny, pochodzacy od fadunku nagromadzonego na przewodniku
1, jest okre$lony nastegpujaco:

A
L
dre,
z

¥ = % (o] -dz, C GALD

gdzie:
¥ — op6Zniony potencjat skalarny,
~ [o] — opozniony tadunek (rozklad tadunku) WZdhlZ przewodnika I, przy czym:

[Q] = @max * COS 2nz -cos«;(t__';)'
i [4
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Poniewaz ostatnie wyrazenie stuszne jest dla kazdej chwilowej wartosci £, wigc wybieramy taki moment
czasowy, aby otrzymac prostsze wyrazZenia, tzn. przyjmujemy ¢ = 0, wowczas:

[g) = 4meocos - .cos 277, G112
[ ¥4
172enoait 2 Frrenoanik !
g ;)
SHE

\'Q\

X

Rys. P1. Dwuelementowy dipol petlowy w ukladzie wspolrzednych prostokatnych — rysunek pomocniczy
do wyznaczania op6Znionego potencjatu skalarnego

gdzie:
o] = 2reld : (.1.13)

@max

Rownanie (3.1.1.3) znacza znormalizowany liniowy ladunek op6Zniony.
Jezeli réwnanie (3.1.1.2) wstawimy do réwnania (3.1.1.1), to otrzymamy wowczas:

1

=24
2
¥ — f _l_.cosﬂ .COS 27z dz. (3.1.1.4)
o ¥ A

A

b4

Réwnanie (3.1.1.4) mozemy takze zapisaé w innej postaci, a mianowicie:

T
Y= ficosr-cosz-dz. (3.1.1.5)
o r
z=

W tym celu, aby rozwiaza¢ réwnanie (3.1.1.5), musimy odlegtos¢ r przedstawi¢ w postaci r = r(2). Z ry-
sunku P1 wynika:
1 1
= [§ — 521 — 2 2} 2 . * ‘
r=[®+(—&* = (rP+u?)E, (3.1.1.6)
u=2z—-§,

u jest obecnie nowa zmienng.
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Wstawiajac rownanie (3.1.1.6) do rownania (3.1.1.5) otrzymujemy :

uy=n—§ uy
v= f —1}7 .cosr - cos(ut &) du = f ir(cosr) [cosu-cos E—sinu-sin §ldu =

uy =& U
1 ~ 1 1
=7cosé[f —r-cos(r—l-u)du—]— f 7cos(r—u)duj+
U1 u

uz uz
1. 1. 1. .
—7sm§[f 7s1n(r—|—u)a’u— f 7s1n(r—u)du], 3.1.1.7)
u uy

1 : 2
rdu= 2+ tu=17,, stad: [%(u2+62) 2 -Zuzl:l]du =dv,,,

(%:I;l)du = u:}{’:r du = dr,,,; oraz:

cos{(r+u) __ cos(r+u)
~ du = e d(r+u),
cos(r—u)_du_ cosr(r u) dGr—1),
(3.1.1.8)
sin (r—u) du — s1n(r+u) "4 J(r+u)
sin{r—u) du— — sinr(i;u) d(r—u).

Wstawiajac réwnania (3.1.1.8) do réwnania (3.1.1.7) oraz wykonujac operacje catkowania otrzymujemy:

1 . . . .
Y= 7005 E[CH (ryy+u)—Ci(ry +u)—Ci (r1a— ) +Ci(ry—u)l+
1. . . . . :
+751n 5["51(’12‘}‘”2)“!‘31(ru‘i‘ul)_Sl(rlz_uz)-l‘Sl(ru—ul)], (3.1.1.9
gdzie:
= ]/luf—%—&f ;. = 1/" + 62
oraz na podstawie [4] i [5]
o] . x .
. sin# ™ sinf
Sl(X)=—f = —74—] ——dt,
x 0
0 x 1 . )
i =— | O =c+1nx—of;‘t’°ﬂdt= Ctinx—S8,(),
X

X
1—cost
S0 = [ S,
0

. (—1)k+1.x2k—1 bi] .
Six) = +Z @r—n@—nr ~ 2 ikl
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1 A
C= lim [ 11 —ln(n)] ~ 0,5772,

S0 = — (—1)k . x2k

2k 2!

Ci(0) = o0, Ci(w0) =0,

Si(0) = ——;i, Si(c0) = 0,
sijol =o, | Siloo]=—§—,
5,(0) =0, 5,(0) = +00,

C — stata Eulera,
Si(x) — sinus integralny,
Ci(x) — cosinus integralny. . .
Wykonujac dalsze przeksztalcenia na podstawie powyzej podanych zwiazkéw otrzymujemy:

1 =%cos 3 [1n (M . _’IEEL) +8uryy 1) =Sy (ryy—a) +

Frti Fia—Uy

_S((712+”2)+Sl(712_”2)] +

1. . . . .
+ ?sm E[Si(riy+u) +8i(ry2—uy) —Si (ry2+u,) —Si (71— u,)]. (3.1.1.10)

Plaszczyzne p, prostopadia do osi przewodnikéw, w ktérej okreslamy potencjat skalarny ¥ mozemy wybraé

dowolna. Wybieramy wicc taka plaszczyzng, aby otrzymaé pewne uproszczenia w poszczegblnych wyraze-
niach, a mianowicie przyjmujac & = 0 — wtedy:

”1 = O:
Uy =TT,
ry =4,

iz = 1/7’."2"‘ 2
Jednoczesnie w interesujacej nas plaszczyZnie, w przypadku kiedy punkt X znajduje sie bardzo blisko od
poszczegblnych przewodnikdw, spelniona jest zaleznosé:
g n2

Korzystajac z dokonanych zaloZen, wyrazenie na potencjat skalarny ¥, wywolany ladunkiem zgroma-
dzonym na przewodniku [ przyjmie postaé: :

2n 1
< =In6—1:-——2—-Sl(2n').

Tadunek zgromadzony na przewodniku 2 jest # razy wigkszy niz na przewodniku /. Wynika to z réw-
nania (2.7). W ten sposob potencjal skalarny ¥, w punkcie X, wywolany tadunkiem zgromadzonym na
przewodniku 2, przyjmie postaé:

1.

) 2w o
R [ ]
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Skoro mamy do czynienia z potencjalami skalarnymi, to potencjal wypadkowy otrzymam}; przez zsumo-
wanie algebraiczne potencjalow skladowych. Wobec tego wypadkowy potencjal w punkcie X, wywotany
tadunkiem nagromadzonym na przewodniku I oraz na przewodniku 2, okreslony jest nastgpujaco:
@2m)n+1 n+1

I sen). (3.1.1.11)

P =¥ +Y,=
1+, '11'1 6-6'21 3

Przy poprzednich dziataniach postugiwali$my si¢ wyrazeniami okre§lanymi w mierze katowej; wygodne
to bylo ze wzgledu na wykonywane operacje. Obecnie nalezy wréci¢ do wyrazen okreslonych w mierze
liniowej. W tym celu w réwnaniu (3.1.1.11) nalezy:

td,

.. .2
w miejsce 6; wstawié T

w0,
}. b

.. . 2
W miejsce 6, wstawic

otrzymamy woOwczas nastepujace wyrazenie na potencjat skalarny dla dwuelementowego dipola petlowego:

et 1
_rtl e, @.1.1)

®=In——:rH
8.6, 2

gdzie:
8,, 6, — odleglosci od aktualnego punktu X; do przewodnika /i 2.

Przypis 2 dotyczacy réwnan (3.2.1.1) i (3.2.2.1)

Analogicznie jak to czynili§my w przypadku przypisu 1 oraz zakiadajac, ze przewodniki 2 i 3 sa o tych
samych §rednicach, mozemy napisaé:

27

1
=l 5,00,

2z 1
glz =n [ln—éz— —_ —2— ~S1(27E)] s

2w 1
Y,.=n [In—‘ss— -5 -51(21':)] .
_ L Q@mmit 142n ]
&=V, +V,4+¥,=In 5 (5.0 " 2 -51(27)
lub . (3.2.1.1)
Aan+1 1+2n
D =1In 61-(62- 63)" - ) .S1(27T), I

gdzie:
é,, 8,, 6, — odleglosci od aktualnego punktu X; do przewodnikéw 7, 2, 3.

Przypis 3 dotyczacy rownania (3.3.1)

Analogicznie jak w przypadkach poprzednich okreslamy potencjaly sktadowe, pochodzace od tadun-
k6w zgromadzonych na poszczegdlnych przewodnikach. Dzieki temu, Ze przewodniki 2, 3, 4, 5 sa o tych
samych $rednicach, mozemy napisaé:

2w 1

=l — 5,20,
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lub:

2n 1
¥, =nlln —=-85@2=r)},
2 | 62 2 l( )-‘
w,=n|ln f;‘ _%.sl(zn) ,
- 3 -
‘I{,anln%——%'Sl(Zn) ,
4 ,
W, =n ln—i’i——;-.sl(zn) ,
5 .

@ =V, +7,+V,+¥,+ Y,

@r)sn+1 1+4n ]
- - -5,
e v v o L B |
' (3.3.1)
Jan-1 1+4n l
R RTCRT I Y AN B

gdzie:

d;, 0,, 6, 0,, 65— odleglosci od aktualnego punktu X; do przewodnikow 1, 2, 3, 4, 5.

Politechnika Warszawska

Katedra Radiolokacji

WYKAZ LITERATURY

.Carter P. S.: Simple Television Antennas. — R.C.A. Rev., tom 4, pazdziernik 1939, str. 168.

2. Kraus J. D.: Multi-Wire Dipole-Antennas. — Electronics, tom 13, styczen 1940, str. 26.

.King R.W. P, Mimno H. R, Wing A. H.: Transmission Lines, Antennas, and Wave
Guides. Mc Graw — Hill Book Co., New York 1945, str. 224.

.Ryzik I. M., Gradsztejn I S.: Tablicy intiegratlow, sum, rjadow i proizwiedienij. Gosudat-
stwiennyje Izdatielstwo Tiechniko-Tieorieticzeskoj Literatury, Moskwa-Leningrad 1951, str. 325.

. Handbuch fiir Hochfrequenz- und Elektrotechniker. Herausgeber: Curt Rint, Verlag fiir Radio —
Foto — Kinotechnik GMBH, Berlin-Borsigwalde, tom III, 1955, str. 198, 199, 310, 24, 25.

.O’Shannassy J, Wilkinson E. J.: Some Measurements of :the Impedance Multiplication
Factor of Folded Dipoles. — Amateur Radio, tom 16, styczen 1948, str. 9.

.Guertler Rudolf: Impedance Transformation in Folded Dipoles. (Standard Telephones and
Cables Pty. Ltd., Sydney, Australia). — P.I.LR.E., Australia, tom 10, kwieciefi 1949, str. 95—100.

G. GULCZ

TRANSFORMATION OF INPUT IMPEDANCE IN HALF-WAVE
MULTIPLE FOLDED DIPOLES

_Summary

Each system of a half-wave multiple folded antenna has at its input terminals a higher input resistance
than a standard half-wave dipole. The transformation of the input impedance is determined by means of
what is referred to as transformation coefficient, which is defined as the relation of the input resistance of



Transformacja impedancji wejéciowej w dipolach petlowych 157

a given half-wave folded dipole to the input resistance of a standard simple dipole. It turns out that the
transformation coefficient is unambiguously determined by the number of elements (number of conductors)
of a folded antenna, by the mutual geometric location of particular elements, by the relation of correspond-
ing diameters of conductors and by the distance between the above mentioned conductors, which is meas-
ured in a relative way (defined as the relation of the distance between particular elements S to the diameter
of the passive element d,). The transformation coefficient increases if the number of elements of the folded an-
tenna increases simultaneously, and if the relation of the diameter of the passive conductor 4, to the diameter
of the active conductor d; connected to the feeder also increases, or if the distance between particular elements
S decreases. The transformation coefficient for a two-element half-wave folded antenna, for two different
three-element antenna and for one five-element antenna has been discussed and analysed in the present
paper. The physical foundations of the input impedance transformation have been given in the paper.
Then, making use of field dependences of electromagnetic magnitudes, formulas employed for the calcula-
tion of transformation coefficients for the four different antenna systems in relation to the geometric para-
meters of particular antenna systems have been derived. Finally diagrams have been charted in the form
of what is referred to as nomograms of the transformation coefficient for the four antenna systems. The
diagrams make it possible to design quickly and to analyse multiple folded antennae. In order to illustrate
the accuracy of the formulas derived for transformation coefficients, results of measurements carried out
for several various antenna systems have been discussed. The measurements show that in practice the
formulas derived yield sufficiently accurate results.

G. GULCZ

TRANSFORMATION D’IMPEDANCE D’ENTREE DANS DIPOLES DEMI{-ONDE REPLIES
MULTIPLES

Résumé

Chaque schéma du dipdle démi-onde replié multiple posséde sur ses bornes d’entrée une résistance
plus grande que la résistance d’entrée d’un dipble replié ordinaire. La transformation de I'impédance
d’entrée est déterminée 4 I’aide du si nommé coéfficient de transformation, qui est défini comme un rapport
de la résistance d’entrée du dipdle démi-onde replié donné 4 la résistance d’entrée d’un dipdle ordinaire.
11 résulte, que le coéfficient de transformation est simultanement déterminé par le nombre des éléments
(nombre des conducteurs) du dipble replié, par linstallation géométrique mutuelle des éléments parti-
culiers, par le rapport des diamétres convénables des conducteurs ainsi que par la distance entre les con-
ducteurs mentionnés ci-dessus, exprimée dans la mesure rélative (déterminée comme le rapport de la di-
stance entre les €léments particuliers S et du diamétre de I'élément passif d.). Le coéfficient de transforma-
tion augmente, si dans le méme temps augmente le nombre des éléments du dipdle replié et si le rapport
du diamétre du conducteur passif d, et du diamétre du conducteur actif — connecté au feeder — d; aug-
mente ou encore si la distance entre les éléments particuliers .S diminue.

Dans larticle présent on a décrit et analysé le coéfficient de transformation en cas du dipdle démi-
onde replié¢ & deux éléments, de deux différentes antennes a trois éléments et d’une antenne 2 cing éléments.
On a présenté dans I’article des principes physiques de la transformation de 'impédance d’entrée. Ensuite
utilisant les rélations de champ des grandeurs électromagnétiques on a dérivé les formules & calculer les
coéfficients de transformation en cas de quatre différents systémes d’antenne en rélation des parameétres
géométriques de particuliers systémes d’antenne. Enfin on a effectué des diagrammes (c. & d. des nomo-
grammes) de coéfficient de transformation pour tous les quatre systémes d’antenne. Ces diagrammes per-
mettent effectuer rapidement les projets ainsi que I’analyse des antennes repliées multiples. Pour illustrer
Pexactitude des formules données concernant les coéfficients de transformation on a décrit les résultats
des mesures, executées sur quelques différents systémes d’antenne. On a obtenu en conséquence que les
formules dérivées sont suffisamment exactes en pratique.
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r. IyJp4

TPAHCPOPMAIIYA BXOOHOT'O MMIIETJAHCA B IIOJIYBOJHOBLIX TIETJIEBBIX
JUITOJIAX M3 HECKOJIBKVX 3JIEMEHTOB

Pesmome

Kakpmasa cucrema IIOJIYBOJHOBOM NETNEBOM AHTEHHBI M3 HECKOJBKUX SJEMEHTOB OTIAUAETCA O0JIb-
1M BXOZHBLIM COIPOTHBJICHHEM HA BXOJHBIX 32)KMMAaX, UeM OOCBIYHBIN TIpocToit mumons. Tpamcdop-
MaIusa BXOJHOTO HMIIEJAHCA ONPEIEIIACTCA C MIOMOILBIO TaK Has3, Koadduimenta TpanchopmaIy, KoTo-
PBI ABIAETCA OTHOLNEHHEM BXOJHOIO COIPOTHBIEHUT ARHHOrO IOJIYBOJHOBOTO NETIEBOTO IHUIIONA
K BXO/JJHOMY COIPOTHBIIEHHIO 0OBIUHOTO NPOCTOro mumoinsa. OKaspiBaeTcs, uTo Koadduiuent tpanchop-
MaIpy OHO3HAYHO OIPEHENICH UHCIIOM 3JIEMEHTOB (UMCJIOM IIPOBOMOB) HETIEBON AHTEHHDLI, B3aUMHBIM
TEOMETPUUECKAM PACIOJIOYKCHHEM OTHE/IBHBIX 3JIEMEHTOB, OTHOIIEHMEM COOTBETCTBEHHBIX IHAMETPOB
IIPOBOXOB, 2 TAKXKE PACCTOSHHEM MEXAY BBIICYKASaHHBIMU IIPDOBOJAMHU, KOTOPOE USMEPSETCS B OTHO-
CUTEIBHON Mepe (ONPENETIEHHOE KAaK OTHOIIEHUE PACCTOSHUS MEYK/IY OTHACIIBHBIMY 3JeMEHTamMy S K gua-
METPY HacCHBHOTO anemeHTa dy). Koabduuuent TpanchOpManmm pacTeT, €Cii OSHOBDEMEHHO PACTET
YHCIIO 9JIEMEHTOB IIETIIEBOI aHTEHHBI X €CNY PACTET OTHOIICHYE HUaMeTpa IIaCCHBHOTO IPOBoJa d; K gua-
METPy aKTHBHOTO IIPOBOA2 di — IOICOEAUHEHHOTO0 K (UACDY MJIM €CN¥ [aJaeT PACCTOSHHE MEMKIY
OTHEIIbHBIME 3JIEMCHTAMMH.

B macrosmelt crarbe ONMCaH ¥ IPOAHANM3UPOBaH Koabhduuuent Tpanchopmanuy s IETIeBoi
HONYBOHOBOM [BYXOJEMEHTHON SHTCHHBI, GBYX DASHBIX TPEX3JEMEHTHBIX AHTEHH 1 OFHOH [IATHOJNe-
MEHTHO aHTeHHBI. B CTaThe NMPHUBEACHBI (DUSHYECKHUE OCHOBBLI TPaHCGhOpPMAIMKM BXOTHOrO MMIEHAHCA.
ITasnee, BCIIONB3YSA MONEBLIE 3ABUCHMOCTH SIEKTPOMArHUTHEIX BEJIHUWH BbIBEICHDI (DOPMYIIbI, CIyYKaIlHe
AnA pacyeTa Ko3hbuuenToB TparchOopMalMy IS YETHIPEX PASHBIX AHTEHHBIX CHCTEM B 3aBUCHMOCTH
OT TE€OMETPHUECKUX IIAPAMETPOB OTHEIBHBIX FHTEHHBIX CHCTeM. B OKomuanum cpenannt rpadwuim (TaK
HA3. HOMOrpamMMbl) KoadhduiuenTa TpaHchopMaun I BCeX YEThIPEX aHTEHHBIX CUCTeM. DTH Ipaduxy
JAIOT BO3MOXKHOCTH OBICTPO MPOEKTHPOBATh M IPOBONUTH 4HANM3 NETJIEBBLIX AHTCHH U3 HECKOJIBKHUX
anemenToB. C IENBI0 HINTIOCTPHPOBATE TOUHOCTS IIPUBEACHHEIX (Gopmyi Ha Kosddunuents: Tparchop-
Maluy MPUBEACHBI PE3YJIbTaThl U3MEPCHU, IPOBEACHHBIX HA HECKONBKHX DPasIMUYHBIX 4HTEHHBIX CUC-
Temax. 113 9Tux u3MepeHuil BHITEKAET, UTO HA IPAKTAKE [IOJIYUAETCA LOCTATOUHAA TOUHOCTh BhIBECHHBIX

dopmyi.
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JERZY BORKOWSKI

Por6wnanie réznych sposobéw ciaglej regulacji predkoSci
obrotowej silnikéw indukecyjnych pod wzgledem
techniczno-ekonomicznym

Rekopis dostarczono 28.6.1966

Wiele nowoczesnych napedoéw elektrycznych pradu zmiennego wymaga, aby ich predkosé
obrotowa zmieniala si¢ podczas pracy w sposéb ciagly. Przy projektowaniu ich ogélnej kon-
cepcji nalezy bra¢ pod uwagg oprocz mozliwosci technicznych réwniez czynniki ekonomiczne.

W artykule podano metodg postepowania przy podejmowaniu decyzji, jakie rozwiazanie
ciaglej regulacji predkosci obrotowej przy uzyciu silnikéw indukeyjnych jest najkorzystniejsze
pod wzgledem techniczno-ekonomicznym. Rozpatrzono zaréwno koszty inwestycyjne zwia-
zane z instalowaniem roznych rozwiazan technicznych takiego napedu, jak réwniez zmiany
sprawnosci urzadzenia podczas regulacji, a wiec zmiany kosztow eksploatacyjnych.

Wprowadzono pojecie ogblnej sprawnosci wzglednej ukladu, podanej wzorem (3), ktéra
umozliwia poréwnywanie z soba réznych rozwiazan realizujacych ciagla regulacje predkosci
obrotowej.

Poréwnano kilka klasycznych i kilka nowych sposobow uzyskiwania cigglej regulacji
predkosci obrotowej przy stalym momencie obciazenia i na tym przykladzie wyjasniono me-
tode postgpowania. Wykres na rys. 6 podaje koszty budowy, a rys. 7 zmiany sprawnosci pod-
czas regulacji predkosci obrotowej rozpatrywanymi sposobami.

We whnioskach podano krotkie charakterystyki przydatnosci poszczegblnych sposobow
regulacji.

1. WSTEP

Wiele nowoczesnych napedéw elektrycznych pradu zmiennego wymaga, aby ich pred-
ko$¢é obrotowa zmieniala sie podczas pracy w sposob ciagly. Wszystkie napedy, realizujace
to zadanie przy uzyciu silnikéw indukcyjnych, posiadaja liczne wady i przy projektowaniu
ich ogdlnej koncepcji nalezy przyja¢ uktad najodpowiedniejszy do danego celu. Czgsto
jednak brak jest dostatecznej liczby danych do podjecia takiej decyzji. Artykul niniejszy
stawia sobie za zadanie danie pewnej koncepcji postepowania przy podejmowaniu decyzji,
jak réwniez — poprzez podanie poréwnan parametréw techniczno-ekonomicznych — scha-
rakteryzowanie klasycznych i nowych sposobéw regulacji pod tym wzgledem. Dokladna
i szczegdtowa analiza wszystkich sposobdéw jest oczywiScie bardzo trudna, jednak znale-
zienie przynajmniej szacunkowe pewnych poréwnan wydaje si¢ celowe.

O tym, jakie rozwiazanie techniczne dla danego napedu jest korzystniejsze, decyduja
takie aspekty, jak koszt budowy urzadzenia, osiagany zakres oraz sprawnoé¢ napedu pod-
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czas regulacji, a wigc jego koszty eksploatacyjne. Przy podejmowaniu decyzji, jakie rozwia-
zanie nalezy przyjaé, trzeba réwniez wziaé pod uwage charakter pracy napedu, to znaczy,
czy uklad ma pracowaé stale przy zmiennych predkosciach i w jakim zakresie, czy pracuje
on w zasadzie przy jednej okreSlonej predkodci, a wymaga tylko dorywczej regulacji.
Ponadto nalezy uwzgledni¢ réwniez dodatkowe czynniki, jak latwo$¢ dokonywania regu-
lacji, mozliwo$é automatyzowania przebiegu regulacji itp. Kazdy wiec naped nalezy roz-
patrywaé indywidualnie majac do tego celu takie dane, jak koszty inwestycyjne urzadzenia
napedowego i jego dodatkowe koszty eksploatacyjne, zwigzane z regulacja.

Wobec duzej liczby znanych sposobdw ciaglej regulacji predkosci obrotowej silnikéw
indukcyjnych, z ktérych wiele jest mato rozpowszechnionych, ograniczono si¢ w tej pracy
do poréwnania sposobdw klasycznych i niektérych nowych rozwiazan, o ktérych istnieja
w literaturze dostateczne do tego dane. Nie wymienione sposoby regulacji mozna zawsze
pordwnaé z ktoryms$ z klasycznych rozwiazan i ta droga otrzymac pozadang informacje.

W nastepnych czedciach artykulu przedstawiona bedzie metoda umozliwiajaca porow-
nanie réznych sposobSéw regulacji ze soba pod wzgledem dodatkowych kosztéw eksploata-
cyjnych podczas regulacji i kosztéw inwestycyjnych urzadzenia.

2. SPOSOB POROWNANIA SPRAWNOSCI PODCZAS REGULACIL

Dla celéw pordwnawczych przyjeto dla wszystkich sposobdw regulacji — regulacje
przy stalym momencie obciaZenia. Ponadto, aby ujednolicié wszystkie wykresy, przyjeto
podawanie wielkosci w jednostkach wzglednych, przy czym sprawno$¢ wzgledna (%,,) —
jest stosunkiem sprawnosci dla danej predkosci obrotowej uktadu do sprawnosci przy zna-
mionowej predkosci obrotowej tego uktadu bez regulacii

=1 (1)
Nw " )

a predko$é¢ wzgledna (n,,) — stosunkiem predkosci obrotowej ukladu w rozpatrywanym -
punkcie pracy do znamionowej predkosci obrotowej uktadu bez regulacji

@

Poniewaz sprawno$é poszczegdlnych rozwigzaf przy pracy znamionowej bez regulacji
jest rézna, rézne sa réwniez moce silnikéw, ktére stuza jako przykiady, nalezy te roznice
uwidocznié przy poréwnywaniu zmian sprawnoéci. Najlepszym wyjsciem wydaje si¢ tutaj
wprowadzenie wspolczynnikéw korygujacych warto$é sprawnoéci wzglednej. Ogdlna spraw-
nos$¢ wzgledna przybierze wtedy postaé

Mo = T Kn* K3 3
k, — jest wspdtczynnikiem uwzgledniajacym fakt, ze dane rozwiazanie wzglednie uklad
regulacji jako calo§¢ osiaga przy pracy bez regulacji inna sprawno$¢ niz przyjety tu

jako podstawowy normalny silnik pierécieniowy. Wspdtczynnik ten mozna wyrazi¢
stosunkiem sprawnosci (7,), jaka osiaga rozpatrywany uklad bez regulacji dla pracy
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znamionowej, do sprawnosci znamionowej normalnego silnika pierScieniowego (7,,)
o tej samej mocy i predkosci obrotowe;j.

nn
k P NC)
k,, — jest wspGiezynnikiem, ktéry sprowadza sprawnosci wzgledne poszczegdlnych ukladdw
do sprawnosci jednakowej mocy. Wspdtczynnik k,, mozna przedstawi¢ jako stosunek
znamionowej sprawnosci silnika pierécieniowego o mocy przyjetej jako odniesienie
(7ap(Poa)) do znamionowej sprawnosci silnika pierScieniowego o mocy i predkoséci
obrotowej odpowiadajacej rozpatrywanemu uktadowi (7,,)-

km — ntrp(Pad) . (5)
U
Przyjecie takiego sposobu sprowadzania wszystkich uktadéw do jednej mocy jest uspra-
wiedliwione jedynie wtedy, gdy wszystkie poréwnywane rozwigzania maja zblizone moce;
sa mniej wigcej tej samej wielkosci.
Przedstawiona wzorem (3) ogdlna sprawnos¢ wzgledna podaje, jaka bylaby sprawnos¢
rozpatrywanego uktadu w danym punkcie pracy, gdyby urzadzenie bylo wykonane na moc
i predko$¢ silnika podstawowego.

3. SPOSOB POROWNYWANIA KOSZTOW BUDOWY

Jednym z warunkéw majacych decydujace znaczenie przy wyborze najwlasciwszego
rozwiazania napedu sa koszty inwestycyjne zwiazane z zainstalowaniem urzadzenia, w ktG-
rych koszt urzadzenia gra dominujaca rolg. W celu zorientowania sig, jak ksztaltuja sie
one dla poszczegdlnych urzadzen, przeprowadzono tu analiz¢ poréwnawcza. Koszt ma-
szyny badZ urzadzenia jest zalezny oczywiscie od ich mocy. Dlatego, aby poréwnywaé
koszty rozwiazan, trzeba przyjac, ze moce ich sa jednakowe. Doktadne wyliczenie kosztéw
poszczegdlnych urzadzen jest trudne, jednak podanie, choéby szacunkowe, jak one sie
ksztaltuja, wydaje sie pozadane dla celéw orientacyjnych. W praktycznych przypadkach
projektowania napedu najwygodniejsze jest oczywiscie uzycie do pordwnan cen poszcze-
g6lnych urzadzen branych pod uwage. Zdecydowano sig dla celéw pordwnawczych, przyjaé
jako odniesienie koszt budowy silnika pierécieniowego. Poniewaz do niektérych ukladow
wchodza silniki o wirnikach klatkowych, przyjeto koszt silnika klatkowego jako 607,
kosztu silnika pierécieniowego tej samej mocy, co dla silnikéw matych i $rednich jest mniej
wiecej stuszne.

4. SPOSOBY CIAGLEJ REGULACII PREDKOSCI OBROTOWE] SILNIKOW
INDUKCYJNYCH I ICH POROWNANIE

Poréwnane zostana nastepujace sposoby ciaglej regulacji predkosci silnikéw indukcyj-
nych: '

— przez zmiang czgstotliwosci napigcia zasilajacego,

— przez zmiang napigcia na zaciskach maszyny,

— przez zmiang opornosci w obwodzie wtérnym maszyny,

I1 Rozprawy Elektrotechniczne
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— przez zmiane sprzezef magnetycznych, :

— przez ciagla zmiang liczby par biegundw lub dlugosci podZIaﬂq biegunowe;j.

Inne sposoby regulacji, jak przez hamowanie polem przeciwbieznym czy stalym, uklady
wielomaszynowe czy kaskadowe oraz regulacja impulsowa, nie bedg rozpatrywane, gdyz
analityczne ujecie ich zmian sprawno$ci w sposob ogdlny napotyka duze trudnodci,
a w literaturze brak jest danych eksperymentalnych. Ponadto regulacja tymi sposobami
jest normalnie mniej ekonomiczna od sposobéw wymienionych powyzej.

41. Regulacja przez zmiang czestotliwosci zasilania

Ogdlnie przyjmuje sie, Ze regulacja przez zmiang czestotliwosei zasilania jest regulacja,
przy ktérej praktycznie nie wystepuja dodatkowe straty mocy podczas regulacji. Twier-
dzenie takie jest stuszne jednak tylko dla zmian predkosci w gdére od czestotliwosei zna-
mionowej sieci. Przy regulacji predkosci w dét dodatkowe straty mocy zwiazane z regulacja
wystepuja, sa one jednak w pordwnaniu z innymi rozwiazaniami male. Ponadto, nalezy
braé¢ pod uwage fakt, ze ogdlna sprawno$¢ maszyny regulowanej wraz z urzadzeniem do
regulacji czestotliwoéci, nawet dla czestotliwoéci znamionowej, jest znacznie nizsza od
sprawnoéci pojedynczej maszyny przy tej czgstotliwosci. Z tych powoddéw, jak réwniez ze
wzgledu na duzy koszt takiego ukladu, regulacje tg zwykto si¢ stosowaé do napedéw waz-
nych albo do napgddéw duzych grup silnikéw, ktére powinny réwnoczeénie zmieniaé swoje
predkosci.

Obecnie rozpatrzona zostanie zmiana sprawnodci silnika indukcyjnego podczas regu-
lacji predkosci obrotowej przez zmiang czgstotliwosci bez uwzglednienia wplywu urzadzen
do regulacji czgstotliwosci na ogdlng sprawnoéé uktadu. Wplyw ten bedzie pdZniej uwzgled-
niony przez wprowadzenie odpowiednich wspdtczynnikdw k&, i k,,,.

Optymalna prace silnika otrzyma sie, jezeli wraz ze zmiana czestotliwoéci i obciaZenia
regulowacd si¢ bedzie napiecie zasilajace wedtug zalezno$ci

U

A s ©
Poniewaz rozpatruje si¢ tu prace przy stalym momencie, to:
Uy ,
— = —" = const. 7

Jako czqstotliwoéé zﬁamionowac przyjmuje si¢ czestotliwo$é, na jaka maszyna zostata
wykonana (dla normalnych katalogowych s1ln1kow bedzie to czestotliwosé sieci). Predkosé
obrotowa na wale maszyny wynosi:

6°f X (1) ®

n= ns(l—s) =

1 jeSli poSlizg maszyny bylby staly, to obroty na wale zmienialyby sie tylko ze zmiana

czgstotliwosci. W rzeczywistosci poélizg przy malejacej czestotliwosci rosnie, co jest zrozu-
miale, jesli wezmie si¢ pod uwage, ze poélizg krytyczny wzrasta.

C1 R2 C1 R2 Cl RZ

_ ~ P— . 9
YT YVRTrexy C X CX — 2+l ®
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Ze wzrostem poslizgu podczas regulacji w d6t wzrastaja straty mocy w wirniku i sprawnosc¢,
aczkolwiek powoli, maleje. Wykres zmian wzglednej sprawnoéci w zaleznosci od wzglednej
predkosci obrotowej (wedtug przyjgtych ubrzednio definicji), obliczony na podstawie da-
nych z ksiazki Butgakowa [3], dla regulacji przy stalym momencie obcigzenia podano na
rys. 1. o
™=
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Rys. 1. Zmiana sprawnosci w funkeji predkosci obrotowej przy regulacji przez zmiang czegstotliwosci za-
o silania

Przy regulacji przez zmiang czgstotliwosei oprécz kosztu silnika, ktéry w tym przypadku
moze byé klatkowym, dochodzi koszt przetwornicy czgstotliwosci. Przyjmuje si¢ tu naj-

tafisze rozwiazanie — przetwornicy asynchronicznej napgdzanej silnikiem komutatorowym.
Moc silnika napedzajacego przetwornice przyjeto

P, =02P = 0,2% ~ 0,25P, (10)
wtedy moc maszyny indukcyjnej jako przetwornicy
P
Pprzetw = 098P1 = 0,877— ~ P. (11)

Stosujgc zalezno$¢ wzrostu kosztéw maszyny w stosunku do mocy:

K == ¢ P¥4, (12)
gdzie:
K — koszt maszyny,
¢ — stala dla danego typu maszyny (w pewnym zakresie mocy),
oraz przyjmujac, ze koszt silnika komutatorowego ksztaltuje sie¢ w stosunku do kosztu
silnika indukcyjnego, klatkowego tej samej mocy jak 4:1 otrzyma sie

Ksp = 4(0325)3/4 ) 0:6Kpiers'é = 0:9Kpier.§é>
przy czym: K, — koszt silnika napedzajacego przetwornicg,
Kierss — koszt silnika pierécieniowego o mocy przyjetej jako odniesienie.
Koszt maszyny indukcyjnej, uzytej jako przetwornicy, wobec réwnoéci mocy (11) wyno-
si tyle co silnika pierScieniowego o mocy przyjetej jako odniesienie

Kprzetw = Kpiers'é .

11*
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Koszt silnika wykonawczego jako klatkowego bedzie
st = 0=6Kpiers’c'-

Po zsumowaniu kosztéw tych trzech elementéw ukladu otrzyma sie jego koszt catko-
wity:
Kf = Ksp+Kprzetw+st = 255Kpier.§c’a (13)

a wigc koszt 2,5-krotny w poréwnaniu z normalnym silnikiem pierscieniowym. Uwzglc;d-‘
niajac jeszcze koszt urzadzenia do regulacji obrotéw silnika napedzajacego przetwornice
calkowity koszt wypadnie na pewno jeszcze wiekszy.

42. Regulacja przez zmiang napiecia zasilajacego

Przez zmiang napigcia zasilajacego mozna uzyskaé regulacje predkosci obrotowej, jed-
nak zakres tej regulacji jest niewielki — ograniczony poélizgiem krytycznym maszyny.
Ujecie zmian sprawnosci podczas takiej regulacji prowadzi do koniecznosci rozbicia strat
mocy maszyny na straty poszczeg6loe i uwzglednienia ich zmian w miarg zmian napigcia
i predkoéci.

Postepujac w ten spos6b otrzyma sig¢ zalezno$§é zmian sprawno$ci od uzyskiwanych
predkosci obrotowych podana na rys. 2 (w jednostkach wzglednych), obliczona wedhig
danych Richtera [5]; krzywa I jest obliczona bez uwzglednienia strat na regulatorze na-
piccia, a krzywa 2 — dla przypadku, gdy regulacje napigcia uzyskuje si¢ droga wilaczania
szeregowe]j opornoéci czynnej w obwdd stojana silnika. W praktycznych rozwigzaniach
takiej regulacji, jako regulatoréw napiecia uzywa si¢ zazwyczaj regulatoréw indukcyjnych,
autotransformatoréw lub transformatoréw z zaczepami, albo tez — w nowszych rozwia-

’]w=7%“
10
1
08
06 : §
M=const 2
04 S
g2
0 02 04 06 08 10
=Ll
w n

Rys. 2. Zmiana sprawnosci w funkcji predkosci obrotowej przy regulacji przez zmiane napiecia zasilajacego

zaniach — dlawikéw nasycanych lub transduktoréw. Krzywa zalezno$ci sprawnoéci od
predkosci bedzie w tym przypadku znajdowaé si¢ pomiedzy krzywymi I i 2 podanymi
na rys. 2,
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Dodacé jeszcze nalezy, ze w przypadku podanym przez Richtera silnik ma stosunkowo
duzy zakres regulacji, spotykany jedynie w malych maszynach (duze poslizgi krytyczne).

Do obliczen kosztéw budowy przyjeto jako urzadzenie do regulacji napigcia transduk-
tory. Mozna przyjaé, ze koszt ich budowy jest o okoto 409, wyzszy od kosztu budowy
transformatoréw tej samej mocy. Dobierajac transformatory odpowiedniej mocy i znajac
ich ceny otrzymano w ten sposéb, ze koszt uktadu transduktoréw bedzie wynosié:

Ky, = 0,75Kiersé
Jako silnik moze by¢ w tym przypadku uzyty silnik klatkowy, wigc
Ksui = 0,6Kpierscs
a koszt calego uktadu
Ky = Ko+ Kspr = 1,35Kpierse. (14)

43. Regulacja przez zmiang oporno$ci czynnej w obwodzie
wtédrnym maszyny

Przez wprowadzenie dodatkowej opornofci czynnej w obwdd wtdrny silnika indukeyj-
nego mozna regulowaé predkosé obrotowa maszyny w dét od obrotéw odpowiadajacych
pracy silnika bez dodatkowej opornoéci w wirniku. Widaé to wyraznie ze wzoru .

5 = mI5(Ry+Ry) (15)
PH)
przy zatozeniu stalej mocy pola wirujacego (mocy wewnetrznej) P,,, co odpowiada regu-
lacji przy stalym momencie obciazenia. Taka zmiana poslizgu wiaZe si¢ oczywiscie ze
zwigkszeniem strat w obwodzie wtérnym ; maleje réwniez moc mechaniczna:
Prech = (1—=5)Py,. (16)
Sprawno$¢ takiego uktadu silnika z opornikami przedstawia sig¢ zaleznodcig

P _ Pmeeh_APmech

gdzie:
P — moc na wale silnika,
P; — moc czynna doprowadzona do silnika,
AP,,ec;, — straty mechaniczne.
Przyjmujac dla uproszczenia zalezno$é strat mechanicznych wedtug

. APmech = (I—S)ann, (18)
gdzie a — stosunek strat mechanicznych przy predkoéci znamionowej do znamionowej
mocy wewngtrznej maszyny, co wprawdzie jest niezbyt Scisle, ale wobec tego, Ze straty

mechaniczne stanowiag bardzo maly utamek mocy maszyny — dopuszczalne, oraz uwzgled-
niajac (16), otrzyma sig: ’

Pw_a-Pwn
0= (1—s)

s P TAP, 19)

przy czym A P; — straty strony pierwotne;.
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Dla obcigzenia znamionowego bez dodatkowego oporu W obwodzie wtérnym wzor
(19) przybierze postaé: :

_ P wn(1 _a)
7, = (1 Sn)m- (20)
Po podzieleniu réwnania (19) przez (20), wobec statosci mocy wewnetrznej
P,= P, = const 21

i zatozeniu 4P; = AP;, = const, co dla tego typu regulacji jest prawdziwe, otrzyma sie od
razu sprawno$¢ wzgledna

7 (1—s)

=7, 22
ne (=) )
Korzystajac z zaleznosci na obroty silnika indukcyjnego
n= (1—s)n,,
] (23)

n, = (l—sn)ns [ X

dochodzi si¢ do pozadanej zaleznosci sprawnoféci wzglednej od wzglednej predkosei (wedlug
uprzedniej definicji).

7 n
77w=77 =7’l = Hy. (24)
rw=,%1
70
V4
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Rys. 3. Zmiana sprawnosci w funkcji predkosci obrotowej przy regulacji opornoscia czynna w obwodzie
wtornym

Zaleinod¢ t¢ przedstawiono na rys. 3, przy czym linig kreskowana podano wynik dokiad-

nie obliczony (doktadne straty mechaniczne i dodatkowe) podany przez Richtera [5].
Nalezy dodaé, 7ze przy wlaczeniu opornosci indukcyjnych w obwdd wtérny (diawiki

nasycane, transduktory) zakres regulacji jest maly — mniejszy niz do poslizgu krytycznego,
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a sprawnosci nle lepsze mz przy wlaczaniu opornosci czynneJ Pogarsza sig¢ ponadto wspodt-
czynnik mocy.

Obliczajac koszt ukladu do regulacji perkosm przez wlaczanie opornosci czynnej
w obwéd wtérny silnika pierscieniowego, do kosztu samego silnika nalezy dodaé koszt
opornikéw regulacyjnych. Poniewaz nie produkuje si¢ w kraju seryjnie catych takich ze-
stawdw, przyjeto do obliczen koszty ‘opornikéw katalogowych najbardziej do tego celu
przydatnych (rozruszniki, regulatory napiecia). W wyniku otrzymano, Ze koszt takich opor-
nikéw wyniesie érednio 60% kosztu silnika. Stosowane czasem do tego celu oporniki pty-
nowe nie zapewniaja pewnej i stabilnej regulacji. Regulowanie przy uzyciu opornikéw
stalych daje natomiast regulacje niezupetnie ciagla, a skokowa.

Mozna wige przyjaé dla regulacji ‘opornikamj koszt calego urzadzenia

KR = 1,6Kpigr_§é . ’ (25)

44 Regulacja przez zmiang sprzgzen magnetycznych

Regulacja tym sposobem wykorzystuje fakt, Ze moment elektromagnetyczny rozwijany
przez maszyng zalezy od sprzezenia magnetycznego uzwojenia pierwotnego z wtérnym.
Zmieniajac sprzezenie magnetyczne mozna wigc wpltywaé w sposdb ciagly na predkosé¢
obrotowa maszyny. Zmiang sprzezei magnetycznych umozliwia specjalna konstrukcja
silnika. Uzwojenie stojana takiego silnika rozdzielone jest na dwie czedei, przy czym jedna
z tych czeéci ma moznosé przesuwama sic wzgledem drugiej po obwodzie maszyny. Obie
czeéei uzwojenia stojana-sa potaczone elektrycznie i przez zmiang wzajemnego polozenia
obu czeci zmienia sie sprzeZenie magnetyczne uzwojenia stojana jako catosci z uzwojeniem
wirnika. Regulacja tym sposobem zostala podana w [1], [2]. W zaleznoéci od sposobu
zasilania takiego silnika (od strony stojana czy od strd_ny wirnika) oraz laczenia ze soba
obu czefci uzwojenia stojana otrzymuje si¢ rézne zmiany charakterystyk mechanicznych
podczas regulacji. Najkorzystniejsze okazuje si¢ zasilanie od strony wirnika, przy ktérym
zakres regulacji jest szeroki— od obrotéw znamionowych, bliskich synchronicznym do
zera, a sprawno$¢ podczas regulacji korzystna.’

Zmjany sprawno$ci podczas regulacji obliczone i pomierzone eksperymentalnie na
silniku do$wiadczalnym podane w [1] przedstawiaja si¢ jak na rys. 4. Kizywe 1, 2, 3 na
tym rysunku podaja zaleznoéci sprawnosci od predkosci obrotowej przy stalym momencie
obciazenia kolejno dla zasilania od strony wirnika oraz szeregowego i réwnoleglego
zasilania od strony stojana, obliczone bez uwzglednienia strat w Zelazie i mechanicznych.
Krzywa 4 jest zaleznoécia zdjeta eksperymentalnie dla zasilania od strony wirnika. Wi-
doczne jest, 7e pominiecie strat w Zelazie i mechanicznych nie wprowadza istotnych Zmian
co do charakteru przebiegu sprawnosci. Eatwo zauwazyé, ze regulacja przez zmiang
sprzezei magnetycznych moze konkurowaé pod wzglgdem ekonomicznym z poprzednimi
sposobami regulacji jedynie w przypadku zasilania od strony wirnika. Zakres regulacji
jest w tym przypadku ponadto najwiekszy.

Koszt budowy silnika umozliwiajacego regulacj¢ przez zmiang sprzezen magnetycznych
obliczono' szczegélowo w analizie podanej w dodatku do pracy [1]. Analizg przeprowa-
dzono w zalozeniu, ze produkcja silnikéw tego typu w .danym wydziale wytworni jest
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jednakowo duza i odbywa si¢ w jednakowych warunkach technologicznych co produkcja
normalnych silnikdw pierScieniowych. Dzigki temu mozna przyjmowaé jednakowe pro-
centowe narzuty wydzialowe i administracyjne wchodzace w koszt silnika. W efekcie
otrzymano, Ze koszt produkcji takiego silnika wynosi

K= 1,4Kpiers'é- . (26)
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Rys. 4. Zmiana sprawnosci w funkcji predkosci obrotowej przy regulacji przez zmiane sprzezefi magnetycz-

nych

1 — zasilanie od wirnika, 2 — szeregowe zasilanie stojana, 3 — réwnolegle zasilanie stojana, 4 — zasilanie od wirnika (z pomiaréw)

45. Regulacja przez ciagla zmianeg liczby par biegunéw, lub
dtugoéci podzialtki biegunowej

Regulacja predkoéci przez zmiang liczby par biegunéw droga przetaczania uzwojent
- w normalnym (wielobiegowym) silniku klatkowym, aczkolwiek najbardziej ekonomiczna,
nie daje regulacji ciaglej, a skokami. Ostatnio podjeto na $wiecie préby zbudowania silni-
kéw specjalnej konstrukeji, umozliwiajacych uzyskanie niecatkowitej liczby par biegunéw,
a nawet plynnej ich zmiany. Konstrukcje tych silnikéw wywodza si¢ z koncepcji silnika
z ,tukowym” — niepelnym stojanem, zapoczatkowanej przez uczonych radzieckich
(Szturman, Rezin, Aronow). Zadanie wykorzystania tej koncepcji dla celéw ciaglej regu-
lacji predkosci obrotowej podjeta grupa pracownikéw Uniwersytetu w Manchesterze pod
kierunkiem prof. F. C. Williamsa, a wyniki ich pracy sg interesujace i zachecajace.
Pierwszym rozwiazapiem byt silnik o ukoénym kierunku przesuwania pola w stosunku
do kierunku wirowania maszyny (silnik ,,bojerowy”). Silnik sktada si¢ z wirnika klatko-
wego specjalnej budowy (siatkowy), a stojan stanowig bloki z tréjfazowymi uzwojeniami
wytwarzajace pole wirujace (wedrujace). Kierunek wedrowania pola mozna zmieniaé przez
obracanie blokéw w stosunku do kierunku wirowania wirnika. W efekcie tego obracania
na wirnik dziala w kierunku wirowania pole o zmiennej diugosci podziatki biegunowej
i predkos¢ synchroniczna zmienia si¢ w sposéb ciggly. Pierwszy model takiego silnika
posiadal wirnik tarczowy [6], a nastepny w ksztalcie beczki — ,,sferyczny” [7]. Podobne
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rozwiazanie podat réwniez Gammal [4]. Ostatni model mial ponadto, w celu ograniczenia
kata skrecania, konstrukcyjnie narzucone wstepne skrecenie wykonane za pomocg ukos-
nych zlobkéw w bloku stojana [8]. Konstrukcja zaréwno wirnikéw, jak i stojanow silnikéw
,,sferycznych® jest skomplikowana i trudna do wykonania. Wystgpuja w nich ponadto
,,straty brzegowe” od pradéw plynacych w wirniku w przestrzeniach pomigdzy blokami, .
ktére sa bezuzyteczne, gdyz nie wytwarzaja momentéw. Sprawnosci tych silnikdw sa wigc
niskie i malejace podczas regulacji. Aby ograniczy¢ straty brzegowe, nalezy dawa¢ w blo-
kach uzwojenia o duzej liczbie par biegunéw; dlatego wszystkie silniki z fukowymi stoja-
nami wykonane sa jako wolnobiezne. Uzyskany zakres regulacji nie spelnit wyrazonych
przez autoréw w pierwszej pracy nadziei, nie przekraczajac 1,5: 1.

Innym rozwiazaniem tych samych autoréw jest tak zwany ,,Logmotor” [9]. Sktada
sie on ze specjalnego transformatora obrotowego i potaczonego z nim silnika o specjalnej
budowie. Transformator posiada uzwojenia stojana i wirnika rozlozone w ten sposob,
7e poskoki poszczegdlnych cewek wzrastaja wedtug funkcji logarytmicznej. Czgs¢ obwodu
powinna byé nie zapelniona, aby strumienie resztkowe mogly si¢ zamkna¢. Transformator
taki dziala jak dwie skale suwaka logarytmicznego — to jest przez przesunigcie pierwot-
nego uzwojenia wzgledem wtdrnego ,,mnozy sig” wielko$¢ wejéciowa — ilo§¢ par bie-
gunéw. Wtérne uzwojenie transformatora jest wprost potaczone z uzwojeniem stojana
wlasciwego silnika, ktdre jest réwniez roztozone logarytmicznie i dokonuje operacji odwrot-
nej do logarytmowania na wielkosci wyjéciowej transformatora. W efekcie otrzymuje si¢
w silniku przeplywy o zmiennej w spos6b ciagly liczbie par biegundéw, a wigc predkosc
synchroniczna pola zmienia sie¢ w sposdb ciagly. Wirnik silnika jest normalnym wirnikiem
klatkowym, a stojan — niepetny — lukowy ma réwniez w celu zmniejszenia strat brzego-
wych duza liczbe par biegundw. Uzyskuje si¢ regulacje ciagta w do$¢ duzych granicach
(uzyskano 4 : 1), przy czym przebieg sprawnosci w czasie regulacji, chociaz opadajgcy,
jest korzystny. Zasada takiego silnika bardzo interesujaca teoretycznie, ze wzgledu na
bardzo skomplikowang budowe, na male szanse na szersze zastosowanie.

Ostatnim silnikiem realizujacym ciagta regulacje predkosci obrotowej na podobnej

- zasadzie jest silnik sterowany ukladem przesuwnikéw fazowych [10]. Wykorzystano tu
réwniez zasade ciaglej zmiany podzialki biegunowej zrealizowana droga zmiany fazy
przeplywéw ztobkowych. Eukowy stojan tej maszyny posiada w ztobkach specjalnie roz-
tozone trzy tréjfazowe uzwojenia, jedno zasilane wprost z sieci, a dwa pozostale przez dwa
przesuwniki fazowe o przeciwnych katach przesuni¢é. Przy zmianie fazy przeptywow
w uzwojeniach zasilanych z przesuwnikdéw, katy fazowe wypadkowych przeplywow
ztobkowych pomigdzy sasiednimi zfobkami zmieniaja si¢ w sposéb ciagly — zmienia si¢
wiec dtugo$é podziatki biegunowej i synchroniczna predkoé¢ pola na obwodzie maszyny-
Uzyskano ciagla regulacje predkosci w zakresie 1,5 : 1 przy sprawnosci podczas regulacii
zmieniajacej si¢ podobnie jak przy silniku sferycznym. Wszelkie trudnoéci zwigzane ze
stojanem tukowym i stratami brzegowymi wystgpuja w tym silniku podobnie jak i w po-
przednich.

Rozpatrywanie zmian sprawnosci podczas regulacji dla tych sposobow regulacji droga
teoretycznych rozwazan napotyka wielkie trudnosci i wykracza poza ramy niniejszej
pracy. Podano tu jedynie zaleznofci dla rozwiazan, dla ktérych w literaturze istnieja
dostateczne dane do ich uzyskania. Sa to, ostatni wariant silnika ,sferycznego” [8],
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,,Logmotor” [9] i silnik z reguléchr- katéw fazowych p'rzeplywéw ztobkowych przez uklad
przesuwnikéw fazowych [10]. Zmiany ich sprawno$ci podczas regulacji przedstawiaja
krzywe na rys. 5. Nalezy dodaé, ze we wszystkich przypadkach krzywe te sg tylko przy-
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Rys. 5. Zmiana sprawnosci w funkcji predkosei dla: 7 — silnika sferycznego, 2 — ,,Logmotoru”, 3 — sil-
nika z regulacja przesuwnikami fazowymi .

blizone, gdyz albo sa podawane dla regulacji przy napieciu odpowiadajacym kazdorazowo
optymalnej sprawnosci (dla Logmotoru), albo bez uwzglednienia strat moey na przesuwni-
kach fazowych, badZ tez dane sa charakterystyki tylko dla trzech polozen pracy (silnik
»sferyczny”). Ponadto w rozwiazaniach tych przyjecie predkosci znamionowej jest sprawa
otwartg. Przy opracowywaniu przebiegdw mna rys. 5 przyjeto jako obroty znamionowe
obroty przy zerowym polozeniu urzadzefi do zmiany predkosci. .

Nalezy podkresli¢, ze we wszystkich trzech wypadkach wartoéci bezwzgledne spraw-
nosci sa stosunkowo niskie jak dla maszyn tej mocy, a zakresy regulacji, z wyjatkiem
Logmotoru (dla ktérego uzyskano regulacje 4 : 1) nie przekraczaja 1,5 : 1. Wada wszyst-
kich tych rozwigzan jest réwniez fakt, ze moga one byé wykonywane tylko na niskie
predkoéci (duze liczby biegunéw), w przeciwnym przypadku sprawnosci ich szybko maleja.

Dla silnika sferycznego zostal podany w dyskusji do artykulu Williamsa koszt takiego
silnika w poréwnaniu z normalnym silnikiem klatkowym tej samej mocy jak 3,4 : 1. Wobec
tego koszt silnika sferycznego bedzie sie ksztaltowaé

st = 0,6 '.3:4Kpiers'c' = 2:04sz‘ers’é- | ' (27)

Logmotor — sklada si¢ w zasadzie z dwéch oddzielnych .maszyn — transformatora
obrotowego o uzwojeniach rozlozonych logarytmicznie na stojanie i wirniku i wlasciwego
silnika z logarytmicznie rozloZonym uzwojeniem na stojanie i wirnikiem klatkowym.
Poniewaz zaréwno stojan transformatora, jak i silnikasa ,,lukowe”, to znaczy, obejmuja
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one tylko czeéé obwodu wirnika (przerwa od 1/4 od 1 /3 obwodu), to wykorzystanie ich
przy tej samej mocy jest odpowiedniol mniejsze. Dlatego przyjeto koszt ich zwigkszy¢
o odpowiedni mnoznik (1,5)**. Wykonanie uzwojenia roztozonego wedlug funkcji logaryt-
micznej jest bardzo trudne i pracochtonne. Aby to uwzglednié, przyjeto dla transformatora
(dwa uzwojenia rozlozone logarytmicznie) mnoznik 1,5, a dla silnika (jedno uzwojenie
roztozone logarytmicznie) mnoznik 1,2. Koszt transformatora oszacowano wigc

Krp = (1,5 1,5 * Kpierse ® 2Kpierses
a silnika (klatkowego)
K = 0,6(1,5)* - 1,2K ierse & 1Kpierss,
stad wynika calkowity koszt logmotoru
K; = Krp+Ksp = 3Kpierse. (28)

Przy obliczaniu kosztéw budowy silnika z regulacja za pomoca przesuwnikéw fazo-
wych oprécz kosztu budowy samego skomplikowanego silnika trzeba uwzglednié¢ koszt
dwéch przesuwnikéw fazowych. Sam silnik posiada wirnik klatkowy, a stojan o obwodzie
magnetycznym huikowym (jak w logmotorze), na ktérym nawinigte sa trzy uzwojenia trdj-
fazowe roztozone w sposéb skomplikowany, stad otrzymaé mozna jego koszt

Kso: = 0,6(1,5)%*  1,8Kpiersc X 1,5Kpiersc-

Przyjmujac, ze przesuwniki fazowe sa na niepelna moc (0,6 mocy silnika) i sa wykonane
jak normalne silniki uzwojone, otrzyma si¢ koszt dwdch przesuwnikow

Kprrzes = 2(096)3/4Kpiers’é = 1,36Kpiers'c':
a wiec catkowity koszt tego urzadzenia _
Ko; = Kso:+ Koy przes = 2,86Kpiersc (29)

Otrzymane powyzej dane co do kosztéw budowy poszczegdlnych ukladéw obrazuje
wykres pogladowy podany na rys. 6, na ktérym podano ponadto koszty budowy silnika
komutatorowego pradu zmiennego, silnika Schragego i prostego uktadu Leonarda wedtug
danych z dyskusji do artykulu Williamsa [8].

Z wykresu na rys. 6 jasno wynika, Ze pod wzgledem kosztéw budowy silnik z regulacja
za pomoca zmian sprzeZen magnetycznych jest najtanszy biorac pod uwage jego duzy
zakres regulacji. Fakt, ze wyniki powyzszej analizy zostaly osiagniete droga spekulacji
szacunkowej nie powinien umniejsza¢ ich koficowego efektu — dosy¢ jasnego uszeregowa-
nia kosztéw budowy réinych sposobéw ciaglej regulacii predkoséci obrotowej. Wynikie
bowiem z takiego podejécia ewentualne pomytki nie powinny by¢ wielkie i nie wprowadza
istotnych zmian wyniku koficowego. coem )

Aby wszystkie opisane tu sposoby regulacji mozna byto poréwnaé pod wzglegdem ich
sprawnoséci podczas regulacji, nalezy tak dobraé wspétczynniki k, i &, aby sprowadzi¢
przebiegi ich sprawnosci do wspdlnego mianownika. _

PoniewaZ rozpatrywane maszyny sa male, o mocach od 1 kW do 10 kW, dlatego jako
silnik odniesienia przyjeto silnik pierécieniowy 3,5 kW, p = 2. Wtedy 9,,(Pos) = 0,8.

Dla sposobéw regulacji, gdzie obiektem jest normalny silnik pierécieniowy, przyjeto
do rozpatrywan oczywiscie silnik o mocy odniesienia, a wigc wszedzie tam wspdtczynniki
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k., beda réwne jednosci. Réwniez dla silnika z regulacja przez zmiang sprzgzen magne-
tycznych przyjeto wspétezynniki k, i k,, — réwne jednosci, gdyz wykonanie takiej maszyny
0 sprawnosci réwnej sprawnosci normalnego silnika pierécieniowego jest zupetnie mozliwe.
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Rys. 6. Poréwnanie kosztéw budowy silnikéw i ukladéw posiadajacych mozliwosé ciaglej regulacji pred-
. kosci obrotowej

Modele silnikéw ,,sferycznego™ i ,,Logmotoru” wykonane byly na nieco rdzne moce
niz silnik odniesienia, dlatego w tych przypadkach wspolczynniki k,, sa rézne od jednosci.

Jezeli chodzi o wspdlczynnik k, — korygujacy ogdlna sprawno$é uktadu, to w wiek-
szoci rozpatrywanych przypadkdw jest on rézny od jednosci. Dia regulacji przez zmiane
czgstotliwodci przyjeto, ze sprawnoéé ogdlna ukladu, uwzgledniajac sprawno$¢ przetwor-
nicy czgstotliwosci i jej silnika napedowego (a wigc trzech maszyn) oraz dodatkowych
urzadzen zmienia si¢ z wykladnikiem 2,5 w stosunku do sprawnosci normalnej pojedyn-
czej maszyny pierscieniowej. Przyjecie takic jest na pewno za lagodne, uwzglednia jednak
fakt, ze jako silnika przy tej regulacji mozna uzy¢ silnika zwartego o nieco wyzszej spraw-
noéci niz pierScieniowy

g, = (nnp)z’s,

stad przy przyjeciu za 7,, = 0,8

' k= Y s g 076
nnp nnp

Przy regulacji napieciem zasilajacym przyjeto zmniejszenie sprawnosci na straty
w urzadzeniu do regulacji o 5%, co réwniez jest optymistyczne. Dla pozostatych rozwigzan
przyjeto jako sprawnos$ci znamionowe sprawnoséci podawane w literaturze dla zerowych
polozen uktadéw regulacyjnych. '

W tablicy 1 podano wsp6tezynniki korygujace i znamionowe sprawnosci wzgledne dla
wszystkich rozpatrywanych tu sposobéw regulacii. '
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Tablica l
3
Lp. Sposob regulacji N Mnp &; ky km ,7'wn
&
1 | Regulacja przez zmiang fi 0,573 0,800 0,716 1,000 0,716
2 | Regulacja przez zmiang R, 0,800 0,800 1,000 1,000 1,000
3 | Regulacja przez zmiang Ui 0,760 0,800 0,950 1,000 0,950
4 | Regulacja przez zmiang ¥, 0,800 0,800 0.8 1,000 1,000 1,000
5 | Silnik ,,sferyczny” 0,630 0,830 ’ 0,760 | 0,964 0,732
6 | ,,Logmotor” 0,550 0,765 0,718 1,045 0,752
7 | Silnik z regulacja przesuwnikami fa- , )
zowymi 0,571 0,800 0,714 | 1,000 0,714

Rysunek 7 przedstawia zaleznosci sprawnosci ogdlnych od predkoéci obrotowej dla
wszystkich oméwionych tu sposobéw regulacji, po uwzglednieniu wspdtezynnikéw kory-
gujacych, podczas regulacji przy stalym momencie.
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Rys. 7. Zaleznosci ogoélnych sprawnosci od predkosei obrotowych dla réznych sposobow regulacii przy
stalym momencie ’
1 — regulacja przez zmiang fi, 2 (2a) — regulacja przez zmiang R;, 3 — regulacja przez zmiang U, 4a — regulacja przez zmiang
s (zasilanie od strony wirnika), 46 — regulacja przez zmiane v, (szeregowe zasilanie stojana), 4¢c — regulacja przez zmiang
sy (véwnolegte zasilanie stojana), 5 — silnik sferyczny, 6 — ,,Logmotor”, 7 — silnik z regulacja przesuwnikami fazowymi

Widoczne jest, ze dla zakreséw regulacji do 0,6 predkoéci znamionowej, sposob regu-
lacji predkosci przez zmiane sprzezef magnetycznych (dla zasilania od strony wirnika —
krzywa 4a) jest ekonomiczniejszy nawet od regulacji czestotliwosciowej (krzywa I). Dla
wiekszych zakreséw regulacja jest juz mniej ekonomiczna, cho¢ réznice sa poczatkowo
niezbyt duze. Mozna stad wysnué wniosek, Ze dla napedéw urzadzefi, ktére wymagaja
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regulacji w niewielkich granicach przez dluzszy okres czasu pracy i nawet duzych, ale
krétkotrwalych obnizek predkoséci sposSb ten okazuje si¢ najlepszy. Regulacja tym spo-
sobem jest znacznie ekonomiczniejsza od regulacji napieciowej, ktéra posiada ponadto
ograniczony zakres zmian predkosci. Réwniez silniki, ktére podane sa krzywymi 5, 6 i 7
majq gorsze sprawnosci. Wyjatek stanowi tu ,,Logmotor” (krzywa 6), ktéry przy wymaga-
nej diugotrwalej regulacji w duzym zakresie predkosci moze okazaé sn@ korzystniejszy pod
wzgledem ekonomicznym. Wszystkie te trzy silniki maja t¢ wyzszo&¢, ze posiadaja (wpraw-
dzie ograniczona) mozliwo$é regulacji w gére, jednak trudno tu powiedzieé, ktére obroty
sa tu znamionowe. Z drugiej strony wiadomo, Ze sa to z zasady silniki wolnobiezne. Nawet
wigc przyjecie maksymalnych osiggalnych predkosci jako znamionowych nie poprawi
przebieg6w ich sprawnosci w znaczny sposéb.

Regulacja predkosci przez zmiang sprzgzen magnetycznych przy obu sposobach zasila-
nia od strony stojana okazuje si¢ mato ekonomiczna. Jedynie sposéb szeregowego zasilania
od strony stojana przy bardzo matych zakresach regulacji moze sie okazaé przydatny dla
specjalnych celéw.

Doda¢ réwniez warto, ze przyjeta tu w celu ulatwienia poréwnan regulacja przy stalym
momencie, stwarza pod wzgledem kosztéw eksploatacyjnych regulacji specjalnie trudne
warunki.

Przy rozpatrywaniu papgdu o innej zaleznosci momentu od predkosci obrotowej,
nalezy oczywiscie odpowiednio wyprowadzi¢ przebiegi sprawnosci wzglednych dla wszyst-
kich branych pod uwage rozwiazan i poréwnaé je ze soba. '

5. WNIOSKI

Analizujac przebiegi sprawnosci podczas regulacji predkosci obrotowej dla poszczegdl-
nych sposob6w i koszty inwestycyjne zwiazane z ich instalowaniem mozna scharakteryzo-
wac rozpatrywane przypadki pod wzgledem ekonomicznym nastgpujaco.

— Regulacja przez zmiang czgstotliwodci zasilania posiada dobre charakterystyki
zmian sprawnosci podczas regulacji w najwigkszym osiaganym zakresie zmian predkosci,
jednak koszt zainstalowania urzadzenia jest duzy. Stosowanie tego sposobu powinno sie
wigc ogranicza¢ do napeddw waznych i wymagajacych duzych zakreséw regulacii.

— Sposdb regulacji predkosci przez wlaczanie opornosci czynnych w obwdéd wtérny
maszyny obok stosunkowo niskiego kosztu budowy posiada do§¢ dobre przebiegi spraw-
nodci dla niewielkiego zakresu regulacji w doél. Dalsze rozszerzanie zakresu predkosci
zwiazane jest juz z duzymi stratami. Uklady takie powinny by¢ stosowane badz do napedéw
o regulacji w niewielkim zakresie, badZ do napedéw malej mocy, gdzie straty zwiazane
z regulacja nie sg duze.

— Regulacja predkosci przez zmiang napiccia zasilajacego okazuje sie najtansza pod
wzgledem kosztéw inwestycyjnych. Jej maty zakres i niskie sprawnosci ograniczaja jednak
w zasadzie stosowanie tego sposobu. Nalezy dodaé, Zze dzigki stosowaniu do regulacji
napigcia transduktoréw regulacja ta jest fatwa do sterowania elektrycznego i zautomatyzo-
wania. Fakt ten spowodowat, ze sposéb ten rozpowszechnit si¢ ostatnio — czesto w pota-
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czeniu z regulacja oporowa dla rozszerzenia zakresu. W tym przypadku jednak koszt
urzadzenia dos$¢ znacznie wzrasta.

— Silnik sferyczny tak pod wzgledem kosztéw budowy jak i eksploatacyjnych kosztéw
regulacji nie wydaje si¢ rozwiazaniem godnym polecenia. Maly zakres regulacji i fak,
e maszyna moze byé tylko wolnobiezna dodatkowo ogranicza mozliwosci jego stosowania.

— Logmotor posiada zachgcajace charakterystyki sprawnosci podczas regulacji i sto-
sunkowo duzy zakres zmian predkoéci, jest jednak bardzo skomplikowany i przez to
kosztowny. _

— Silnik z regulacja przesuwnikami fazowymi podobnie jak silnik sferyczny ma nie-
korzystne charakterystyki sprawnosci i maly zakres regulacji, a jego koszt budowy jest
jeszcze wWyzszy.

Sposéb regulacji predkosci obrotowej przez zmiang sprzezenn magnetycznych ma
w poréwnaniu z innymi rozwigzaniami regulacji duzo zalet. Zaréwno jego koszty eks-
ploatacyjne podczas regulacji, jak i koszty budowy okazuja sie korzystne na tle innych
sposobdéw, przy stosunkowo duzym zakresie regulacji. Odnosi si¢ to oczywiscie do zasilania
od strony wirnika, ktéry to sposdéb zasilania wykazuje dobre charakterystyki sprawnosci
podczas regulacji. Mozna wigc przypuszezaé, ze silnik taki bedzie konkurencyjng alterna-
tywa dla wielu napedéw wymagajacych ciaglej regulacji predkosci obrotowe;.

Podany w artykule sposéb postepowania umozliwia podjecie decyzji przy wyborze
optymalnego pod wzglgdem techniczno-ekonomicznym rozwiazania ukladu napedu przy
wymaganej ciaglej regulacji predkosci obrotowej. Przeprowadzone poréwnania daja
réwniez poglad co do przydatnosci rozpatrywanych sposob6w ciaglej regulacji predkoscei
obrotowej przy regulacji ze stalym momentem obciazenia.
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J. BORKOWSKI

COMPARISON OF VARIOUS METHODS OF STEPLESS SPEED CONTROL OF THE INDUCTION
MOTORS FROM THE TECHNICAL AND ECONOMIC POINTS OF VIEW

Summary

Many of the modern alternating current electrical drives require a continual change of their rota.
tional speed in the process of work. In working out general designs of these motors it is necessary to take
into consideration—besides the technical aspects — also the economic factors. The article presents a method
of procedure enabling to determine which of the methods of the stepless speed control is most advantageous
from the technical and economic points of view. Discussed in the article are the investment costs connected
with the installation of various solutions referring to this kind of electrical drive as well as the changes of
efficiency occurring during the process of control, thus the changes in the exploitation costs.

There has been introduced here the concept of general relative efficiency shown by formula (3) which
enables the comparison of various solutions of the stepless spéed control.

Several of the conventional and of the new methods of obtaining the stepless speed control by the
constant load torque have been compared and on the basis of these comparisons the method of procedure
has been explained.

The diagram in Fig. 6 shows the construction costs and Fig. 7 — the changes of efficiency in the process
of the stepless speed control after the methods discussed here. In conclusion the author gives brief character-
istics of the usefulness of the particular methods of control.

J. BORKOWSKI

LA COMPARAISON DES METHODES DIFFERENTES DU REGLAGE COULANT
DE LA VITESSE DE ROTATION DES MOTEURS ASYNCHRONES A L'’EGARD
TECHNIQUE ET ECONOMIQUE

Résumé

Beaucoup des commandes électriques contamporaines de courant altérnatif exige le changemen
coulant de leur vitesse de rotation pendant le travail. En projetant leur conception générale il faut considérer
outre les possibilités techniques aussi les facteurs économiques. Dans Iarticle on a donné la méthode
d’agir pour obtenir la décision juste, quelle solution du réglage coulant de la vitesse de rotation en utilisan
es moteurs asynchrones est la plus commode 4 P’égard technique et économique. On a étudié également
es frais d’amenagement liés & I'installation de différentes solutions techniques d’une telle commande,
ainsi que les changements de I'efficacité de I’appareil au cours du réglege, c. 4 d. les changements des frais
d’exploitation.

On a introduit la notion de efficacité générale rélative évaluée par la formule (3), qui permet de comi-
parer mutuellement les solutions différentes réalisant le réglage coulant de la vitesse de rotation.

On a comparé quelques classiques et quelques nouveaux moyens d’obtenir le réglage coulant de la
vitesse de rotation 4 moment de charge constant et sur cet exemple on a expliqué la méthode d’agir. Le
diagramme sur la fig. 6 donne les frais de construction et la fig. 7 présente les changements: de I’efficacité
au cours du réglage de la vitesse de rotation 4 I'aide des moyens considérés ci-dessus. Dans les conclusions
on donné les caractéristiques concises de I’utilité des moyens particuliers du réglage.
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J. BORKOWSKI

VERGLEICH VERSCHIEDENER METHODEN DER STUFENLOSEN DREHZAHLREGELUNG
DER INDUKTIONSMOTOREN IN TECHNISCHER UND OKONOMISCHER HINSICHT

Zusammenfassung

Viele neuzeitliche Wechselstrom elktroantriebe erfordern eine stufenlose Regelung ihrer Drehzahl wih
rend des Betriebes. Bei der grundsitzlichen Auslegung dieser Antrieben miissen neben den technischen Ges-
ichts punkten auch die Skonomischen Faktoren beriicksichtigt werden. Der Artikel enthélt die Handlungs-
weise bei Entscheidung welche Anordnung der stufenlosen Drehzahlregelung im Falle von Induktionsmotoren
die vorteilhafteste, in technisch-ckonomischer Hinsicht, ist. Betrachtet wurden sowohl die Investitions-
kosten die mit der Anwendung verschiedener technischen Anordnungen dieses Antriebes verbunden sind,
als auch die Anderungen des Wirkungsgrades wéhrend des Betriebes d.h. die Anderungen der Betriebs-
kosten. Der Begriff des relativen Gesamt-Wirkungsgrades, nach Formel (3), wurde eingefiihrt zwecks
Ermoglichung des Vergleiches verschiedener Anordnungen der stufenlosen Drehzahlregelung.

Einige herkommliche und neuzeitliche Anordnungen welche die Erzielung einer stufenlosen Drehzahl-
regelung bei konstantem Lastmoment sichern, wurden verglichen und an Hand der letzteren Beispiele die
Behandlungsweise des Problems erldutert. Das Diagramm Abb. 6, gibt die Anlagekosten und die Abb. 7
die Anderungen des Wirkungsgrades wihrend der Drehzahlregelung nach den angefiihrten Methoden, an.
Als eine Schlussfolgerung liefert der Verfasser kurze Charakteristiken der Anwendbarkeit der einzelnen
Regelungsmethoden.

E. BOPKOBCKHU

CPABHEHMNE PA3JIMUHbBIX CIIOCOBOB IITTABHOI'O PEI'YJINPOBAHMA BPAIIATEJIEHOM
CKOPOCTHY ACHXPOHHBIX ,IIBI/II‘ATEJIEPIY 10 TEXHUKO-2KOHOMIUYECKUM
COOFBPAXKXEHIAM

Pesmome

Muorune COBPEMCHHBIE 3JICKTPOIPHUBOILI HCPEMCHHOT'O TOKaA TpeGyIOT, yTOObI HX CKOPOCTH BpPa-

| IeHMs MSMEHSJIACH BO BpeMS pabOThl NNAaBHBIM oOpasoM. Ilpy NpPOSKTHPOBAHHN MX ofueil KoH-

HENNAK HAZO OPHHAMATh BO BHUMAHHE KDOME TEXHHUECKUX BOSMOMKHOCTEH TAIOKE IKOHOMHMUCCKHUC
(axTopel. B crathe mpmBeeH METOR AEHCTBUS IPH BBICOPE PEIICHUSA O TOM, Kaxoli BapUaHT IIaBHOM
PETYIPOBKE CKODOCTH BpPallleHHUs NPH HCUIOJB3OBAHHM ACHHXDOHHBIX ABHUTATENIEH SBIISETCA CaMbIM
BLITOIHBIM TI0 TEXHHKO-9KOHOMIUECKIM COOGP@KEHIAM . PaCCMOTPEHBI TAK MHBECTHIHOHHDIC H3/ICPIKEHE,
CBASAHHBIE C WHCTAJANMEH PAasHbIX TEXHUUECKHX BapUAHTOB TAKOTO MPHBOMA, KAK M M3MCHCHUA K03(h-
(UIMeHTa OE3HOTO NEHCTBUS YCIPOMCTRBA BO BPEMsA PETyIMPOBAHUA, TO ECTh NSMCHCHMA OKCILIyaTa-
LMOHHBIX 3aTpaT. .

BBejieHo MOHATHE OBILEr0 OTHOCHTETBHOTO KOI(MUIHEHTa TONESHOTO ACHCTBUS CHCTEMBI, IPEA-
craByenHoro dopmyitoif (3), KOTOpas JaeT BO3MOIKIOCTE CPABHUBATE [APYT C APYTOM PASHBIE BAPUANTLL,
PeamusupyIomue IIABHYI0 PETYIMPOBKY CKOPOCTH.

IIpoBefeHo CPABHEHRE HECKOIBKUX KIACCHUECKUX ¥ HECKOJBKUX HOBBIX cIocoG0B MOIYyYEHUA IIAB-
HOM PEryJHPOBKU CKOPOCTH IPH IOCTOSHHOM MOMEHTE HATPY3KH U HA STOM IPHMEDPE OBl BLISCHEH
meron mefictBusA. I'padux Ha puc. 6 NPUBOAWT U3NEPHKKHU HA IIOCTPOCHHC, & PHUC. 7 msmMeHEHUE Ko3d-
dUIMEHTa IIONE3HOTO AeficTBUA BO BPEMS DETYIUPOBAHKA CKOPOCTM BPAINCHUA DACCMATPHBACMBIME
3mecs crrocoGamu. B BRIBOJAX MpUBEAEHBL KPATKYE XApaKTEPUCTHKA IPUTONHOCTH OTACHBHBIX crroco6oB
PETyIMPOBAHUA.

12 Rozprawy Elektrotechniczne
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Uogélniona metoda obliczania strat rozproszeniowych
w stalowych czeéciach konstrukeyjnych

Rekopis dostarczono 15.3.1967

W pracy [1] oméwiono kilka metod obliczania strat w masywnych stalowych czedciach
konstrukeyjnych, wywolanych strumieniami rozproszenia, oraz podano szczegblnag metode
obliczania tych strat w $cianie stalowej w przypadku, gdy w poblizu przebiegaja szyny rOwno-
legle z pradem. Mimo wyraznych postgpow w tej dziedzinie problem opracowania ogolnej
prostej metody, nadajacej si¢ do zastosowania w nieco bardziej skomplikowanych ukladach
pozostaje nadal otwarty. Elektroniczne maszyny cyfrowe stworzyly obecnie nowe mozliwosci
rozwiazania tego zagadnienia, bez cofania si¢ przed zmudnymi i skomplikowanymi oblicze-
niami. Wykorzystujac mozliwosci maszyn matematycznych mozemy wyprowadzi¢ wzory
ogélne, a skomplikowane rachunki i catkowania przeniesé do wspolczynnikow, ktore z do-
wolna praktycznie dokiadnoscia moga byé obliczone przy pomocy maszyny cyfrowej. Praca
niniejsza jest przykladem takiej metody.

METODA OGOLNA

Obliczanie strat mocy i lokalnego nagrzewania w nieaktywnych masywnych stalowych
czeéciach konstrukcyjnych umieszczonych w silnych polach elektromagnetycznych sklada
sie z dwéch podstawowych zadan: v

1) z wyznaczenia rozktadu pola magnetycznego na powierzchni ciala,

2) z obliczenia pola elektromagnetycznego i strat mocy czynnej i biernej w masie
materiatu.

Pierwsze zadanie z dostateczna dla praktyki dokladnoscia i dos¢ latwo moze by¢
rozwiazane metoda odbi¢ zwierciadlanych, metoda Rotha lub metoda Rogowskiego.
Znajdujemy w ten sposéb rozktad skladowej normalnej natgzenia pola magnetycznego
na powierzchni ciala od strony powietrza H,o(x, ), przy zalozeniu upraszczajacym, Ze
przenikalno$¢ stali jest nieskoficzenie duza w stosunku do przenikalnosci powietrza.

Trudniejszym na ogél zadaniem jest rozwiazanie podstawowych réwnan pola elek-
tromagnetycznego:

B . .
rot = vE;  rotE = — 5 divB=0; divE=0 )
we wnetrzu stali z uwzglednieniem zmienne; przenikalnoéci u. To drugie zadanie jest
gléwnym przedmiotem niniejszej pracy. )

Zakladamy dla uproszczenia rozumowania, ze wszystkie sktadowe pola sa harmonicz-
nymi funkcjami czasu H,, = H,,e/*t i zmieniaja si¢ w przestrzeni tylko wzdluz osi Y.i Z
(rys. 1). Ze wzgledu na ciagtos¢ strumienia wchodzacego do badanej czgsci konstrukcyjnej
funkcja rozktadu pola na powierzchni tej czeéci ma z reguly charakter okresowy (rys. 1).

12*
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Przy dalszych obliczeniach zastosujemy pdSlempiryczna metode uproszczona polegajaca
na tym, ze wszystkie obliczenia prowadzimy wstepnie przy stalej przenikalnosci, a nastepnie

y

Py

N

Hzom (y,0)

N
\

S

o

_'L?;-m (y,z)

\

Powietrze Stal y,y
to,7=0

Rys. 1. Pole na powierzchni polprzestrzeni stalowej

przenikalno$¢ t¢ uzmienniamy w koficowych wzorach teoretycznych., Metoda ta ma tylko
czeSciowe uzasadnienie teoretyczne, jednakze czesto Jest stosowana i daje poprawne
wyniki. Wyniki te jednak trzeba zawsze sprawdzaé dos$wiadczalnie.

Z réwnan (1) droga prostych przeksztalcen przy M = const otrzymujemy dla wnetrza
metalu réwnanie przewodnictwa:

aszm a21‘{zm 2
- ayz +_322 *(tzms (2)

gdzie stale o = ij,uy =(+Nk i k= l _wg_y

charakteryzuja wlasnosci fizyczne stali.
Rozwiazujac réwnanie (2) metoda rozdzielania zmiennych Fouriera [1], dla ukladu
przedstawionego na rys. 1 otrzymamy:

Hzm(y, z) = Z C,,sin(n;) e ]/a2+(" %)2 .z' (3)
n=1 5

Na powierzchni, dla z = 0, réwnanie to przybiera postaé:

Hzm(ys 0) = 2 CnSin (n%y) = %Hzom(y): (4)
n=1

gdzie m odpowiada liczbie uwzglednionych harmonicznych rozktadu funkcji H,,,(») na
szereg Fouriera.

Poréwnanie réwnan (3) i (4) wytycza drogg Scistego rozwigzania matematycznego,
polegajacego na znalezieniu stalych C,. Jednakze catkowanie funkcji H,,m(y) w celu
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znalezienia stalych C, rozkladu (4) jest czgsto zbyt trudne. Dlatego w praktyce mozna
zastosowaé nastepujace uproszczenie.

Z reguly wystarcza uwzglednienie w analizie tylko kilku pierwszych harmonicznych
rozktadu przestrzennego — od 1 do m. Wtedy na przyklad dla wymiaréw rzedu 7 = 20 cm
im=3:

a\ 1
(m—) =0,22-10* =,
T m

podczas gdy dla stali o parametrach fizycznych p, = 500 do 1000 i y =7-10° _:1_’ przy
50 Hz: :

|03 = opy = (140 do 280)-104?1117.
Nie ulega wiec watpliwosci, ze dla niezbyt wysokiego rzedu harmonicznych (np. m< 5)

i dla wymiaréw obiektu wigkszych od kilku centymetréw mozna przyjaé z dostateczna dla
celéw technicznych doktadnoscia:

/T 7 _\2
V o2 (n%) ~q. 5)

Dzieki temu czynnik wyktadniczy we wzorze (3) mozna wynie$¢ przed znak sumy otrzy-
mujac z (3) i (4) przyblizony wzor na pole w metalu:

Hzm(y: Z) = _I:%Hzom(y: 0) -e%, (6)
Z réwnafh Maxwella dla H, = 0, E, = E, = 0:
By = joop | Hun(y, dy+C = —jopee™ - Fy, )
_ 1 aExm _ Ho —az . H W 1 —az
ym jw‘u oz - —[l/_ae Fy - (1+])M0V 2 ]/; Fy e H (8)

gdzie

| Fy= [ Hoan0,0) .| ©)

Stala C wyznaczamy z warunkow granicznych dla zadanego rozkladu pola na powierzchni.

Wystepujaca we wzorze (8) przeliczong przenikalno$¢ w postaci ——= wyeliminujemy
[u, .
wprowadzajac aproksymacje odpowiednio przeliczonej charakterystyki magnesowania
stali w postaci [1]: '

1 —
e = A+ AV | Hyml s (10)
Vi
Am m?

Vs 1 A2 = 0’13—V;.

gdzie zgodnie z [1] 4, = 14]/
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Po podstawieniu (10) do (8) otrzymamy po przeksztalceniach:

Hm — N p—az wy PR —kz
Hyp = =" (4141 i | Hyl) = —(1+)e Ho]/ L Fy (it A 0y Fy ).
Vi
(11)

Straty mocy czynnej i pob6r mocy biernej na jednostke powierzchni ciata réwnaja sie
wektorowi Poyntinga na powierzchni, wyznaczonemu ze wzordw Mi@®):

1 \ oy oy —
18zmol = =5 Bl Hyn = (hﬁ% (A}t Ao oy FS). (12)

Straty mocy czynnej i pobdr mocy biernej na jeden okres 27 i na jednostke dtugosci bada-
nego elementu wzdiuz osi X wynosza:

T

Py= [ S, 0ty = 14—08)0V 0y (a,+a,)/ap), (13)
gdzie:
A,u2 :
a = 2;/ a _j Fdy, (13a)
3 T
oy = 2t f Fjdy. (13b)
292 4.

Wspdtezynniki 1,4 i 0,8 we wzorze (13) sa liczbami przyblizonymi, uwzgledniajacymi
W sposob wypadkowy wplyw zmiennoéci przenikalnosci magnetycznej w glab stali i wpltyw
strat histerezowych na straty mocy czynnej i pobdr mocy bierne;.

Wspdlczynniki a; i a, sa tatwe do obliczenia przy prostym rozkladzie pola H,,,(y, 0)
na powierzchni. Przy bardziej ztozonym rozktadzie pola catkowanie metodami klasycznymi
jest zbyt trudne, by wzory (13) mogly mieé znaczenie praktyczne, catkowanie za$ graficzne
[1] jest zbyt ucigzliwe i niezbyt dokladne. Dopiero zastosowanie elektronicznych maszyn
liczacych pozwala dos$é szybko i z duza dokiadnoscia obliczyé wspdtczynniki @, i a.

WZORY OGOLNE W PRZYPADKU SINUSOIDALNEGO ROZKEADU POLA
. NA POWIERZCHNI STALI

Zal6zmy, ze rozktad sktadowej normalnej natezenia pola magnetycznego na powierzchni
plyty stalowej (rys. 2) wyraza si¢ wzorem:

Heon(9,0) = Hyonsin—y. (14)
Zgodnie ze wzorem (9):

Fy = szom(.% 0) . dy+c = _}}zomein%y ’ dy+C= %ﬁzom COS—:'y+C' (15)
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Warto$é skladowej stalej C we wzorze (15) zalezy od warunkéw granicznych. Rozréznié
tu mozemy 4 charakterystyczne przypadki (rys. 2):

Przypadek a Badany element ma skoriczony wymiar w kierunku osi y (szyna
stalowa), réwny zalozonemu okresowi rozkladu przestrzennego pola 27, a caly strumied

4y 4y
& -
) by : "d
Hzom Rini74] -
/ 7 H */j ﬁ20m<-/
Mo b :/// b~ :? W
0 N 0 L 2 z
0 Lo
s > 4’(349’ B
74 '/
a b 7

Rys. 2. Typowe przypadki rozkladu skladowej normalnej pola Hyzom na powierzchni polprzestrzeni stalowej

@ wnikajacy do stali zamyka si¢ w obrebie tego okresu (rys. 2a). Zgodnie z tym zalozeniem
mozna przyjaé dla obszaru y > 7i y<< —7, ze sktadowe pola réwnaja sig tam Hy,nm(y, 0) =
= H,, = 0. Ze wzoru (8) wynika zatem dla tego obszaru F, = 0, a ze wzoru (9): C = 0.

Podstawiajac wyrazenie (15) do wzoréw (13a) i (13b), po prostym calkowaniu otrzy-
mamy:

T

A i 4 f , T A i e A

a=—"2—f cos?—y dy = "% —HZ,..,

LT o Heem ) SOV Y T e e
A3t f e

ay, = ———Hgom cos’—y-dy=0.

2 2]/27_:3 J T}’ )

Podstawiajac z kolei otrzymane wsp6iczynniki do wzoru (13) otrzymamy moc pozorng
pobierang przez stalowa cze$¢ (rys. 2a) na jednostke jej dlugoscei:
A5 7

Py = (1,4—0,8)-1" oy wy - H,,. 16
_17( 1)2]/27:z Y oy (16)

Przypadek b. Powierzchnia stalowa jest nieskoficzenie rozlegta w kierunku osi
y, rozklad pola powtarza sig okresowo, a strumien zamyka sig w obrebie okresu 27 (rys. 2b).
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Stala C we wzorze (15) mozna wyznaczyé przyréwnujac strumieh wchodzacy do stali
na przestrzeni pétokresu 7 do strumienia w stali przy y = 0:

¢ 2ueT A
Pz = 0) =ty [ Hoon(y, 0) - dy = 0, arn
0

S0 =0 =p [ Hu(y = 0)-dz = poaFy(y = 0) [ e=dz = i (%I%,,,wc). (18)
0 0

Przyréwnujac (17) do (18) otrzymamy:
E‘Igzom = lﬁzom‘l_cy Skﬁd C= l-ﬁzom-
™ ¥
T A e
Zatem F, = ?Hzom (cos 7y—|—1) .
Zgodnie z (13a) i (13b):

A s, f( r ) 34,87 2,
a; = .'_—Hzm COS — +1 d = - — 'Hom> 19
Ty ) = y 222 (19)
Ap3n® o, f 54,37 A
ay=—200" g3 cos— +1) -a = 200 g
oy f g T 20

-t

Po podstawieniu (19) i (20) do (13) otrzymamy moc pozorna pobierana przez po-
wierzchnie stalowa (rys. 2b) na okres 27 i jednostke dtugosci wzdtuz osi X:

}_)sl B (1,4—0,8 ) 3;1’?_ w]/a)’y Hzam( 1—|—~§ﬂ]/5)71421f{20m) . (21)
\ '

Przypadek c. Powierzchnia stalowa nieskoficzenie rozlegla w kierunku osi y,
rozklad pola powtarza si¢ okresowo, a strumiefi wchodzacy do stali rozchodzi sie w obie
strony symetrycznie (rys. 2c).

Stalg C we wzorze (15) mozna wyznaczyé przyréwnujac tym razem strumien wnikajacy
na przestrzeni ¢wiartki okresu 7/2 do strumienia w stali w punkcie y = 0. Zmieniajac
zatem gorng granicg w catce (17) na 7/2 i przyréwnujac ja do (18), otrzymamy:

7/2
Iv?zam[—lcosiy} : = j“Hzom+C, skad C=0.
] T Jo i

Postepujac dalej analogicznie jak w przypadku (a) stwierdzimy, Ze pobdr mocy po-
zornej przez powierzchnig stalowa (rys. 2c) na jeden okres 27 i jednostke dtugosci wzdhuz
osi X wyraza si¢ wzorem (16). Okazuje sie, Ze przy obliczeniach teoretycznych mozna
uklad rzeczywisty z rys. 2a zastepowaé uktadem teoretycznym z rys. 2c, podobnie jak to
uczynit Markwardt [2].
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Przypadek d. UHad jest analogiczny jak na rys. 2c z tym, ze fala sktadowej
normalnej nateZzenia pola magnetycznego na powierzchni stali H,,, biegnie w kierunku

osi y z jednostajna predkoscia —wﬁl
~ Chwilowa warto$¢ natgzenia pola magnetycznego w dowolnym miejscu na osi y, przy
polu biegnacym, wyraza si¢ wzorem:
H,(7,0) = ﬁzomcos(wt— —:—y) 22)
Chwilowa za$ warto§¢ przy polu nieruchomym w przestrzeni, ale oscylujacym w czasie,
zgodnie z (14) wyraza si¢ wzorem.:
A . T
Ho(y, 0) = HzomCOSE-SIN—y. (23)
Stosunek $rednich strat mocy czynnej na jeden okres czasowy T = —207:— i jeden okres

przestrzenny (podwdjng podziatke biegunowa) 2t wynosi zatem:

. T
2 1COsZwt- st?y .dt-dy

T 2¢
1 1 ~y 3 T
T ] B (“’f 7y)d"dy
g . 0 =2, 4
Posc. lf g
0

RS
Ctm il
>

gdzie Py, — straty przy polu biegnacym i Pos, — przy polu oscylujacym.

Wzoru (16) mozna wigc uzywaé takze do obliczania liniowych silnikéw indukeyjnych,
napedzajacych masywne ciato stalowe (np. szyne), mnozac przez 2 moc obliczona przy
pomocy wzoru (16). Takie same zastosowania moze mieé wymieniony wzdr do obliczania
mocy pola wirujacego w silnikach indukcyjnych z masywnym wirnikiem stalowym (nie-
skonczenie diugim).

MASZYNOWE OBLICZENIE STRAT MOCY W PLYCIE STALOWEJ
UMIESZCZONEJ W POLU SZYN ROWNOLEGEYCH

Rozpatrzymy obecnie nieco bardziej ztozony uklad, w ktérym wspOlczynniki a1 1 a2
do wzoru (13) nalezato oblicza¢ przy pomocy elektronicznej maszyny cyfrowej. Zagadnie-
nie to zostalo w zasadzie rozwiazane w pracy [1], jednakze brak wowczas tatwego dostepu
do maszyn matematycznych zmusit autora do zastosowania zmudnej metody graficznej,
co odbilo sie na znacznym ograniczeniu liczby, zakresu i dokladnosci obliczonych war-
toéci. Obecnie ten problem nie istnieje.

Zadanie 1., znalezienia rozktadu pola Hi.m(y, 0) na powierzchni stali dla pary szyn
(rys. 3), rozwigzano metoda odbicia zwierciadlanego [1]:

Hoo (3,0) = ng:bll G++b/2° | S+(+b/D) ] 29)

Db (b2
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gdzie: 5 = —H_Zi < 1 — wspdlezynnik uwzgledniajacy nicidealne odbicie pradu w po-

wierzchni stali wskutek skonficzonej przenikalnosci magnetycznej i reakcji pradéw wiro-
wych; i, — prad odbity (i, << i).

B -
<«

TR
e

b
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1=
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Rys. 3. Schemat rozkladu pola magnetycznego szyn réwnoleglth na powierzchni nieskoriczenie rozleglej
plyty stalowej

Zadanie 2., obliczenie mocy, rozwiazemy obecnie w nastepujacy sposéb.

Przy nieskonczenie rozleglej plycie stalowej rozktad pola (25) przypomina poczatkowo
odksztalcony przebieg sinusoidalny, jednakze nie ma on drugiego wezla na osi y (rys. 3),
lecz — od pewnej malej wartoéci poczynajac — zbliza si¢g asymptotycznie do osi y. Straty
mocy na powierzchni stali nalezy wiec obliczaé przy pomocy wzordw (13), (13a) i (13b),
ale nie w granicach od —7 do +7, lecz od —oco do +oco.

;  Podstawiajac (25) do réwnania (9) i stosujac regule de L’Hospitala stwierdzimy [1], ze
przy y — oo pierwszy skladnik prawej strony réwnania (9) dazy do zera. Poniewaz jedno-
czesnie przy y — oo nateZenie pola elektrycznego E,,, (7) musi dazyé do zera, wobec tego
F, - 0, a wigc stala C = 0.

y+b/2

Dokonujgc zamiany zmiennej: ¢ = p
1

w tak otrzymanym wzorze na F, (9), po
kilku przeksztalceniach mamy:
V21

B=n75

a[f(E—b/e)—AD), (26)
gdzie

_ 1+£2
0= Cer s

Calkowita moc pozorna pobierana przez plyte stalowa na jednostke dtugosci wzdtuz
osi X, obliczona wzorem (13), wyraza si¢ wzorem [1]:

—l—2arcth—2£2—arctg2 Z.
, ) ¢

A o
P, = (1408 t8@Voy ZIZ(A ki4-A oV oy Ik) @7
L5 ( ) 2]/27_:2 i 1K vz ]/27_: K, )
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gdzie:

1 b 2
b=y | [f(c——c;)—f@] a,

b/201

; (28)
1 b ’
“ = ey b,f o) o] }

2c1

Wspdlezynniki &, i k, ze wzgledu na ztozonosé funkcji podcatkowych obliczono przy
pomocy elektronicznej maszyny cyfrowej ,,ZAM-2 Beta” metoda numeryczng stosujac
kwadraturowy wzor Gaussa. Poniewaz catki oznaczone k; i k, maja granice niewlasciwa,
zbadano przedtem przebieg funkcji podcatkowych i ustalono (ograniczono) gérng granice
calkowania. Nastgpnie metoda Gaussa, przy pomocy bibliotecznego podprogramu Kat.

8k,
b
g =050

300 -
200 |-

100 - 1,80

0 7 4 6 8 0 z

Rys. 6. Wykres wspolczynnika geometrycznych proporcji szyn k,

Mechaniki Technicznej P. £. obliczono catki (28). Obliczenia wykonano dla réznych
wartosci b/c; = 0,5 ... 301 ¢,/c; = 1 —c0 0,5 do 10.
Cz¢8¢ wynikéw podano wykreslnie na rys. 4, 5, 61 7.

Podstawiajac wartosci liczbowe na stale 4,, 4, i Mo oraz przyjmujac wspéiczynnik od-
bicia # = 0,8 otrzymujemy ostatecznie:
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" —— straty mocy cZynnej W masywne] plycie w W/m:

P, = 1,12.10-1bf Yy I%(ky+5,3- 10-%,Vfy I), (29)
— pobdr mocy biernej przez plyte w var/m:

0, = 0,64.10-11bf Y Fy I (key+5,3 - 10k, V Fy ). (30)
(Wszystkie jednostki wedtug ukladu ,>S17).

b k
2
404—
i
| ey
L)
=) )
o I
30 | B B i
S
S
L S
S
20 |-
70
| 80
9,0
o+ 0
i i5
20
25
30
e = L i .
0 2 4 3 8 10 ,

4]

Rys. 7. Wykres wspolczynnika geometrycziych proporcji szyn &,

Wz6r (29) zostat sprawdzony doswiadczalnie w pracy [1]1 kilku innych. Nalezy jednak
zaznaczyé, ze wspolczynnik odbicia moze w pewnych warunkach by¢ mniejszy niz przyjeta
warto$é 0,8 i wtedy zmierzone straty moga wypas¢ nieco mniejsze od obliczonych tym
wzorem.

Jak wynika z wyprowadzonych wzoréw (16), 21)i (27), wykladnik potegi przy pradzie
lub natezeniu pola magnetycznego, jak juz wspomniano przy innej okazji w pracy [3],
zalezy od konfiguracji pola na powierzchni i moze byé w pewnych przypadkach réwny 2
[wzér (16)], 2 w innych — wigkszy od 2 [wzory (21) i (27)]. Petne wyjasnienie tego za-
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gadnienia ma istotne znaczenie dla badania wielkich maszyn elektrycznych i transforma-
toréw przy pradzie mniejszym od Znamionowego [3].

Na zakoriczenie autor pragnie podziekowaé pani mgr inZ. L. Pasikowskiej za opracowanie programu
i przeprowadzenie obliczert na elektronicznej maszynie cyfrowej.

Politechnika Eddzka
Katedra Maszyn Elektrycznych i Transformatoréw
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J. TUROWSKI

THE GENERALIZED METHOD OF THE CALCULATION OF STRAY LOSSES IN SOLID
STEEL ELEMENTS

Summary

In recent years several important works were published referring to the question of stray losses in
a simple massive steel elements, but the problem of evaluating power loss in some more complicated struc-
tures remains open and is ever-present in any field of electrical engineering. Electronic computers are
giving new ways of resolving various problems mentioned above. The proposed generalised method of
evaluation of losses in steel plates placed in the given external field or in the presence of an altérnating
current carrying bus-bars is the next step in comparison with the previous works.

The calculation of stray losses in massive steel elements consists, in general, of two fundamental pro-
blems: 1) evaluation of electromagnetic field on the surface of a steel plate, and 2) evaluation of electro-
magnetic field and power loss inside steel.

The first problem can be solved with the aid of the mirror reflection method. In this way we can evaluate
the cross-component (normal-component) of the magnetic field on the steel plate surface. H,,,(y, 0)—
Fig. 1. The more complicated problem is to solve the fundamental Maxwell equations when the variability
of the magnetic permeability is taken into account. Therefore, to siplify the calculation, the permeability
will be initially assumed to be constant, and taken into account only later. This method is quite involved
and only an approximation, but is often used and has found an application in many works. The solution
obtained in this way be corrected by the introduction of constant coefficients: ca. 1,4 — for active power
loss and ca. 0,8 — for reactive power loss (see 13).

From the equations (1) a partial differential equation (2) is obtained. Using the Fourier method in
solving the equation (2) the field intensity (3) — inside the steel, and (4) — on the surface, is obtained,
where m is the order of the highest considered harmonic of the field Hom(y, 0) on the surface. The constants
Cy can be formed by analysing the funétion Hzom(y, 0) into a series. But the integration of the function
Hom in order to find the coefficients of the series becomes often involved. This may be simplified when
(5) is assumed., It follows from the assumption, that only harmonics of the lower order may be considered
in the analysis, neglecting the higher harmonics, not only because being the lowest, but also because the
influence of the field rapidly decreases due to the increase of the power exponent in formula (3).

Due to the homogeneity of the system in the direction of the X axis the only remaining components
of the field are H,, (6), Exp (7) and Hyn, (8).
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In order to eliminate the permeability x in the Formula (8) the actual magnetizing curve for steel is
recalculated and expressed by approximation (10), where 4, and A, are determined constants from the
actual magnetizing curve.

The Poynting vector on the surface (z = 0), which represents the distribution of the power losses on
the surface OXY is (12), where Fj, is the function of the place and geometrical arrangements of the exciting
current or distribution of the field intensity on the surface (9).

In order to find the total losses per one space period 27, and per unit length in the direction of the
X axis, the expression (12) must be integrated according to dy in the limits = ¢.

The coefficients @, (132) and a, (13b) are easy to calculate when the field distribution is of the sine
form (see 16, 19, 20, 21). As a result, the formula (16) for the active and reactive power loss per geometrical
period and unit length in the X direction corresponds to the field distribution shown in Fig. 2a and 2c.
The formula (21) corresponds to the Fig. 2b. The losses at the running or rotating field are two times higher
(24) than at the oscillating one.

In the final part of the paper the computer calculation of losses in steel plate due to a bus-bars has
been made. ‘

Owing to the complicated subintegral function (25) which also contains a number of variable para-
meters, an electronic digital computer method of the calculation of coefficients a; and a, (13) was used.
The coefficient # in the formula (25) is the coefficient of decrease of the current due to the partial reflection
and displacement in phase of the reflected currents. At the field distribution (25) the Poynting vector (12)
must be integrated in the limits F-co. Consequently the total apparent power loss per unit length in the
direction of the X axis are (27). The integrals (28) have been calculeted numerical on the electronic computer
with the aid of the Gauss quadratic formula, in the limits of the geometrical proportions of the bus-bars
ble, = 0,5...30 and ¢,fe; = 1...10 (Fig. 3). The calculated factors k, and k, are given in Figs. 4, 5, 6 and
7. When the constants 4o, 4: and A» is substituted and 5 = 0,8 assumed it follows finally formulae (29) —
for active power loss and (30) — for reactive power loss.

The results obtained from the check by experiments as compared with the calculated results of the
unit losses (per length) in the steel plates due to the stray flux were given in papers [1] and [3], made with
the aid of graphical solution without the application of an electronic computer.

J. TUROWSKI

LA METHODE GENERALISEE DE CALCULER DES PERTES DE DISSIPATION
DANS LES PARTIES D’ACIER DES CONSTRUCTIONS

Résumé

Malgré de Paccomplissement dans les années dérniéres d’un nombre certain des travaux sur le calcul
des pertes de puissance dans les parties massives d’acier des constructions, il n’y a pas jusqu’au présent des
&laborations synthétiques quelconques. La majorité des travaux concerne des cas particuliers simples
qu’on a traites des maniéres différentes. Le probléme de calculer des pertes de puissance dans les schémas
un peu plus compliqués, de la maniére générale, reste toujours ouvert en dépit qu’il appartient toujours
au problémes les plus importants dans de plusieurs domaines de I’électrotéchnique. Les calculatrices digitales
électroniques ont ouvert les nouvelles possibilités & présent 4 la méthode générale des calculs.

Dans Poeuvre on a proposé une telle méthode généralisée de calculer les pertes de la puissance active
et passive dans les plaques massives d’acier situées dans le champ extérieur normal donné ou tout prés des
rails conduisant le courant altérnatif. : .

L’essentiel de la méthode c’est la dérivation de la formule générale (13), dans lequelle les coéfficients
a, et a,, dépendant de la configuration du champ extérieur, sont séparés-sous la forme des formules inté-
grales particuliéres (13a et 13b). On peut résoudre ces intégrales ou approximativement, en remplagant
la distribution du champ extérieur par une fonction 1égérement intégrable, par ex. une sinusoide (formule
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14), ou encore effectuer I'intégration numérique, avec une exactitude pratiquement 2 volonté, 3 I’aide d’une
calculatrice électronique digitale (formules 28 et figures 4 a 7). v

Un tel schéma de calculer corréspond & la voie normale de calculer les pertes de puissance dans les
parties massives d’acier des constructions utilisant les méthodes de I’électrodynamique. Ce calcul se compose
de deux partis essentiels:

1) de la détermination de la distribution de P’intensité du champ magnétique sur la surface du corps
étudié et

2) du calcul du champ électromagnétique et des pertes de la puissance active et passive dans I'intérieur
du matériel.

Le prémier probléme détermine les conditions indispensables de coté pour celui le second. Ce pourquoi
on peut réduire le probléme 2 4 la formule générale (13), et le probléme 1 — les conditions de coté — aux
formules auxiliaires (13 a et 13b), considérant le caractére spécifique du schéma.

On peut résoudre le probléme 1 4 I’aide de la méthode des réflexions miroir du courant dans la surface
de Pacier. On détermine de cette maniére la composante normale de I’intensité du champ magnétique sur
la surface de I'acier H,,m(y, 0) —fig. 1.

Une tache en général plus difficile constitue la solution des équations du champ €lectromagnétique (1)
considérant la perméabilité magnétique variable de I’acier. Dans 'oeuvre on a employé une méthode con-
nue simplifiée, consistante  effectuer tous les calculs en acceptant prémiérement la perméabilité cons-
tante et seulement dans les formules finales 4 considérer la variabilité de 4 en employant pour les chan-
gements Ie long de la surface — une approximation analytique (formule 10), ainsi que pour les change-
ments le fond du metal — les coéfficients constants : env. 1, 4 — pour la puissance active et env. 0,8 —
pour la puissance passive. Cette méthode 4 moiti¢ empirique demande la verification experimentale des
résultats. II faut ajouter, que toutes les études experimentales precedentes confirmaient la justice de cette
méthode [1].

Des équations (1) on a obtenu 1’équation (2) et ensuite, utilisant la méthode de Fourier 2 la resoudre,
on a obtenu I'intensité du champ magnétique (5) — dans I'intérieur de I’acier et (4) — sur sa surface de
cOté de I'acier, avec cela m c’est le numéro de la plus haute de considerées harmoniques du champ H o, (y, 0)
a la surface. Les constantes C, on peut déterminer en distribuant la fonction Hom(y, 0) en série de Fouriers.
Mais P'integration de cette fonction pour déterminer les coéfficients C, de série est souvent difficile. On
peut simplifier cette tiche en acceptant la simplification (5). Elle résulte de principe, qu’aux études il
suffit a 'ordinaire considérer seulement les harmoniques plus basses, en faisant abstraction des harmoniques
plus hautes. Car celles-ci sont non seulement en général beaucoup plus petites, mais aussi leur influence sur
le champ entier diminue vite 4 cause de I’accroissement de leur exposant de puissance dans la formule
3).

Acceptant 'uniformité du schéma envers ’axe X, on obtient comme les composantes uniques du champ
dans le métal Hyyy, (6), Exm (7) €t Hym (8).

Pour ¢liminer la perméabilité u de la formule (8) on a converti la caractéristique réelle de magnétisation

1 . . . .
B = f(H) del'acier sur = = f(H) et présenté a I’aide de I’approximation analytique (10), ou A, et 4, ce

Ve
ont les constantes de I’approximation.

La formule (12) présente le vecteur de Poyntig 2 la surface, exprimant la distribution des pertes de
puissance sur la surface OXY. La fonction Fy (9), qui se trouve dans cette formule, constitue la fonction
de I’emplacement et de la distribution géométrique du courant excitant ou de la distribution du champ
magnétique sur la surface.

Pour déterminer les pertes totales de puissance sur un période spatial 2z et sur I'unité de la longueur
le long de ’axe X il faut intégrer la formule (12) & dy dans linterval = 7. Les coéfficients a, eta, (13 a
et 13b) on peut calculer sans difficulté en cas de la distribution sinusoidale du champ (regarder les formules
16, 19, 20, 21 et fig. 2). En résultat de ces calculs on a obtenu les formules de la puissance apparente,
correspondant 2 la distribution du champ donnée sur Ia figure 2a et 2c — formule (16) et sur la fig. 2b —
formule (21).

Les pertes de la puissance en cas du champ courant ou tournoyant sont deux fois (24) plus grandes
que dans le cas du champ oscillant.
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Dans la derniére partie du travail on a présenté la méthode de calculer 4 I'aide de la calculatrice ler
pertes de la puissance dans une plaque d’acier posée dans le champ des rails paralléles. A cause de la forme
compliquée de la fonction sousintégrale (25), qui contient encore quelques paramétres variables & calculer
les coéfficients a; et a, (13a et 13b), on a appliqué une calculatrice digitale ZAM-2 BETA. Le coéfficient
7 dans la formule (25) c’est le coéfficient de la diminution du courant calculé a cause de non compléte
réflexion miroir du courant altérnatif dans la surface massive de ’acier. Dans le cas (25) de cette distribution
du champ sur la surface le vecteur de Poynting (12) doit etre integré dans I'interval F co. En résultat les
pertes de la puissance apparente sur I'unité de la longueur des rails s’expriment par la formule (27). Les
intégrales (23) ont été calculé i I'aide d’une calculatrice électronique digitale dans les limites des proportions
géométriques des rails b/c; = 0,5...30 et ¢/c; = 1...10 (fig. 3). On a calculé les coéfficients k; et k,, qui
sont présentés sur les figures de 4 a 7.

On a placé dans (27) les constantes #,, 4, et 4, et en acceptant 7 = 0,8 on a obtenu enfin les formules:
(29) — les pertes de la puissance active et (30) — la puissance passive. La formule (29) a été vérifiée expéri-
mentalement dans ’oeuvre [1], ou le calcul a été effectué graphiquement sans utiliser la calculatrice. Il faut
souligner, que dans de certains cas le coéfficient de réflexion peut résulter plus petit que la valeur acceptée
0,8. Ce cas est encore I’objet des études, qui continuent.

J. TUROWSKI

DIE ALLGEMEINE METHODE DER BERECHNUNG DER WIRBELSTROMVERLUSTE
IN MASSIVEN KONSTRUKTIONSEISENTEILEN

Zusammenfassung

Die Berechnung der Leistungsverluste und lokalen Erwérmung in unaktiven Stahlkonstruktionsteilen
die der Wirkung starker elektromagnetischer Felder ausgezetzt sind, besteht aus zwei grundsétzlichen
Aufgaben: 1) der Bestimmung der Verteilung des magnetischen feldes (Abb. 1, 2 und 3) auf der Oberfliche
der Metallteile, und 2) der Berechnung der Wirk — und Blindverluste in der Masse des Metalls.

Die erste Aufgabe kann ziemlich einfach und mit fiir praktische Zwecke geniigender Genauigkeit
durch Anwendung der Spiegelabbildungsmethode gelost werden. Viel schwieriger ist die Losung der
Maxwellgleichungen im Innern des Eisens bei der Beriicksichtigung der verdnderlichen Permeabilitit.

Die Feldkomponenten im Metall (6), (7), (8) wurden zuerst aus der Differentialgleichung (2) unter
der Annahme der konstanten Permeabilitit ermittelt, Nachher wurde in den erhaltenen Formeln die
Verinderlichkeit der Permeabilitit unter der Anwendung der Aproximation (10) und der halbempirischen
Neiman — Koeffizienten beriicksichtigt. Als Ergebnis erhielt man die allgemeine formel (13) zur Berechnung
der Wirk- und Blindleistungsverluste, bezogen auf ein rdumliche Period 2+ und die Léngeneinheit des
betrachteten Feldes langs der X — Achse.

Die Koeffizienten @, (13a) und a, (13b) konnen bei sinusformigen Verteilung (Abb. 2) der Feldstarke
H.om(», 0) leicht berechnet werden. Die Formel (16) gilt fiir Verteilung nach dem Abb. 2a und Abb. 2c,
und die Formel (21) — fiir Abb. 2b.

Bei der mehr komplizierten- verzehrten Form der Verteilungskurve H,,,(y, 0) bietet jedoch die Integra-
tion nach den klassischen Methoden allzu grosse Schwierigkeiten, als dass die erhaltenen Formeln irgendeine
praktische Bedeutung haben kénnten. Erst die Anwendung von Digitalrechenmaschinen bot die Moglichkeit,
die genannten Koeffizienten @, und a, schnell und mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen.

Nachstehend wird ein Beispiel der maschinellen Berechnung der Wirbelstromverluste in einer Stahl-
platte, die im Feld zwei parallel liegenden Schienen untergebracht wurde.

Aufgabe 1. Das Schienenpaar, zusaminen mit seinen Spiegelbild (Abb. 3) bildet ain Vierschienensystem,
fiir welches man nach der Superpositionsmethode die Feldstarkeverteilung Hop (v, 0) auf der Oberflache
der Stahlplatte (25) findet [1].

Aufgabe 2. Aus der Formeln (13) erhilt man: Formel (29) — als Wirkleistungsverluste in der massiven
Platte, und Formel (30) — als Blindleistungsverluste.
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Die Koeffizienten k, und k, werden mit Riicksicht auf die verwickelte Form der unter dem Integral
(28) stehenden Funktionen mit der elektronischen Digitalcomputer unter der Verwendung der quadrati-
schen Gaussformel berechnet. Die Berechnungen wurden fiir verschiedene Abmessungen der Schienen
bfe, und ¢,/c, ausgefiihrt. Ein Teil der Ergebnisse ist graphisch in der Abb. 4, 5, 6 und 7 angegeben.

A. TYPOBCKHU

OBOBHIIEHHLIM METOI PACUETA IIOTEPb PACCESHUS B CTAJILHBIX DJIEMEHTAX
KOHCTPYKIIUI

Pesmome

TTomMuMO BBIMONHEHNSA B MOCIERHKE FOALL Psia paGoT 10 BOIPOCAM Pacyuera IoTEph MOIIHOCTY B Mac-
CHBHBIX CTaJbHBIX KOHCTPYKIKOHHEBIX OJIEMEHTAX, OO CHX IIOP HeT CHHTETHYCCKEX Da3paboToK IpoG-
JIeMBbI. BOJBIIAHCTBO PabOT OTHOCHTCA K IPOCTALIM OTAEIBHBIM CIIyYasM, K KOTOPBIM IPUMEHSIINCE pas-
JMHUHBIE CrIoco0b! mopxoda. IIpobiema ofInero meToa pacuerTa IIOTEph MOIHOCTH B HECKOJBKO Goiee
CJIOKHBIX CHCTEM3X OCTAE€TCS OTKPBITOM, HECMOTPSI Ha TO, YTO IPKHAJIEIKUT OHA BCE EIIE K BayKHEIIIIM
BO MHOTHMX OTPACIAX OSNEKTPOTEXHEKY. OJEKTPOHHBIC BBIUKCIHATEIBHBIC MAIIAHLI OTKPLLTH TElieph
HOBBIE BO3MOXKHOCTH PasBHTHA OOILNETO METOA2 pacuera.

B paGore mpennaraetcs Taxod oGOGIIEHHBI METOA pacuera HMOTeph aKTHBHON W PEaKTUBHOH MOI-
HOCTH B MAaCCHBHDBIX CTaNbHBIX IUIUTAX, ITOMEINEHHBLIX BO BHCMIHEM M3BECTHOM MATHHTHOM IIOJE WK
BOMuSKH WHH ¢ TepeMEHHBIM ToxoM. CYIIHOCTBI0 METOfla ABJIACTCH BhIBoZ ofmuelt dhopmyner (13),
B KOTOPO# 33BHCHMBIE OT KOHMUIYPALKK BHEIIHETO IT0JIs KoshduimerTr: 4, 4 4, (13 a u b) Beigenensr
B BWJA€ OTJENBHBIX WHTETPANBHLIX (popmyn. VIHTErpanbl 3Ty MOYKHO PEUINTh WM HPHOIMAKEHHO — 3a-
MeIas AeHCTBUTENBHOS DACTIPEZE/ICHHME BHEIIHETO IO JIETKO MHTErpHpyolleHcs dhyHxumet, mamp.
curycouoil (popmyna-14), umm rxe — MOMKHO IPOBECTY HYMEPHUECKOE MHTETPHPOBAHUE C HMPAKTH-
YeCKH JEOGOH TOUHOCTEIO, C IIOMOILUBIO BJIEKTPOHHCH BBIUUCIATENEHON MAMIMHBI JYCKPETHOrO meiic-
TBuA (dopmyner 28 u puc. 4,5, 6, 7).

Taxas cxema pacyeTa BIOJIHE COOTBETCTBYET OOLIMHOMY X0y PAcueTa IOTEPh MOILHOCTY B CTANBHBIX
9JIEMEHTAX KOHCTPYKUKIL II0 METOMAM SJIEKTPOSUHAMUKEY. PacueT 9TOT COCTOMT U3 JBYX OCHOBHBIX 337ad:

1) u3 pacuera pacnpefeneHyss MarHUTHOTO IO HA HOBEPXHOCTH HCCIEAYEMOrO 3IEMEHTa, U

2) u3 pacdera 3JEKTPOMATHHTHOIO IIOJS ¥ IOTEPh KTUBHCH ¥ DEAKTHBHOM MOILIHOCTH B MACCE Ma-
TepHana,

IlepBas sagaua ompemeseT HEOOXONEMEIE TPAHUYHBIE YCIOBYS AIsi BTOPo# sagauu. Taxum oGpa-
30M, 33734y 2 MOXKHO CBecTH K oOelt dopmyne (13), a safauy 1 — rpaHuUHBIE YCIOBUA — K BCIOMA-
ratexsHbM Gopmynam (13 a2 ¥ b), yumTbiBaommm crermudbruecKye 0COGEHHOCTY, CHCTEMBI.

3agaua 1 moxkeT GBITH peIIeHa C IOMOLIBI0 METOHA 3€PKANBHBIX M30GDLHEANI TOKA B MOBEPXHOCTH
cramy. Takpm oGpasom IIONYYaroT HOPMAJIBHYIO COCTABJIAIOILYIO HANPSIKEHHUS MATHUTHOrO IIOJIA Ha
noepxrHOCcT® cTany Hzom(y, 0) — puc. 1.

Bonee Tpymmoii, B obmem ciydae, ABISETCS 3a4aya PENICHHsI OCHOBHBIX YPABHEHMHA B3IEKTPOMAr-
uurtHoro mojs (1) ¢ yuerom mepemeHHON MarHUTHON IPOHWITAEMOCTH cTamu, B pabore mpuMeHANCA n3-
BECTHBI YHPOIICHHBIH METOJ COCTOAITMI B TOM, UTO BCE PACUeThl IIPOBOSUIINCH IIPEAIOIIAras IOCTOgH -
HYI0 IPOHKIAEMOCTH H TOJBKO B KOHEYHBIX (POPMYJIAX YUHTHIBANOCH, UTO 4 MEPEMEHHAsI, IPH YeM A
MBMEHCHHI €€ BJJOJIb IMOBEPXHOCTY IIPHMEHSNACH AHANMMTHYECKAA ampoxcnmanys (bopmyna 10), a mus
U3MEHeHull Briy0b METaiia — IOCTOsIHHbIe Koddbduumentsr, ok, 1,4 — mma axkTuBHON MoOIHOCTH
¥ oK. 0,8 — mua peaxtuBroit. Takol METOX MOYKHO CUXTATE TIOTYSMINPHIECKIM i OH TPeByeT SKCHEpH-
MEHTAJIbHOM MPOBEPKH KOHEUHBIX pe3yibTaroB. CnemyeT moGaBuUTh, UTO BCE IPEABIAYIIHC SKCICPIMEH-
TaJIBHBIE HCCNEOBAHKA IOATBEPIIIN IPAaBUIBHOCTL 9TOr0 MeToma [1].

W3 ypasrennii (1) Gpui0 mostyueno ypasHene (2), a saTem pemmas efo merogom <Pypne — 6nira
TIOJIYUCHE HAIPSHKEHHOCTh MATHATHOTO Hons (3) — BHyTpu cramd, u (4) — Ha €8 HOBEPXHOCTH €O CTO-
POHBI CTaNH, I/ M-TIOPAMOK CamMol BBICOKOIH M3 YUHTHIBAEMBIX TapMOHUK N0 Hzom(y, 0) Ha moBepx-
Hocty. ITocTosuueie Cp MOXMKHO ONIPEEiUTh pasBuBas B pan Dypose dyuruuio Hzom(y,0). OpHako ke
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3TO HHTErPHPOBAHME UACTO 3aTPYAHHTENEHO. BOIPOC MOXKHO YIPOCTHTH, NPHHUMAS JonyuieHue (5).
BbITEKaeT OHO U3 TIOJIOYKEHWS, UTO IPH MCCICJOBAHUAX OOBIYHO NOCTATOWHO YUCCTH JIKLIb T'2PMOHUKHA
HESINNUX TOPSAKOB, IpeHeSperask BBHICIIMMY TaPMOHHKAMU, T. K. BBICIIAE T2PMOHUKE IIOJIA HE TONBKO
O6BITHO MHOI'0 MEHbINE HUSIINK, HO U BJMSHHAE UX HA BCE II0JIe ObICTPO NAfaeT BBUILY YBEIMUYCHUS IIO-
Kasarens creneHy B dopmyie (3).

TIpUHIMas, YTO CUCTEME OFHOPO/HA [0 OTHOIICHKIO OCH X, MBI IIOJIYUIUM B KaUECTBE COCTABJIAIOIIMX
TOIBKO Hzm (6), Exm(7) u Hym(8).

C 1eIBI0 WCKIIOUHNTH IIPOHMIAEMOCTD 4 U3 (bopmy.nm (8) MBI IEPECUNTAEM JIEHACTBUTEABHYIO XapaKTe-

PHCTHKY HAMAarHMY¥BAaHUA CTATIL B = f(H) na—= l/_ = f(H) u npeicTaBuM €€ C IOMOILBIO AHATMTHIECKOH

anpoxcumarmy (10), rae A; u A, — MOCTOAHHBIC AIPOKCHMALVH.

dopmyna (12) mpepcraemsier BexTop [ToMHTHHTA Ha NMOBEPXHOCTH, BBIPDKAOMIMI DACHpE/ENICHHE
HOTEph MOITHOCTH Ha mosepxHocty OXY. Bricrynaromas B srol dopmyne dyrxmua Fy(9) — apnserca
(DyHKIIHEHR MeCTa i TEOMETPHIECKOTO PACHPEAEIICHHA TOKA BOSOY>K/ICHIS MIIK PACIIPE/EIICHHA MaTHUTHOTO
OJIA Ha IIOBEPXHOCTH.

C menso HaitT obIIHe IMOTepH MOILHOCTH B OAXH IIPOCTPAHCTBEHHBIA NEpHod 27 ¥ HA EAUHANY
MIEHBL BOOJE ocH X, Beipakerre (12) crnemyeT puTerpnposarh o dy B IpeAenax T .

KoabdumuenTts: a; 4 a; (13 a u b) pacunTeIBaIOTCA JIETKO B CIIy9ae CUHYCORNATBHOTO PACTIPENEICHIA
mois (cm. 16,19, 20, 21 u puc. 2). B pesyssraTe 3THX pacueToB OB IOJIYYEHBI (DOPMYIIBI COOTBETCTBY-
OLIHE PACIIPENEIICHHIO TIOJISE, MPeACTaBICHHOMY Ha puc. 2 a i 2 ¢ — dopmyna (16) u Ha puc 28—
dopmyna (21).

TIoTepy MOIHOCTY IpH GETyIem IIOJC B BPAaINaIoleiiMcs moje B 2 pasa (24) Gombime uem IIpy me-
PEMEHHOM TIOJE.

B mocnepuei TaBe CTaThy DPHBOAXTCA METOX MAINHHHOI'O DAacyeTa HOTEPh MOIIHOCTH B CTAJIBHOR
IUTATE TIOMEILEHHON B IIONE HApajIENIbHBIX IIUH.

Vis-3a cioxHOR (hopMbl ToguETerpansioi ¢yuxuny (25) x pacuery kosbhbunuenTo a; u @, (13 a
1 b) IpUMEHAIACh SIEKTPOHHAS BEIUMCIMTENEHAS MAIiEa JUCKpeTHOro AeiictBus ZAM-2BETA.

Koadpumment 1 B8 dbopmyne (25) spuAercs KoabdUIHEHRTOM YMEHBIICHUS TOKA ¥3-32 HEIIOJHOIO-
3epKATBHOr0 M300payKeHnsT NeHCTBUTENFHOTO TOKAa B NMOBEPXHOCTH MAaCCHBHOM CTaiy.

IIpu TakoM pacipeieleHyy moJsi Ha mopepxaocTu (25) Bexrop Ilofimruura (12) cremyer meTEerpu-
poBaTh B Ipejenax --00. »

B peayssTaTe; MOTePH KaYKYIIEHCS MOLIHOCTY Ha eUHUIY [IHHBI ITHH BRIpAKar0TCca Gopmyoit (27).
Murterpans: (28) 6LLIM pacuUTaHbI HyMEPUYECKH, C IIOMOIIBIO 3JEKTPOHHON BHEIYNCTHTENLHON MaHb]
B IpEJiesax TeOMETPHUECKUX CooTHoueH i mme bjc, = 0,5...30 m ¢2/e; = 1...10 (puc. 3). Pacuuranusie
kosdbdumuente: k; u k., mpencrasnens: Ha puc. 4, 5, 6 u 7.

TToncraBisist B (27) OCTOSHHEIE o, Ay © Az, a Taroxe monarasa = 0,8 Oblim momyuens! GbopmysIbI:
(29) ~— ans axTHUBHEBIX MOTeph MormHOCTH ¥ (30) — HNsA pPeaKTUBHOH MOIIHOCTIH.

Dopmyna (29) GbLia IpoBepeHa IKCIEPUMEHTIBHO B pabore [1], Toe pacuersl NPOBOJWUIACE Ipa-
buuecky, Ge3 NUPUMEHCHYUS BBIYHCIMTEIPHON MAIIMHbBI.

CrefiyeT OTMETHATD, UTO B HEKOTOPEIX CIIYUasx K0o3(hHHUIMEHT HEMOIHOTO 3€PKaIbHOr0 B300payKeHus 1
MOXKET OBbITh HECKOJBKO MeHbllle mpuHsTol Benuunus! 0,8.



Wytyczne dla autoréw

Komitet Redakcyjny prosi autoréw o ulatwienie prac redakcyjnych zwiazanych z przygotowaniem
do druku nadestanych artykuldow przez przesfrzegam'e nastepujacych wytycznych przy przygotowaniu
maszynopisu:

1. Prace powinny by¢ napisane pismem maszynowym, na pojedynczych arkuszach formatu A4, je-
dnostronnie, z podwdjna interlinia (co drugi wiersz), z marginesem szerokosci ok. 3,5 cm z lewej strony.
Stronice numerowane. Artykuly nalezy nadsyla¢ w dwu egzemplarzach (oryginal i pierwsza kopia na pa-
pierze maszynowym).

2. Wzory i oznaczenia nalezy wpisywac re¢cznie, czytelnie, uzywajac jedynie liter tacifiskich i greckich.
Wskazniki nizej liter i wykladniki poteg nalezy pisaé szczegélnie dokladnie i wyraznie. Numery wzoréw
nalezy umieszczaé z prawej strony.

3. Kazda praca powinna by¢ zaopatrzona w streszczenie w jezyku polskim objetosci do jednej strony
maszynopisu oraz w cztery streszczenia w jezykach angielskim, francuskim, niemieckim i rosyjskim, z kt6-
rych dwa (w dowolnych jezykach) moga by¢ dluzsze, np. objetosci 1 strony na kazde 20 stron tekstu, dwa
za$ krotsze, objetosci 10—20 wierszy maszynopisu. W razie niemoznosci nadestania streszczen w jezykach
obcych autor dostarcza odpowiedniki w jezyku polskim, do kazdego jezyka oddzielny, podajac niezbedna
do wykonania ttumaczenia obcojezyczna terminologie.

4. Rysunki, wykresy i zdjecia nalezy wykonywac¢ na oddzielnych arkuszach z podaniem kolejnych nu-
merow rysunkdw. W tekscie i na marginesie, obok wiasciwego tekstu, nalezy poda¢ jedynie odnos$ny numer
rysunku. Natomiast pozadane jest zaopatrywanie rysunkéw w krotki podpis wyjasniajacy réwniez wtedy,
gdy rysunek omowiony jest w tekécie. Ostateczne wykonanie rysunku obowiazuje Redakcje.

5. Wszystkie rysunki, wykresy i zdjecia nalezy nazywaé w tekscie rysunkami (skrot: rys.) i nie stosowaé
takich okreflen, jak figura, szkic, rycina, fotografia. U samego dotu rysunku (a przy fotografiach na od-
wrocie) nalezy wpisaé¢ czytelnie numer rysunku, napis pod rysunkiem, tytul pracy i nazwisko autora.

6. Wszystkie tablice (unika¢ zbyt duzych), podobnie jak rysunki, nalezy wykonywaé na oddzielnych
arkuszach i numerowa¢ kolejno liczbami arabskimi. U géry kazdej tablicy poda¢ tytut (napis objasniajacy).
Wszelkie zestawienia nalezy nazywac¢ tablicami (nie tabelami).

7. Po zakonczeniu artykulu nalezy podaé wykaz literatury, wymieniajac w nastgpujacej kolejnosci:
nazwisko autora i pierwsze litery imion, po czym po dwukropku pehny tytut dzieta lub artykul, tytutu cza-
sopisma, tom, numer zeszytu, rok i miejsce wydania oraz ewentualnie numer stiony. Pozycje wykazu po-
winny by¢ ponumerowane, w tek$cie — powolania na numer pozycji w nawiasach prostokatnych, na przy-
kiad [3].

8. Redakcji przystuguje prawo do przeprowadzenia korekty stylistycznej i do dostosowania oznaczeri
oraz uktadu pracy do norm przyjetych w ,,Rozprawach”.

9. Autora obowiazuje korekta autorska, ktéra nalezy zwracaé w ciagu trzech dni. W korekcie autor-
skiej nie moga by¢ wprowadzane zadne poprawki tekstu ztozonego uprzednio w maszynopisie, ktére mo-
glyby spowodowaé konieczno$¢ przetamywania sktadu drukarskiego.

10. Autorowi przystuguje bezplatnie 25 egzemplarzy odbitek jego pracy. Dodatkowe egzemplarze autor
moze zamOwi¢ w Redakcji na wlasny koszt przy przesylaniu maszynopisu swej pracy.

11. Niezastosowanie si¢ autora do powyiszych wytycznych pociagnie za soba konieczno$é potracenia
z honorarium autorskiego kosztéw zwigzanych z doprowadzeniem dostarczonych przez antora materialow
do wymaganej formy.



INSTYTUT TECHNOLOGII ELEKTRONOWE]
POLSKIE] AKADEMII NAUK

ROZPRAWY
ELEKTROTECHNICZNE

TOM XIV-ZESZYT 2

KWARTALNIK

PANSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKOWE
WARSZAWA 1968



RADA REDAKCYJINA

PROF. TADEUSZ CHOLEWICKI, PROF. BOLESEAW DUBICKI, PROF. BOLESEAW KONORSKI,
PROF. STANISEAW RYZKO, PROF. TADEUSZ ZAGAJEWSKI

KOMITET REDAKCYJNY

Redaktor Naczelny
PROF. WITOLD NOWICKI

Sekretarz
JULIUSZ MIERZEJEWSKI {{
ADRES REDAKCIJI
Warszawa, Politechnika, Plac Jednosci Robotniczej 1
Katedra Teletransmisji Przewodowej, Gmach Elektroniki,
pokdj 483, tel. 21-007 w. 794
PANSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKOWE

Warszawa, Miodowa 10
Naklad 670 (539+4131) Oddano do skladania 24.1. 1968 r.
Ark. wyd. 19,0; ark. druk. 14,0 Podpisano do druku w czerwcu 1968 r.

1

Papier druk. sat. k1. III, 80 g, 70 x 100 Druk ukoniczono w czerwcu 1968 r. ,3\‘.?_;
2am6wienie nor 226/68 ) Cena zt 40.— N-25

Drukarnia im. Rewolucji Pazdziernikowej, Warszawa



ROZPRAWY ELEKTROTECHNICZNE—-TOM XIV —ZESZYT 2—1968

AJ . ;
_517:621.3,
JERZY OSIOWSKI
Rachunek operatorowy w dziedzinie dystrybucji
Rekopis dostarczono 16.10.1967
W pracy przedstawiono podstawowe problemy rachunku operatorowego w dziedzinie

dystrybucji. Po krotkim wstepie i wprowadzeniu w zagadnienia teorii dystrybucii w ujeciu
ciaggowym i w ujeciu funkcjonalowym (p. 2—5) podano w p. 6—8 najwaznicjsze definicje,
twierdzenia i wlasciwosci dotyczace dystrybucyjnego przeksztalcenia Laplace’a, przy czym
za podstaweg rozwazan przyjeto definicje przeksztalcenia Laplace’a dystrybucji podana przez
DoleZala [19]. W dalszej czgsci pracy (p. 9—13) oméwiono szereg roznorodnych problemoéw
z zakresu rownan rozniczkowych i teorii ukladow liniowych, w ktoérych metoda dystrybu-
cyjnego przeksztalcenia Laplace’a znajduje istotne zastosowania. Do problemow tych naleza
m. in.: rozwiazywanie réwnan rézniczkowych liniowych w dziedzinie dystrybucji, zagadnienia
splotu i rozwiazywanie dystrybucyjnych rownan splotowych, wyznaczanie dystrybucji od-
wrotnych, badanie pewnych wlasciwosci czwornikéw liniowych o transmitancjach wymier-
nych oraz zagadnienia zwiazane z uogdlnieniem twierdzenia Brune’a dotyczacego immitancji
dwojnikoéw pasywnych.

W zakonczeniu (p. 14—16) oméwiono krotko inne, znane w literaturze sposoby wprowa-
dzania przeksztalcenia Laplace’a w.dziedzinie dystrybucji oraz poréwnano je z ujeciem
przedstawionym w niniejszej pracy. W szczegblnosci wykazano, ze w zakresie dystrybucji
réwnych zeru w przedziale (— c0,0) definicje przeksztalcenia Laplace’a podane przez
Schwartza [21] i DoleZala [19] sa w pelni réwnowazne. Wyniki te maja znaczenia unifikujace
i umozliwiaja stworzenie jednolitego pogladu na problemy rachunku operatorowego w dzie-
dzinie dystrybucji, ktore, jak dotad, sa przez r6znych autoré6w przedstawiane bardzo rézno-
rodnie.

1. WSTEP

Celem niniejszej pracy® jest przedstawienie w skrocie aktualnego stanu wiedzy w za-
kresie uogélnionego na dziedzing dystrybucji rachunku operatorowego, oméwienie jego'
znaczenia w teorii obwodéw elektrycznych oraz wskazanie niekt6rych jego zastosowar,’
wykraczajacych poza klasyczne ramy. Pod pojeciem ,,uogdlnionego rachunku operatoro¥
wego” lub ,,dystrybucyjnego rachunku operatorowego” (w skrécie: DRO) bedziemy
rozumieli takie uogdlnienie klasycznego rachunku operatorowego, aby z zachowaniem
wszystkich swoich podstawowych wiadciwosci dziatat on jednakowo sprawnie zaréwno
w dziedzinie funkcji, jak i w dziedzinie dystrybucii®. "

Celowo$¢ takiego uogolnienia jest m. in. szczegdlnie wyrazna w teorii elektrycznych
obwodéw liniowych lub — ogdlniej — w teorii systeméw liniowych, w ktérej wiele pojeé:

1) Praca ta jest rozszerzeniem referatu wygtoszonego przez autora w ramach Sympozjum ,,Nowoczesne

- retody matematyczne w elektrotechnice”, zorganizowanego we wrzeéniu 1966 r. w Mielnie przez Oddziat
“.rszawski PTETIS. : )

.. 2 Autor z koniecznosci- zaklad‘a, iz czytelnikowi znane sg gtéwne pojecia i zasady teorii dystrybucii-
-yli teorii funkcji uogdlnionych), podane w licznych publikacjach podstawowych i popularyzatorskich,
~ [11, 12, [3], [4], [5] rozdz. 5, [6], [7]. Co
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i zagadnief (chociazby zwiazanych z tzw. odpowiedzia impulsowa) wyraznie ,,przerasta”
klasyczna analize matematyczng i wymaga poprawnego sformulowania w kategoriach
teorii dystrybucji. Z drugiej strony wladnie w teorii systeméw liniowych rachunek opera-
torowy znalazl najszersze i najistotniejsze zastosowania, stajac si¢ nie tylko metoda obli-
czeniowa, ale i badawcza. Znane sa przy tym od dawna préby wyjscia poza zakres klasycz-
nych funkcji, np. w postaci szeroko rozpowszechnionego i praktycznie uzytecznego for-
malizmu delt Diraca. Wprowadzone przez B. van der Pola przeksztalcenie Laplace’a delty
Diraca pozwolilo na formalne rozszerzenie rachunku operatorowego na obiekty niefunkcyj-
ne, rozszerzenie to jednak, podobnie jak caly formalizm delt Diraca, nie bylo matematycz-
nie poprawne, nie moglo zatem spelnia¢ roli ogdlnej metody badawczej. Mozliwosci te
stworzyla dopiero teoria dystrybucji i wywodzacy si¢ z niej DRO. Znaczenie DRO dla
teorii ukladow liniowych widzimy zatem:

a) w stworzeniu §cislego uzasadnienia dla formalizmu Dirac — Van der Pol i rozsze-
rzeniu jego zakresu (np. na rozne przeksztalcenia calkowe),

b) w stworzeniu $cistej, jednolitej metody badawczej, niezbednej dla dalszego rozwoju
ogolnej teorii uklad6éw liniowych.

Podobnie, jak w zakresie klasycznym, funkcyjnym, réwniez w dziedzinie dystrybucji
DRO moze by¢é realizowany w rozmaity sposéb. Mozna by tu wyrdzni¢ warianty DRO:

a) oparte na przeksztalceniach catkowych, odpowiednio uogdlnionych na dystrybucje,

b) oparte na nowych pojeciach, gtéwnie na odpowiednio definiowanym pojeciu opera-
tora.

Gléwne znaczenie (przynajmniej obecnie) wydaja si¢ mie¢ metody zaliczone do grupy a),
a wérdd nich metoda przeksztalcenia Laplace’a. Z uwagi na ograniczone ramy niniejszej
pracy w dalszym tekécie ograniczymy sie z koniecznodci tylko do omdwienia zagadnien
przeksztalcenia Laplace’a w zakresie dystrybucyjnym, pomijajac inne przeksztalcenia
calkowe, w tym réwniez przeksztalcenie Fouriera. Nalezy jednak podkresli¢, iz w dziedzinie
dystrybucyjnej, moze jeszcze bardziej niz w dziedzinie funkcyjnej, zwiazek miedzy prze-
ksztalceniami Laplace’a i Fouriera jest §cisly i nierozerwalny.

Wiérédd metod grupy b) na szczegélne wyrdznienie zastuguje rachunek operatoréw
Mikusiniskiego [8], oparty na innym niz dystrybucja uogdlnieniu pojecia funkcji. Poza
tymw grupie tej wyliczyé mozna szereg réznych metod, opartych nieraz na bardzo pomy-
stowych i oryginalnych koncepcjach (np. Bellert [9], [10], Bittner [1], DoleZal [12], [13],
[14], Livermann [15], Weston [16] i inni), w réZnym stopniu i zakresie wiazacych si¢ z pro-
blematyka dystrybucyjna. Z braku miejsca metodami tymi zajmowaé si¢ nie bgdziemy.
~ Jak wiadomo, w teorii dystrybucji rozpowszechnione sa dwa rézne jej ujecia: ujgcie
funkcjonatowe (Schwartz, np. [17], [18], [4]) oraz ujgcie ciagowe (Mikusifiski, np. [1], [2]).
W dalszym tekscie bedziemy korzystaé z obu tych ujeé.

Podamy teraz w wielkim skrdcie najwazniejsze definicje i oznaczenia. Czytelnika nie
znajacego teorii dystrybucji odsytamy do podanej juz literatury.

2. UJECIE CIAGOWE TEORIL DYSTRYBUCII

Niech f,(¢) — funkcje ciagle dla — o0 <t < 4-00. Ciag {f,(¢)} nazywamy ciagiem
podstawowym, je$li dla kazdego przedziatu [T}, To] istnieje taki ciag {F,(¢)} i liczba catko-
wita k£ >0, ze: ' ‘




