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Z. XOSOWICZ

EINFLUSS DES LAUFERDURCHMESSERS AUF DIE SELBSTBREMSUNGSVERHALTNISSE
VON ASYNCHRON-UMKEHRMOTOREN

Zusammenfassung

Im Artikel wurde der Einfluss des Durchmessers eines D-Laufers, der Nutenzah! und des Querschnitts
eines Lauferstabs eines Zweiphasen-Umkehrmotors mit Kifiglaufer auf ihre Selbstbremsungsverhiltnisse
hin untersucht. )

Diese Frage wurde an Hand eines Vollersatzbildes eines Zweiphasenmotors untersucht, dessen Para-
meter hinsichtlich ihrer Abhingigkeit von den Konstruktionsabmessungen. des Pakets bestimmt wurden.
Wirkwiderstinde und Blindwiderstinde des Stinder- und Liuferkreises wurden auf den Hauptblindwi-
derstand X, bezogen. )

Es wurde ein zuldssiger Produktwert der Liufernutenzahl und des Stabquerschnitts Z, Spr bestimmt,
der fiir die Erfiillung der Bedingung der Selbstbremsung fiir geschlossenen und offenen Steuerkreis erfor-
derlich ist. Der zuldssiger Wert des Produktes Z, spr wurde in Abhéngigkeit vom Liuferdurchmesser D
und der Polpaarzahl p unter Beriicksichtigung technologischer Anforderungen bestimmt.

Zum Schluss wurden Innenleistungen im Kurzschlusszustand, bei s = 1, bei fiir Einsatz mit geschlos-
senem und offenem Steuerkreissystem projektierten Motoren verglichen, Zwecks Beibehaltung einer Durch-
sichtigkeit der Arbeit hat man sich auf ein Kafigmaterial (Aluminium) und eine Netzspannungsfrequenz
50 Hz beschrdnkt, jedoch konnen alle diese Abbingigkeiten auch bei anderen Kifigmaterielen und von
der 50-Hz-Netzspannungsfrequenz varierenden Frequenzen ausnutzt werden.

3. KOCOBUY -

BJIMSTHUE DVIAMETPA KOPOTKO3AMKHYTOI'O POTOPA HGIIOJIHUTEIILHOI'O
OBUTATEIL HA KPUTEPUY OTCYTCTBUS CAMOXOIIA

Pesome

B cratse paccMOTpeHO BIMSHHE [uaMeTpa potopa D, WHCNa [Ia30B poTopa M CEYECHUs CTeprKHeld
Gemuupeil. KIeTKH ABYX(DasHOTO NCIONHHTENBHOTO NBUTATENS HA KPUTEPUHA OTCYTCTBHA CaMOXOMA.
Ora npobieMa paspellieHa IpPH UCTIOIL30BAHHM NOIHOM CXeMbl 3aMEeleHHS IByx(hasHOro MCIIOJIHUTEIE-
HOTO IBUI'aTEJIs. )

Ilapamerpsl cxXembl samellieHUsi OUpEeNeHbl HA OCHOBAHMY DPasMepoB IaKeTa cTaTopa U poTopa.
JHAUEHNS 9THX HAPaMEeTPOB IPEACTABJIEHBl B OTHOCHTENBHBIX €WHHIAX. 3a 0cHOBHyO eIVHULYY IIpU-
HfTO PCAKTHBHOE COIIPOTHUBIIEHHE X, COOTBETCTBYIOIICE HOTOKY B BOSAYILHOM 3330p€.

Omnpeperneno Homycramoe 3HAUEHMe IPOU3BEICHUS UKCEN IA30B POTOPA U CedeHHs CTepKHA Z 2 Spr
AU TIOTTYIEHHSA OTCYTCTaHsI CaMOXO0/a IIPH PasOMKHYTOM M IIPH KOPOTKO3aMKHYTOH 0GMOTKE YIIpaBIICHHSA.
PaccmoTpeHs! BHUTATENN ¢ aIOMUHEEBOH Genmunedt KirerKoil mpu uactoTe 50 I, 0IHAKO IIOJIyYEeHHbIC
33BYCHMOCTH MOTYT GBITh HMCIIONB30BAHBI TAKOKE HPH IIPHMEHCHHH APYIHX MATEPHATOB KIETKM W YACTOT
IIATAHUA .
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W pracy przedstawiono jedna z metod analitycznego ujmowania charakterystyk napie-
ciowo-pradowych tukowych palnikéw plazmowych pradu stalego tak z tukiem posrednim
(wewnetrznym) jak i z lukiem bezpo§rednim (zewnetrznym).

Wyniki badatt wykazaly, ze istnieje mozliwo$é ujmowania charakterystyk statycznych
U; = f(iy) dla palnika z lukiem posrednim, mimo iz dlugo$é kolumny jest tu zalezna od
gazodynamicznych i elektrodynamicznych parametréw ukladu. Ustalono dla palnika z fukiem
wewnetrznym nowy zwigzek migdzy napigciem hiki a pradem tuku wprowadzajac zamiast
dlugosci huku, nowy parametr w postaci wydatku gazu roboczego G*. Podano takze metode
wyznaczania z danych do$wiadczalnych stalych parameiréw 4, B, C, D oraz wykladnika
potegowego a. Te¢ sama metode zastosowano dla ujecia charakterystyk U; = f(G) dla palni-
kéw z tukiem bezposrednim wykazujac, Ze najwlasciwszym parametrern jest dlugosé kolumny

akowej I;. :

Podano takze wzér analityczny na U; = f(i;) wprowadzajac do niego dwa parametry:
G* oraz [;.

Wyniki badatt wykazuja wystarczajaca zgodnos$é miedzy napieciem pomierzonym a obli-
czonym wedtug zaproponowanych zaleznosci.

1. WPROWADZENIE

Lukowy palnik plazmowy pradu stalego stal si¢ w okresie ostatnich kilku lat nowym
narzgdziem pracy nie tylko dla placéwek naukowo-badawczych ale takze dia przemystu.
Dotychczasowe doswiadczenia z tym pewnym ruchowo Zrédiem energii cieplnej o bardzo
wysokiej temperaturze rzedu 10—15 tys. °K oraz duzej koncentracji mocy na jednostke
objetodei strumienia plazmy wykazaly, ze moze ono byé stosowane w réznorodnych dzie-
dzinach techniki.

Szeroki zakres stosowania tukowych palnikéw plazmowych wymaga opracowania ana-
litycznych metod okreslania optymalnych ksztaitéw elektrod i innych elementéw sklado-
wych, pozwalajacych na pracg palnika z maksymalng sprawnofcia. Istotnym staje sie
takze ‘ustalenie obszaru stabilnego palenia si¢ fuku w palniku plazmowym. Do tego celu
nieodzowna staje si¢ znajomoéé statycznych charakterystyk napigciowo-pradowych pal-
nika, ktére przy wykorzystaniu zewngtrznych charakterystyk zrédel zasilania pozwalajg
okresli¢ obszar jego stabilnej pracy.
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Nie bez wplywu na pracg palnika pozostaje rodzaj zastosowanego gazu roboczego,
ktérym moze byé argon, azot, woddr lub ich mieszaniny. :

Zakres zastosowari i charakter pracy lukowego palnika plazmowego z tukiem posred-
nim o mocy do 100 kW pozwala przyjaé, ze zmiany energii doprowadzanej do palnika,
jak réwniez zmiany ilosci i ciénienia gazu roboczego sa tak powolne, iz mamy tu do czynie-
nia z charakterystykami roboczymi typu statycznego.

W literaturze naukowej i naukowo-technicznej mozna znalezé szereg zaleznosci empi-
rycznych migdzy napieciem tuku i pradem tuku, przy czym zwiazki te dotycza tuku pala-
cego si¢ miedzy dwiema elektrodami niechtodzonymi, najczgéciej w powietrzu o ci$nieniu
atmosferycznym. Zakres ich stosowania jest ograniczony nawet dla tukéw niestabilizowa-
nych i to tak wartoscia natezenia pradu tuku, jak réwniez dtugoscia kolumny lukowe;j.

Z dostepnej literatury wynika, ze S. Thompson w roku 1892, jako pierwszy w historii
badan tuku elektrycznego, ustalit zwiazek miedzy napieciem tuku, jego pradem i diugoscia
w postaci ’

/ .
Uy =t IV, M
gdzie:
m i n — wspdlczynniki zmieniajace si¢ w zakresie:
m = 3539,
n=8=-18,

{ — diugoé¢ kolumny tukowej w mm.

Zalezno§¢ podana przez Thompsona opiera si¢ na liniowym zwigzku migdzy moca-
pobierana przez tuk a jego dlugodcia, przy stalej wartoéci pradu oraz miedzy ta moca
a pradem, przy stalej dlugosci tuku.

Thompson nie ustalit od jakich czynnikéw zaleza wartoéci wspGlezynnikéw m in i dla-
tego réwnanie jego nalezy uznaé za niekompletne. Powszechnie przyjmuje sie, Ze pierwsza
zalezno$é miedzy napieciem tuku, pradem luku i jego diugodcia podala Herta Ayrton
w roku 1902 w pracy pt. The Electric Arc [1]. Zalezno$¢ ta ma nastgpujaca postac:

c+dl

a+bl+ [V], @

gdzie:
U; — napiecie luku w V,
iy — natezenie pradu tuku w A,
| — dlugo$¢ tuku w mm,

a, b, ¢, d— stale wyznaczone do$wiadczalnie, zalezne od rodzaju uzytego wegla na

elektrody.

Zwiazek podany przez H. Ayrton okazuje si¢ stuszny przy zmlanach pradu w zakresie
314 A oraz dtugodci tuku od 07 mm, przy czym luk palit si¢ w powietrzu o $ciénieniu
normalnym.

Zaleznosci nieuogdlnione, o formie podobnej do podaneJ przez H. Ayrton, podaja:
Cross, Shepard, Frolich, Duncan, Rowland, Todd i inni.

Problematyka przedstawiania U; = f(i) zajmowalo si¢ i zajmuje wielu badaczy, a za-
kres niniejszej pracy nie pozwala na szerokie oméwienie wynikéw ich badan. Ograniczono
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si¢ wiec do podania poniZej tych zwigzkdw, ktére w pewien sposob wydaja si¢ by¢ przy-
datne do rozwiazania postawionego zadania.

Zwiazek podobny w formie do podanego przez Ayrton podaje W. B. Notthingham
[2], przy czym zwiazek ten jest stuszny dla kolumny tukowej diuzszej od 15 mm
c+dl

v, 3)
P

Uy = a+bl--

gdzie:

o — wyktadnik potegowy zalezny od rodzaju materiatu elektrod, wyznaczony do-
$wiadczalnie, »

I — diugos$¢ kolumny tukowej,

a — stafa zalezna od spadku napigcia anodowego i katodowego, wyznaczona do-
$wiadczalnie,

b, ¢, d — stale wyznaczone doswiadczalnie.
S. C. Osborn [3] podaje natomiast nastgpujaca zalezno$¢ na napiecie tuku

Ur= a+—(+d) [V}, | ©
3

gdzie oznaczenie statych 4, ¢, di o jak we wzorze (3).
Dla tuku spawalniczego wielkopradowego, palacego sie miedzy elektrodami wolframo-
wymi w argonie jako gazie ochronnym K. Goldmann [4] podaje nastepujacy zwiazek:
., ¢
U; = a+bi;+ =
H

V1, | ®)

gdzie a4, b, ¢ — stale zalezne od diugosci kolumny tukowej.
Natomiast dla tuku ze zmienng dlugoscia W. M. Conn [5] podaje nastgpujaca zalez-
nosé
K = c+4dl [V/em], (6)
gdzie: : '
K — natezenie pola elektrycznego w kolumnie fukowej,
[ — dlugo$é kolumny tukowe;j,
¢ — stala zaleZna od spadku napiecia anodowego i katodowego,
d — stala zalezna od konduktancji kolumny hukowej oraz jej geometrycznych wy-
miaréw. ] :
Zalezno$¢ zblizong w budowie _do poprzednich zwigzkéw podaje C. P. Steinmetz [6].
Zalezno$¢ ta przedstawia si¢ nastepujaco:

c(l+d)
s

K=a+ - [V/em], @)

gdzie: -
K — natezenie pola elektrycznego w lgolumnie ukowe;j,
/ — dhugo$é kolumny tukowe;j,
4, ¢, d — stale wyznaczane do§wiadczalnie.
W. Rieder oraz H. Schneider [7] zajmowali si¢ zalezno$cia U = f(i ) z punktu widze-
nia mozliwo$ci wykorzystania jej do konstrukcji tacznikéw energoelektrycznych, przy usta-

11 Rozprawy Elektrotechniczne
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laniu tzw. diugoéci przerywanej. Zaleznosé ta ma postac:
Ur=a+(+P) Ky [V], , o ®)

gdzie: . L
f — stala zalezna od materiatu elektrod,
K,y — natezenie pola elektr'ycznego w kolumnie lukowe;j.

Nalezy jednak zaznaczy¢, ze dtugo$é tuku elektrycznego winna tu wynosxc co najmmcj
30 mm. : :

Z przedstawionych. wzorami (1=-8) zaleznosci wymka Ze maja one bardzo zblizong
budoweg Ustalono je przy zalozeniu, ze anodowyi katodowy spadek napigcia ma statg warto$é
niezalezng od zmieniajacych si¢ w uktadzie parametréw.

Trudno$¢ w wykorzystaniu przedstawionych zwigzkéw polega na tym, e kazdy z nich
moze mieé zastosowanie dla $ci§le ustalonych warunkéw palenia si¢ tuku elektrycznego,
przy czym istotna rol¢ odgrywa albo §cisle okreslony zakres dhugosci tuku, albo okreslony
zakres natgzenia pradu elektrycznego.

Badania nad tukowymi palnikami plazmowym1 wykazuja [8=11], ze jedna z wlasciwosci
palnikéw z tukiem wewngtrznym jest to, iz dlugosé J; uku elektrycznego, ktorac przyjmo-
wano jako jeden z podstawowych parametréw, nie jest wielkoécia $cisle okreslong, a zalezy
od gazodynamicznych i elektrodynamicznych parametréw ukladu.

Wobec powyzszego dlugoéci nie mozna wykorzystaé jako parametru przy ustaleniu
zaleznoci migdzy napigciem i natezeniem pradu tuku tego typu palnika.

Srubowe doprowadzenie
gazu robotzego
Lzolagye

Rurka gumowa

Katoda - W+2% Th0y

I | : 7 i < Anoda - Cu

ARUM UL AARRY

\\\Vh[\\\\\\

I

Doprowadzenie wody
chéodzgeef § biegun (+)

. .
Odprowadzenie wody chéodzgre/
i biegun (-}

Rys. 2. Ogdlny przekréj tukowego palnika plazmowego typu PPTK-1/25/50 (konstr. whasne;j)

Duza trudnos$é w wykorzystamu zaleznosci (1--8) dla ustalenia zwiazku miedzy napie-
ciem i pradem tuku polegata takze na tym, ze wystepujace we wzorach wspdlczynniki stale
dotyczyly natezefi pradéw nie przekraczajacych na ogdt kilkudziesieciu amperdw, a tuk

11*
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Rys. 3. Ogdlny przekréj ukowego palnika plazmowego typu PT-V (konstr. IMP-PAN Gdansk)
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Rys. 4. Ogblny przekréj lukowego palnika plazmowego typu HBJ-6 (prod. NRD):
1 — anoda Cu, 2 — katoda W+-1,8% ThO,, 3 —korpus anody, 4 — otwér wodny, 5 — przekladka ceramiczna, 6 — izolator
7 —korpus katody, 8 — winidurowy piersciens oporowy, 9 — pokretlo regulacyine katody, 10 — pierscien czolowy, 11— kroéciec
wlotowy wody chlodzacej, 12 — przew6d dziatka plazmowego, 13 — izolacja przewodu dzialka plazmowego, 14 — otwor wlotowy
gazu roboczego, 15— otulina katody, 16 — uchwyt katody, 17 — kréciec wylotowy wody chtodzacej, 18 — pierscieni z tuleja
prowadzenia katody (miejsca zaczernione oznaczaja uszczelnienie gumowe)

.
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elektryczny niestabilizowany palit sie w wiekszosci przypadkéw miedzy niechtodzonymi
elektrodami o skrajnie réznigcym sie ukladzie w stosunku do tukowego palnika plazmo-
wego. Zaistniala wiec potrzeba ustalenia nowego zwiazku przy Jjednoczesnym wyznaczeniu
odpowiednich stalych wspdtczynnikéw (statych empirycznych).

Badania przeprowadzono w ukladzie pomiarowym przedstawionym na rysunku 1,
wykorzystujac do tego celu szereg palnikéw plazmowych tak laboratoryjnych jak i'w wy-
konaniu przemystowym. Przebadano wiec palniki konstrukcji wlasnej typu PLK-2/12,
PLK-3/20, PPTK-1/25/50, konstrukcji IMP-PAN Gdarisk typu PT-V, konstrukcji NRD
typu HBI-6 oraz konstrukcji Instytutu Spawalnictwa w Gliwicach typu PCa-50 (rys. 2--4).
Gazem roboczym byt argon oraz azot czysty technicznie.

2. METODA ANALITYCZNEGO UJECIA CHARAKTERYSTYKI U; = f(i) DLA LUKOWEGO
PALNIKA PLAZMOWEGO Z LUKIEM WEWNETRZNYM (POSREDNIM)

W punkcie 1 ninigjszej pracy wspomniano, ze dhugos¢ kolumny tukowej w lukowym
palniku plazmowym z tukiem posrednim jest nieokreslona. Potwierdzaja to badania wlasne
oraz innych autoréw [12]. Nieokre$lono$é ta nie wyklucza jednak mozliwosci przedsta-
wienia napigcia tuku w funkcji pradu tuku.

Poniewaz zaden z przedstawionych powyzej wzoréw nie spetnia, jak wspomniano, wy-
mogéw jakie stawia lukowy palnik plazmowy z tukiem posrednim, w pracy ustalono nowa
zalezno$¢ na napigcie tuku w funkcji pradu tuku. Zaleznosé ta posiada takg postaé, ze dh-
gos¢ tuku elektrycznego, niemozliwa do ustalenia w palniku z tukiem wewnetrznym, zostata
zastapiona parametrem, ktéry odgrywa decydujaca role w pracy palnika, to znaczy wy-
datkiem gazh roboczego G*. Wobec powyzszego wzdr wiazacy napiecie i natezenie pradu
w tukowym palniku plazmowym z tkiem wewnetrznym przyjgto w nastepujacej
postaci:

C+-DG*
,'a

i

Uy= 4+BG*+ [Vl ®
gdzie:
U; — napiecie tuku w V,
iy — natezenie pradu tuku w A,
G*-— wydatek gazu roboczego w g/s,
o — wyktadnik potegowy zalezny od materiatu anody wyznaczony do§wiadczalnie,
A, B, C, D— stale wspétczynniki wyznaczone dos$wiadczalnie.

Na podstawie budowy wzoru (9) mozna sadzi¢, ze migdzy napieciem tuku oraz wydat-
kiem gazu roboczego G*, przy danym stalym natgzeniu pradu tuku, istnieje zalezno$é linio-
wa. Zalezno$¢ te¢ potwierdzono doéwiadczalnie na wybranych losowo palnikach typu
PLK-3/20 oraz PPTK-1/25, rejestrujac napiecie w funkcji wydatku gazu roboczego G*
przy stalym natezeniu pradu. Przykladowe wyniki tych pomiaréw przedstawiono na ry-
sunkach 5 i 6.

Wzér (9) mozna przedstawié w prostszej postaci, jesli przyjaé staly wydatek gazu ro-
boczego G* oraz mierzyé napigcie i natezenie pradu luku palnika. Wzér (9) przyjmie
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wowczas postaé: -
b .
U= a—}——l_a— [Vl : (10)
f v _ ;

"We wzorze (10) wystepuja trzy niewiadome: a, b ia.

v v ‘ U vl
80 + : 35
a0 | 150A
0 Fon 50
250A
30F : 25
20 & 20
10 : 15
0 10 20 30 . 40 0 10 20 30 40
6*[g/s] e*lg/s]
Rys. 5. Zaleznos¢ Uy = f(G). Palnik typu. Rys. 6. Zalezno$¢ U= f(G*). Palnik typu
PLK-3/20, I, = 20 mm, d, = Smm, i = const PPTK-1/25/50. [, =30mm, dy=4mm, i;=
Gaz roboczy argon = const. Gaz roboczy.argon

Jesli przyjaé, ze natezenie pradu dazy do wartosci bardzo duzej, to napiecie tuku bgdzie
dazy¢ do statej wartosci g, ktéra jest uzalezniona jedynie od spadkéw napigcia anodowego
i katodowego. Okazuje si¢ bowiem, Ze przy bardzo duzym nateZeniu pradu spadek napig-
cia na kolumnie tukowej mozna poming¢.’ '

Wobec powyzszego warto$¢ liczbowa stalej a mozna z wystarczajaca doktadnoscia
‘wyznaczy¢ z charakterystyk Uy = f(ir). Otwartym pozostaje wyznaczenie wykladnika pote-
gowego o oraz stalego wspolczynnika b. Dostepna literatura, a w szczegdlnosci [2] podaje
pewne wartosci wyktadnika potggowego o.

Okazuje si¢, co potwierdzono takze wlasnymi badaniami, ze w przypadku palnika
z lukiem wewnetrznym wykladnik potggowy zalezny jest od rodzaju materiatu elektrod,
a w szczegblnosel od materialu anody. Materialem uzywanym na elektrody palnika moze
byé grafit-wolfram, a szczegdlnie mieds-wolfram torowany (ok, 2% ThO ) i dla tych
materialéw przeprowadzono badania. Badania wykazaty, ze wykladnik potegowy « jest
funkcja liniowa bezwzglednej temperatury wrzenia materialu uzytego na anodg. Bada-

‘jac dziewigé charakterystyk palnika typu PLK-2/12 z anoda grafitowa wykazano, ze war-
to$¢ wykladnika potegowego o = 1 [9]. ]

Podobnie analiza duzej liczby charakterystyk dla pozostalych typéw palnikow z anoda
-miedziana wykazala, ze wyktadnik potegowy miesci sie w granicach 0,65--0,69 [9]. Zalezy
on w pewnym stopniu od intensywnosci chtodzenia anody (dyszy) i przy intensywniejszym
chtodzeniu warto$é jego nieco ro$nie. Mozna wigc przyjaé, ze Srednia wartos¢ wyktadnika
potegowego dla anody miedzianej wynosi 0,67.

1) :
Na rys. 7 przedstawiono zaleznosé U; = f (T) dla o = 1. Z rysunku wynika, Ze zalez-
!

no$é.ta jest linia prosta, co potwierdza shusznodé przyjecia o = 1 dla anody grafitowe;j.
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Podobnie na rys. 8 przedstawiono zaleznos¢ Uy = f (iT’”—) otrzymujac takze linig
; :

prosty, potwierdzajgca stuszno$¢ przyjecia dla anody miedzianej o & 0,67. Przyjmujac
wigc, Ze warto$¢ wspolezynnika o zostata jednoznacznie ustalona, wyznaczenie pozostatych:
dwoch statych parametréw @ i b dla dowolnych charakterystyk nie nastrecza juz zadnych
trudnosci. )

Poniewaz w praktyce przemystowej uzywane sa tukowe palniki plazmowe z anodg

miedziang chtodzong woda, w pracy zajmiemy si¢ przykladowo analiza charakterystyk
napigciowo-pradowych tych wlasnie palnikéw.

U Lvi | UelV] g
50 - ‘ g%34[9/s] 50 - Jﬁm/
40 beme =T 40 +
— S]
30 - 62509} 80
20+ 20
10 10F
1 1 1 { 1 L I 1 L I 1 1
g & 10 16 20 0 2 4 6 A8
7000 7 100
/A] ' o [ i/
1 . o 1 ,
Rys. 7. Zalezno$¢ U;=f (—) Palnik  typu Rys. 8. Zalezno$¢ U; = f|-54+|- Palnik typu
II ll
PLK-2/12, 1, = 18 mm, d; = 7 mm, G* = const. PLK-3/20, I, = 15 mm, d, = 5mm, G* = const
Gaz roboczy argon Gaz roboczy argon

Uprzednio wspomniano, ze warto$¢ stalego wspdlczynnika ¢ mozna wyznaczyé z wy-
kreséw U; = f(i}), stad tez ponizej podano przyktad wyznaczenia wspSiczynnika b oraz )
wykladnika potegowego o dla palnika typu PLK-3/20 stosujac metode najmniejszych
kwadratéw. Warunek minimum dla sumy kwadratéw odchyledi wartosci wyliczonych od
obserwowanych prowadzi do nastepujacego uktadu réwnad:

logb Y logiy—a 3, (login)* = ZlogiliIOg(Uu—a),
i=1 i=

i=1

(11)
n n
nlogh—o Zlogi,i = Z log(Uy—a).
i=1 i1

Korzystajac z ukladu réwnan (11) wyznaczono za pomocag maszyny cyfrowej typu

»Odra 1013” wspdtczynniki stale b i « dla poszczegdlnych charakterystyk zdjetych do-
$wiadczalnie.
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Przykladowo dla palnika PLK-3/20 o danych: /, = 15 mm, d, = 5 mm, réwnania posz-

czegdlnych charakterystyk przedstawionych na rys. 9 przedstawiaja si¢ nastepujaco:

176,4

—dla G* = 1,10g]s; Ui =200+ 5z V]

—dla G*

196,1

1,86 g/s; Uy =253+ —55— o g7 LY,
—dla G* =2,51gfs; U= 26,6+- 28272 V1,
—dla G* =3,06g/s; U =297+ zii? [V].

(12)

W celu uniezaleznienia statych wyznaczonych do§wiadczalnie od wydatku gazu robo-
czego G* nalezy skorzystaé z podstawowego réwnania (9) i wyznaczy¢ state wspotezynniki

U lv]

- 60

50

40

30

20

10

0

G*=306[g/s]
G=251[g/s]

G*=186(g/s]

P Ul
6=11[g/s]

H ] 1 1 1 1

100 180 200 250 300 350
L [A]

JRys. 9. Zalezno$é Uy = f(i;). Palnik PLK-3/20, [, = 20 mm, d, = 5 mm, G* = const. Gaz roboczy argon

Spawarka typu EW, 32a

4, B, C, D dla o = 0,67. W tym celu dla vktadu réwnan (12) mozna ulozy¢ (;) =6

kombinowanych réwnan, z ktérych wyznacza sig szukane state 4, B, C, D.

Uktady tych rownan beda nastepujacego typu:

oraz

A+BG1* = a;,
A"!“BG,? = a
C—{_DGL* = bi:

C—i—.DG;f = bk:

(13)

(14)
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Wykorzystujac wspolczynniki stale ¢ i b z réwnan (12) otrzymamy nastgpujace $rednie
wartosci wspStczynnikéw 4 i B oraz Ci D:

A=157, B=4,65  C=15838; D =19,66.

Wobec powyzszego zalezno$¢ U; = f(i) dla palnika PLK 3/20 (/, = 15 mm, d, = 5 mm)
bedzie:
158,8-+19,66 G*

U[: 15,7+4,65G*+ ——io’67———. . (15)
I3

Wyznaczone za pomoca wzoru (15) napiecie tuku rézni si¢ od napigcia pomierzonego
maksymalnie o okoto +4%.

Srednia warto$é bledu mieéci sie w granicach +1,5%. Wyniki powyzsze dotyczyty
przypadku, gdy gazem roboczym byt argon technicznie czysty.

Podobne badania przeprowadzono na nieKtérych typach palnikéw stosujac jako gaz
roboczy azot technicznie czysty. Dla przykitadu ponizej podano wyniki badan palnika
typu PPTK-1/50, I, == 40 mm, d, = 4 mm przy vzZyciu azotu jako gazu roboczego.

Dla wyznaczonych dos$wiadczalnie trzech charakterystyk napieciowo-pradowych przy
odpowiednich wydatkach gazu roboczego G* wzory empiryczne przedstawiaja sie naste-
pujaco:

12
dla G* =1,52¢gfs; U= 50,78+ - OZ§ ,

1261
dla G* = 2,05 gfs; U, = 63,3+ - 066_,5 R (16)
i .

dla G* =2385gfs; U5 =823+~ 102379 .

Korzystajac z podanej powyzej metody wyznaczania statych wspéiczynnikéw 4, B, C, D
$rednie ich wartosci beda:

A=146; B=238; C=1337, D= —-367.

Wzdér ogélny dia palnika typu PPTK-1/50, /, = 40 mm, d, = 4 mm préy zastosowaniu
azotu jako gazu roboczego przedstawia sig nastepujaco:

U = 14,6--23,8G*+ _13371—_0';’33(;_ [V]. (17
: {

Korzystajac z wzoru (17), w tablicy 1 zestawiono wyniki pomiarow i obliczen, a na rysunku
10 przedstawiono charakterystyki napieciowo-pradowe w formie graficznej.
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Z danych w tablicy 1 wynika, ze maksymalny blad wzgledem napigcia pomierzonego
nie przekracza +3,5%, co nalezy uzna¢ za dokladnoé¢ wystarczajaca.

Tablica 1
Pomierzone i obliczone wedlug wzoru 17 napiecia luku

Palnik PPTK-1/50, 14 = 40mm, d, = 4mm. Gaz roboczy azot. Zasilanie 2 spawarki typu EW-32a.

Lp. Uspom Usont itpom P, G* AUI% == %T-;Ule 100%
- 14
— A \% A kW g/s o
1 950 | = 94,4 155 14,7 1,52 —0,63
2 94,0 91,0 165 15,5 —3,19
3 91,5 90,8 176 16,1 —0,76
4 89,2 88,4 193 17,4 —0,81
5 85,3 86,5 216 18,4 _ +1,41
6 82,3 83,7 236 19,4 +1,7
7 81,6 82,0 252 20,6 +0,49
8 80,0 81,3 264 21,1 © +L,63
9 79,3 80,4 276 21,9 +1,39
10 78,0 79,0 296 223 1,52 +1,28
1 104,5 107,0 159 16,6 2,05 +2,39
2 107,1 105,3 164 17,6 : —1,68
3 102,0 102,8 176 18,0 40,75
4 100,0 100,8 190 19,0 40,8
5 99,2 99,5 200 19,9 +0,3
6 96,3 98,4 210 20,3 +1,65
7 -96,4 97,3 220 21,2 +0,93
8 95,3 96,1 232 22,1 +0,84
9 95,3 95,4 240 22,8 2,05 +0,21
1 124,0 123,5 159 19,7 2,85 —0,40
2 122,0 121,8 168 20,5 : —0,16
3 121,6 121,3 172 20,9 —0,25
4 120,0 119,1 188 22,6 —0,79
5 118,9 116,7 208 24,8 1,84
6 116,9 114,6 228 26,6 —1,48
7 116,0 113,9 236 27,2 41,82
8 114,2 112,4 254 29,0 —1,58
9 110,0 110,4 280 30,8 +0,36
10 108,0 109,3 300 32,4 2,85 +1,21

. Na rysunku 11 przedstawiono graficznie charakterystyki U, = f(iy) zdjgte doswiad-
czalnie i obliczone ze wzoru:

115+97,1G* .
L AL A Y (18)

)

U;=174,0+5,04G*
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Rys. 10. Zaleznos¢ U; = f(i;). Palnik PPTK-1/50, Rys. 11. Zalezno$¢ Uy = f(i;). Palnik typu
l, =40 mm, d; = 4mm, G* = const. Gaz ro- HBI-6, I, = 23,5mm, d, = 5mm, G* = const.
boczy azot. Spawarki typu EW-32a Gaz roboczy azot. Spawarki typu EW-32a

dla palnika typu HBI-6, [, == 23,5 mm, d, = 5 mm zasilanego azotem jako gazem robo-
czym.
Blad maksymalny wzgledem wielkosci pomierzonej nie przekracza +3%.

3. METODA ANALITYCZNEGO UJECIA CHARAKTERYSTYKI U, = f(i) DLA LUKOWEGO
PALNIKA PLAZMOWEGO Z EUKIEM ZEWNETRZNYM (BEZPOSREDNIM)

W palniku z tukiem zewnetrznym (bezpodrednim), wykorzystywanym szczegdlnie
do cigcia i spawania metali,-dtugo$é kolumny tukowej /s moze by¢ przyjeta za stala. Sze-
rokie badania jakie przeprowadzono na palniku przemystowym typu PCa-50 mialy za
zadanie potwierdzenie stusznoéci stosowania wzoru (2) wzglednie (9).

Specjalnym problemem okazala si¢ warto$¢ wykladnika potegowego o, ktéry nalezato
ponownie wyznaczy¢. Opierajac sic na zaleznosci:

b
Uy=a+ — dla [ = const (19)
!

i mnozac jg obustronnie przez i otrzymamy:
Uiy = a‘i,—l—bi}’“ = Py (20)

Z zaleznoSci (20) wynika, Ze je$li funkcja P;= f(i;) bedzie linig prosta, wdéwczas
wykladnik potegowy bedzie mdgt byé przyjmowany jako réwny jednosci.

Na rysunku 12 przedstawiono zalezno$ci P; = f(i)) dla [, =22, 26 i 30 mm, przy
G* = const., z ktérej wynika, ze sa one liniami prostymi, wobec czego mozna przyjac
o = 1. Okazuje si¢ wige, ze dla palnika z tukiem zewnegtrznym, przy ktérym jako material
obrabiany zastosowano miedZ i stal wysokostopowa wykladnik potggowy o« = 1. Przy
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takim zalozeniu zalezno$¢ U; = f(is), przy /; jako parametrze, przedstawia si¢ w postaci:

C+Diy
— Q1)

()

U = A-+Bl+

1 i 1
50 100 150 200 250 300
iy [A]

! 1 A

Rys. 12. Zaleznos¢ P; = f(i). Palnik typu PCa-50, /; = const, G* = 0,703 g/s = const, d, = 5 mm,
Iy = 2,5 mm. Gaz roboczy argon. Spawarka typu EW-32a

YLV

80

uLv
80

60 L
50 G*%128(g/s]

G*=097[g/s]
40 [

40 +
6=070(g/s
20} I 97 e gastyss
20
0 | ! ! L ! . 0 . L ! L ] ]
& 100 150 200 2[.50[ 4 d00 50 100 150 200 250 900
¢ . [{ (Al
Rys. 13. Zaleznos¢ U;= f(iy). Palnik typu. Rys. 14. Zaleznos¢ U; = f(i)). Palnik typu
PCa-50; /; = const, G* = 0,703 g/s; dp= 5 mm, PCa-50; [; = 18 mm, G* = const. Gaz roboczy
Iz = 2,5 mm. Gaz roboczy argon argon

Natomiast zaleznoé¢ U; = f(i}), przy G* jako parametrze, mozna opis‘aé ustalona w punkcie
2 zaleznoscia:
C+DG*

; 22)

U; = A+BG* +

Korzystajac z uprzednio podanej metody wyznaczania wspélezynnikéw stalych 4, B,
C, D przeprowadzono analize wzordw (21) i (22) z punktu widzenia ich dokladnosci.
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- Na rysunku 13 przedstawiono przykladowo zalezno$¢ Uy = f(j;) dla palnika typu
PCa-SO przy I; jako parametrze i G* = 0,70 g/s = const, nanoszac tam wielkoéci po-
mierzone i obliczone (11n1a ciggla) z zalezno$ci w postaci:

—1079,514-117,76

U; = 19,024-0,76 I;4- ;
£

23)

Analizujac wyniki pomierzone i obliczone stwierdzono, Ze réznica w stosunku do wiel-
kosci pomierzonej nie przekracza —+3%.

‘Natomiast na rysunku 14 przedstawiono przykladowo zaleznoéé Uy = f(i) dla tego
samego typu palnika, przy G* jako parametrze i /; = 18 mm = const, korzystajac z za-
leznosci:

528,884842,26 G*

U; = 25,59+8,92 G* 2222 - . (24)
{

Analizujac wyniki stwierdzono, Ze réznice miedzy wielko$ciami pomierzonymi i obli-
czonymi nie przekraczajg 9%, co stanowi juz blad znaczacy.

Przeprowadzajac analizg¢ dla okoto 32 charakterystyk stwierdzono, ze wigkszy blad
wystepuje przy wykorzystaniu zaleznoéci (22). Wobec powyzszego dla palnika z tukiem
zewnetrznym nalezatoby korzystaé z zalezno$ci (21), w ktdrej dlugosc tuku stanowi charak-
terystyczny parametr.

4. PROBA UJECIA CHARAKTERYSTYKI U = f(i) PRZY G* ORAZ J; JAKO PARAMETRACH

Analizujgc wartodci statych wspdtczynnikéw 4, B, C, D, w pracy [14] wykazano, ze
poczawszy od wydatku gazu roboczego G* > 0,7 g/s przedstawiaja one w funkcji G*
zalezno$¢ liniowa. Wobec powyzszego zaleino$¢ U; = f(ij) przy G* i I, jako parametrach
mozna przedstawi¢ w postaci:

Cot+e1 G+ (do+d GY) s
iy )

Us = ag+a, G¥+(bo+b, G I+ (25)

Wspdlczynniki state ao, ay, b, by, ¢, ¢, dy, d; mozna wyznaczyé przy wykorzystaniu
metody najmniejszych kwadratéw, analizujac funkcje liniowe w postaci:

A=ay+a,G

Przyjmujac, ze suma kwadratéow odchylef wyrazi sie zaleznoscia:

S = D U—(@,GF+al, | (26)
i=1

uklad réwnan normalnych bedzie (przyktadowo):

a’lZnGﬂaoSG:" = ZnG,-*A,-,
i=1 i=1 i=1
ale;"—l—aon : S-A,-.
i=1 .=l

@7
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Dla palnika typu PCa-50 przy G* = (0,70; 0,9; 1,2), g/s oraz [; = (18; 22; 26, 30) mm
wyznaczono, korzystajac z powyzszej metody, nastgpujaca zalezno$¢ na napigeie tuku
dla G* > 0,7 g/s:
3202,69—6063,23 G* 4 (—163,60--390,79 G*) |;

17 )

Uy = 6,33+19,21 G*4-(1,32—0,79 G*)l+
(28)

Zestawiajac wartosci napie¢ tuku pomierzone i obliczone z zaleznosci (28) stwierdzono,
7e maksymalny blad nie przekracza +6%, co mozna uznaé za wynik zadawalajgcy.

5. ZAKONCZENIE

Przedstawione w pracy rozwazania dowodza, iz zaproponowana w pracy metoda
wyznaczania charakterystyk napieciowo-pradowych tikowych palnikéw plazmowych jest
poprawna i moze byé w pelni wykorzystana dla celéw praktycznych. Dotyczy to zaréwno
palnika z tukiem wewngtrznym (posrednim) jak i zewngtrznym (bezpo$rednim).

Wyniki badan wykazuja, ze tak w przypadku zastosowania jako gazu roboczego
argonu jak i azotu réznica miedzy wielko$ciami pomierzonymi i obliczonymi nie prze-
“kracza z zasady +5%, co dla celéw praktycznych mozna uznaé za zadawalajace.

Nalezy jednak podkreslié, ze zaproponowana metoda dla palnikéw z tukiem posrednim
(wewnetrznym) sluszna jest w tym przypadku, gdy anoda-dysza, dobrana jest tak, iz
przemiana energii elektrycznej na wysokotemperaturowa energig cieplna odbywa sig
z mozliwie optymalng sprawno$cia [8]. Wowczas bowiem wyznaczone dos$wiadczalnie
stale wsp6lczynniki; 4, B, C, D, dla danych wymiaréw anody-dyszy oraz dla danego
rodzaju gazu roboczego, moga byé wykorzystane dla ogdlnego przedstawienia zaleznosci
U, = f(iy), przy wydatku gazu roboczego G* jako parametrze.

Natezenie pradu tuku moze si¢ wOwczas zmienia¢ w catym mozliwym do osiggniecia
zakresie, tzn. od wartosci dopuszczalnej dla danego Zrédta zasilania czy palnika, az do
pradu granicznego, ponizej ktérego tuk elektryczny nie bedzie si¢ juz palil.

W przypadku, gdy anoda-dysza nie jest dobrana zgodnie z zasada optymalnej spraw-
nosci energetycznej, zaleznosci empirycznej U; = f(i;) nie mozna uogdlni¢ przy przyjeciu
G* jako parametru. Kazda oddzielng charakterystyke mozna jednak wdwczas opisaé
odpowiednim wzorem empirycznym, dla danych wymiaréw dyszy (/,, d,) oraz dla danego
wydatku gazu roboczego.

W przypadku palnikéw z tukiem bezpos$rednim (zewngtrznym) empiryczng zalezno$¢
U; = f(i;) mozna przedstawié¢ bez dodatkowych warunkéw, tym wiecej, ze diugo$¢ ko-
lumny tukowej jest tu okreslona, a anoda-dysza spetnia jedynie role urzadzenia skupiaja-
cego strumien plazmy. Okazuje sig jednak, ze material dyszy nie ma tu wpltywu na warto$c
wyktadnika potegowego o i ze przyjmuje on warto$¢ 1, jesli material obrabiany (anoda)
wykonana jest z miedzi lub stali wysokostopowej.

Wyniki badafd wykazaty, ze w przypadku palnikéw z tukiem zewnetrznym wigksza
dokladnosé wielkoéci obliczonych i pomierzonych uzyskuje si¢ przyjmujac jako parametr
dlugo$é kolumny tukowej /. Wystarczajaca zgodno$é wynikéw pomiaréw i obliczen
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uzyskano takze przyjmujac w zaleznoéci empirycznej U; = f(i;) tak ilo$¢ gazu G* jak
i dlugo$é tuku [, jako parametry. Wystarczajace dla celéw praktycznych zgodnosci uzyskano
jednak przy warunku odpowiedniego wydatku gazu roboczego tzn. dla G* > 0,7 g/s.
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C. KROLIKOWSKI

ONE OF THE METHODS OF ANALITICAL FORMULATING VOLTAGE-CURRENT
CHARACTERISTICS OF D.C. PLASMA TORCHES

Summary

The method of formulating voltage-current characteristics of D.C. plasma torches with an intermediate

and direct arc, is presented in the paper.

On the basis of results of investigations, a new relation between arc voltage and the current of the

arc is suggested, by introducing a very essential — for the work of a torch with an internal arc — para-
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meter: the quantity of working gas G*. When analysing the work of a torch with an external arc, it is shown
that the length of arc column J is the most correct parameter.

Relations between .U; = f(ij) are also given, introducing two parameters — the quantity of gas G*
and the length of the arc | .

C. KROLIKOWSKI

UBER EINE METHODE ZUR ANALYTISCHEN BESTIMMUNG DER STROM-SPANNUNGS-
KENNLINIEN DES GLEICHSTROM-LICHTBOGEN-PLASMABRENNERS

Zusammenfassung

In der Arbeit wurde eine analytische Methode der Strom-Spannungs-Kennlinien des direkten und
indirekten Gleichstrom-Lichtbogen-Plasmabrenners dargestellt. Auf Grund von Versuchsergebnissen wurde
eine Abhiéngigkeit zwischen Spannung- und Strom-Lichtbogen vorgeschlagen, wobei ein fiir die Arbeit
des Plasmabrenners sehr wesentlicher Parameter eingefiihrt worden ist: die Menge des Arbeitsgases G*.

Die Untersuchungen haben bewiesen, dass fiir ein Plasmabrenner mit direktem Lichtbogen die Linge
des Lichtbogens J; der geeigneteste Parameter sei. Unter Einfiihrung von zwei Parametern: Gasmenge G*
und Lichtbogenlinge /, wurden auch die Abhéngigkeiten zwischen U; = f(7;) angegeben.

Y. KPYJIMKOBCKH

OIWH 3 METOOB AHAJIMTUYECKOI'O IIOOXOOA K BOITPOCY
BOJIETAMITEPHBIX XAPAKTEPUCTUK OYT'OBBIX IIJIA3BMOBEIX
TOPEJIOK ITOCTOAHHOTO TOKA

Pesome

B pacrosueit paGoTe IPEACTABIICH METOR MOZX02 K BOIPOCY BONBTAMIEPHBIX XaPAKTEPHUCTHK Y-
TOBBIX IIJIa3MOBBIX I'OPENIOK IOCTOSHHOTO TOKA C IOCPEJCTBEHHOM M HEIMOCPEACTBEHHOH Ayroii.

Ha ocHOBaHEM pE3YNBTATOB MCCIEAOBAHUI NPENIOXKEHA HOBAS 3ABHCHMOCTE MEMY HaHpsrKeHHeM
¥ TOKOM AYIM, C BBEJCHHEM [JIA IOPEJIKM C BHYTPEHHel! Jyroifl oueHp CyIECTBEHHOI'O [apamMerpa —
KoJmyecTBa pabouero rasa.

TIpoBons amamms ropeNKM ¢ BHELIHEH AyToil YKasaHo, UTO CaMbIM COOTBETCTBEHHBIM ITAPaMETDPOM
ABJIACTCA IUIMHA AYTOBOH KOJIOHHEI /;.

ITpmeenena raroxe saBucHMOCTH [ T = f(i;), c BBeHeHMeM IBYX IapaMErpOB — KOJMYECTBA Iasa
G* u gmaner oyru I .
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Zagadnienia dokladnoéci estymatora kalmanowskiego
w warunkach niepelnej znajomosci modelu procesu

STANISEAW LUKASIK (WARSZAWA)

Instytut Automatyki Politechniki Warszawskiej

Otrzymano 8.2.1971

W pracy rozpatrzono wplyw niepelnej znajomosci dyskretnego modelu procesu sto-
chastycznego na dokladno$é estymacji kalmanowskiej. Rozwazono zagadnienie obcigzalnosci
estymatora i wzrost uchybu $redniokwadratowego oraz okreslono pojecie skutecznosei
estymacji. Dla ilustracji przytoczono prosty przykiad liczbowy.

1. WSTEP

Metody filtracji i predykeji proceséw stochastycznych w oparciu o teorig filtru Kal-
mana znalazly w ostatnich latach szerokie zastosowanie zaréwno w teorii jak tez praktyce
sterowania. Zasadnicza role odgrywaja w tym ujeciu réwnania filtru formujacego, ktére
okreéla si¢ na podstawie statystycznego modelu procesu. Metode wyznaczania réwnan
estymatora za pomoca zasady maksimum przedstawiono w p. 3.

W praktyce dysponuje si¢ zazwyczaj przyblizonym oszacowaniem modelu, istotnego
znaczenia nabiera wigc analiza wrazliwodci estymatora. Mimo wielu publikacji doty-
czacych tego problemu (por. [5], [6] i inne) wydaje si¢ on niezupelnie opracowany. W ni-
niejszej pracy zwrécono szczegdlna uwage na nastepujace aspekty zagadnienia:

a) niedoktadne okre$lenie réwnafi estymatora wplywa nie tylko na wzrost Srednio-
kwadratowego uchybu estymacji, ale powoduje réwniez jej obciazalno$¢;

b) przy pewnym granicznym odchyleniu modelu estymator okazaé si¢ moze niesku-
teczny, tzn. tr{cov [e(k|n)]} > tr{cov[z(k)]} (por. p. 5), gdzie: z(k) — proces stochastyczny
scentrowany, e(k) — uchyb estymacji; ’

¢) charakterystyka wrazliwoéci estymatora wzgledem modelu procesu jest niesyme-
tryczna, szczegdlnie w odniesieniu do tych elementéw macierzy tranzycyjnej filtru for-
mujacego, ktére najbardziej wplywaja na jej najwicksza warto$¢ wiasna.

Opis matematyczny i oznaczenia wielkodci
W pracy zastosowano standardowy zapis wektorowo-macierzowy:
al
d, .
x,a =] *} —n— wymiarowy wektor kolumnowy,

a, |
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A, X, R — macierze,
1 X :] .
I= [D 1 1 ] — macierz jednostkowa,

0 — macierz o elementach zerowych,
X’ — macierz transponowana,
X >Y—oznacza, ze: x’Xx > x'Yx dla x#0,
i=n
tr{X} = D x;; — $lad macierzy,
=1
Jdu

da ou
ax

ox, " Ox,

cov{x(n)} = E{xx'} — macierz kowariancji wektora losowego x,

] — pochodna skalara o wzglqdenﬁ wektora x,

X(kin) = E{x|n} — estymata zmiennej x(k) — warunkowa warto$¢ oczekiwana wyzna-

czana na podstawie zbioru obserwacji %,

Y, = {y(r); O< r< n}—zbiér obserwacji procesu dyskretriego w przedziale 0-n.

Statystyczng oceng odpowiedniej wielkosci przyjeto nazywal estymata, natomiast

operator wyznaczajacy te ocene estymatorem.

2. SFORMULOWANIE ANALITYCZNE

Rozwaza sig dyskretny proces stochastyczny o strukturze:
e(m) =mm+zm); n=0,1,2,..,

edzie:
m(n) — warto$é Srednia — skladowa deterministyczna,

z(n) — realizacja stochastycznego procesu scentrowanego.

Liniowy model dynamiczny skladowej z(n) ma postal: |
F(n+1) = O(n+1, n)g(m)-+on)
Cym) = zm)+wlm);  z(n) = M)z,
gdzie:
g (n) — wektor stanu,

4y

@
G3)

y(n) — wektor obserwacji o wymiarze réwnym lub mniejszym od wymiaru

wektora stanu,
®D(n+1, n) — macierz tranzycyjna,
M (n) — macierz obserwacji,

v(n), w(n) — dyskretne wektorowe procesy nieskorelowane, o wlasno$ciach
E{fom}=0; E{wn}=0; E{omwm}=0;

cov{v(m)} = E{om)v'(k)} = Q(n) o,
cov{wm} = E{wmw'(k)} = R(n) S,

O — tzw. delta Kroneckera.

Q)
(4a)
(4b)



- Przypadek k = r oznacza filtracje, k& > r — predykcje.
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Zadaniem estymacji jest wyznaczenie W oparciu o zbidr obserwacji:

@, & {ym); 0< n<r},
estymaty: :
e(klr) = E{z(l))9,},
minimalizujacej funkcje straty:

J = tr{cov[e(k) —vé(k N3; k=, (5)

»1 M(n)

Rys. 1. Model procesut z(n)

Parametry modelu procesu, w oparciu o ktére przeprowadza si¢ synteze filtru for-
mujgcego a nastepnie estymatora, znane sg niedokladnie.
Zapisujemy to w postaci:

Pn+1,n) = P°n-+1, N)+ADm+1, n), (6)
Q) = Q°m+4Q(m), R@m = R°(W+ARMm), (62)
m(n) = m°m)+Amn); Mn) = M°(nw)--AM®©), ... (6b)

Mozliwy jest réwniez niedokladny wybér warunkéw brzegowych réwnari rekurencyjnych
estymatora.

Symbol A(-) oznacza blad modelu, natomiast (-)° warto$é optymalna.

W p. 41 5 rozwazono konsekwencje tego faktu.

3. WYPROWADZENIE ROWNAN ESTYMATORA ZA POMOCA ZASADY MAKSIMUM

Ogolny schemat estymatora podano na rys. 2. Rozwazmy zadanie estymacji sktadowej
Z(k|n). Dla jednego etapu wyprzedzenia mamy réwnania:

s(n+1|n) = O*(n+1, n) z(nn—1)-+-K*@m)n(n); @)
n(@n) = y(n) — mm), ®)

s(ntrin) = On+r, n+1)3m+1n),

Z(n+s(n) = M(n-+5)3(n+s|n). )

Zadanie syntezy estymatora sprowadza si¢ do okreslenia macierzy
S*n+1,n) i K*@m); n=0,1,2,.. .k,
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tak, aby wskaznik jakodci:
J = tr{coviz(n+1)—z(n+1|n)]}

osiagnagl warto§é minimalna.

m(n+s)

+

—
+ Z(n+s/n)

m(n+1)
M(n+1) —>ét—> ,’2’(n+1/n)

+

P(n+s,n+l) F———4M(n+s) |F———

P |
1

m(n)

3(n/n-1)

yn) +, K*n)

¢(n+1,n)

Rys. 2. Schemat estymatora

Uchyb estymacji wektora stanu:
e(nt-1{n) = g(n-+1) — 3 (n-+11n)
jest procesem przypadkowym, ktérego réwnanie otrzymuje si¢ na podstawie (2) i (7):
e(n+1|n) = [D(n+1, n) — K*(n) M(n)]g(n) — P*(n+1, mzn|n—1)+vH) —
— K*myw(m). (10)

Z warunku nieobciazalnosci:

E{Z(n+1|n)} = E{z(n+1)}, (1
po uwzglednieniu (2), (7), (10), otrzymuje si¢ wazna zalezno$¢
P*(n+1,n) = @m+1, n)—K*m)M(n). (12)
Réwnanie uchybu prognozy (10) przyjmuje teraz postac: '
e(nt+1|n) = —D*(n+1, nye(r|n—)+o@m—K*(mw(n). (13)

Po uwzglednieniu statystycznej niezaleznosci proceséw o(m), w(n) oraz e(n|n—1),
uzyskuje sie nastepujace réwnanie rekurencyjne macierzy kowariacji uchybu:

P(n+1|n) = &*(n+1, n) P(n|n—1)D* (n+1, )+ 0m)+K*(n) R(m) K* (n). 14)
Traktujac te zalezno$¢ jako nowe réwnanie stanu oraz przyjmujac etap (k--1) jako punkt
koficowy trajektorii P(n|n—1); n =0, 1, ... k+1, sprowadza si¢ problem do znanego
w rachunku wariacyjnym zadania Mayera.

Zauwazmy, Ze réwnanie stanu jest liniowe wzgledem ,,stanu” P(n+1|n) oraz nielinio-
we wzgledem ,,sterowania’” K*(n). Jak wykazat Halkin [7], w przypadku gdy nieliniowosc
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wzgledem sterowania jest wypukla (w rozpatrywanym przypadku posiada ona charakter

0H(n)
BK* 9K*(0)

nian zadania, jest warunkiem dostatecznym i obowigzuje w sensie globalnym. Okreslamy
hamiltonian zadania

kwadratowy), warunek optymalno$ci w postaci =0, gdzie: H — hamilto-

H(n) = tr {P(n+1|n)¥'(n)}. (15)
Macierz zmiennych sprzezonych ¥'(n) speinia réwnanie: '
n—1) — —Tg’%’gl—); W(lt1) — W —1.
Po uwzglgdnieniu (13) otrzymuje sie: ,
Yn—1) = &*(m+1, ) Pn)d'*(n-+1, n),
: a_nast@pnie:
Yin—1)=ok+1,md*k+1,n; n=k, k—1,.. (16)

Warunek optymalno$ci przyjmie postac:

(e {[P(n+1, m)— M) K*@)] P(a|n— D[S+ 1, 1)— M@ K*@)] +Q(n)+
+K*(n)R(n)K*’(n)} - Q¥ (k+1,n) - D¥'(k+1, n)}.

Uwzgledniajac niezalezno$é macierzy @*(k-+1, n) od K*(n) oraz stosujac nastepujace
reguly okre$lania gradientu §ladu macierzy:

a a ! - ’
e {tr{AX}} % {tr{AXBX }} — A'XB+AXB,

3K"()

po odpowiednich przeksztatceniach otrzymuje sig:
K*(n) = O(n+-1, ) Pnin— DM 0)[M@)P(n|n— 1) M'(n)— R(n)], 17
dlan=0,1,2,..k.

Relacje (12) 1 (17) opisuja elementy dyskretne liniowego estymatora kalmanowskiego.
Aby opis ten byl pelny, nalezy okresli¢ warunki poczatkowe iteracji P(n|n—1) oraz
%(n|n—1). Z warunku nieobcigzalnosci estymacji otrzymuje sig:

' P(1]0) = cov{z(0)},
5(110) = E{3(0)}.

4, ZAGADNIENIA OBCIAZALNOSCI ESTYMACII

Przypominamy, Ze estymator nazywamy nieobciazonym, je$li speliony jest warunek
(11), tzn. ' '
E{£(k|n)} = E{e(b)},
lub
E{e(kin}=0; n=k.

12 Rozprawy Elektrotechniczne
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Wielkoscei:
b(k) = Efe(k|n)} = E{e(k)} —E{e(k|n)},
oraz

plk) = E{z(0)} —E{3kIn)},
nazywamy odpowiednio obcigzeniem oceny zmiennej z(k) oraz wektora stanu gz(k).
Uwzgledniajac (6), (6a), (10), réwnanie rzeczywistego uchybu estymacji wektora stanu
napiszemy w postaci:
e,(nt1|n) = [@°(m+1,n— K*(n) M°(n) — P*(n+-1, n)lg(m)+
+@*(n+1, n)e,(n|n—1)—K*@n) [wm)+Amm)]+v(x),  (18)
gdzie
ea(n+1|n) = gn+1)—5®n+1|n).
Na podstawie (11) mozZna przyjaé:
AD*(n+1, n) = O*°(n+1, n)—M°(n) AK*(n)—AM(n) K*°(n). (19)
Symbole A®*(n+1, n) oraz AK*(n) oznaczaja tutaj odchylenia parametréw estymatora.
Réwnanie (18) przyjmie postaé:
ea(n-+1[n) = [AD(n+1, n)—K*(m)AM )3 (n)+ ‘
4+ @*¥(n+1, n)e,(n|n— ) +ov@m—K*n) (wm)+Am@)].  (20)
W ujeciu stosowanym w niniejszej pracy przyja¢ nalezy
e(110) = 0.
Obok prawidlowosci réwnan estymatora oraz warunkéw poczatkowych iteracji, nie-

obciazalno$é estymacji uwarunkowana jest dokladnodcig podzialu procesu na sktadowe
z(n) i m(n).

Lemat 1

Jezeli warunki poczatkowe iteracji (18) oraz skladowa m(n) okreslone sa dokladnie,
natomiast model dynamiki procesu z(n) znany jest w sposob przyblizony, wowezas esty-
mator zachowuje wlasno$¢ nieobciazalnoscei. ‘

Dowdd
Na podstawie (18), (19) otrzymuje sig:
E{e,(n-+1|n)} = {40*(n+1, n)—AK*(n) M°(n)} E{z(n)} -+
+@*(n+1, n)E{e,(n|n—1)}+E{o(m)}+K*@) E{w(n)},
skad, uwzgledniajac (4)=(4b), przy zatozeniu E{3°(n)} = 0, otizymuje si¢:
E{e,(n+1|n)} = ®*(n+1, DE{e(1]0};
E{e(1|0)} = E{z()—3(110}.
Poniewaz 5(1]0) = 0, stad:
E{e(110)} = 0.
Ostatecznie E{e,(n+1|n)} =0, oraz b(n) = M(n)f(m) = 0 dla ¥ n. cnd.
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Rozpatrzmy z kolei przypadek, w ktérym model dynamiki okreslony jest dokladnie,
natomiast podziat procesu na sktadowe m(n) i z(n) jest nieprawidtowy. Przy warunku:

AD*(n+1,m =0, AK*@n) =0,

znika pierwsza skladowa prawej strony réwnania (20).
Postepujac analogicznie jak przy dowodzeniu lematu 1, otrzymujemy:.

E{e(m+1In)} = dn+1, n)p(1)-+ 2@*(}1—}—1, DK*()Am().
i=1

W ogdlnym przypadku AD*(n+1,n) # 0, AK*(n) # 0, Am(n) #0, co odpowiada
niedoktadnosci modelu filtru formujacego, jak réwniez niedoktadnosci wyboru warunku
brzegowego réwnania macierzy kowariancji uchybu P(n+-1|n), mamy

i=n

Bt = (1, DA+ D) @*(n-t 1, 1) [AD(+1, 1) —
i=1
—K*(DAM@] B +K*@D)AmG).  (22)

Zauwazmy, ze przez odpowiednia korekcje macierzy wzmocnienia estymatora K*(n)
osiggnaé mozna znaczne zmniejszenie wartoéci wyrazenia :

[AD(n+1, n)—K*(m) AM ()] f(n)+K*(n) Am(n).

W granicznym przypadku otrzymuje si¢ warunek tzw. estymatora skompensowanego:

[AD(n+1, n)+K*(m) M°@)]f(n) = 0, (23)
lub
AD(n+1, n)+ [K*(n)+AK*(m)] M°(n) = 0.

Nalezy sobie jednak zdawaé sprawe, ze warunek kompensacji (23) zrealizowaé mozna
jedynie metoda préb.
Obciazenie b(n) w kazdym przypadku okreslone jest zaleznoscia

b(n) = M(n)f(n)-+Am(n). 249

Granicznym efektem niedokladnoéci modelu okazaé sie moze rozbieznosé estymacji
z obserwacjami, ktéra interpretowaé mozna jako niestabilno$é réwnania uchybu (20).
Koniecznym wydaje sie wiec sprawdzenie stabilnosci macierzy @(n+1,n) i ewentualna
jej korekcja. ‘

Zauwazmy, ze w estymatorze skompensowanym wyklucza to rozbiezno$é estymacii
z obserwacjami. W ogdlnym przypadku wymagana bedzie dodatkowo stabilnosé macierzy:

AD(n+1, n)—K*(n) M°(n).

W nastgpnym punkcie zostanie podane twierdzenie, ktére formutuje warunki stabil-
nosci w innej postaci. ’

1238
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5. PRZYROST UCHYBU SREDNIOKWADRATOWEGO
Oznaczmy przez P(n-+1|n) = cov{e(n+-1|n)} macierz kowariancji uchybu estymacii
obliczang z réwnania (14) dla modelu przyblizonego; wtedy
P (n+1|n) = covi{e(m+ 1)—e(n+1|n)} — macierz kowariancji uzyskiwana w trakcie

estymacji przyblizonej procesu rzeczywistego
oraz
P°(n+1|n) = covie(n+1)—e°(n+1{n)} — macierz kowariancji, charakteryzujaca ccty-
macje w hipotetycznych warunkach doktadnej znajomosci modelu procesu.
Réwnania uchybéw estymacji w warunkach rzeczywistych maja postac:
e(nt+1in) = ADn+1,m)z)+P@m+1, n)e,(nin—1)—
— K*() [ () - Am(@] 4 M) 5 (n)+ M(n) ea(n n—1)+o (),
eo(n+11n) = M°(n+1) e (n+11n)+AMn+1)3.(n+11m)+Amn+1).

Odpowiednio macierze kowariancji uchybéw wyniosa:

Py(n+Dln) = Q)+

 3°(nt+1,n) | Pa(njn—1) alnin—1)+ M(@) P (nin—1)+ AN ew+1,n |
4+ Py(nln—1) 4-st(n|ln—1)AM'(n)
" AD(n+1,n) ' (nlp—1)+ D)+ tAM(n)D’(n)—l— AD(n+1,n) |
+Py(nin—1) + Py(nln—1) { +M(mya’ (n) ’
K*(n) Pilnln—1D)M'(n)+ | D()AM (n)+ R(m)+F(n)-+M(n) K*(n)
» AL +aMemyw@ln—1) | +a@MT @) Palnln—DM'() || .

Po(n+Din) = Bla+ 1)+
M°(n+1) QT Pu(n+1in) | 7w(n+1|n) — Py(n+1|n) M°n+1) 1
+ [ ] [ [I B ] [ _______ ] ' (25)
AM(n+1) T (n+1|n)— Pa(n+1ln) | S(n-+1)

AMO(n+1)

gdzie:

D(n) = cov{z(m},

an|n—1) = E{g(n)e, (n|n—1)} — macierz opisana zalezno$cig rekurencyjna,
a(nin—1) = O, n—1)amr—11n—2)P* (n|n—1)+Pn, n—1)D(n) AP (n, n— 1)+

+0@m); 7)) =0, (26)

Am}(n) —~1] ,
B(n) = Am? : Am,(n), Am,(n) ... — skladowe wektora Am(n),
|:: >gl?-gz1§(n):| ) z
P(n|n—1) = cov{e(n|n—1)},
S(n-+1|n) = cov{g(n+1|n)}, przy czym:
S(n+1|n) = O*(n+1, n)S(n|n—1)D* (n+1, n)+K*(n) [D(m)+R@]K* (n),
F(n) = B(n)+AMn) D(n)AM' (n)+M(@n)n(n|n—1)- M'n)+M m)mm|n—1)M(n).
W przypadku doktadnej znajomosci modelu byloby:

P°(n+1,n) Po(nln—1) } 0 ] [ D°(n+1, n)

K*o@m) ] [ 0 | R+MPin—1) Mo @) 11 Ko@)

POt 1) = [ ]+Q(n),
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oraz
P°(n+1|n) = M°(n--1)P°(n+11n) M* (n-+1).
Przyrost macierzy kowariancji uchybu estymaciji:
AP(n+-1|n) = P,(n+1|n)—P°(n+1|n)
okreSlony jest przez réwnania rekurencyjne:
Pn+1in) =
B ar AP(in—1) | = ‘(mn—1)+ | [ M) x [ M(n) X ‘Q"(n—'r-l L0 |
| +Pa(rln—1) [ X Po(nln— | X Pa(njn— AD(n+1, n)
D° (n+1,1 o [—1)+n(n|n~ —1)+n(nln— .
{ (=D AMT(n) |~ 1)AMT ()
—— i o A
7' (nin—1)+ E D)+ | M) x M(n)x
+Pa(nin—1) | +Py(njn—1) { X Pa(nln— | X Py(nln— 0
AD(m+1,n t [[*—l)—f-:n(njn—f—l)—l-n(nln— K°*(n)
{ [—DAM'(n) |—1DAM’ () »
= || [ P @n
M () 'M(n)>< [ M(n)x | 0
Ko X Pag(nln— | X Pa(nln— [ X AP(njn—
) -1)1—AM(n)l — 1)+ AM)| —1)+M(n)
X a@'(nln—1) l X' (nln—1) | —!—F(n) {
Pa(nln—1)x { M(n) x } 0 R@+Fm+
Ak XM (m)+ | X Pu(nin— } b+ M) x AK*(n)
() +AMG)x | D) +-AM ) | X Pa(nln—
| AL xa'(njn— 1) | X7’ (nln—1) | | =DM’ (n) B B

Dla s krokéw wyprzedzenia (por. dodatek A) bedzie:

i==s—1 .
D Puts, n+DQu+i—1)0 (nts, n+1)+
i=0

Py(n+sin) =

D°(n+s,n+1) Pa(n—l—lln)ln(n-}-]ln) D°(n+s,n+1) Y
il [ sl | [ e

AP (n+s, n+1) w(n-+1jn) D(n+l)

Przyrost macierzy kowariancji wyniesie odpowiednio:

AD(n+s,n+1)

D (n+s,n+1)
APy(n+sin) = [ __________ ] [

Pa(n+1in) | n(n+1ln)—P°(n+lln)] [
AD(m+s,n+1)

wn+1in)— P°(n-+11n) | Un+1in)

gdzie U(n+-1|n) = D(n+1)—P°(n+1|n) = cov{z°(n+1|n)}.

D(n+s,n+1) Y
——~] . @)
AD(n+s,n+1) :

Dolna granica przyrostu kryterium odpowiada przypadkowi estymatora speliajgcego

warunek:
AD(n+1,n) = K*M)AM®»).

Mamy wowczas:

(30)

e(nt-1ln) = D*(n+1, n)e(n|n—1)—K*(n) wm+Am@m)i+o @),
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skad:

P(n+1in) = Qm)+P*(m+1,n) P(nin— D@ (n+1, n)+K*(n) [R(n)+Bm]K* ().

Podobnie otrzymuje sie 2(n+1|n).
Z kolei, oznaczajac min{AP(n+1|n)} =

AP (n+1n) =

APs(n—{—l-]n), mamy:

" @0 (1, ) || APs(rin—1) |APs(nln—1) | 0 L0 || Pt T
ADP(n+1, n) APy (nin—1) JIAPs(n]n—l) ]] 0 } 0 AP m+1, n)
2 B 1 PN | -
_| k2m | 1 Bl)—M°(m)x 0 o
| 1><APs(n|n~—1)MoT(n){ K=o
——————— i !
AK*(n) ‘ 0 { 0 { 0 { R+ AK*(n)
| AL i I i +B(m 1L |

Uwzgledniajac réwnanie:
e,(nt+sin) = M°(n+s) ea(n+s|m)+AM(n+s)g.(n+s|n)+Amn+s),
tatwo uzyskaé mozna zaleznosci dla 2,(n+s| n) oraz AP, (n-+s|n) . Przyrost §redniokwadra-
towego kryterium dokladnoéci wyniesie:
AJ(k|\n) = tr {42(k|n)},
k= n.

Zauwazmy, ze kompensacja uchybu macierzy tranzycyjnej poprzez zmiang ,,Wzmocnie-
nia” estymatora poprawia przede wszystkim doktadnos¢ predykcji dla bliskiego horyzontu
wyprzedzenia. Dla wigkszego wyprzedzenia efekt ten zanika, poniewaz dominuje wowezas
druga sktadowa réwnania (28). Przypadek niestabilnosci macierzy @(n+1, n), ktéremu
odpowiada nieograniczony przyrost bledu $redniokwadratowego, wykluczamy z rozwa-
zan. Z kolei, dla przypadku stabilnego, oszacowanie gérnej granicy przyrostu uchybu jest
dosyé uciazliwe 1 mato przejrzyste do interpretacji. Warunek ograniczonego przyrostu
uchybu wynika z nastgpujacego twierdzenia. -

Twierdzenie 1 ' .
Jesli dokladny [2], [3] oraz przyblizony modél procesu:
z(n+1) = [D(n+1, +4D(n+1, mlgm)+vm)+Amn),
y(m) = [M°(m)+AM (n)]%(n)‘ifw(n)‘“}”m(’;)S m(n) = m*(m)+Am@),

(3D
(31a)

j'jést jednostajnie sterowany i obserwowalny (por. dodatek B), jesli P(1]0) > 0, a ponadto

przebieg Am(n) jest jednostajnie ograniczony, wéwczas macierz kowariancji rzeczywistego
wuchybu estymacji P,(n-+1|n) jest ograniczona dla kazdego n.

Dowéd
Réwnanie uchybu estymacii wektora stanu filtru formujacego mozna zapisa¢ w postaci:

ea(n+1|n) = P*(n+1,me,(n|n— D—{do@n+1, n)— A
—K*() AM W) 5(m)—K*(n) [Am@m)+wm-+o@m],  (32)
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skad wynikaja zaleznodci:
i=n

en+1\n) = D*(n-+-1, 1)e,(1]0)— 2(15*(n-}—1, D{[ADG+1, 1) —
i=1

—K*DAM M]3 (O)—K* O Am@OD—w@lH+2@O}, (33)
P,(n+1|n) = cov{e,(n+1|n)} = @*(n+1, 1) P,(1|0)D*(n+1, 1)+

i=n

+ M (41, DGO (n+1, ),

gdzie: ‘
G() = [AD(+1,)—K*@O)AM@D]Dw) [AP(E+1, i)~ ,
—K*OQAM@)+K*() [B'O+ROIKH)+QG0).  (35)

Dowodzi si¢ (por. [8] str. 240), Ze przy speinieniu podanych w twierdzeniu warunkéw
model estymatora jest stabilny. Oznacza to, Ze zachodzi zwiazek:

D(k,))< ¢y - expl—er(k—)) 1 (36)
(cls &) > 0)

Przy ogramczonym P(1{0) warunkiem jednostajnej stabilnosci estymatora bedzie ogra-
niczono$¢ macierzy G{i).

Analizujac poszczegélne sktadowe prawej strony wyrazenia (35) stwierdzi¢ mozna, ze wa-
runek ten jest speliony. Oznacza to, Ze rozwiazanie réwnania kowarlanCJl uchybu jest
jednostajnie ograniczone, co zaplszemy W postaci:

i=k

PU+110)< ¢5- D exp{—car (k+1,1)}  cnd. (37)
i=1

Rozwazmy z kolei wplyw doktadno$ci wyboru warunkéw brzegowych réwnan reku-
rencyjnych (7) i (14). Scislej biorac wystarczy rozpatrzy¢ to zagadnienie tylko w odnie-
sieniu do réwnania (14), poniewaz pl‘ZY_]QCle dla réwnania (7) warunku g(l [0)=0 okresla
prawidtowo warunek brzegowy. W szczegélnym przypadku, gdy macierz @(n-+1, n) oraz
M(n) okreSlone sg dokladnie, natomiast warunek brzegowy P(1|0) oraz macierze Q(n)

i R(n) obarczone sa blgdem, obowigzuje nastepujace twierdzenie udowodnione w pracy
[8] str. 248. ] !

Twierdzenie 2

Jesli
P(I0)< P(110), Q°m< O(n)
oraz
R R(n) dla \fn,
woéwczas

N P,(n+1|n) < P(n+1]n).

Dla przypadku niedokladnej znajomosci modelu dynamiki procesu (AP (-1, n) # 0,
AM(n) # 0) wynika z twierdzenia 1 nastgpujacy wniosek.
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Je§li dokladny (2), (3) oraz przyblizony (31), (31a) model procesu jest jednostajnie
obserwowany i sterowany oraz P(1]0) # P°(1{0), a ponadto P(1]0) posiada elementy
ograniczone, wéwczas P,(n+1|n) jest jednostajnie ograniczona.

Z réwnania (34) wynika, ze przy stabilnym charakterze macierzy @(n+1, n) wplyw
warunku brzegowego P(1]0) zanika po pewnej iloéci krokdéw iteracji. Sredniokwadratowy
uchyb estymaciji jest w takim przypadku réwny dyspersji uchybu estymaciji wartosci $red-
niej procesu, podczas gdy stosowanie estymatora niedoktadnego daje uchyb wigkszy.

Rozpatrzmy warunek skutecznoéci dla predyktora (por. dodatek A)

. {{ @°(n+s,n+l)] [ Py(n+1/n) | n(n+1in)—D(r+1) ][@”(n—i—s,n—H)
T

AD(n+s,n+1) w(n+1|n) 1 D(n+1) ‘AD(n+s,n+1)

] —|-R(n+s’)} <0, (3%)
gdzie:
D(n-+1) = cov{z(n+1)},
a(n+1\n) = E{z(n+1)e,(n+1|n)}.

Dotyczy on nie tylko odchylenia modelu, lecz réwniez horyzontu wyprzedzenia.

Dla okreslonego odchylenia modelu procesu méwi¢ mozna o dopuszczalnym, ze wzgle-
du na skuteczno$é, horyzoncie predykcji i odwrotnie, okre§lona doktadno$¢ modelu limi-
tuje horyzont skutecznej predykeji. Wielkosci te zwigzane sa rownaniem:

tr{P,(n+s|n)—D(n+s)—R@+s)} =0, 39)
ktére w ogélnym przypadku jest mato przejrzyste do interpretacji. Dla procesu stacjonar-
nego o obserwacjach niezakiéconych mamy:

[@(1)(5“) ] [ Po(n+1|m)—D l,ﬂ(n+lln) ! D(1)(s-1) ]’ o

(40)
AD(s—1) '

aln+limy | D |[—4‘15(s—1)

gdzie
AB(s—1) = [B(1)+AD(C-V—B1)D,

skad uzyskuje si¢ (2s—1)-go rzedu wielomian macierzy wzgledem A®(1). Wydaje si¢, Ze
dla s > 2 sprawdzanie warunku, dla réznych s oraz A®(1), jest latwiejsze, niz rozwiazy-
wanie rownania (39).

z(k+1)

v(k) z(k)

08

. Rys. 3. Model cyfrowy filtru formujacego

Przyktad

Niech dyskretny jednowymiarowy proces stochastyczny posiada funkcje korelacyjng
w postaci:
I'(n+s,n) - exp[—0,22 s].
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Macierz tranzycyjna filtru formujacego oraz kowariancja bialego szumu wynosza od-
powiednio ' ' '
D(1) = exp(—0,22) = 0,8,
O = l—exp(—0,44) = 0,36.

Odpowiedni model uktadu podano na rys. 3.
a) Przypadek obserwacji niezaktécanych

Réwnanie predyktora ma postaé: _

Z(n+s|n) = (0,8)°z(n). (41)

Warunek skutecznoéei (39) dla procesu skalarnego zastapi¢ mozna przez

{[P)+ADF—(S1)—1}2D+0 Y d2(1) < 0. 42)
n=0
Py (k+s/k) AS(1)=+0(1)/08(1)=+058(1)
15
a)
A6(1)=+029(1)
1 Ad(1)=-059(1)
/ Ap(1)=-029(1)
05

7 2 . 3 4 § S
Rys. 4. Charakterystyki doktadnosci predyktora kalmanowskiego

a) obserwacje niezaklocane, b) obserwacje zaklécane, 1 — estymator nieskompensowany, 2 — estymator® skompensowany

Otrzymuje si¢ z niego dopuszczalne granice odchylenia modelu
AD(DHK D(1) dla s=1, »
AP 40,6 D(1) dla s=2.-

5
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Zalezno$é Sredniokwadratowego uchybu predykcji w funkcji czasu wyprzedzenia dla
téznych odchylen modelu estymatora skompensowanego i nieskompensowanego przed-
stawiono na rys. 4.

b) Przypadek obserwacji zaktdécanych

Réwnanie estymatora ma postac:
Z(n+1]n) = P*(n+-1, mz(n|n—1)+K*(m) y(n),
:gdzie:
| D*(n+1, n) = 0,8—K*(n),
K*(n) = 0,8 P(n|n—1)[P(n||n—1)+R@]™.

W trakcie cyfrowego modelowania zaieinoéci rekurencyjnych, przy zatozeniu P(1]|0) =
= 1 oraz R(n) = 0,3, otrzymano:

AD(1) Po(k+1\k) K*(k) D*(k+-1, k) Polk|k—1)
0 . 0,478 0,493 0,307 0
+0,20(1) 0,474 0,582 0,327 0,510
—0,29(1) 0,461 0,385 0,263 0,502

6. UWAGI KONCOWE

Uzyskane wyniki pozwalaja sformutowaé nastgpujace wnioski.

a. Charakterystyka dokladnosci estymatora kalmanowskiego jest niesymetryczna
wzgledem uchybu modelu. Wrazliwo$¢ na uchyb macierzy tranzycyjnej ,,destabilizujacy”’
model jest wyraZnie silniejsza niz na uchyb przeciwny,

b. Kompensacja uchybu modelu (23) zmniejsza wrazliwo$¢ estymatora. Efekt ten jest
szezegblnie wyrazny dla filtracji oraz predykcji z niewielkim horyzontem wyprzedzenia
{por. (29)).

¢. W przypadku gdy estymator rzeczywisty okazuje si¢ nieskuteczny, lub w skrajnym
przypadku daje estymaty rozbiezne z obserwacjami, nalezy zwigkszy¢ wage ostatnich
obserwacji, przez zwickszenie macierzy wzmocnienia K*(n), zmniejszajac jednocze$nie
.pamie¢”’ reprezentowang przez macierz @*(n+1, n).

d. Jesli zabieg okreSlony w punkcie ,,c”° okaze sig malo efektywny, wowczas nalezy
jako najlepsza estymate przyja¢ warto$é érednia m(n). '

e. Problem biezacej estymacji sktadowej m(n) posiada istotne znaczenie praktyczne.
Wymaga on oddzielnego potraktowania. Warto wspomnieé, ze zagadnienia modyfikacji
struktury estymatora kalmanowskiego w celu eliminacji statego w czasie obciazenia, roz-
‘wazano m.in. w pracy {2].
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Dodatek A
WYPROWADZENIE WARUNKU SKUTECZNOSCI DLA PREDYKTORA LINIOWEGO

Przy zalozeniu M (k) = I réwnanie obserwacji procesu ma postaé:

y(n) = z(m)+w(n). (A.D)
Ponadto stuszna jest zaleznos$é:
i=s—1
z(n+s) = P(u+s, n+Dz(p+ 1)+ 2 D(n+ts, n+Dov(n+i = 1), (A.2)
. i=0
skad wynika:
D(n+s) = cov{z(n+s) = P(n+s, n+1)D(n+1)D (a+s, n+1)+
i=s5~1
+ 2‘ D(n+s, n+1) Qn+i—1)P (n+s, n+1). (A.3)
i=0
Mamy réwniez:
) i=s-—1'
Py(ntsin) = cov{e,(ntsim} = D @lu+s, n+)Q(n+i—1),
: i=0

& (nts, nt i)t [ D(n-t-s, n+1) ] [ Py(n+1in) | 7(n-+1n) ] l Go(n-+s, nt+1)

. | . ]+B(n+S), A4
AD(m+s, n+1) w(n+1n) | D(n+1) AD(m+s,n+1)

gdzie n(n+1n) = E{z(n+De,(n+1n)} wyznacza sie wedhig zaleznosci rekurencyjnej (26).
Jezeli jako estymatg 2(n-sln) przyjaé warto$é m(n+s), wowczas uchyb takiej estymacji wyniesie:
e(n+sin) = Z(n)+w(n). Z warunku skutecznosci, ktéry teraz przyjmie postaé:

tr {Po(ri+s1n)} < tr{ D(n+s)+R(u-+s5)-+B+s)} . (A.5)
otrzymuje sie: v :
. {[ D°(n+s, n+1) P,(n+1|n) f n(n+1n)—D(n+1) ] [@”(n-l—s, n+1)
T - _
AD(n+s, n—l—l)] [ n(n+1ln) | D(n+1) AD(n+s, n+1)

] —I—R(n—l—s)} <0,

gdzie R(n+s) = cov{w(h;l—&)}.
Poniewaz macierze D(n-+1), Py(n+s|n) oraz R(n+s) sa dodatnie okreslone, warunek (A.5) réwno-
znaczny jest relacji:

Pa(n-i—.s'ln)—D(n—I—s)—R(n—l—Lc)——'B(n+s’) < 0.

Dodatek B
OKRESLENIE JEDNOSTAJNEJ CALKOWITE] OBSERWOWALNOSCI 1 STEROWALNOSCI
UKLADOW
Liniowy uklad dynamiczny:
x(n+1) = Sn+1, n)x(@)y+I'm)o @), B.1)
y(@ = M@)x@)+w(m, , 3B.2)

jest jednostajnie obserwowalny, jesli istnieje catkowite N> 0 oraz (a, f)> 0, takie ze:

0< al < Win, n—N) < 8I ®.3)
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dla kazdego n > N, przy czym
i=n
Wn,n—N) = E O, M OROMGODU, n). (B.4)
i=N-n

Uktad (B.1), (B.2) jest jednostajnie catkowicie sterowalny, jeli istnieje catkowite N > 0 oraz (a, f) > 0,
takie ze:

0<al< L(n,n—N) < I, (B.5)
gdzie:
i=n—1 .
L, n—N)= Y @@, i+DIOOG+DI"OP (n, i+1),
Y (B.6)

R() = cov{w(D)}; Q@) = cov{v(i)}.
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S. EUKASIK
KALMAN ESTIMATION ACCURACY DUE TO MODELING ERROR

Summary

In the paper a Kalman estimation accuracy due to process modeling error is considered.
Bias of estimate and mean sqare performance degradation are analysed. A direct numerical example
is given for illustration.

S. LUKASIK

GENAUIGKEITSPROBLEM KALMANNISCHEN ESTIMATORS BEI BESCHRANKTER
KENNTNIS DES PROZESSMODELLS

Zusammenfassung

In der Arbeit wurde der Einflu8 einer beschriankten Kenntnis des diskreten stochastischen ProzeBmo-
dells auf die Genauigkeit Kalmannischer Estimation erortert. Man erwog das Problem der Estimator-
belastbarkeit, sowie des Anstiegs mittelquadratischer Abweichung. Es wurde auch der Wirkungsbegriff
der Estimation bezeichnet, und ergidnzend ein einfaches Rechenbeispiel angefiihrt.
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C. IYKACHUK

BOIIPOCHI TOUHOCTH KAJIBMAHOBCKO¥ OIIEHKU ITPY HEITOJIHOM
WHDOPMAILINHY O ITPOLJECCE

Pesmome

PaccMaTpHBAETCA BIIMSHME OHMIMOKM MOZEIM CIIyJaifHOro IIPOIlecca HA TOYHOCTh GumiIbIpa U Ipea-
ckasareis Kanpmaua,

PaccmoTpessl BOIPOCE] HECMELIEHHOCTH 1 IPUPOCTa CPEfHeN KBaPAaTHUECKOH OIIMOKY OLEHKHA.
TIpuBeOeH UNCIICHHBIN IPUMED.
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621.372.5

Impedancje liniowych obwodow elektrycznych

MACIEJ] KRAKOWSKI (LODZ)

Instytut Podstaw Elektrotechniki Politechniki £.ddzkiej

Otrzymano 27.1.1971

W pracy oméwiono podstawowe whasciwosci impedancji liniowych dwoéjnikdw elektrycz-
nych o parametrach skupionych, niezaleznych od czasu. Rozwazania maja charakter ogdlny
1 dotycza impedancji jako funkcji zmiennej zespolonej s. Omdwiono impedancje wewnetrzna
i zewngtrzna, a takze impedancje wzajemna. Wykazano, ze impedancja jest rowna réznicy
potencjatow skalarnych na zaciskach dwojnika podzielonej przez prad ptynacy w tym dwoj-
niku. Oméwiono funkcje energetyczne oraz ich podstawowe wihasciwosci.

1. WSTEP

Jednym z najbardziej podstawowych poje¢ w teorii liniowych obwodéw elektrycznych
o stalych parametrach jest impedancja dwéjnika. W niniejszej pracy wyjasniono niektdre
wiasciwosci impedancji na podstawie teorii pola elektromagnetycznego.

Wektory charakteryzujace pole elektromagnetyczne sa funkcjami czasu oraz wspél-
rzednych punktu pola. Dowolny wektor W, zalezny od czasu okreélony jest przez trzy
wielkosci Wy, W, Ws,, przedstawiajace sktadowe tego wektora. Przeksztalcenie Laplace’a
wektora W, oznaczymy przez W(s), przy czym sktadowe W, (s), W,(s), W3(s) tego wektora
sa odpowiednio transformatami funkcji W,, W,,, Ws,.

Wektor W(s) mozna traktowac jako element przestrzeni Hilberta, ktérego norme
przedstawia wzor

W)l =Y W(s) WHGs), (1)
przy czym W¥*(s) jest wielkoscia zespolona sprzezong, natomiast za pomoca kropki ozna-
czono iloczyn skalarny wektoréw.

W dalszych rozwazaniach rozpatrzymy pole elektromagnetyczne w $rodowisku jedno-

rodnym w otoczeniu przewodéw wiodacych prady. Po przeksztalceniu réwnafi Maxwella
za pomocyg transformacji Laplace’a, otrzymuje si¢ dla zerowych warunkéw poczatkowych

rotH(s) = (y+se)E(s), 2)
rotE(s) = —suH(s), 3)

jezeli spetnione sa odpowiednie zatozenia dopuszczajace zamiane kolejnosci rézniczkowania
i calkowania przy obliczaniu przeksztatcenia Laplace’a pochodnych czastkowych wzgledem
wspbirzednych punktu pola. Wektory E(s) oraz H(s) sa transformatami natezenia pola elek-
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trycznego i magnetycznego, nazywanymi pOzniej wprost natgzeniem pola elektrycznego
lub magnetycznego, a pozostale oznaczenia omoéwione sg w wykazie najwazniejszych
oznaczen. Wielko$é s = o+jw nazywana jest czegsto czestotliwoscia zespolona [5, 8, 11].

Przy analizie pél elektromagnetycznych sinusoidalnie zmiennych w czasie wykorzystuje
si¢ postaé zespolona wektorow. W tych warunkach rownania Maxwella przedstawia sig¢

w postaci zespolonej:
rotH

Il

(y +jwe)E,
rotE = —jouH,

przy czym E oraz H sa wektorami zespolonymi natgzenia pola elektrycznego i magnetycz-
nego. Wynika stad, Ze w celu otrzymania zalezno$ci dla pdl elektromagnetycznych sinusoi-
dalnie zmiennych w czasie, nalezy transformaty wektoréw pola zastapi¢ przez wektory
zespolone oraz przyjaé s = jo. W Dodatku 2 wykazano, ze norma wektora zespolonego
jest réwna jego wartoéci skutecznej, jezeli moduly sktadowych tego wektora sa warto$ciami
skutecznymi.

Natezenie pola elektrycznego wyraza si¢ wzorem (por. Dodatek 1)

E(S) = Est(s)+Ei(S)> (4)
gdzie:

Eg(s) = —grad¥(s), ®)

Ei(s) = —sA(s) ©

przedstawiaja odpowiednio natezenie pola elektrycznego statycznego i indukowanego.
Pole statyczne jest polem potencjalnym, natomiast pole indukowane jest polem wirowym
i zwiazane jest z czasowymi zmianami pola magnetycznego.

Przedmiotem dalszych rozwazan beda obwody elektryczne o statych skupionych, kt6-
rych parametry sa wielkosciami statymi, niezaleznymi od czasu. Bedziemy zawsze przyj-
mowaé, ze obwody zawieraja przewody o malych wymiarach poprzecznych. Zatozymy
ponadto, ze rozpatrywane obwody sa krotkie w poréwnaniu z diugoscia fali, wskutek
czego pominigte zostana zjawiska falowe.

Wykaz najwazniejszych oznaczen

A — potencjat wektorowy,
B — indukcja magnetyczna,
E — natezenie pola elektrycznego,
H — natezenie pola magnetycznego,
I — prad,
J — gesto$¢ pradu,
s = o+ jw — czestotliwos¢ zespolona,
t — czas,
U — napigcie,
¥V — potencjat skalarny,
Z — impedancja,
Z,, — impedancja wewngtrzna,
Z, — impedancja zewngtrzna,
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Z,,— impedancja wzajemna,
y — konduktywno$¢,
& — przenikalno$¢ dielektryczna,
p — przenikalno$¢ magnetyczna,
o — g¢stos¢ tadunku przestrzennego,
@ — strumien magnetyczny,
® — pulsacja. '

2. FUNKCIJE ENERGETYCZNE

Wektor Poyntinga w dowolnym punkcie pola elektromagnetycznego wyraza sie wzorem
II(s) = E(s)xXH*(s), @)

przy czym H*(s) jest wielkoécig zespolona sprzgzona, natomiast EXH* jest iloczynem
wektorowym.

Rozpatrzmy dowolng powierzchnie zamknigta S w polu elektromagnetycznym. Strumien
wektora Poyntinga wyptywajacy z obszaru v ograniczonego powierzchnia .S wynosi

f [E(s)XH*(9)]- dS = [ div[E(s)<H*(s)]do, ®)
S v

zgodnie z twierdzeniem Gaussa-Ostrogradskiego, jezeli wektor dS jest zgodny z nor-
malng zewngtrzng do powierzchni S. Podstawiajac réwnania (2) i (3) do wzoru
div[E(s) x H*(s)] = H*(s) - rotE(s)—E(s) - rotH*(s),
otrzymujemy
Is]

— div[E(s) < H*(5)] = ¥ [[E($)I|> + sl H($)]|* + %SHE(S)IIZ- ©

Strumien wektora Poyntinga wplywajacy do obszaru v przez powierzchnie zamknieta
S wynosi

~ f EXHA@] dS = Fo(s) +5Tale)+ - Wo(s), (10)
§
zgodnie z réwnaniami (8) i (9), przy czym

Fo(s) = [ yI[E@)]2do,

v

To(s) = [ plHE)| o, | an

Wos) = Isl? [ ¢l do.

v

W celu wyja$nienia sensu fizycznego otrzymanych wyrazen, rozpatrzymy pole elektro-
magnetyczne sinusoidalnie zmienne w czasie. Strumieir mocy zespolonej wplywajacy do
obszaruw przez powierzchnie S wynosi

—]([EXH*]'dS=fyHEHZdv+j2w(f%MHHHZdv— f%anEnzdv), 12)
S [7] v v
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przy czym E oraz H sa wektorami zespolonymi. W Dodatku 2 wykazano, ze catka y||E||?dv
przedstawia warto$¢ §rednia za okres mocy przetwarzanej na ciepto w obszarze v, natomiast

caltki f %‘uHHllzdv oraz f%el]Eszv sg odpowiednio wartosciami $rednimi za okres
v v
energii pola magnetycznego i elektrycznego w tym obszarze. W zwiazku z tym czeéci:
rzeczywista i urojona prawej strony réwnania (12) przedstawiaja odpowiednio moc czynng
i bierng zwiazang z obszarem v, czyli prawa strona tego réwnania jest moca zespolona.
Réwnanie (12) nie posiada w ogélnym przypadku interpretacji fizycznej. Jednakze
mimo braku tej interpretacji, wyrazenia (11) mozna nazwa¢ funkcjami energetycznymi,
podobnie jak w teorii liniowych obwodow elektrycznych, gdzie funkcje te okre$lone sa za
pomoca form kwadratowych [7, 8]. Poniewaz norma elementu liniowej przestrzeni
unormowanej jest zawsze liczbg nieujemnag, wigc na podstawie wzoréw (12) wnioskujemy,
ze funkcje energetyczne przybieraja wartosci nieujemne. Taka samg wiasciwo$¢ posiadaja
funkcje energetyczne stosowane w teorii obwodow elektrycznych.

3. IMPEDANCJA WEWNETRZNA

Na rys. 1 przedstawiony jest odosobniony obwdd zasilany napigeciem U(s) i wiodacy
prad I(s). Rozpatrzmy odcinek ABC przewodu wchodzacego w sktad omawianego obwodu.
Niech S oznacza powierzchni¢ zamknigta utworzona przez powierzchni¢ odcinka ABC
przewodu oraz przez dwa przekroje poprzeczne przewodu w punktach 4 i C.

T S

C

Rys. 1. Obwod elektryczny zasilany napieciem U(s)

Impedancj¢ wewnetrzna odcinka ABC przewodu okre§limy za pomoca wzoru
— § [E(s) xH*(s)] - dS
S
[(s)I?

W liczniku tego wyrazenia wystepuje strumienn wektora Poyntinga wnikajacy do wnetrza
odcinka ABC przewodu.

Rozpatrzmy obecnie elementarny odcinek przewodu o dlugosci dl (rys. 2). Wektor dS
normalny do elementu 4S powierzchni przewodu (zakreskowanego uko$nie na rys. 2)
przedstawia wzér

Zo(s) = - (13)

dS = daxd],
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przy czym dA = 1,d1 oraz dl = 1,dl, gdzie 1, oraz 1; sa wektorami jednostkowymi;
wektor 1, jest rownolegly do osi przewodu, natomiast wektor 1, jest styczny do linii zam-
knietej stanowiacej brzeg przekroju poprzecznego przewodu.

al

7 1

T Is)

b

Rys. 2. Elementarny odcinek przewodu

Strumien wektora Poyntinga wnikajacy do wngtrza przewodu przez element dS po-
wierzchni przewodu wyraza si¢ wzorem

_[E(s)x H*(s)] - dS = — [E(s) xH*(8)] - [dAx dll],

przy czym iloczyn skalarny dwéch iloczynéw wektorowych z powyzszej zaleznosci przed-
stawia wyrazenie

' E-d)@* - d)— (E - d)(H* - d]).

Biorac pod uwage, Ze natgZenie pola elektrycznego na powierzchni przewodu jest rownolegle
do osi przewodu, mamy E(s) - dA = 0, wobec czego

— [E(s) xH*(s)] - dS = (E - dl) (H* -dp). | (14)

Latwo udowodnié, ze strumien wektora Poyntinga przez dowolny przekrdj poprzeczny
przewodu réwna si¢ zeru. Wskutek tego strumiefi wektora Poyntinga wnika do wnetrza
przewodu tylko przez jego powierzchnig, czyli

— f E@xB*@]dS = [ [fH55) - A E()- a1 15)
N

zgodnie z wzorem (14), przy czym droga catkowania catki $H*(s) - dA jest linia ograniczaja-
ca przekrdj poprzeczny przewodu, droga calkowania za$ drugiej catki jest linia znajdujaca
si¢ na powierzchni przewodu.

Na podstawie II prawa Maxwella w postaci catkowej mamy

fHH () dn = I¥(s),
przy pominieciu pradéw przesunigcia, wobec czego wzoér (15) przybiera postaé

~ § E@xHs)]- dS = I*(s) [ E(s)- dl. (16)
S
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Podstawiajac wyrazenie (16) do wzoru (13), otrzymujemy

7 = 2O a7)
bowiem I*(s) I(s) = [I(s)]>.

Stwierdzamy zatem, ze impedancja wewnetrzna odcinka przewodu jest réwna ilorazowi
napigcia wzdtuz linii znajdujacej si¢ na powierzchni przewodu przez prad I(s). Wzér (17)
jest uogdlnieniem znanej zaleznosci dla impedancji wewnetrznej przy pradach sinusoidal-
nych' [3]. Na podstawie wzoru (17) okresla si¢ impedancje wewngtrzna przewodu.

4. IMPEDANCJA ZEWNETRZNA

Impedancje zewnetrzng przewodu okresla sie za pomocg wzoru

Zig = - LEOA (13)

przy czym E;(s) jest natgZzeniem indukowanego pola elektrycznego wzniecanego przez prad
I(s) ptyngcy w rozpatrywanym przewodzie, natomiast droga calkowania jest linia znajdujaca
si¢ na powierzchni przewodu. W Dodatku 3 wykazano, Ze catka liniowa wektora natezenia
pola elektrycznego przedstawia sile elektromotoryczna. Zgodnie z powyzszym, impedancja
zewngtrzna przewodu jest réwna pomnozonemu przez — 1 ilorazowi sily elektromotorycznej
wzniecanej w przewodzie przez zewnetrzny strumieri magnetyczny, do pradu plynqcego
w tym przewodzie.

W Srodowisko przewodz/qce

Rys. 3. Przew6d nad powierzchnia $rodowiska przewodzacego

W celu dokfadniejszego wyjasnienia impedancji zewnetrznej, rozpatrzymy przewdd
rownolegly do powierzchni nieograniczonego $rodowiska przewodzacego, na przykltad
ziemi (rys. 3). Impedancje zewnetrzna przewodu mozna przedstawi¢ za pomocg wzoru

- S¢z (S)
I(s) ~

przy czym —s®,(s) jest sifa elektromotoryczng indukowana w przewodzie przez zewnegtrzny
strumien magnetyczny @,(s).

Z.) = - 19
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Rozwazmy prostokat abed nad Srodowiskiem przewodzacym i zal6zmy, ze bok ab tego
prostokata znajduje si¢ na powierzchni przewodu. Biorac pod uwagg, Ze strumiefi magne-
tyczny jest catka liniowg wektora potencjatu wektorowego, mozemy zewngtrzny strumien
magnetyczny przedstawi¢ w postaci :

D,(s) = lim [ A(s)-dl,

>0 gpeda
skad otrzymujemy,
0.(5) = [A@)- di+lim [As)-dl, (20)
ab Q> ¢g
bowiem wektor A(s) jest w rozpatrywanym przypadku réwnolegly do osi przewodu,
wskutek czego catki wzdtuz odcinkéw bc oraz da réwnaja si¢ zeru. Mozna okazaé?), ze
drugi wyraz po prawej stronie rownania (20) zanika, czyli

G.(5) = [AGs)-dl,
ab

wobec czego
~s5B,(5) = [Eul(s)- dl,
ab

zgodnie z réwnaniem (6). Podstawiajac otrzymane réwnanie do wzoru (19) znajdujemy
wyrazenie (18).

Przytoczona interpretacja impedancji zewnetrznej przewodu dla pél sinusoidalnie zmien-
nych w czasie podana jest w pracy [4].

5. IMPEDANCIJA

Réznicg potencjatow skalarnych punktéw 4 i C przewodu z rys. 1 przedstawia wzér

Va@=Ve®) = [Eu(s)- dl, @
ABC
przy czym Eg, jest natezeniem pola elekirycznego statycznego.

Drogg calkowania w réwnaniu (21) miedzy punktami 4 i C mozna wybraé zupelnie
dowolnie, poniewaz rozpatrywana catka nie zalezy od drogi catkowania. Jednakze w dal-
szych rozwazaniach przyjmiemy, ze droga catkowania ABC znajduje si¢ na powierzchni
przewodu.

Podstawiajac E;; = E—E; do wzoru (21) i dzielac stronami przez I(s), otrzymujemy

V) Tew _ O N - LG o
I(s) I(s) I(s) '

‘Sktadniki sumy s'tanowiaccej prawg strong réwnania (22) sg odpowiednio réwne impedancji
wewngtrznej oraz zewnetrznej odcinka ABC przewodu z rys. 1, zgodnie z wzorami (17)

D W[ przypadku pél sinusoidalnie zmiennych w czasie wiasno$é ta wynika z wzoréw podanych
w pracy [1].



450 M. Krakowski

i (18). Biorac pod uwage, ze impedancja przewodu jest suma impedancji wewngtrznej
i zewnetrznej, otrzymujemy
Va(s)—Ve(s)
1(s) '
Stwierdzamy zatem, ze impedancja odcinka przewodu réwna si¢ ilorazowi réznicy potencja-
16w skalarnych koficow tego odcinka przez prad.

Wzér (23) mozna przyjaé jako definici¢ impedancji przewodu. Nalezy zaznaczy¢, ze
tego rodzaju okreslenie impedancji jest jednoznaczne, bowiem zaiéwno réznica potencja-
16w, jak i prad I(s) sa wielko$ciami jednoznacznie okreslonymi. :

Jest rzecza oczywista, ze impedancje opornikéw i cewek o zaciskach A4 i C mozna przed-
_ stawié za pomoca wzoru (23). Latwo réwniez sprawdzié, ze wzor (23) przedstawia impedan-
cje kondensatora o zaciskach 4, C. Stwierdzamy zatem, ze wzor (23) przedstawia impedan-
cje podstawowych elementéw wystepujacych w liniowych obwodach elektrycznych.

Podobna definicja impedancji przewodu podana jest w pracy [12] dla pradu sinusoi-
dalnego.

Z(s) = (23)

6. IMPEDANCJA WZAJEMNA

W celu oméwienia impedancji wzajemnej dwoch obwodéw, rozpatrzymy uktad z rys. 4
zawierajacy obwod I z pradem I, (s) oraz obwéd otwarty 2. Impedancje¢ wzajemna migdzy
odcinkiem ABC obwodu 2, a obwodem I okreslimy jako iloraz pomnozonej przez — 1
sity elektromotorycznej indukowanej w tym odcinku 4BC do pradu I;(s) plynacego
w obwodzie /, czyli

[ Eis)- dl
ABC
e e 24)
L&) 4
A 1 \‘Iz(s)=0
7 B
2
&

Rys. 4. Obwody magnetycznie sprzgzone

W celu doktadniejszego wyjasnienia wzoru (24) rozpatrzymy dwa réwnolegte przewody
umieszczone nad powierzchnia nieograniczonego S$rodowiska przewodzacego (rys. 5).
Impedancje wzajemna przewodéw mozna przedstawi¢ w postaci

—5D(s)
przy czym —s®(s) jest sita elektromotoryczna indukowana w przewodzie 2 przez strumien
magnetyczny @(s) skojarzony z przewodem 2.

Zix(s) = — (25)
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Strumiefi magnetyczny D(s) przenika prostokat abeda, ktoérego bok znajduje sie na
powierzchni przewodu 2 (rys. 5), natomiast bok ad = bc jest nieskoficzenie duzy; mamy

O(s) = lim  { A(s)-dl,

2% gheda

PR i
- v
1 2 b ,/‘x/ //
/ / [ ///
/I,(s)
a

~V/ Srodowisko przewodzac

Rys. 5. Dwa przewody nad powierzchnia $rodowiska przewodzacego

czyli

O(s) = [A@)-dl+lim [ AGs)-dl, (26)
ab

Q=0 og

bowiem wektor A(s) jest réwnolegly do osi przewodéw. Mozna wykazaé, ze drugi wyraz
po prawej stronie réwnania (26) zanika, wiec

D(s) = [A(s)-dl,
ab
wskutek czego

—s0(s) = [Eis)- dl,
ab

zgodnie z réwnaniem (6). Po podstawieniu tego wzoru do wyrazenia (25) otrzymujemy
wzor (24).

Przytoczona interpretacja impedancji wzajemnej dwoch przewoddw podana jest w pra-
cy [4] dla pdl sinusoidalnie zmiennych w czasie.

Roznice potencjatéow punktéw A oraz C obwodu 2 przedstawia wzor (21); podstawiajac
E;; = E—E;, otrzymujemy

Vi@~V = [ E@)-di— [ Es)-dl, @7

ABC ABC

przy czym droga calkowania 4BC obu calek polozona jest na powierzchni przewodu
tworzgcego obwdd 2. Jezeli zatozymy, ze ten przewdd jest bardzo cienki, to mozna pominaé
prady wirowe indukowane w jego wnetrzu. Wowczas natezenie pola elektrycznego na
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powierzchni przewodu réwna si¢ zeru, wobec czego zanika catka f E(s) - dl w réwnaniu
ABC

(27); dzielac to réwnanie stronami przez 7;(s), otrzymujemy

ey el @) d

I,(s) - I, (s)

Zgodnie z wzorem (24) stwierdzamy zatem, ze impedancja wzajemna miedzy odcinkiem
ABC obwodu 2 a obwodem 1 jest réwna rdéznicy potencjaléw punktéw A oraz C obwodu
2, podzielonej przez prad ptynacy w obwodzie I, czyli

) = V—“(s_,)?s)ﬂ )

Na podstawie wzoru (28) mozna w jednoznaczny sposob zdefiniowa¢ impedancje wzajemna.

Biorac pod uwage, ze wzory (18) oraz (24) maja zupelnie podobng posta¢, mozna
impedancje zewnetrzng przewodu traktowaé jako impedancje wzajemng. Latwo bowiem
zauwazy¢, ze impedancja zewnetrzna przewodu jest rowna impedancji wzajemnej miedzy
tym przewodem a umieszczonym na jego powierzchni nieskonczenie cienkim przewodem,
jesli oba przewody sa od siebie odizolowane [12].

7. UWAGI KONCOWE

W pracy rozpatrzono impedancje podstawowych elementéw liniowych. Rozwazania
maja charakter ogdlny, bowiem omawiane impedancje sg funkcjami zmiennej zespolonej s.

Wykazano, ze impedancja dwdjnika jest réwna réznicy potencjatéw skalarnych na
zaciskach elementu podzielonej przez prad ptynacy w rozpatrywanym elemencie. W ten
spos6b otrzymuje sie jednoznaczng definicj¢ impedancji. Wyniki otrzymane w pracy sta-
nowia uogdlnienie rezultatéw otrzymanych dla pradéw sinusoidalnych.
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Dodatek 1

POTENCJAE WEKTOROWY

Rozpatrzmy pole elektromagnetyczne w nieograniczonym $rodowisku jednorodnym. Przypusémy,
ze w obszarzev pola elektromagnetycznego plynie prad o gestosci J,(s) narzucony przez czynniki zewnetrzne
(na przykiad przez zrédia energii). W kazdym punkcie obszaru v spelnione sa rOwnania Maxwella:

- rotH(s) = (y+se)E(s)+J,(s), 29)
rotE(s) = —sB(s). ' (30)
Na zewnatrz obszaruv jest J,(s) = 0.
W celu okreslenia potencjalu wektorowego A(s) zakladamy, ze
B(s) = rotA(s). (€2))
Roéwnanie to nie daje jednoznacznegb okreslenia potencjalu wektorowego, bowiem istnieja rézne wektory
(np. ‘A oraz A+ grade), dla ktorych otrzymuje si¢ taka sama indukcje magnetyczna B(s). W celu uzyskania

jednoznacznego okreslenia wektora A przyjmiemy pdzniej dodatkowy warunek.
- Podstawiajac wzér (31) do réwnania (30), znajdujemy

rot[E(s)+sA(s)] = 0,
a nastepnie, biorac pod uwage tozsamos¢ wektorowa rot grad V¥ = 0, otrzymujemy

E(s)+sA(s) = —grad V(s),

czyli

E(s) = —grad V(s)—sA(s). (32)
Funkcja skalarna 7(s) jest potencjalem skalarnym pola elektromagnetycznego. Zgodnie z réwnaniem (32),
natezenie E(s) pola elektrycznego mozna przedstawi¢ w postaci sumy natezen: pola statycznego i indukowa-
nego (por. wzor 4).

Do wyrazenia
rotB(s) = u(y+se)E(s)+ uJ,(s)

otfzymanego z rOwnania (29) po pomnozeniu stronami przez g, podstawiamy wzory (31) oraz (32); mamy

rot rotA(s) = u(y+se) [—grad V(s)— s A(s)]+ pu Ju(s),
a stac} otrzymujemy .

grad divA(s)—V2A(s) = —u (v +s8)grad V(s)— k2 A(s) + 1 Ju(s), (33)
przy czym
k =Vsu(y+se), Re() >0, 349
natomiast V2A jest laplasjanem wektora.

Jako wspomniany wyzej warunek dodatkowy przyjmujemy
2

divAG) = — & ¥(s), (35)
. S

wobec czego rownanie (33) upraszcza si¢ do postaci
V2A(s)—k*A(s) = —udu(s): (36)
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Stwierdzamy, ze potencjal wektorowy spelnia w punktach obszaru v niejednorodne réwnanie Helm-
holtza. Na zewnatrz obszaruv mamy J,(s) = 0, wobec czego spetnione jest rownanie Helmholtza

V2A(s)—k*A(s) = 0. 37)
Podstawiajac wyrazenie (32) do roéwnania div[eE(s)] = o(s), otrzymujemy

= gt Ay = 28
&

skad po uwzglednieniu wzoru (35) mamy

o 5 O]
VAR (o) = s, (38)

Oznacza to, ze potencjal skalarny spetnia niejednorodne réwnanie Helmholtza w obszarze, w ktérym gestosc
przestrzenna tadunku jest rézna od zera.

Mozna wykazaé [10], ze rozwiazanie réwnania Helmholtza wewnatrz i na zewnatrz obszaru v przed-
stawia wyrazenie

)z f Jn(s)e—*R
4w R

v

AG) = dv, (39)

przy czym Jn(s) jest gestoscia pradu narzuconego przez czynniki zewnetrzne w elementarnej objetosci dv
znajdujacej si¢ w odlegtoéci R od rozpatrywanego punktu pola.

Jezeli prad ptynie w nieskonczenie cienkim przewodzie o dtugo$ci d/ umieszczonym w nieograniczonym
$rodowisku jednorodnym, to potencjal wektorowy przedstawia wzor

ul(s)dl e—kR

47 R

A(s) = > (40)

przy zalozeniu, ze prad I(s) ptynie w kierunku wektora dl. Wielkos¢ R we wzorze (40) jest odlegtoscia
rozpatrywanego punktu pola od $rodka odcinka d/.
Potencjat skalarny mozna wyznaczy¢ na podstawie wzoru (35), a mianowicie

S e
V(s) = — - divA(s). “n
Wobec tego natezenie pola elektrycznego mozna przedstawi¢ w postaci

E(s) = :T grad divA(s) — sA(s). “2)

Dodatek 2

WARTOSC SKUTECZNA WEKTORA SINUSOIDALNIE ZMIENNEGO W CZASIE

Wektor W, sinusoidalnie zmienny w czasie mozna przedstawi¢ w postaci zespolonej za pomoca wyra-
zenia Wel®? przy czym skladowe wektora zespolonego W w ukladzie wspoirzgdnych ortogonalnych ozna-
czymy przez W, W,, Ws. Zakladamy, ze moduly tych sktadowych sa rowne warto$ciom skutecznym,
wiec wartosci chwilowe skladowych rozpatrywanego wektora wynosza

Wi = |Wi| V2 sin(wt+)),
Wi = | W,V 2 sin(wt+,), 43)

Wse = |Wsl /2 sin(wt+@s).
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Kwadrat wartosci skutecznej wektora sinusoidalnie zmiennego oblicza si¢ z wzoru

T T T

1 2 o, 1 2 2 2

Sl R Wdt=— | (W :
E)fW,a’t JW, ¢ Of( 1t War -+ Wi)dt, (44)

przy czym T oznacza okres omawianych wielkosci.
Podstawiajac skladowe (43) do wyrazenia (44), otrzymujemy po wykonaniu catkowania

T
1
‘?fWEdr = |W112+ W2+ | W52 = (W2, (45)
0

przy czym ||W|| jest norma wektora W (por. p. 1). Wynika stad

1 T
2
= [ Wear = 1w, (46)
0
co oznacza, ze warto$¢ skuteczna wektora sinusoidalnie zmiennego w czasie réwna si¢ jego normie.

Obecnie rozpatrzymy moc czynna oraz $rednia warto$¢ za okres energii w dowolnym obszarze v sinu-
soidalnie zmiennego pola elektromagnetycznego. Moc czynna zwiazana z obszarzem v wyraza si¢ wzorem

7
1 >
P=— Of [ J yEfdv] dr. @7
Zmieniajac kolejnos¢ catkowania, otrzymujemy
1 T
P = fy[}—f Efdt]dv = fyllEszv, (48)
v 0 v

zgodnie z wzorem (45) przy zalozeniu, ze y = const.
W podobny sposéb znajduje si¢ wzory dla sredniej wartosci za okres energii pola elektrycznego i magne-
tycznego w obszarzev:

1 o el 1
= [ f 7sEfafv] dr = f 5 ellEl*de, (49)
0 v v
TiavsRam 1
?of[fEﬂHfdv]dt=f7M|Hllzdv, (50)
v v

przy zalozeniu, ze ¢ = const oraz g = const.

Dodatek 3

SILA ELEKTROMOTORYCZNA INDUKOWANA W PRZEWODZIE

Rozpatrzmy nieskonczenie cienki przewod ab umieszczony w polu elektromagnetycznym wytworzonym
przez prad I(s) ptynacy w obwodzie C (rys. 6). Przypusémy, ze obwod C oraz przewodd ab znajduja sie w nie-
ograniczonym $rodowisku jednorodnym. Udowodnimy, ze sita elektromotoryczna indukowana w prze-
wodzie ab wyraza sie wzorem

&(s) = f E;(s)-dl, (&))
] ab

przy czym E;(s) jest natezeniem indukowanego pola elektrycznego.
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Site elektromotoryczna wzniecana w przewodzie mozna przedstawi¢ za pomoca wzoru
e(s) = —sD(s), (52)
gdzié D(s) jest strumieniem magnetycznym skojarzonym z przewodem ab.

2 e e
B i e i
|
|
|
|
|
I
|
|
|

16

b Jd

—_—_— —

Rys. 6. Przewod w polu elektromagnetycznym

W celu wyznaczenia strumienia magnetycznego @(s) rozpatrzymy powierzchni¢ ograniczona linig
zamknieta abcda, ktorej boki be oraz da potozone sa na powierzchniach ortogonalnych do linii potencjatu
wektorowego A(s). Strumien magnetyczny przez powierzchni¢ rowna sig catce liniowej potencjatu wektoro-
wego wzdluz linii zamknietej stanowiacej brzeg tej powierzchni, wobec czego

()= lm [ A(s)-dl, (53)

m=>% gbcda

przy czym R,, oznacza najmniejsza odlegto$¢ miedzy punktami odcinka cd oraz obwodu C. Zgodnie z przy=
jetym zatozeniem, w punktach odcinkow bc oraz da wektor A(s) jest prostopadty, wobec czego

D(s) = f A@)-dl+ lim [ A(s)-dl. (54)

Rpy—0 g

Przy przyjetych zatozeniach potencjat wektorowy wyraza si¢ wzorem

A(s) =

—kRd]
nI(s) f e : 55)

4 R
wynikajacym z wyrazenia (40), przy czym R jest odlegtoscia rozpatrywanego punktu pola od elementu dl.
Niech R, oznacza najmniejsza odlegto$¢ rozpatrywanego punktu pola od obwodu C; otrzymujemy wowczas

A < wlI(s)| il< AN
S 4n g R AR

gdzie Ic jest dtugoscia linii zamknigtej C. Istnieje zatem taka skonczona liczba dodatnia a, ze

IAG)! 1< % (56)

0
W punktach odcinka c¢d mamy

a
A < —. 57
HAII R, 7
Wobec tego oznaczajac przez [ dtugo$¢ odcinka cd, mamy

1 fA(s) dl| {IA(s)Ildl _l_> 0,

gdy R, — oo.
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Zgodnie z powyzszym, rownanie (54) przybiera postaé

D(s) = f As)-dl,
ab

wobec czego na podstawie wzoru (52) znajdujemy

&s) = —s [ Als)-dl,
ab

a po uwzglednieniu zaleznosci E;(s) = —sA(s), otrzymuje si¢ wzor (51).
Zwroémy jeszeze uwage, ze catka fﬁEi(s) - dl przedstawia silg elektromotoryczna indukowana wzdluz
linii zamknietej, co wynika bezposrednio z II prawa Maxwella [9].

M. KRAKOWSKI

IMPEDANCES OF LINEAR ELECTRICAL NETWORKS

Summary

The fundamental properties of the impedance of the lumped — linear time — invariant networks are
discussed in the paper. The impedance is considered as a function of the variable s. The internal and ex-
ternal impedance as well as the mutual impedance are examined. It is shown that the impedance of an element
is the ratio of the potential difference to the current.

The energy functions and their fundamental properties are considered in the paper.

M. KRAKOWSKI

DIE IMPEDANZEN DER LINEAREN ELEKTRISCHEN NETZWERKEN

Zusammenfassung

Es wurden in der Arbeit grundsétzliche Eigenschaften linearer Scheinwiderstidnde elektrischer Zweipole
mit zeitunabhéngigen Parametern besprochen. Die Erwidgungen haben allgemeinen Charakter und betreffen
die Impedanz als Funktion der Variable s. Man befaBte sich mit innerer und duflerer sowie gegenseitiger
Impedanz. Es wurde bewiesen, dal die Impedanz der Differenz von Skalar Potenzial auf Zweipolklemmen
dividiert durch den in diesem Zweipol flieBenden Strom gleicht. Weiterhin wurden energetische Funktionen
und deren grundsétzliche Eigenschaften erdrtert.

M. KPAKOBCKH

COIIPOTUBIIEHUSA JIMHEMHBIX DJIEKTPUYECKUX IIEIIEN

Peswome

B rpyne paccMOTpeHbI OCHOBHEBIE CBORCTBA ONEPATOPHOIO CONPOTHUBIICHUSA JINHEAHBIX STEKTPUUECKIAX
HENeH ¢ COCPeROTOUCHHBIMY IIAPAMETPAMY HE3aBUCHMbIMY OT Bpemenu. Onucadsl BHyTpeHHEe, BHENTHEE
¥ B3aHMHOE CONporuBIeHue. [JOKa3aHOo, YTO MOJHOE CONPOTUBIICHNE ABYXIOIIOCHUKA PABHO OTHOIICHUIO
Pa3sHOCTH IIOTCHIIMAIOB K TOKY. PacCMOTpEHBI sHepreTHUeckHe GYHKIINU, 4 TaK)Ke OCHOBHBIE CBOMCTBa
3THX (OYHKIMIL.

2 Rozprawy Elektrotechniczne
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ROZPRAWY ELEKTROTECHNICZNE 1972, 18, z. 3, ss. 459—467

621.373

Wiasciwo$ci czestotliwoSciowe 1 szumowe
rzeczywistego zrodita pradowego sterowanego napieciem (DVCCS)

JACEK ZURADA (GDANSK)

Instytut Technologii Elektronicznej Politechniki Gdanskiej
Otrzymano 29.11.1971

W pracy scharakteryzowano czestotliwosciowe wiasnosci zrodta pradowego sterowanego
napieciem (DVCCS). Podano model fizycznego zrodla nieidealnego i jego macierz admitan-
cyjna oraz prosty model zrodla pracujacego przy duzym sygnale. Analize czestotliwosciowa
zweryfikowano przy pomocy maszyny cyfrowej. Podano wyniki i wnioski z efektywnego
obliczenia szumoéw zrodlta. Wyniki rozwazan sa uzyteczne w analizie i syntezie ukladow
zawierajacych scalone rzeczywiste zrodta DVCCS.

Obok liniowych ukladéw aktywnych przydatnych do syntezy uktadéw scalonych,
np. wzmacniaczy operacyjnych, zyratoréw, nowym elementem tworzacym wraz z kon-
densatorem klase generujaca wszystkie uktady liniowe scalone jest zrédlo pradowe stero-
wane napieciem (DVCCS). Poniewaz synteze przy wykorzystaniu tego zrédla warunkuja
nieodlacznie wystepujace na kazdym z jego wejsé przewodnoscei 1 pojemnosci pasozytnicze
[1], celowe jest przeprowadzenie identyfikacji parametrow zrédia z punktu widzenia za-
ciskéw zewnetrznych. W konsekwencji umozliwia to stworzenie modelu Zrédta i opisanie
go macierza admitancyjna.

Badany nizej schemat zrédla pokazany jest na rys. la, gdzie ¥, odpowiada napigciu
na wejéciu nieodwracajacym fazy, V_ odpowiada napieciu na wejsciu odwracajacym faze.
Przedstawiony podstawowy uklad zrédta jest jedna z jego mozliwych realizacji. Wigkszos$¢
jednak bardziej ztozonych wersji zrodta zawieraé bedzie réwniez réznicowy stopien wejscio-
wy i nastepujacy po nim uktad wzmacniacza za wspSlnym emiterem z dynamicznym obcig-
zeniem kolektorem tranzystora jako stopien wyjéciowy. Wprowadzony tu model zrédia
jest uniwersalny. Jednak opis ilosciowy modelu dla poszczegdlnych realizacji bedzie mozli-
wy dopiero po uogélnieniu otrzymanych i przytoczonych w dalszych rozwazaniach wzo-
row.

Na rys. 1b przedstawiony jest schemat zastepczy tranzystora ,,mieszane /I przyjety
do analizy.

Analiza zewnetrznych parametréw rzeczywistego uktadu zrédla prowadzi do okrele-
nia jego modelu malosygnatowego jak na rys. 2a, gdzie

2%
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2
Ry = 2rb’e s o 5

_R2 = zl'b'b, (1)

1
C, = s [Cr+ (1—K,)C.]

207

przy czym K, = —

<

b)
s Lk n &
¥ WW -L ik
Ove ‘ Cr
Vb':l- ImVbe
o— : o
E

Rys. 1. a) podstawowy schemat zrodta DVCCS, b) schemat zastepczy tranzystora

Powyzsze zaleznosci sa oczywiste z analizy pracy stopnia réznicowego; K, jest wzmoc-
nieniem napigciowym pojedynczego tranzystora w tym stopniu. Pojemno$¢ wejciowa
zrédta C; jest szeregowym potaczeniem dwu jednakowych pojemno$ci Cr i millerowskiej
pojemnosci (1—K,,)C..

Podobnie tatwo otrzymujemy:

i Ia P Vb'Rc
i e ey oyt
G
= ——o 2
G 1+jwlw, ’ @
C,;'=22C;.

Przewodnos¢ wzajemna 7Zrédia G posiada pulsacje graniczng w, zdefiniowana dalej,
powyzej ktérej przewaza jej charakter urojony.

Tranzystory w stopniu réznicowym powinny pracowaé przy matych pradach stalych
w celu uzyskania duzej oporno$ci wejSciowej. Poniewaz zachodzi woOwczas ry > Fpp,
a zatem R; > R,; model uktadu uprosci¢ mozna do postaci jak na rys. 2b.
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Macierz admitancyjna Zrédla z rys. 2b ma postaé nastepujaca

G+SCI —(G+SC1) 0
[Y.] = { —(G+sC))  G+sC, 0
_G G SCZ

Uwzgledniajac dodatkowo wystepujace w praktyce opornoéci R, generatora napigcia V.
oraz obcigzenia R, zdefiniowaé mozna robocze czestotliwosci graniczne (zatoZenie R, = 0
generatora napigcia ¥_ nie zmniejsza ogblnosci rozwazan)

1
fl - ZTCClRl >

— 1 _ Ry
Jo = S RiIR, _f‘(”RT)’ G)
1
2= ameR,

o2 B
b)  m :Cy ——o3
/7 1
V "l\
e =0 |k
e 6(2-1%) 1

Rys. 2. a) schemat zastepczy zrédta DVCCS, b) uproszczony model Zrodia

Czestotliwo$¢ f; odpowiada spadkowi modutu impedancji wejsciowej miedzy wezlem
V,1V_ o 3 db, w szczeglnosci napiecie sterujace ¥, zostaje zwierane na dwéjniku CylIR,
poczawszy od tej czgstotliwosdci. Tak wigc czestotliwosé f; ogranicza od gory na osi czesto-
tliwosci stosowalno$é zrédla. Czestotliwosci £, > f; towarzyszy dodatkowo pojawienie
si¢ pasozytniczej zespolonej wartosci G. Efekt ten, jak wida¢ ze wzoru na wartodé Jfow (3),

jest pomijalny dla };1 > 1.

g
Wplyw réwnolegtej do obciazenia R, pojemnosci C, bedzie istotny tylko gdy R, > R,.
Wtedy bowiem przy spelnionym praktycznie warunku C, < Cy, czgstotliwosei f; i f,
beda tego samego rzedu. Reasumujac, krytyczne ograniczenia czgstotliwosciowe stwarzaja
czestotliwosei f; lub f,.
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Elementy powyzszego modelu i parametry Zrédta obliczone ze wzoréw (1)+(3) po-
twierdzone zostaly droga obliczer na maszynie cyfrowej wedtug schematu dziatan podanego
na rys. 3 i algorytméw opisanych w pracy [3]. Wykorzystano technike analizy czestotliwos-

Dane topologiczne
i iloSciowe
0 sieci

A

Zestawienie
macierzy
admitancyjnej

\
Analiza:

obliczanie parametréw Zmiana czestotliwosci
zewnetrznych i roboczych

i |

Drukowanie wynikdw

3

Rys. 3. Schemat analizy czestotliwo$ciowej sieci liniowej

iliaibiliilca. i1
Zestawienie przyktadowych danych ukladu Zrédia i obliczonych elementow
modelu
‘} Dane uktadu ! Obliczone elementy
i \ modelu
R, 3 kQ R, 3,2 kQ “
R, 3 kQ G 281 pF }
R 3 kQ C, 5,04 pF |
Va 9V G, 29,4 mS
Vb -9V fi 171 kHz
! ) 50 Q R, 1kQ
‘ I 1600 Q e s 684 kHz
} (o 2 pF | |
| Cr 200 pF |
1 T; 1,4 mA ‘ %

ciowej opartej na topologicznym zestawieniu macierzy admitancyjnej i wielokrotnym
rozwiazaniu uktadu réwnan kolejno dla kazdej analizowanej czestotliwosci. Zestawienie
konkretnych danych uktadu z rys. la oraz wynikow obliczen dla tego przypadku podane
jest w tabl. 1.

Model i macierz admitancyjna zrédta DVCCS sg przydatne do przeprowadzenia obli-
czeh whasciwosci ztozonego ukladu zawierajacego omawiane zrédia przy pomocy maszyny
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cyfrowej. Admitancyjna macierz o kilkunastu kolumnach i wierszach moze bowiem zostaé
zredukowana do macierzy [Y,] o wymiarach 3 x 3.

W przypadku pracy zrédta przy duzych sygnatach model uktadu mozna w najprostszym
przypadku uzupetni¢ kluczowanymi oporno$ciami Rz, R,, co pokazano na rys. 4.

A

R R
& A.%s 4%4 ]M‘ R Gz
£
Gie-v) T ENT Tl GV T 5

Rys. 4. Model zrodta w warunkach pracy z duzymi sygnatami

Vo

AR
YVVYY

Mamy zatem:
R; = R;
R, = R}
R; = R},’
iR;2==1:Ry,

R; = R3
_ RV gdy V4| < E,
- 4

} g(iy LC{ > 12,

} gdy V4 < —E,

gdzie:
12; <€ 1?5 <€ Izga
. 7 “
Ri < Rs < RY.
Przyjeto tutaj przy dowolnym Gi warto$¢ G, wynikajaca z warunku réwnowaznosci
ukladow z rys. 3b i rys. 4 przy pracy z matymi sygnatami, tzn.

GiG;Rs = G.
Praktycznie mozna obra¢ warto$¢ G np. réwna G oraz R, rzedu kilku kilooméw. Wtedy
GhH = a1 )

2 125 .

Przy podanych wyzej zatozeniach oporniki R3, R; beda rzedu pojedynczych oméw,
3, Ry rzgdu megaoméw i takie wartoSci obraé nalezy arbitralnie w relacji (4). Model
z rys. 4 symulowal bedzie ograniczenie amplitudy wprowadzane nieliniowoscia tranzy-
storéw w stopniu réznicowym decydujacym o dynamice calego Zrédta.
Jezeli okreslimy napigcie Vi, jako gorng granice réznicowego napigcia wejsciowego,
przy ktérym nie wystgpuja na wyjsciu znieksztalcenia nieliniowe, to w punkcie 4 modelu
napigcie to bedzie miato warto$¢ graniczng E:

def

E= (;1 iRy SV

Powyzej warto$ci napigcia réznicowego |V,.qx| ukiad bedzie zachowywat si¢ w przyblizeniu
jak nasycony, przy czym model z rys. 4 aproksymuje ten efekt. Napiecie V... zalezy od
przyjetego kryterium liniowosci pracy zrédta. Wiadomo [4], ze zalezy ono bardzo silnie
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od opornikéw R, w emiterach tranzystoréw stopnia réznicowego, ktore wprowadzajac
ujemne sprzezenie zwrotne linearyzuja przewodnos¢ wzajemna G. Zakres tego napiecia
od ok. 50 mV przy R, = 0 mozna zwigkszy¢ do 200+250 mV przy R, = 100 Q. Tej lineary-
zacji towarzyszy jednak zmniejszenie si¢ wartosci przewodnosci wedtug wzoru

, G
G = ToRE ©

Dokladniejsza analiza nieliniowych wiasciwosci DVCCS pozwolitaby przewodnos¢
Zrédia opisaé charakterystyka odcinkowo-liniowa badz wyktadnicza.

O ile zakres dynamiki zrédta jest ograniczony od gory nieliniowoscia jego charaktery-
styk dla duzych amplitud wejsciowych, o tyle minimalny sygnal wejSciowy jest gtdéwnie
uwarunkowany poziomem szuméw. Szumy te wygodnie jest sprowadzi¢ do wejscia zrodia;
pozwala to réwniez dla konkretnej opornosci generatora na wejéciu obliczyé wspétczynnik
szuméw F ukladu. W tym celu nalezy obliczy¢ lub pomierzy¢ niezalezna od ,,zewnetrza’
uktadu $redniokwadratowa warto$é napiecia lub pradu szumu waskopasmowego na ze-
wnetrznych zaciskach Zrédta. Takie podejscie okazuje si¢ ponadto skuteczne dla zminima-
lizowania szumu systemu droga transformacji uktadu bezstratnego wchodzacego w skiad
tego systemu, jak to opisano w [5].

Dokonano efektywnego sumarycznego obliczenia szumoéw przy pomocy maszyny
cyfrowej wykorzystujac wtasnoé¢ miedzywzajemnosci sieci dotaczonej [6] i postugujac sie
powtdrnie schematem dziatah podanym na rys. 3. Metoda ta sprowadza si¢ do uzupelnienia
wszystkich szumigcych elementéw uktadu ich odpowiednimi pradowymi $redniokwadrato-
wymi Zrédtami szumu. '

Kazdy opornik przedstawia soba Zrédto szumu termicznego zTﬁ, za$§ szumiacy tranzystor
wystarczajaco doktadnie opisuja zZrddia szumu termicznego 71%2,, oraz szumu S$rutowego

iz pradu bazy i szumu §rutowego i2 pradu kolektora, co pokazuje rys. 5.

a)
Ce
___I -1_ oC
7}% §§P E er’e Ly Cg
OmYbee te T
S -0
£
—2_ 4KTAF —2 _4KTAF 2 —2 297 OF
l/ez=‘P— “gb——_——l‘bb_” LCZ=ZQJCAF, iZ= Qﬂfy

Rys. 5. Modele szumowe: a) opornika, b) tranzystora

Przyjety model szumowy tranzystora nie uwzglednia szumu strukturalnego proporcjo-

nalnego do— i odgrywajacego istotna role dla czgstotliwosci ponizej 1 kHz.

¥
Uklad zawierajacy r opornikéw i ¢ tranzystor6w bedzie miat r + 3¢ niezaleznych szumo-
wych pobudzen. Rozpatrywane Zrédto z rys. 1 opisane macierza admitancyjna Y i posia-
dajace 11 weztéw niezaleznych bedzie miato 19 wewngtrznych generatoréw szumu.
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Zastosowanie klasycznych metod wymagatoby 11-krotnego rozwiazania ukladu od-
re¢bnie dla kazdego wezta pobudzanego generatorem szumoéw. Z pomoca przychodzi tu
koncepcja sieci dotaczonej. Sie¢ dotaczona opisana jest w stosunku do uktadu oryginalnego
jego macierza admitancyjna transponowana Y*. Sieci te posiadaja wlasciwoé¢ miedzy-
wzajemnosdci, tzn. sieé¢ oryginalna i dolaczona spelniaja zasade wzajemnoéci miedzy soba.
W tym przypadku, zamiast oblicza¢ odpowiedzi na wyjéciu na kazde pradowe pobudzenie
Iz w k-tym weZle dla sieci oryginalnej, mozna jednorazowo pobudzajac jednostkowym
zrodtem pradowym wyjscie sieci dolaczonej obliczy¢ transmitancje Z, miedzy wyjéciem
a kazdym z wezlow. Ostatecznie gesto$é napigeia szuméw wyjsciowych przypadajaca
na 1 Hz w otoczeniu obliczanej czgstotliwoéci bedzie w n-weztowym ukladzie dana wzorem

Voo = ,; AR

Dodatkowym ulatwieniem przy zastosowaniu tej procedury jest mozliwo$é powtérnego
wykorzystania macierzy ¥~! w toku obliczenia szuméw, kt6éra obliczona zostata uprzednio
w procesie analizy czgstotliwo$ciowej. Zachodzi bowiem zwigzek

(Yt)—l — (Y—l)t.

Praktycznie czas obliczenia szuméw waskopasmowych na wejsciu Iub wyjsciu ukladu
jest zaledwie okoto 1/3 dtuzszy od czasu analizy czestotliwo$ciowe;.

Ufz we
[, ] 3
2e—0) Ty
ugwe
(o -0

Rys. 6. Model szumiacego zrédta DVCCS

Uwaga: Zroédlo szuméw nalezy rozumieé alternatywnie: na wejsciu lub wyjsciu

Otrzymane wyniki pozwalaja przedstawi¢ zrédto DVCCS jak na rys. 6 i wskazuja na
jego dobre wlasciwosci szumowe. Dla zakresu czgstotliwosci f < f; otrzymano w wyniku
obliczen zrédla opisanego w tabl. 1:

]/17522, wy — 245 'VIIIHL’

= nV

]/usz,we 59 ]/Pf .

Powyzej czestotliwoéei f; moc szumOw zmniejsza si¢ z szybkoécia kilkunastu db/okt.
Ostatecznie dla R, = 1 kQ otrzymano wspélczynnik szuméw F = 23 db.

Szum Zrddia moze zostaé zminimalizowany przez wybor tranzystoréw w stopniu rézni-

cowym wyrédzniajacych sie jak najmnigjszymi wartosciami ryp 1 g5, Wymagania te ida

w parze z wymaganiem mozliwie duzej opornosci wejéciowej. Ponadto wartosci szumowych
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transmitancji Z dla obu weztéw wejéciowych sa przynajmniej o rzad wielkosci wieksze od
pozostatych, z czego wynika dominujacy wpltyw szuméw stopnia réZnicowego na wspot-
czynnik szumoéw catego zZrddia.

Powyzsze rozwazania dotycza konkretnego modelu zZrédta DVCCS, przyjetego na
wstepie. Rezultaty otrzymane dadza si¢ jednak fatwo uogélni¢ na inne realizacje tego
uktadu. Wnioski za$ pozwalaja na efektywne projektowanie liniowych scalonych uktadéow
i systeméw zawierajacych omoéwione Zrédto sterowane przy pomocy maszyny cyfrowej.
Otrzymane wyniki pozwalaja uwzgledni¢ iloSciowo wiasnosci pasozytnicze zrdédla w pro-
cesie syntezy liniowych uktadéw. Umozliwiaja one réwniez ocene minimalnej dynamiki
spowodowanej szumem wilasnym ukladu oraz maksymalnej dynamiki narzuconej nie-
liniowoscig tranzystordw.
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J. ZURADA

FREQUENCY AND NOISE PROPERTIES
OF A PHYSICAL VOLTAGE CONTROLLED CURRENT SOURCE DVCCS

Summary

Frequency performance of a voltage controlled current source is given. A physical nonideal linear
source model, its admittance matrix and a simple large-signal model are described. Frequency analysis
has been verified by means of a computer. Some results of an efficient source noise computation are shown.
Conclusions are useful for integrated circuit analysis and synthesis based on DVCCS application.

J. ZURADA

LES PROPRIETES DE FREQUENCE ET DE BRUIT D’UNE SOURCE
DU COURANT CONTROLLEE PAR TENSION (DVCCS)

Résumé

On a caracterisé les proprietés d’une source du courant controllée par tension. Un model d’une source
pratique réalisée avec sa matrice d’admittance et un simple model d’une source pour des grands signaux
sont aussi donnés. L’analyse fréquencielle d’un model linéaire d’une source a été verifiée a I’aide de "ordina-
teur; sont aussi montrés les résultats de ’analyse de bruit. Les conclusions sont utiles pour I’analyse et la
synthése des circuits integrés contenant des sources DVCCS.
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J. ZURADA

FREQUENZ- UND RAUSCHVERHALTEN
EINER SPANNUNGSGESTEUERTEN PHYSISCHEN STROMQUELLE (DVCCS)

Zusammenfassung

Im Aufsatz wurden die Frequenzeigenschaften einer physischen spannungsgesteuerten Stromquelle
besprochen. Es wurden ein praktisch anwendbares Ersatzschaltbild der Quelle, seine Leitwertmatrix und ein
einfaches Grossignalersatzschaltbild angegeben.

Frequenzanalyse ist auch mit Hilfe eines Digitalrechners durchgefiihrt worden, wobei auch Rausch-
verhalten der Quelle beriicksichtigt worden sind. Ergebnisse sind fiir Analyse und Synthese von Schaltungen
niitzlich, die integrierte Quellen DVCCS enthalten.

. XKXYPAOA

YACTOTHBIE U IIYMOBBIE CBOMCTBA IEMCTBUTEJIBHOI'O MCTOUHMKA TOKA
VIIPABJIIEMOI'O HATIPSKEHMA (DVCCS)

Pesmome

CxapaK1epHu30BaHbl UacTOTHbIE CBOMCTBA HCTOUHHMKA TOKA YIpPaBIAEMOTo Hampsukenuem. Ilpuse-
JIeHbI MOJENh HENHea bHOTO NeHCTBUTENIFHOIO UCTOYHMKA, MATPHUIY €€ aJMUTAHLUNY I IIPOCTas MOASITH
WCTOUHMKA pabOTAIONIEro MPU GOJIBIINX SHAYCHHSX CUTHANOB. AHanu3 rnpoBepeH Ha JLIBM.

TIpuBEIeHBI PE3yJIbTATHI BLIUACIICHUH IIYMOB MCTOYHMKA U BBITEKAIOUIUE U3 9THX BBIUMCIICHHUIL
3aKIIIOUeHUs. Pe3yIbTaThl TPYAa MOTYT ObITh MCIIOJIF30BAHbI IIPH aHATIW3€ W CHHTE3e HHTETPaIbHbIX JIH-
HelHBIX cxem ¢ ucrounukamu DVCCS.
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612.317.3

Pomiary parametréw
charakteryzujacych podstawowe scalone uktady logiczne

MICHAE BIALKO (GDANSK), LUDWIK SPIRALSKI (SOPOT),
KRZYSZTOF SKIBINSKI (GDANSK)

Instytut Technologii Flektronicznej Politechniki Gdanskiej

Otrzymano 2.6.1971

W pracy przedstawiono definicje podstawowych parametréw ukladéw logicznych oraz
sposoby ich pomiaru. Podano réwniez schematy blokowe nicktorych ‘przyrzaddéw stosowa-
nych przy pomiarach wlasciwosci scalonych uktadéw logiczaych.

1. WPROWADZENIE

W sklad podstawowych ukladéw logicznych, nazywanych popularnie ,,bramkami’’,
wchodza uklady spetniajace funkcje logiczne NAND oraz NOR. Kazdy z tych uktadéw
moze mie¢ szereg rozwigzan konstrukcyjnych, z ktérych najbardziej typowymi dla pot-
przewodnikowych ukladéw scalonych sg:

— dla funkcji NAND:

a) uklad DTL — Diode Transistor Logic,

b) uklad TTL lub T?L — Transistor Transistor Logic,
— dla funkcji NOR:

a) uklad DCTL — Direct Coupled Transistor Logic,

b) uktad ECL — Emiter Coupled Logic.

W ukladach hybrydowych cienko i grubowarstwowych stosowane sa rowniez uklady
logiczne RTL — Resistor Transistor Logic.

Przyktady schematéw ukladéw logicznych wymienionych typdw przedstawione sg
na rys. 1.

Scalone uldady logiczne sa montowane najczeéciej w obudowach plastikowych
i metalowo-ceramicznych typu ,,dual-in-line” lub obudowach ptaskich wzglednie w zmodyfi-
kowanej obudowie TO-5. :

Ze wzgledu na to, Ze badanie elementéw scalonego uktadu logicznego po jego wykona-
niu jest praktycznie niemozliwe bez dokonania uszkodzen, wtasnosci takiego uktadu powinny
by¢ okreslone na podstawie odpowiednich parametréw zwiazanych z wielko$ciami wyste-
pujacymi na dostegpnych zaciskach ukladu.

Parametry charakteryzujagce podstawowe uklady logiczne mogg byé podzielone na
dwie grupy:

a) parametry stalopradowe (statyczne),

b) parametry impulsowe (dynamiczne).
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b) 4

A-B-C

Sox
n
o]
S

A-B-C

Rys. 1. Przyklady logicznych uktadéw scalonych
a) DTL — NAND, b) DCTL — NOR, ¢) TTL — NAND, d) ECL — NOR, ¢) RTL — NAND

2. DEFINICJE PARAMETROW CHARAKTERYZUJACYCH PODSTAWOWE
UKLADY LOGICZNE

2.1. Parametry statopradowe (statyczne)

Parametry statopradowe charakteryzujace podstawowe uklady logiczne okreslone
sq na podstawie charakterystyk uktadowych, ktére wyznaczone sa przez pomiary napigé
i pradéw na zaciskach wyjsciowych i wejSciowych uktadu logicznego. Nizej podane sa
podstawowe charakterystyki i parametry statopradowe ukladow logicznych na przyktadzie
uktadow DCTL i DTL.
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Typowe charakterystyki wejSciowe uktadéw DCTL i DTL pokazane sg na rys. 2.
Typowe charakterystyki wyjsciowe ukladéw DCTL i DTL pokazane sa na rys. 3. Typowe
charakterystyki przenoszenia bedace zaleznos$cia napiecia wyjsciowego od napiecia wejscio-
wego dla uktadéw DCTL i DTL pokazane sa na rys. 4.

a) b)

[WE
[mA] 0 7 Z Uwe[V]
081 0 T .
-05+
a6 -
_7 =
04+ _151
' I
I we
9 i [}
1
0 1 1 Il {1 I
g . gzobilge eingeonsgs Wl

Rys. 2. Typowe charakterystyki wejsciowe uktadow
a) DCTL, b) DTL

Fig b)

[mA]|. F/
40 "
[m4]
30 bt
.1"na wejsciu 1" nawejsciu
20 4
10 + 2 I
A v a3 O R
Upy v Uny v
-10 0" na wejstciu “Zr »0" na wejsciu
20 s

Rys. 3. Typowe charakterystyki wyjsciowe uktadow
a) DCTL, b) DTL

Wsteczne charakterystyki przenoszenia bedace zaleznoscia napiecia wejéciowego od
napigcia wyjsciowego nie sg zazwyczaj podawane i mierzone, gdyz zalezno$¢ ta jest znikoma
i nie wnosi informacji o zachowaniu si¢ uktadu. Spo$réd wymienionych charakterystyk
najbardziej reprezentatywna jest charakterystyka przenoszenia U, = f(U,.), gdyz na
jej podstawie tatwo mozna okresli¢ punkty pracy danego uktadu logicznego oraz wyznaczyé
szereg istotnych parametrow.



472 M. Biatko, L. Spiralski, K. Skibinski

a)

b)

Uy,
[
7L Uy
]
7 S 1
g6k 3t
o4} 2t
7 A — 1}
V72797 5 T Y 3 4
U,e [V] Uye [V]

Rys. 4. Typowe charakterystyki przenoszenia ukltadoéw
a) DCTL, b) DTL
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Rys. 5. Typowa charakterystyka przenoszenia ukladu logicznego

Sposéb wyznaczania punktow pracy na podstawie charakterystyki przenoszenia U, =
= f(Uy.) pokazany jest na rys. 5. Poniewaz w ukladzie pomiarowym uklad logiczny
jest obustronnie obcigzony identycznymi ukladami, wobec tego napiecia odpowiadajace
jedynkom logicznym na wejéciu i wyjéciu mierzonego ukladu i napigcia odpowiadajace
zerom logicznym na wejciu i wyjéciu musza by¢ identyczne. Punkty ,,1°° 1,,0” na charak-
terystykach przenoszenia okreSlaja odpowiednio punkty pracy odpowiadajace stanom
»jedynki” logicznej i ,,zera’ logicznego na wyjsciu ukladu. Przecigcie linii Iaczacej punkty
pracy z charakterystyka przenoszenia okreéla punkt progowy T ukladu.
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Warto$¢ roznicy napieé wejéciowych odpowiadajacych punktowi pracy ,,0” i punktowi
progowemu T okreSla czulo$¢ szumowa CS° (zaktéceniows) dla stanu ,,zera” logicznego
na wejsciu (,,jedynki” logicznej na wyjéciu).

Pojawienie si¢ na wejéciu uktadu ujemnego napigcia zaktécajacego o amplitudzie wiek-
szej od CS° spowoduje niepozadane przerzucenie stanu ukladu z ,,jedynki” logicznej na
wyjéciu na ,,zero” logiczne. Podobnie, r6znica napieé wejsciowych odpowiadajgcych
punktowi progowemu T i punktowi pracy ,,1” okresla czulo$¢ szumowa CS* dla stanu
»»jedynki” logicznej na wejéciu (,,zera” logicznego na wyjéciu). Réznica pozioméw napieé
wyjsciowych odpowiadajacych ,,jedynce” logicznej i ,,zeru” logicznemu na wyjéciu nazy-
wana jest amplitudg logiczna 4;.

Na charakterystyce przenoszenia (rys. 5) w punktach 4 i B wzmocnienie uktadu logicz-
nego réwne jest jednosci. Warto$¢ réznicy napigé wejsciowych odpowiadajacych punktowi
pracy ,,0” i punktowi 4 okresla margines szuméw MS° dla stanu ,,zera” logicznego na
wejdciu (,,jedynki” logicznej na wyjsciu); podobnie, réZnica napigé wejsciowych odpowia-
dajacych punktowi pracy ,,1” i punktowi B okre§la margines szuméw MS! dla stanu
»jedynki” logicznej na wejéciu. Wielkosci te zaznaczone sa na rys. 5.

Istotnym parametrem uktadéw logicznych jest obcigzalnosé (Fan-Out), nazywana tez
wzmocnieniem logicznym. Wielko$¢ ta okresla liczbg identycznych uktadéw, jakie moga
by¢ dotaczone na wyjéciu rozpatrywanego ukladu, przy zapewnieniu jego poprawnej pracy.
Obciazenie uktadu wigksza liczbg wspéldziatajacych uktadéw niz wynosi maksymalna
obcigzalno$¢ nie gwarantuje poprawnej pracy. Poza wymienionymi, interesujaca wiel-
koscig podawang przez producentéw scalonych uktadéw logicznych jest staly prad zasilania
I, pobierany przez uklad ze zZrédla zasilania. Czgsto podaje sig tez charakterystyki pradu
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Rys. 6. Typowe charakterystyki I, = f(U,.) dla ukladow
a) DCTL, b) DTL

I, w funkcji napigcia wejSciowego sterujacego rozpatrywany uktad logiczny. Typowe

charakterystyki I, = f(U,.) dla ukladéw logicznych DCTL i DTL pokazane sa na rys. 6.
Pomiary wymienionych wyzej parametréw i charakterystyk dokonywane sg dla réznych

temperatur i réznych warunkéw zasilania oraz obcigzenia badanych ukladéw:

3 Rozprawy Elektrotechniczne
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22. Parametry impulsowe (dynamiczne)

Wiasciwosci impulsowe (dynamiczne) okredlaja szybko$¢ dziatania uktadéw logicznych
i stany przejéciowe w czasie przelaczania. Wyréznia sig pie¢ podstawowych parametréw
impulsowych zwiazanych z charakterystyka przejéciowa bedaca zalezno$cia napigcia
wyjéciowego od czasu U,, = f(t). Charakterystyka przejSciowa jest odpowiedziag uktadu
na pobudzanie impulsem o zadanym ksztalcie. Parametrami tymi sa: czas opadania im-
pulsu wyjsciowego f;, czas narastania impulsu wyjsciowego #,, czas opOznienia czota
impulsu wyjéciowego 24;, czas opdZnienia kofica impulsu wyjéciowego 45, Sredni czas
op6Znienia impulsu wyjéciowego #;;. Charakterystyka przejSciowa, na ktérej nanoszone
sa wymienione czasowe parametry, pokazana jest na rys. 7.

UWE

Rys. 7. Charakterystyka przenoszenia scalonych ukfadow logicznych

Dla uktadéw logicznych odwracajacych faze napigcia wyjsciowego wzgledem napigcia
wejéciowego opdznienie czota impulsu 7y, jest definiowane jako réznica pomiedzy czasem,
przy ktérym impuls wejéciowy osiagnie 507, swojej koficowej wartosci i czasem, w ktérym
impuls wyjéciowy zmaleje do potowy wartosci amplitudy logicznej, co pokazane jest na
rys. 7. Podobnie definiowane jest opdznienie konca impulsu 7;,. Sredni czas opdznienia
fg1+ a2

5 .

¢, jest definiowany jako $rednia arytmetyczna czasow Zus, Lz, . tgs =

Czasy narastania ¢, i opadania 7, sa zwiazane z czasami odpowiadajacymi napieciom
o 10% i 90% wartosciach amplitudy impulsu wyjSciowego. W przypadku pokazanym
na rys. 7, odpowiadajacemu uktadowi odwracajacemu faze, czas opadania f; zwigzany
jest z czotem impulsu wyjéciowego (przejécie ze stanu ,,1” do stanu ,,0” na wyjsciu), a czas
narastania 7, zwigzany jest z koticem impulsu wyjsciowego (przejécie ze stanu ,,07 do
stanu ,,1”” na wyjsciu).
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Poza wymienionymi parametrami dynamicznymi niektérzy producenci scalonych
uklad6w logicznych podaja w katalogach charakterystyki bedace zaleznosciami $redniego
czasu opoznienia 4 W funkcji pojemnosci obciazenia dotaczonej na wyjéciu badanego
uktadu. Parametry dynamiczne mierzone sa dla réznych temperatur, réZznych napigé za-
silajacych i warunkéw pracy. Warunki pomiaréw podawane sa w katalogach w formie
odpowiednich wykresow.

3. RODZAJE POMIAROW STOSOWANYCH W BADANIACH
LOGICZNYCH UKEADOW SCALONYCH

W zaleznosci od zastosowanych pobudzen, badania uktadéw scalonych mozna podzielié
na trzy rodzaje:

1) badania przebiegami sinusoidalnymi,

2) badania statyczne (przebiegami statopradowymi),

3) badania dynamiczne (przebiégami impulsowymi).
Dwa pierwsze rodzaje badafi stosuje si¢ dla liniowych, za§ dwa ostatnie dla logicznych
ukladéw scalonych.

W ramach badan dynamicznych i statycznych mozna wyodrebnié dla logicznych ukta-
doéw scalonych nastegpujace rodzaje badar:
— badania parametréw funkcjonalnych, ktére polegaja na sprawdzeniu wartosci para-

metréw zaciskowych (tablica 1) dla réznych stanéw logicznych badanego ukiadu,
— badanie odpornosci na zaklécenia polegajace na okresleniu wartosci amplitudy (na-

. . . . s . Y
pigcia statego) i czasu trwania impulsu zaklécajacego, ktéry jest w stanie zmieni¢ stan

ukladu logicznego na stan przeciwny, jaki wynika z kombinacji sygnaléw logicznych
zadanych na wejscie uktadu i funkcji logicznej jaka realizuje uktad logiczny,

— badanie poréwnawcze polegajace na poréwnaniu parametréw badanego uktadu z para-
metrami wzorcowego ukladu logicznego; pomiar ten wskazuje tylko czy badany uklad
spelnia zatozone wymagania,

— badanie symptomatyczne polegajace na wyborze i badaniu parametréw, na podstawie
ktérych mozna wnioskowaé o niezawodno$ci ukladu, jakodci wykonania i okreglié
stanowiska pracy, na ktérych powstaja bledy technologiczno-produkeyijne.
Urzadzenia pomiarowe, ktére pozwalatyby na badanie parametréw zaréwno statycz-

nych jak i dynamicznych powinny posiadaé mozliwosci realizowania na wejsciu uktadu
logicznego okreslonych funkcji napigé i pradéw, mierzenia tych funkcji na wyjsciu uktady
oraz poréwnywania ich z funkcjami wejsciowymi. Urzadzenia automatyczne wymagaja
dodatkowych podzespoléw pozwalajacych na wykonywanie pomiaréw w kolejnosci okres-
lonej przez wprowadzony do urzadzenia program badas.

4. UKEADY DO POMIARU DYNAMICZNYCH PARAMETROW
LOGICZNYCH UKLADOW SCALONYCH

Pomiar parametréw dynamicznych uktadéw scalonych jest bardziej skomplikowany
1 wymaga wyzszej klasy przyrzadéw pomiarowych niz pomiar parametréw statycznych.
Wystepuje tu duza zaleznoé¢ pomiaru od warunkéw, w jakich pracuje badany uklad lo-

3%
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Tablica 1
Podstawowe parametry charakteryzujace logiczne uklady scalone
! Parametry statopradowe Parametry dynamiczne
Charakterystyka wejsciowa Iy, = f(Uyye) Amplituda impulséw
Charakterystyka wyjsciowa I, = f(U,,y) dla Charakterystyka przejsciowa: U,y = f(£)

,,17” logicznej i ,,0” logicznego na wejsciu Czas narastania impulsu wyjsciowego: .
Charakterystyka przenoszenia U,y = f(Usye) Czas opadania impulsu wyjsciowego: 75
Napiecie wejsciowe dla ,,1” logicznej: Urg Czas op6znienia korica impulsu wyjsciowego: |
Napiecie wejsciowe dla ,,0” logicznego: Urr taa |
Napiecie wyjsciowe dla ,,1” logicznej: Uog Czas opdznienia czola impulsu wyjsciowego:
Napiecie wyjsciowe dla ,,0” logicznego: Ugy, ta1
Napiecie przebicia wstecznego Sredni czas opdznienia impulsu wyjsciowego:
Napiecie zasilania tis |
Pobdr mocy Sredni czas opdznienia impulsu w funkcji po- 3
Wzmocnienie logiczne (obciazalno$¢) jemnodci obciazenia
Prad wejsciowy dla ,,1” logicznej: Itg Dynamiczna czuto$¢ szumowa dla ,,1” logicz- 1‘
Prad wejsciowy dla ,,0” logicznego: Iy, nej na wejéciu: CS* [
Prad wyjsciowy dla ,,1” logicznej: Ion Dynamiczna czuto$é¢ szumowa dla ,,0” logicz- 1
Prad wyjsciowy dla ,,0” logicznego: Ior, nego na wejsciu: CS°
Prad zasilania w funkcji napigcia wejsciowego
Statyczna czuto$é szumowa dla ,,1” logicznej na wejé-

ciu®
Statyczna czuto$é szumowa dla ,,0” logicznego na

wejsciu ‘

Statyczny margines szumoéw dla ,,1” logicznej na “
wejsciu ‘

Statyczny margines szuméw dla ,,0” logicznego na |
wejsciu

Amplituda logiczna

Wspolczynnik jakosci = pobdr mocy x $redni czas
opdznienia impulsu wyjsciowego

*) Odporno$¢ na szumy scalonego ukladu logicznego charakteryzuje wielkoé¢ energii przebiegu zaklocajacego, ktéra jest
konieczna do zmiany stanu logicznego bramki. W badaniach dynamicznych mierzy si¢ wielkos¢ amplitudy i czas trwania impulsu
prostokatnego: w badamiach statycznych wielkos¢ poziomu wejiciowego.

giczny. Dlatego tez, czgsto dokonuje si¢ pomiaréw tego samego parametru dla réznych,
zwykle dwéch (maksymalnej i minimalnej) wartosci charakteryzujacych warunki pomiaru.
Przyktadowo, pomiaru $redniego czasu opdznienia dokonuje sie dla maksymalnej i mini-
malnej wartoéci: 1) temperatury otoczenia, 2) obciazenia, 3) napiecia zasilania oraz dla
kilku wybranych pojemno$ci obcigzenia.

Zasade pomiaru parametréw dynamicznych wyjasnia rys. 8.

Uktad pomiarowy powinien by¢ tak zaprojektowany, aby czas wzrostu i opadania
impulséw pobudzajacych byt duzo mniejszy od odpowiednich czaséw badanego logicznego
uktadu scalonego. Jako obciazenia bardzo czesto wykorzystuje si¢ uklad logiczny z tej
samej rodziny co uktad badany, lub tez uktad symulujacy zmienng impedancje dla réznych
stanéw logicznych na wyjéciu badanego uktadu. Generator impulsow powinien posiadaé
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regulowane: amplitude impulséw, poziom napigcia statego, czas wzrostu i opadania czota
impulsu przy ustalonej czestotliwosci i szeroko$ci impulsow.

W obwodzie pomiarowym zwykle uzywa si¢ oscyloskopu stroboskopowego umozli-
wiajgcego obserwacje bardzo szybko narastajacych impulséw, lub tez konwertera ,,czas-
amplituda” umozliwiajacego odczyt czaséw opOzZnien.

Obwod
pomiarowy

Generator
{mpulsowy

O

Obciazenia
! L

(S 0]

L

=
i
I
I
|
I
L

Rys. 8. Uktad blokowy do pomiaru parametréw dynamicznych scalonych uktadow logicznych

Drugi sposéb jest wykorzystywany w systemach kontroli automatycznej ukladdéw
scalonych. Badany logiczny uktad scalony podczas pomiaru umieszcza si¢ w cokole gtowicy
pomiarowej, ktérej rozwigzanie konstrukcyjne zapewnia minimalne warto$ci elementow
pasozytniczych, majacych decydujacy wptyw na doktadno$¢ pomiaru. Pojemnosci wprowa-
dzone przez potaczenie glowicy powinny by¢ nie wigksze niz okre$lone przez norme po-
miarowa, a potaczenia cokolu powinny zapewniaé dopasowanie elektryczne do toru po-
miarowego. Przy konstrukcji nalezy przewidzie¢ mozliwoéci adaptacji cokotu gtowicy po-
miarowej dla réznych obudow uktadéw scalonych.

Impedancja wejsciowa sond pomiarowych zalezy od rodzaju badanego uktadu logicz-
nego. Niektére z nich wymagaja dopasowania do impedancji 50, 60, 75 ), inne natomiast
wysokoomowych wejs¢. Wazne jest, aby sondy posiadaly zerowy poziom napiecia odniesie-
nia i zerowy dryft tego poziomu. Uzyskuje si¢ to zwykle droga kompensacji napiec.

Caly system pomiarowy, poczawszy od zaciskow wyjsciowych generatora impulsowego
poprzez zwarte wejécie z wyjsciem cokotu gtowicy pomiarowej az do wejscia obwodu po-
miarowego, powinien posiadaé czas wzrostu impulsow krétszy niz badany logiczny uktad
scalony. Ponadto system pomiarowy przeznaczony do pomiaréw dynamicznych powinien
by¢ tak zaprojektowany, aby nie wystepowaty zaklécenia stanéw badanej bramki powodo-
wane przez szumy i zakltdcenia systemu pomiarowego.

Trudno$ci i problemy zwiazane z wilasciwym zaprojektowaniem systemu badajacego
uktady scalone zwielokratniaja sie, gdy zamiast jednego uktadu logicznego testuje si¢ zesp6t
sktadajacy si¢ z kilku a nawet kilkudziesieciu uktadéw scalonych. Systemy takie wspoipra-
cuja z reguly z maszyna matematyczng i sa w stanie przeprowadzaé jednoczesne, przy po -
mocy sprzezonych ze soba gtowic pomiarowych, badania kilku uktadéw scalonych lub
zespoléw elektronicznych zbudowanych z wielu uktadéw scalonych.
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5. UKEADY DO POMIARU STATYCZNYCH PARAMETROW
LOGICZNYCH UKEADOW SCALONYCH

Narys. 9 przedstawiono uktad do okreslania charakterystyki przenoszenia U,,, = f(Uy.)-
Pozwala on stwierdzié, czy badany uktad logiczny bedzie pracowaé prawidlowo w okreslo-
nym zakresie tolerancji, tj. czy sa wiasciwe napigcia wyjSciowe dla zadanych napieé wej-
$ciowych i jak duzy jest margines szumoéw dla dwoch stanéw logicznych. Charakterystyki
przenoszenia zdejmuje si¢ dla maksymalnego obcigzenia logicznego badanego uktadu.

Uktad
badany Uktad
mTT obeiazajacy
| z1 U.
~220¥ R | : z
50Hz : |
L__—-_1

©

i
o ?~<

Rys. 9. Uktad do zdejmowania charakterystyki przenoszenia Uy, = f(Uy.) scalonych uktadow logicznych

Na rys. 10 przedstawiono uktady do zdejmowania charakterystyk: wejsciowej I,,, =
= f(Uy.) 1 wyjéciowej I,, = f(U,y). Znajomo$¢ ich przydatna jest do okre§lania amplitud
fali odbitej (co jest niezmiernie wazne przy projektowaniu dtugich potaczen miedzy bram-
kami) oraz pradéw wejsciowych i wyjSciowych dla obu standéw logicznych.

Jak pokazano na rysunkach, charakterystyki badanego uktadu logicznego sa ,,rozcia-
gane” na osi odcigtych ,,X”” oscyloskopu z czestotliwos$cia 50 Hz. Obnizajacy napiecie
transformator pozwala dokladnie ustali¢ Zadane napiecie na wejsciu uktadu logicznego,
a takZze ochrania obwdd badanego uktadu scalonego przed przypadkowym, nieprzewi-
dzianym w trakcie pomiaru podwyzszeniem napiecia przez autotransformator. W uktadzie
pomiarowym moze pracowaé dowolny oscyloskop, jednak w celu doktadniejszego odczytu
przebiegu charakterystyki najwygodniej jest stosowaé oscyloskop ze stabilnym wzmacnia-
czem pionowego i poziomego odczytu.

W uktadzie pomiarowym pokazanym na rys. 11 przedstawiono mozliwoéci ustalania
poziomu odniesienia. Dla polowy okresu przebiegu pobudzajacego styki przekaznika P
sa W polozeniu i wéwczas na wzmacniacze napiecia pionowego i poziomego odchylania
podawane s3 state znane napigcia odniesienia U, i U,; w drugiej potowie cyklu pomiaro-
wego styki przekaznika P sg w potozeniu 2 i w tym czasie ukiad zachowuje si¢ podobnie jak
uktad przedstawiony na rys. 9. Uklad ten pozwala w prosty sposéb odczytywac napigcia na
charakterystyce przez poréwnanie punktéw charakterystyki z punktem odniesienia.

Nie wszystkie parametry mozna jednak odczytaé z charakterystyki wejsciowej, wyjscio-
wej i przenoszenia, dlatego tez dla pelnej znajomos$ci parametréw bramki zdejmuje sig
ponadto nastgpujace charakterystyki:
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Rys. 10. Uklad pomiarowy do zdejmowania charakterystyki scalonych ukladéw logicznych

a) wejsciowej, b) wyjiciowej
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Rys. 11. Zmodyfikowany uklad do zdejmowania charakterystyki przenoszenia scalonych ukladow logicznych
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Rys. 12. Uklad blokowy urzadzenia do pomiaru parametréw statycznych z uwzglednieniem zaleznosci
energetyczno-klimatycznych scalonych ukladéw logicznych
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Kolejnos¢ stosowania | Czas opadania — zakres pomiaru — uktadéw wybiera-

pobudzen Czas trwania impulsu — polaryzacja jacych tor pomia-
Czutosé Czas opdZnienia b) pomiardéw dynamicznych rowy

Czestotliwosei powta- — rodzaj pomiaru — przetacznikow

— zakres pomiaru

— polaryzacja

— punkty odniesienia

— wybor rodzaju prob-
kowania

— wybor sond pomia-
rowych

¢) bloku odczytu

— granice max. min.

— klasyfikacja

— sposdb odczytu

— sond dynamicznych

— zespoloéw odczytu
dynamicznego

— zespotow odczytu
statycznego

— uziemienia
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1) prad zasilania w funkcji napigcia wejsciowego (okreslenie co najmniej dwéch punktéw
maksymalnej i minimalnej warto$ci pradu zasilajacego),

2) przebieg charakterystyki wejSciowej, wyjsciowej i przenoszenia przy ustalonych
warto$ciach napigcia zasilania, temperatury i obcigzalnodci (rys. 12).

Automatyczne uktady pomiarowe zdejmuja podane wyzej charakterystyki w wybranych
punktach przy zatozonych wartosciach pozostatych parametréw. Liczba sprawdzanych
punktéw pomiarowych jest bardzo duza i zalezy od wnikliwos$ci badania uktadu scalonego.

Uklady takie zawieraja cztery podstawowe zespolty funkcjonalne, ktére realizowad
musza funkcje programowe podane w tablicy 2.

6. ZAKONCZENIE

W pracy przedstawiono definicje parametréw i uktady pomiarowe pozwalajace na
okreslenie podstawowych parametréow charakteryzujacych logiczne uktady scalone. Prace
nad szczegdtowymi rozwigzaniami uktadéw pomiarowych, a w szczegdlnoéci dla monoli-
tycznych uktadéw scalonych z rodziny TTL, sa aktualnie prowadzone w Instytucie Techno-
logii Elektronicznej Politechniki Gdanskiej. Przewiduje si¢ opracowanie urzadzen pomia-
rowych do wyznaczania podstawowych parametréw statopradowych, szumowych, obcig-
zalno$ciowych i wspotczynnika jakosci z mozliwoscia pomiaru w podwyzszonych tempera-
turach.
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M. BIALKO, L. SPIRALSKI, K. SKIBINSKI

MEASUREMENT OF BASIC INTEGRATED LOGIC CIRCUIT PARAMETERS

Summary

In the work definitions of basic parameters of logic circuits and ways to measure them are presented.
Block-diagrams for certain measurement equipment for integrated logic circuits are given as well.

M. BIALKO, L. SPIRALSKI, K. SKIBINSKI

PARAMETERBEMESSUNGEN INTEGRIERTER LOGISCHER GRUNDSYSTEME

Zusammenfassung

Im Aufsatz wurden Definition von Grundparametern logischer Systeme sowie deren Bemessungs-
methoden dargestellt. Es wurden auch Blockschemas mancher zur Bemessung von Figenschaften integrierter
logischer Systeme angewandten Gerite angefiihrt.
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M. BAJIKO, JI. CIIMPAJIbCKH, K. CKUBMHbCKH

WU3MEPEHUE ITAPAMETPOB ®YHIAMEHTAJIBHBIX MHTETPAJIbHBIX
JIOTUYECKHUX CXEM

Pesmome

B cratse OPEOCTaBJICHO OIIPEOCIICHUA (i)yHJIaMeHTaHBHbIX IIapaMeTpPOB JIOTHYECKUX CXEM, a TaKKe
CI10co0BI BX HW3MEPEHUA. HpHBCIICHI:I TAKKe OJIOK-CXEeMBI HEKOTOPBIX ychOﬁCTB J751 U3MEPEHUA HHTC-
TpaJIbHbIX JIOTHYECKHUX CXEM.
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Analiza mozliwoéci realizacji cyrkulatoréw n-ramiennych

MAREK KITLINSKI (SOPOT)

Instytut Telekomunikacji Politechniki Gdariskiej
Zaklad Techniki Mikrofalowej

Otrzymano 16.9.1971

W artykule oméwiono wyniki teoretycznej analizy mozliwoéci realizacji n-ramiennych
cyrkulatoréw ferrytowych. Sformutowano macierz impedancji n-ramiennego rozgalezienia
symetrycznych linii paskowych z dwoma krazkami ferrytowymi umieszczonymi w miejscu
rozgalezienia oraz uzasadniono wprowadzenie zyratorowego ukladu zastepczego. Wykazano,
Ze realizacja cyrkulatora z elementami o stalych skupiomych w  postaci rozgalezienia
symetrycznych linii paskowych jest mozliwa jedynie w przypadku cyrkulatoréw tréjra~
miennych.

1. WSTEP

W zakresie fal metrowych mozliwa jest realizacja cyrkulatoréw ferrytowych jedynie
na liniach paskowych. Mozna wéréd nich wyréznié cyrkulatory realizowane w oparciu
o elementy o stalych skupionych, ktére znalazly szczegdlnie szerokie zastosowanie ze wzgle-
du na mate Srednice krazkéw ferrytowych (rzedu 20 mm), mozliwo$é zmiany Srodkowej
czgstotliwo$ci pracy oraz prosty sposéb projektowania. Uklady tego typu zostaly dotych-
czas wykonane dla przypadku tréjwrotnika. Istnieje problem realizacji cyrkulatoréw o wigk-
szej liczbie ramion przy wykorzystaniu tej samej technologii. Cyrkulatory wieloramienne
budowane w oparciu o elementy o statych skupionych moga znalezé szerokie zastosowanie
we wspélczesnych wielokanatowych = systemach radiokomunikacyjnych pracujacych
w pasmie VHF i UHF.

2. MACIERZ IMPEDANCJI PASYWNEGO NIEODWRACALNEGO UKEADU
N-OCZKOWEGO

Rozpatrzmy dowolny, zbudowany z elementéw pasywnych, uklad n-oczkowy i zat6zmy,
Ze umieszczono w nim pewng liczbe zyratoréw o impedancjach oy, ktére wlaczono w ten
$posob, ze wrota wejSciowe kazdego z nich znajduja sie w oczku i-tym, a wyjsciowe w oczku
k-tym (i, k = 1, 2, ..., n). Impedancje wlasne oczek oznaczonych indeksami k i i nie ulegna
wtedy zmianie, gdyz elementy z,, i z,, macierzy definiujacej zyrator (rys. 1) sa réwne zero.
Wystapi natomiast sprzezenie pomiedzy oczkiem k-tym i i-tym, co bedzie réwnowazne
z faktem, ze elementy macierzy wystepujace na pozycji ,,ik”> beda zawieraé skladnik — oy,
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a elementy wystepujace na pozycji ,,ki’’ sktadnik + o. Macierz impedancji zbudowanego
w ten sposob uktadu bedzie miata forme podana zaleznoscia (1):

B (Z12—012) (Z13—%13) ... (Zin—01n) |
(Z12+042) Z32 (z23—023) ... (Z2n—0l2n)
[Z]1=| (zis+o13) (Z23+023)  Z33 o (Zan—03n) n
_(Zln+“1n) (2211+0‘2n) (23,,+OC3,,) cee Znn |
hy &
+ o ——0 + 0 i
o D q e -]
o 0

Rys. 1. Definicja zyratora

Dowolny, nie lezacy na gtéwnej przekatnej element macierzy (1) jest sumg konwencjo-
nalnej bilateralnej impedancji z;;, = z;; oraz impedancji Zyratora oy = —oy;. MozZna wigc
macierz (1) przedstawi¢ w postaci sumy dwdch macierzy: :

A A 0 — 0 — g3 ... — Oy |
(R e o
[Z]=| : L | iy 8 6or e (0 B oes Gy 2.)
Bz e Zonel | i B Ol i O GRS i s O
Iub krécej:
[Z] = [Zk] + [Z4] . (2b)

Macierz [Z;] jest symetryczna i odpowiada jedynie odwracalnym elementom uktadu,
a wspdbtczynniki w niej wystepujace maja na ogot charakter liczb zespolonych. Macierz
[Z4] = —[Z4]T jest macierza antysymetryczng o wspOiczynnikach rzeczywistych i odpo-
wiada niewzajemnym elementom ukladu. Realizacja macierzy [Z,] przy pomocy ukladu
zawierajacego zyratory moze byé przeprowadzona w roézny sposob. Z ksztattu macierzy
[Z 4] podanej zalezno$cia (2) wynika, ze liczba zyratordw potrzebna dla jej zrealizowania
réwna jest potowie liczby elementéw nie znajdujacych si¢ na gtéwnej przekatnej [1], tzn.:

= -;—n(n—l). (3

Liczba zyratoréw okre$lona zwiazkiem (3) nie jest wartoscia minimalng. Dla znale-

zienia L,,;, macierz [Z,] mozna przetransformowaé do postaci diagonalnej [Z,4] zgodnie
z zalezno$cia (4):

[Z4 = [DI"-[Z4]-[D], )
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gdzie:
[Z4 = diag [Z,, Z», Z3, .., Z1, 0,0, ..., 0], (5)
7 e & kg0 Loy 6
T —OCjO s J = L4 . b ()

[D] — macierz wprowadzona w procesie diagonalizacji.

Macierz [Z,] jest macierza skoénie symetryczng ztozona z diagonalnych blokéw, ktére
sq sko$nie symetrycznymi submacierzami Z; (6). Kazda macierz Z; przedstawia zyrator
o impedancji o; — stad [Z 4] reprezentuje / dwuwrotnikowych zyratoréw oraz n—I wrot
zwartych. Wyznacznik macierzy [Z4] (7) jest rézny od zera dla r

det[Z,] = detZ, - detZ,- ... - detZ, @)

pierwszych wierszy i kolumn macierzy [Z 4], przy czym
tr=l ®

i oznacza rzad macierzy [Z,]. Z (5) i (8) wynika, Ze rzad macierzy impedancji musi by¢
parzysty i ze minimalna liczba zyratoréw wystarczajaca dla zrealizowania macierzy [Z4]
réwna jest potowie rzedu tej macierzy [1].

3. MACIERZ IMPEDANCIJI N-RAMIENNEGO ROZGALEZIENIA PASKOWEGO
UMIESZCZONEGO W OSRODKU FERRYTOWYM

Rozpatrzmy dwa krazki ferrytowe, pomigdzy ktérymi umieszczono n-ramienne rozga-
tezienie paskowe. Uklad taki umieszczono w zewnetrznym stalym polu magnetycznym H
o kierunku zgodnym z kierunkiem osi Z (prostopadle do plaszczyzny krazkéw ferryto-
wych —rys. 2). W oérodku ferrytowym wektor indukcji magnetycznej B zZwigzany jest

a)

Przewéd
zewnetrzny
symetrycz-
nej linii
paskowej

2/7\% n

Rys. 2. a) usytuowanie krazkéw ferrytowych w uktadzie wspotrzednych oraz kierunek zewnetrznego statego

pola magnetycznego H, b) widok z gory konstrukcji paskowej umieszczonej pomiedzy krazkami ferryto-

wymi (krzyzujace sie przewody wewnetrzne symetrycznych linii paskowych sa wzajemnie od siebie od-
izolowane)
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z wektorem natezenia pola magnetycznego H poprzez tensor przenikalno$ci magnetycz-
nej (9):
-Bx H '—j:“a 0 Hx

By | =pol|jta # O . ®
B 0: 0 -A H,

Sktadowe u 1 u, tensora przenikalnosci magnetycznej zdefiniowane sa zalezno$ciami

(10):
£ P - ey 4
M= L% g2—1" a o2—1° (10)
gdzie:
_ M, L E
)

p=

rd A :
y =221 i stosunek zyromagnetyczny,
H; — natezenie wewngtrznego stalego pola magnetycznego w materiale ferrytowym,

M — magnetyzacja nasycenia ferrytu,
o — przenikalno$¢ magnetyczna przestrzeni swobodnej,

o — czestotliwo$é pola zmiennego.
Pomiedzy krazkami ferrytowymi znajduje si¢ n zwartych na koficu linii paskowych

przesunigtych wzgledem siebie o kat %E w plaszczyznie X'Y. Kazda ze zwartych linii pasko-
1

Iy
Uk Ik =jwly A

Rys. 3. Schemat zastepczy k-tej gatezi uktadu

wych stanowi reaktancje indukcyjng, ktérej mozna w ukladzie zastepczym (rys. 3) przy-

porzadkowac¢ indukcyjno$¢ réwnowazng L, o parametrach:

m — liczba zwojow cewki rOwnowaznej,
A — powierzchnia, przez ktéra plynie strumien magnetyczny,

[ — dtugosé zwoju cewki rOwnowaznej.
Zatézmy, ze w kazdej galezi plynie prad I, (k = 1,2, ..., n), ktéry wytwarza wokot

przewodnika pole magnetyczne Hy(rys. 4)
Hi= 52 (1

wtedy na zaciskach wejSciowych kazdej galezi indukowane jest napiecie Uy :
12)

U, = jomA - B,.
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Rys. 4. Kierunki pol Hy wytwarzanych wokot linii paskowych (na plaszczyznie XY)

Napiecie indukowane na zaciskach galezi pierwszej U, :
U, = jomAB, = jomAB,. ' (13)
Sktadowa B, wektora indukcji magnetycznej na podstawie zaleznosci (9) wynosi:
B.=uo(uH—pH,), H, ~0. (14)

Sktadowe H, i H, mozna wyznaczy¢ z rys. 4:

-
H, = Z chos(k—l)zl, (15)
k=1 n
%1 \ 2r
Hy= ), —Hksm(k—1)7. (16)
k=1
Stad otrzymujemy:
By = pto ), Hy(ucosdy+jugsindy), an
k=1
gdzie:
27
b= (k=D="3 k=12..,n (18)

Uwzgledniajac zwiazki (11) i (13) oraz zaktadajac:
m24

7 “Ho=>Lg=const, . dla<- k=142 ..., 1, (19)
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napiecie na zaciskach galezi pierwszej przedstawiamy zaleznoscia:

n
U, = ©Ly ) Li(ucos 0x— ,sindy)].
k=1

(20)

Napiecia indukowane na zaciskach pozostatych gatezi mozna obliczy¢ wykorzystujac

; . g 2 : ; .
symetri¢ uktadu i obracajac go o kat —nTi w plaszczyznie XY. Otrzymamy wtedy réwnanie

wigzace napiecia i prady w poszczegdlnych gateziach ukltadu, ktére zapisane w postaci
macierzowej daja nam macierz impedancji n-ramiennego rozgalezienia paskowego umiesz-

czonego w osrodku ferrytowym:

_j,ucos Oy1—UgSIN 0y, jCOS 05— 8iN 010, * * *, ji,COS 51,,—/¢asin61,,»

JUCOSByy — 1,SIN Opq 5 jUCOS Onp — UySIN G20, * * * , jUCOS O2y—UsSiN 0sy
[Z] = wL, ) ) .

Jucos Op1— 4aSIN Oy 5 JILCOS Opy — g SIN Oyz, JHCOS Opy— i8I0 6,,,,_

Dowolny element macierzy (21) ma postac:
Ziy = wLO(j,uCOS 5ik‘—“uasin éik), i, k= 1, 2, el
gdzie:
aik = 61\:"“ 5i9
27
i =0@-)—. i=12..,
0; = (=1 = i=1 n

Zwiazek (22) mozemy napisa¢ w innej formie:
Zig = Ri+jXix,
gdzie:
Ry = —wLgp,sin oy,
X = wLg pcos Oy

Zauwazmy rdéwniez, ze na podstawie (18) 1 (24):

2C 27
O = (k—i)7 = "“(i—k)T,
czyli:
O = — Oi
Dlak =i:
' Ry =0
Gy === {Xik = Xo = wuLy.

20

@2

23)

(24)

25)

(26)

@7)

@8)
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Uwzgledniajac (25), (27) i (28) macierz podang zaleznoéeia (21) przedstawié mozna
w postaci. sumy dwéch macierzy:

X, JX12 eer jX1n 0 Ris ... Ry,
1Z] = —j:X12 j?YO jA:’z,, 4 —R:12 0 .. R:2n ’ 29)
—jA.’l,, —j)'(z,, jA.’o —Rln —Ryp ... 0
Iub krécej: ,
1zl = [z o+ 24 : (30)

Macierz [Z 4] jest macierzg antysymetryczna o wsplczynnikach rzeczywistych, macierz
[Zr] jest skosnie hermitowska. Ksztatt tych macierzy odpowiada macierzom [Z,] i [Zg]
okreS§lonym (2) przy analizie pasywnego nieodwracalnego ukladu n-oczkowego. Wynika
stad wniosek, Ze rozpatrywane n-ramienne rozgalezienie paskowe umieszczone w ofrodku
ferrytowym mozna traktowaé jako ukltad n-oczkowy zawierajacy okre$long liczbe zyra-
toréw (zalezng od sposobu realizacji) oraz ze uzasadnione jest wprowadzenie Zyratorowego
uiktadu zastepczego.

4. DIAGONALIZACJA MACIERZY [Z4]

Macierz [Z (] okre§long zwiazkiem (30) mozna zapisaé nastepujaco:

0 R Ry o Roy
—R,; 0 Ry .. Ry
[ZA] S ‘_‘Rz —Rl 0 see -Rn—3 . (31)
_Rn-—l '_'.R"._z _Rn_s ces 0 nxn

Ksztalt tej macierzy sugeruje, ze liczba zyratoréw potrzebna dla jej zrealizowania wynosi
5 n(n—1). Dla znalezienia minimalnej liczby zyratoréw wystarczajacej dla zrealizowania

[Z 4] przeprowadzimy diagonalizacje tej macierzy. W tym celu wprowadzimy oznaczenia:

B, = [R;; Rs, ..., Rn—1]1><(n—2) (32)
Cy = [Ry, Ry, ..., Ruslixp-2 (33)
0 Ry, ., R

e T (34)

—Ry 3 —Ris ..., 0 Ju-2x(n-2
Wykorzystujac powyzsze oznaczenia [Z,] zapiszemy w postaci (35):

0 Ry B,
[ZJd=|-R 0 C; . : (35)
_-Bf _C:f Ao nxn

4 Rozprawy Elektrotechniczne
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Wprowadzimy macierz D, :

i wykonamy dzialanie:

uzyskujac:
' . _ 0 R, O
[ZA]1=v —R; 00 s
0 0 A4 {nxn
gdzie:
B{' Cl - CI'BI
A —_ Ao‘— R1
Ale:
R2 M -Rl
Broc,=| ® Rl o1, -
' -Rn—-l Rn~2
czyli:
A=A,.
Macierz [Z,], ma wigc ksztalt:
- 0 R, O
_Rl 0 0 cee
_ 0O 0 © R, R,
[Z4): = -R, 0 Ry
—R, —R,
0 0 _Ru—S _Rn—4

¢,

01 R,

1= _-Bl
01 R, |
00 E- nxn

[Z4ls = DT+ [Z4]" Dy,

. 0

36)
@7
38)
(39)

(40)

(4D

(42)

Wykonanie dziatania (37) pozwolito na uzyskanie samych zer w dwoch pierwszych
wierszach i kolumnach poczynajac od pozycji trzeciej. Przedstawiony wyzej proces tran-
sformacji mozna powtarza¢, az do uzyskania postaci:

0 R, 0 0 0 .. O]
—R, 0 0 0 O .0
0 0 0 R, O .. O
[ZJg=| 0 0 —R, 0 O 0
o 0 R;
0 0 00 0—-R O} .

dla n parzystych,

43)
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n—1
2

lub
0 R, 0 0 0..0
—-R, 0 0 O 0 0
0 0 0 R O0..0
[Zd=] 0 0 —-R, 0 0 ..0 dla n nieparzystych.  (44)
: 0 R, :
0 —-R; 00
0 000 |,
Jezeli oznaczymy:
0 R,
o=|_x o] @
wtedy: ‘
[Z4] = diag[G, G G] dla n parzystych, @)
2
[Z4] = dlag[G, G..,G, 0] dla »n nieparzystych. @

Poniewaz minimalna liczba Zyratoréw potrzebna dla realizacji zadanej nlacierzy im=
pedancji réwna jest polowie rzedu tej macierzy, a rzedy macierzy [Z4] i [Z,] sa sobie
réwne [1], wigc:

L, = % dla n parzystych
1 . (48)
Lyin = f—z— dla » nieparzystych

5. REALIZACJA N-RAMIENNEGO CYRKULATORA FERRYTOWEGO W POSTACI
ROZGALEZIENIA PASKOWEGO UMIESZCZONEGO W OSRODKU FERRYTOWYM

Rozpatrzmy macierz [Z 4] okre§lona zaleznoécia (30) i zastandwmy si¢ jakie warunki
powinny by¢ spelnione, aby opisywala ona idealny cyrkulator n-ramienny. Zasada pracy
cyrkulatora n-ramiennego jest jednokierunkowa transmisja sygnalu z galezi k-tej do gatezi
(k+1)ej, (k =1,2,...,n). Na podstawie podanych w literaturze [4], [1] macierzy impe-
dancji cyrkulatoré6w trdjramiennych i czteroramiennych (rys. 5) mozna wnioskowaé, Ze
macierz impedancji cyrkulatora n-ramiennego bedzie zawierala same zera na gldéwnej
przekatnej oraz elementy rézne od zera i rOwne sobie co do warto$ci bezwzglednej na
pozostalych pozycjach. Aby macierz [Z,4] (30) opisywata idealny cyrkulator powinien
wiec by¢ spelniony warunek: :

|Ry] = const % 0°dla i—k = +1, +2,..., +(n+ 1), (49)
czyli:

sin(k—i)z%l =const # 0 dla i—k = +1, £2, ..., £(n—1). (50)

4*
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a) b)
0 R -R 0 R R
-R 0 R -R 8} R R
R -R 0 R R R
' R -R -R 0

Rys. 5. Macierz impedancji: a) idealnego cyrkulatora tr6jramiennego [4], b) idealnego cyrkulatora cztero-
ramiennego [1]

Uktady
dopasowujgce

2

S
EPERRVT g
7

=

Uktady
dopasowu-
Jace

L Q@J L

o [jl
Uktady —T
dopasowu-

Jace

Rys. 6. Sposédb realizacji cyrkulatora piecioramiennego oraz jego zyratorowy schemat zastgpczy

Warunek (50) jest spelniony tylko dla » = 3. Nasuwa si¢ wigc wniosek, ze realizacja
cyrkulatora w postaci symetrycznego rozgalezienia paskowego umieszczonego w ofrodku
ferrytowym w spos6b pokazany na rys. 2 jest mozliwa jedynie w przypadku trdjwrotnika.
Najprostszym rozwigzaniem problemu realizacji cyrkulatora wieloramiennego moze byé
uktad zbudowany w postaci kaskadowego polaczenia tréjwrotnikéw; proponowany sposéb
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realizacji cyrkulatora pigcioramiennego oraz jego Zyratorowy schemat zastepezy pokazano
na rys. 6. Wada kaskadowego potaczenia cyrkulatoréw tréjramiennych sa wieksze straty
ukladu: w przypadku transmisji sygnatu z ramienia pierwszego do n-tego wzrastaja one
(n—2)-krotnie, a przy przesytaniu pomigdzy pozostalymi ramionami (z wyjatkiem 1 — 2)
dwukrotnie w stosunku do strat obserwowanych w cyrkulatorze tréjramiennym. Z drugiej
strony proponowany sposob realizacji cyrkulatoréw wieloramiennych wykorzystujacych
elementy o statych skupionych pozwala na konstruowanie ukladéw o dowolnej liczbie
ramion i nie wymaga nowych opracowan technologicznych.

Autor pragnie podzigkowaé Prof. drowi h. inz. K. St. Grabowskiemu za dy&kusje i szerég
cennych uwag podczas prowadzenia pracy.
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M. KITLINSKI

THE ANALYSIS OF THE REALIZATION. POSSIBILITIES OF #-PORT
LUMPED ELEMENT CIRCULATOR

Summary

The paper contains the results of+the theoretical analysis of the realization possibilities of an n-port
lumped element circulator. The author formulates the impedance matrix of an n-port stripline junction
with two ferrite discs symmetricaly placed on both sides of the internal conductor.

M. KITLINSKI

ANALYSE DER REALISIERUNGSMOGLICHKEIT EINES #-ARMIGEN ZIRKULATORS

Zusammenfassung

In diesem Artikel wurden theoretische Analysenergebnisse der Realisierungsméglichkeiten von #-armi-
gen ferritischen Zirkulatoren besprochen. Es wurde die Impedanzmatrix einer r-armigen Abzweigung
symmetrischer Streifenlinien mit zwei Ferritrollen an der Abzweigungsstelle formuliert sowie die Einfiih-
rung der Vertretergiratoranordnung begriindet. Man bewies, daB3 die Realisierung eines Zirkulators unter
Ausnutzung von.Elementen mit aggregierten Konstanten nur bei dreiarmigen Zirkulatoren moglich sei.
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M. KU TJIMHbCKHU

AHAJIN3 BO3MOXXHOCTH. IOCTPOEHUS n-BOPOTOBBIX
SEPPUTHBLIX LIHUPKYJIATOPOB

Pesome

B crarbe IpeACTABIEHBI PESYILTATHI TEOPETAUECKOrO aHAIN32 BO3MOXKHOCTH IOCTPOCHMUT #-BODPO-
FOBLIX (PEPPUTHEIX IUPKYIATOPOB NPH HCHOIE30BAHMY SJIEMEHTOB C COCPENOTOUEHHBIMU IapameTpamy.
Onpenernena MaTpulia MMICHZHCOB H-BOPOTOBOIO IIOJIOCOBOTO PAsBETBJICHHA C [ABYMA heppUTHBIME
KPYKKaMi DPACIOIOKEHHBIMY CHMMETPHUHO C OOEHX CTOPOH BHYTPCHHETO MHPOBOAA.
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Podstawy teorii hallotronu

ANDRZEJ KOBUS (WARSZAWA)

Instytut Technologii Elektronowej, Naukowo-Produkcyjne
Centrum Polprzewodnikow

Otrzymano 28.9.1971

W artykule przédstawiono synteze podstawowych zagadnien teorii hallotronu. Na' wste-
pie oméwiono réwnania transportu dla dowolnego obszaru pélprzewodnika, na ktéry od-
dzialywuje pole elektryczne i magnetyczne, sformulowane na gruncie termodynamiki pro-
cesow nieodwracalnych. Wykazano role relacji wzajemnos$ci Onsagera i podano fizyczng
interpretacje wspoiczynnikéw termodynamicznych. Nastepnie rozwazania przeniesiono na
obszar pélprzewodnika z odpowiednig liczba elektrod — stanowiacy hallotron. Pokazano
wplyw warunkdéw brzegowych i zasady okreSlania rozkladu pradu i pola elektrycznego
w plytce hallotronowej. Na zakonczenie przedstawiono szczegdlne cechy macierzy impedan-
cyjnej hallotronu wynikajace z zasady Onsagera.

1. WSTEP

Element wykorzystujacy zjawisko Halla w pdlprzewodniku — hallotron — stat sig

- jednym z wielu elektronicznych przyrzadéw potprzewodnikowych szeroko stosowanych

w technice [np. 1]. Jednak catoksztalt zagadnien zwiazanych z projektowaniem, konstrukcja,
technologia i zastosowaniem hallotronéw, jak w przypadku wielu innych przyrzadéw
poélprzewodnikowych, lezy na pograniczu wielu réznych_dziedzin nauki i techniki jak:
termodynamika, matematyka, fizyka i elektronika p6iprzewodnikéw oraz elektrotechnika
z teorig ukladéw. Celem niniejszego artykulu jest préba syntezy i usystematyzowania
réznorodnych spojrzen na hallotron: jako element obwodu elektrycznego, jako obiekt
fizyki ciala stalego (a potprzewodnika w szczegélnosci), jako obszar przewodnika, w kto-
rym przepltyw pradu rzadzony jest okre§lonymi prawaml elektrodynamiki, wreszcie jako
konkretny przyrzad. p6tprzewodnikowy.

2. HALLOTRON JAKO UKLAD WIELOBIEGUNOWY

W najbardziej ogdlnym przypadku hallotron mozna rozpatrywad jako dowolna bryle
przestrzenng pokazara na rys. 2.1, w ktérej kazdemu punktowi mozna przypisaé pewna
Wwarto§¢ rezystywnosci g, zalezna od potozZenia x, y, z, temperatury 7, pola magnetycznego
B i czasu ¢ oraz pewng temperature 7, zalezna od potozenia x, y, z i czasu ¢.
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Do bryly dotaczone jest n elektrod, na ktérych wystepuja potencjaty ¥y, V, ... Va.
Przyjmuje si¢ oznaczenia U; =V, —V,, U, =V,—V;,... U, =V, —V;. Zwierajac
kolejno zaciski elektrod 1 ... n otrzymuje si¢ n oczek i n wezidw, dla ktérych musza byé
spetnione réwnania Kirchhoffa

k; Ue=0; D I,=0. ' @.1)

- A
-
U, Y
5
v,
I
Un-1 ;2
7
N+l In_”

) */U‘I

Rys. 2.1. Hallotron jako uklad wielobiegunowy

Na bryle dziala pole magnetyczne o indukcji

B = B,+B,, 2.2)
ktorej warto$¢ jest réwniez funkcja polozenia x, y, z 1 czasu ¢, przy czym B, jest indukcja
zewnetrznego pola magnetycznego, a B, — indukcja pola magnetycznego pochodzacego
od pradow I ... I,.

Przedstawiony na rys. 2.1 obszar pdlprzewodnika z » elektrodami mozna rozpatrywad
jako nieautonomiczny uktad wielobiegunowy, ktéry moze by¢ taczony z innymi obwodami
zewnetrznymi za pomocg wlasnych zaciskéw. Taki element wiclobiegunowy nie zawiera
niezaleznych Zrédet i w przypadku, gdy jest odlaczony od innych obwoddéw, na jego za-
ciskach nie wystepuja ani napiecia, ani prady: V; ...V, =0, I, ... I, = 0. Wyzej wymie-
niony warunek jest spelniony w potprzewodnikach w przypadku, gdy nie wystepuja w nich
zjawiska typu fotowoltaicznego i pomija si¢ indukowane sity elektromotoryczne. Przyj-
mujac wyzej wymienione oznaczenia mozna napisa¢ n réwnan takiego obwodu [np. 2]
zapisanych w postaci wskaznikowej

U= > Zu. | 2.3)
k=1 .
Wspélczynniki Z;;, sa impedancjami ukladu
Zs = ( lj’) it 2.4)

tzn. impedancja Z,; réwna jest liczbowo U, wtedy, gdy w s-tym oczku elementu wielo-
biegunowego plynie jednostkowy prad, a wszystkie pozostale oczka sa przerwane.
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W zasadzie wyrazenia (2.3) i (2.4) opisuja tylko wlasciwosci pewnej grupy obwodéw
elektrycznych spelniajacych okreSlone warunki, jak np.: liniowa zalezno$é od pradéw,
niezalezno$¢ parametréw Z;; od pradéw, stan ustalony; dopuszcza si¢ jednak zalezno$é

~ parametréw Zy od innych czynnikéw, jak B i T (co zostanie wykazane dalej). Nalezy

zdawac sobie sprawg z faktu, Ze opis hallotronu rzeczywistego przedstawiony zaleZnosciami
(2.3) i (2.4) nie bedzie obejmowat wszystkich zjawisk w niim zachodzacych, gdyz nie wszyst-
kie z wyzej wymienionych warunk6w beda zawsze spetnione. Jednak w wigkszoéci przy-
padkow zastosowanie takiego przyblizenia pozwala na wyciagnigcie wielu waznych wnios-
kow o whasciwosciach hallotronéw. » .

W ogdélnym przypadku znajomo§¢ dowolnego ukladu wielobiegunowego polega na
okrefleniu wszystkich sktadowych macierzy impedancyjnej. Istnieja dwa sposoby okresla-
nia omawianych sktadowych. Pierwszy z nich —to metoda do$wiadczalna polegajaca
na pomiarze sktadowych Z,, na praktycznie zrealizowanym modelu entnika korzystajac
z wzoru (2.4). Druga metoda polega na analitycznym okresleniu impedancji z matema-
tycznie wyznaczonego rozkladu pola elektrycznego i pradu w badanym obszarze p6tprze-
wodnika. Pierwsza metoda jest bardzo przydatna w. przypadkach badania istniejacych
przyrzadéw péiprzewodnikowych, lub gdy stosunkowo latwo przewidzieé¢ optymalna
konfiguracj¢ geometryczng prébki. W przypadkach, gdy optymalizacja dotyczy bardziej
skomplikowanych uktadéw, gdzie rezultat jest trudny do przewidzenia a postepowanie
optymalizacyjne prowadzitoby do wielkiej ilo$ci do§wiadczen, korzystniejsza jest metoda
analityczna, kt6ra po zastosowaniu odpowiedniej metody matematycznej pozwala na otrzy-
manie poszukiwanego optymalnego wyniku.

3. PRAD I POLE ELEKTRYCZNE W POLPRZEWODNIKU Z POLEM MAGNETYCZNYM -

Przeptyw pradu elektrycznego wewnatrz bryly péiprzewodnika omawianej w poprzed-
nim rozdziale opisuja réwnania transportu, ktére mozna wyprowadzi¢ na gruncie termo-
dynamiki proceséw nieodwracalnych. W réwnaniach tych w ogdlnym przypadku rozpa-

truje si¢ pole elektryczne E oraz strumiei cieplaz bedace kombinacjami liniowymi gesto$ci
pradu elektrycznego T i gradientu temperatury grad 7, przy czym wspdlczynniki przy
zmiennych niezaleznych sg tensorami zaleznymi od pola magnetycznego B [3, 4]

E* = 3(B)T+¢ (B)grad T,
G = #(B)J— %(B)grad T, (3.1)
przy czym '
"E*=E+ % grad§ = % grad(—eV+§), 3.2)
gdzie:
e — ladunek elementarny,
& — potencjat chemiczny,
V — potencjat elektrostatyczny,
¢ — tensor rezystywnosci,
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1 p — tensor réznicowej sity termoelektrycznej,
- »fx — tensor wspoOlczynnika Peltier,

% — tensor przewodnoéci cieplne;j. -

Roéwnania transportu (3.1) opisuja lokalne wlasmwosm polprzewodmka w punkcie
o wspétrzednych x, y, z. Z zaleznoéci (3.2) wynika, ze wypadkowe pole elektryczne istnie-
jace w polprzewodniku sklada si¢ z dwéch czlonéw: pola E = —gradV be¢dacego wyni-
kiem przylozénia odpowiednich sit elektromotorycznych wywolujacych na zaciskach
ukladu przedstawionego na rys. 2.1 napigcie U;, U,, ... U, oraz pola . wewnegtrznego

i grad& wywolanego niejednorodno$cia materiatu.

Tensory o, @, %, # spelniaja ponadto relacje wzajemnosci Onsagera [3, 4], zgodnie
z ktérymi stuszne sa nastgpujace zaleznosci

8B = o(-B),
#(B) = #(—B), (3.3)

#(B) = —Tp(—B).
Jezeli zalozymy brak gradientow temperatury (grad T’ = 0) i zawe¢zimy nasze rozwazZania
do zjawisk galwanomagnetycznych, a wigc zjawisk wystepujacych przy jednoczesnym

oddzialywaniu pdl: elektrycznego i magnetycznego na prébke pélprzewodnikowa roz-
patrywaé bedziemy tylko czg$é réwnan (3.1) w postaci

E* = 47 (3.4)
I
Tensor ¢ mozna rozlozy¢ na szereg potegowy wzgledem skladowych wektora B i w- dal-

szych rozwazaniach ogramczymy si¢ tylko do rozpatrywania kwadratowego przyblizenia
zaleznoéci (3.4) wzglgdem B. Jednak w przypadku dowolnego ukladu krystalograficznego
prowadzitoby to do koniecznosci okre§lenia kilkudziesigciu sktadnikow tensora . Wobec
tego ograniczymy si¢ do krysztatéw izotropowych, ktdra to cecha charakteryzuje si¢ wig-
kszoéé interesujacych nas materiatéw potprzewodnikowych, krystalizujacych w ukladzie
regularnym. Jezeli ponadto zajmiemy si¢ ofrodkiem jednorodnym, tzn. takim, w ktorym
gradfé = 0, a wigc E* = E, pole elektryczne w prébce w takim przypadku bedzie po-
chodzito wylacznie od zewngtrznych zrodel zasilania.

Przy uwzglednieniu wyzej wymienionych zaloZen upraszczajacych oraz relacji Onsa-
gera zalezno$é (3.4) dla krysztatu izotropowego przyjmuje nastgpujaca posta [4, 5]:

E = g,[T+a,(Tx B)+b,BT +c,B(J - B, (3.5)

gdzie: a,, b,, ¢, — skalarne wspolczynniki proporcjonalnosci.
- Analizujac wnioski ze statystycznej teorii przewodnictwa w poétprzewodnikach mozna
wykazaé, ze wspotezynniki: a,, b, 1 ¢, maja swoja interpretacje¢ fizyczng; i tak np.

Qo = —HUn, b0= EM%I’ Co = lUm,
gdzie:
g — ambipolarna ruchliwos¢ holowska,
& — wspolczynnik zalezny od dominujacego mechanizmu rozpraszania no$nikow.
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Wprowadzono jeszcze nast¢pujace oznaczenia:

oo = R
'B = bl I: tg@H = :u'HIBlﬁ lu'H =7 QH ] (3.6)

(/]

gdzie @y — kat Halla tworzony przez kierunki wektoréw JiEw poiprzewodniku.
Dla malych katéw @y przyjmuje sig
O = pulB|. 6D
~ Uwzgledniajac powyZzsze oznaczenia dla pélprzewodnika izotropowego przy zalozeniu,
2¢eB | E wyrazenie (3.5) przyjmuje postaé
E = ,[7(1 +£uyB) ~ On(T X B)]. (3.8)

_ Z réwnania (3.8) wynika zapis tensora rezystancji, ktérego pierwszy czlon opisuje
zjawisko magnetorezystancji w przyblizeniu kwadratowym, a drugi — zjawisko Halla:

14+£u3B? 0 0 0 b, —b,
0=20] 0 1+E&u3B>0 —0,04|—b, 0 b,|. (3.9)
0 0 1+&u3B? b, —b, 0

W przypadku stabych p6l magnetycznych (uf B2 < 1) réwnanie (3.8) przyjmuje postaé:
 E = 0,(J—0xIxb) (3:10)

W niektérych przypadkach wygodniej postugiwaé si¢ zaleznoscia T = f(f)
' T = o,(E+OxEXD), (3.11)

stuszna dla stabych pdl magnetycznych w przyblizeniu liniowym.

Pomimo wystepujacego pewnego podobienstwa pomiedzy tensorowymi zalezno§ciami
(2.3) i (3.9) nalezy podkresli¢ ich istotna réznice: zaleznos¢ (3.9) opisuje lokalny zwiazek
pomic¢dzy nateZeniem pola elektrycznego i gestoscia pradu we wnetrzu bryly pélprzewodni-
kowej pokazanej na rys. 2.1; natomiast zalezno§¢ (2.3) opisuje wlasciwosci bryly pol-
przewodnikowej jako calo$ci w postaci zaleznos$ci napieé i pradéw wystepujacych na jej
elektrodach. Dokladne sformutowanie wyrazen (2.3) 1 (3.4) w przypadku ogélnym nastrecza
bardzo duze trudnos$ci i z punktu widzenia zastosowan technicznych nie jest przydatne.
Dlatego tez najcze$ciej omawiane zaleznoéci podaje si¢ dla konkretnych i stosunkowo
prostych warunkéw brzegowych (o ktoérych bedzie mowa w dalszych rozdziatach) przy
uwzglednieniu szeregu dalszych zatoZzen upraszczajacych.

4, ROWNANIE ROZKEADU PRADU I POLA ELEKTRYCZNEGO W PROBCE
POLPRZEWODNIKOWEJ. ROWNANIE LAPLACE’A. WARUNKI BRZEGOWE

Podstawa okreslenia rozktadu pradu i pola elektrycznego w obszarze pdlprzewodnika,
na ktéry dziata pole magnetyczne sa réwnania Maxwella zawierajace wyrazenie na gesto$é
pradu. W odniesieniu do przypadku stacjonarnego, przy braku ladunkéw przestrzennych
przyjmujg one postaé ciagloéci pradu

) divd = 0 @.1)
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oraz bezwirowoéci pola elektrycznego
rotE = 0. ' 4.2)
Z zalezno$ci (4.2) wynika réwniez potencjalno$é pola elektrycznego, a wiec stuszne Jest
wyrazenie
E = —gradV. , 4.3)

Korzystajac réwniez z wyrazenia na prad (3.11) zapisujemy je w postaci skréconej
| J = GE. (4.9)
Przy zalozeniu staloéci i jednorodnosci pola magnetycznego (ﬁ = const) oraz ¢ =
= const z réwnan (4.4) i (4.1) otrzymuje sie zaleznoéé

divE = 0. (4.5)
Z kolei podstawiajac (4.3) do (4.5) otrzymuje si¢ réwnanie Léplace’a
4V = 0. _ 4.6)

A wigc rozkladem pola elektrycznego w pétprzewodniku, na ktéry dziala pole magne-
tyczne, rzadzi to samo réwnanie, co i przy braku pola magnetycznego. Istotna réznica
wystapi w jednym z warunkéw brzegowych, w ktérych sformutowanie bedzie podane
ponizej.

1. Warunek stycznoSci prqdu do powierzchni prébki bez elektrody. Skladowa pradi
normalna do powierzchni .S polprzewodnika (patrz rys. 4.1) nie przykrytej elektroda réwna
sie zeru

Jn=0. “@.7

Rys. 4.1. Rozklad pradu i pola elekirycznego przy krawedzi prébki bez elektrody metalowej

Wynika stad, Zze prad ptynie rownolegle do takiej powierzchni. Ze wzgledu na to, ze wyra-
Zenie na prad (3.11) jest odmienne niz dla péiprzewodnika bez pola magnetycznego, wektor
pola elektrycznego E bedzie tworzyt kat @y z wektorem pradu J, linie ekwipotencjalne

bedg tworzyly z liniami pradu kat @z + 123 . Oméwiony warunek brzegowy stanowi wyzej

wzmiankowang istotng réznice w poréwnaniu z warunkami brzegowymi dla przypadku
braku pola magnetycznego; bedzie on stanowit o pewnych istotnych zjawiskach wystg-
pujacych w rzeczywistej plytce hallotronowej.
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2. Warunek brzegowy dla powierzchni pélprzewodnika przykrytej elekirodgq metalowq.
Gdy na czedci powierzchni pélprzewodnika znajduje si¢ elektroda o powierzchni S,, na
jej powierzchni potencjat jest jednakowy: V' = const. Warunek ten mozna zapisaé w postaci
iloczynu wektorowego: ’

Exn=0, (4.8)

€O oznacza, 7e EH?E.

A wigc w otoczeniu elektrody rozktad potencjatu jest wymuszony przez powierzchnie
ekwipotencjalng elektrody. Aby byt spelnlony warunek ortogonalnoéci linii pola elektrycz-
nego wzgledem linii ekwipotencjalnych, pole E jest prostopadie do powierzchni elektrody,

a jezeli i przez elektrode bedzie wyptywat prad 7 jego kierunek bedzie odchylony od kle-
runku E o kat Oy, jak na rys. 4.2.

77

Rys. 4.2. Rozklad pradu i pola elektrycznego w otoczeniu krawedzi probki pokrytej elektroda metalowa

3. Warunek cigglosci pradu wyplywajgcego przez elektrode. Prad wyptywajacy przez
elektrod¢ bedzie spelniat réwnanie ciaglosci

Jds = I, (4.9)

Se

tzn., Ze catka po powierzchni elektrody z gestosci pradu 7 bedzie réwna pradowi catkowi-
temu przeplywajacemu przez elektrode.

5. PROSTOPADEOSCIENNA PELYTKA HALLOTRONOWA NIESKONCZENIE DLUGA
I BARDZO KROTKA. DYSK CORBINO

Najprostszymi konfiguracjami geometrycznymi, dla ktérych fatwo wyznaczy¢ w sposéb
dokladny zalezno$ci opisujace zjawiska galwanomagnetyczne, to — prostopadito$cienna
plytka nieskoniczenie dtuga z punktowymi elektrodami umieszczonymi, jak na rys. 5.1
oraz dysk Corbino lub plytka bardzo krétka. Prostota wyznaczania doktadnych wyrazefi
opisujacych zjawiska galwanomagnetyczne w wyzej wymienionych konfiguracjach wynika
z faktu, ze decydujaca role odgrywa tu tylko jeden z dwoch podstawowych warunkow
brzegowych (4.7) i (4.8).

Na wstepie rozpatrzymy przypadek plytki nieskonczenie dtugiej. Prad T=1T plynie
wzdluz osi x, a pole magnetyczne o indukcji B= Bj skierowane jest wzdtuz osi z (B; =
= B, = 0). Zazwyczaj problem sprowadza si¢ do przypadku dwuwymiarowego przy
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Rys. 5.1. Schemat plytki nieskoriczenie dugiej o punktowych elektrodach napieciowych
zalozeniu, ze b > ¢ i J, = 0. Dla takiego przypadku tensor (3.9) przyjmuje nast¢pujacg
postaé [wedtug 4] ’ '

1+£,M%1,BZ _Qo@H
Qa@H 1+'5,u]21B2

A

. : 5.1)

Wtedy réwnania na pole elektryczne dla plytki pdlprzewodnikowej pokazanej na rys. 5.1
i wyzej sformutowanych zatozen beda nastepujace:

Ex = Qa(l +§,u%[ BZ)Jx s
. -Ey = @o@HJx-

Dla przypadku plyiki przedstawionej na rys. 5.1 warunki brzegowe stuzace do rozwiag-
zania problemu rozkladu pradu i pola elektrycznego sq bardzo proste, gdyz obowigzuje
tylko warunek opisany wzorem (4.7). Wobec braku elektrod o skoriczonych rozmiarach
wystepuje jedynie réwnomierny obrét linii ekwipotencjalnych o kat réwny katowi Halla
Oy, jak na rys. 5.2. Prad J zgodnie z tym warunkiem brzegowym plynie réownolegle do
krawedzi ptytki. Natomiast pole elektryczne E jest obrécone o kat Oy.

(5.2)

(AN NI 7 NN \ 1 7
NN N N N NN LN
P N N N N W O N
1 \\l\\\\\ f

Vi o 3V V5 VY

i

Rys. 5.2. Rozklad pradu i pola elektrycznego w prostopadiosciennej plytce nieskonczenie dlugiej

Nieskonczenie dtuga plytka jest réwniez modelem, w ktérym wystepuje tzw. magneto-
oporno$é fizyczna opisywana przez zaleznosé¢ podana w réownaniach (5.2). Gdy z punkto-
wych elektrod nie pobiera si¢ pradu (I, = 0), otrzymuje si¢ nastgpujace wyrazenie:

E
Jx

Wspélczynnik & jest zalezny od mechanizmu rozpraszania no$nikéw i zazwyczaj jest
liczba utamkowa mniejsza od 1, a w wielu przypadkach bliska zera. Dlatego tez w zakresie

=05 = 0 (1-+&uz B). (5.3)
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stabych pdl magnetycznych (ugB <D w rozwazamach praktycznych najczesciej pomlja

sie udzial magnetoopornosci flzyczne_], gdyz stosunek - —Q— B niewiele rézni sie od 1.

o

Z zaleznosci (5.2) uwzgledniajac, ze 9,0y b; = Ry B, otrzymujemy wzdr:
E, = Ry J: B, 5.4

okréélaj acy pole elektryczrie Zj awiska Halla w plytce o rozpatrywanej konfiguracji. Uwzgled-
niajac rozmiary plytki —ze wzoru (5.4) mozna wyznaczy¢ znane wyraZenie opisujace
napiecie Halla '

Uy = %Ix B,. (5.5)

Z zaleznoici tej wynika bardzo wazna zaleta przyrzadéw pdiprzewodnikowych dziata-
jacych na zasadzie poprzecznego zjawiska Halla —ich liniowos¢ wzgledem sygnalow
zewnetrznych: pradu sterujacego I, i indukeji magnetycznej B, .

W praktyce wlasciwosci ptytki nieskoriczenie dlugiej mozZna przypisa¢ plytce prosto-

padtosciennej, gdy spetniony jest warunek, ze a > b, przy czym stosunek % > 4 pozwala

na postugiwanie si¢ wzorem (5.5), a blad tego przyblizenia jest mniejszy od 1%.
Rozpatrzymy jeszcze szczegdlny przypadek rozmieszczenia punktowych elektrod na-
pigciowych na prostopadtoéciennej ptytce nieskoniczenie diugiej, jak pokazano na rys. 5.3.

y—1

| L
—i

{

Uyo

Rys. 5.3. Schemat plytki nieskoniczenie dlugiej z uwzglednieniem asymetrii geometrycznej

Nalezy podkreslié, ze przypadek ten nalezy traktowaé jako szczegdlny z punktu widzenia
rozwazan teoretycznych, natomiast w rzeczywistych hallotronach przypadek umieszczenia
elektrod napieciowych na réznych powierzchniach ekwipotencjalnych jest typowy. W przy-
padku gdy B = 0 pomiedzy elektrodami napieciowymi powstanie napigcie réwne:

Uy, = eo%Ix, , (5.6)

przy czym rezystywno$¢ czeici plytki zawartej pomiedzy powierzchniami ekwipotencjal-
nymi, na ktérych znajduja sie elektrody

Fo = —— : - (5.63)
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jest nazywana wspélczynnikiem asymetrii. Wobec tego, w przypadku gdy B = 0, na elek-
trodach napigciowych powstanie suma napigé opisanych zaleznoéciami (5.5) i (5.6)

Uy = Uyt Uy = ro Lt %Ix B.. .7)

:* Drugim granicznym przypadkiem prébki, w ktérej tatwo okreslié rozklad pola i pradu
jest tzw. dysk Corbino przedstawiony na rys. 5.4, Jest to okragla ptytka z otworem w §rodku,
p;zy czym obie jego krawedzie: zewnetrzna 1 wewnetrzna sa elektrodami, na ktérych

—

Rys. 5.4. Schemat dysku Corbino

panuja stale potencjaly, réwne odpowiednio ¥; i ¥,. Rozklad potencjatu jest wymuszony
przez elektrody zgodnie z 2 warunkiem brzegowym Exn=01i jest jednakowy w obecnosci
pola magnetycznego i bez niego. Wobec tego sktadowa holowska pola elektrycznego
w ogole nie wystgpuje, natomiast kierunek linii pradu zalezy od pola magnetycznego od-
chylajac sie od statego promieniowego kierunku pola elektrycznego o kat @y = arctg(uyB).
Prowadzi to do znacznego wydtuzenia linii pradu, a wigc i toréw nosnikéw pradu i powoduje
powstawanie tzw. geometrycznej magnetoopornoéci. Zjawisko to wywotuje najwiekszy
mozliwy przyrost rezystancji w jednorodnej plytce potprzewodnikowej.

®F

Z

A

Z

———0 Uy,q~0
o

f}/
A A £ 4 4 1

Z

Z

|

) a
Rys. 5.5. Schemat prostopadiosciennej ptytki o n -0

Ptytka w ksztalcie dysku Corbino charakteryzuje silg rezystancja opisang nastepujaca
zalezno$cia )

Rs = R, ff (1+t?Op), (5.8)

o

gdzie R, — rezystancja prébki dla B = 0.
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Jak podario powyzej, napigcie Halla nie wystepuje. Zanikanie pola holowskiego w plyt-
ce, ktorej wlasciwos$ci sa narzucone przez istnienie elektrod o duzych rozmiarach w poréw-
naniu z rozmiarami obwodu plytki, tatwiej bedzie rozwazy¢ na przyktadzie prostopadio-

a
b
rys. 5.5. I w tym przypadku o rozktadzie pola elektrycznego decyduje warunek brzegowy
wynikajacy z wplywu elektrod pradowych. Wynikiem tego faktu jest brak poprzecznej
sktadowej pola elektrycznego (sktadowej holowskiej). Wobec tego, ze linie pola E musza
by¢ prostopadie do powierzchni elektrod pradowych Exn = 0, prad pltynacy w plytce
bedzie odchylony od kierunku wektora Eo kat Oy i spowoduje wystapienie magnetoopor-

$ciennej plytki o matym stosunku z punktowymi elektrodami napieciowymi, jak na

nosci geometrycznej. Rezystancja probki o bardzo matej wartosci % bedzie wyrazona
zaleznoscia (5.8).

6. PRZEKSZTAL.CENIA KONFOREMNE I ICH ZASTOSOWANIE DO ANALIZY
POSZCZEGOLNYCH KONFIGURACJI HALLOTRONOWYCH

Wiasciwosci praktycznych konfiguracji plytki hallotronowej odbiegaja od wiasciwosci
wyidealizowanych przypadkéw opisanych w rozdz. 5 i beda prowadzity do znacznie bardziej
skomplikowanych rozktadéw pradu i pola elektrycznego, niz przedstawiono to na rys. 5.2.

a) b) c) d)

Rys. 6.1. Przyklady plytek hallotronowych

Roéznice te beda wynikiem kilku czynnikéw. W przypadku ptytek prostopadtosciennych
bedzie to wpltyw skonczonej dlugosci plytki i istnienia elektrod pradowych oraz wpltyw
niezerowych rozmiaréw elektrod napigciowych, ktdre w praktycznej realizacji hallotronu
nie moga by¢ elektrodami punktowymi. Sprowadza sie to do konieczno$ci uwzgledniania
wszystkich warunkéw brzegowych opisanych zaleznosciami (4.7) < (4.9), ktére w praktycz-
nie waznych przypadkach przedstawiaja soba bardzo trudny problem matematyczny.
W szeregu przypadkéw wystepuje konieczno$é dysponowania plytkami o odmiennym
ksztalcie i konfiguracji elektrod (ktorych kilka przyktadéw pokazano na rys. 6.1). Dla
doktadnego poznania ich wtasciwos$ci znajomos¢ rozktadu pola elektrycznego spetniajacego
réownanie Laplace’a jest rzecza niezbedna. Do tego celu stosuje sie metode odwzorowan
konforemnych, ktdrej pionierem w zastosowaniu do przyrzadéw galwanomagnetycznych
byl Wick [6], a nastepnie rozwijali ja Lippmann i Kuhrt [7, 8] oraz Haeusler [10]. Wyko-
rzystuje si¢ tu fakt, ze réwnanie Laplace’a jest niezmiennicze wzgledem transformacji
konforemnych.

W ogélnym przypadku hallotronu odwzorowanie konforemne stuzy do znalezienia
funkcji transformujacej skomplikowany uktad linii pradéw i pola elektrycznego do odpo-

5 Rozprawy Elektrotechniczne
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wiedniego ukladu geometrycznego, w ktérym rozktad pradu i pola elektrycznego jest sto-
sunkowo prosty. A wiec podstawa transformacji jest znalezienie wtasciwej funkcji transfor-
mujacej. W ogdlnym przypadku znalezienie takiej funkcji moze by¢ bardzo skomplikowane.
Dlatego w praktycznych przypadkach najczeéciej stosuje si¢ metode pozwalajaca na sto-
sunkowo latwe wyznaczenie poszukiwanej funkcji, zwang transformacja Christoffela-
Schwarza. Transformacja ta przenosi rozktad pola elektrycznego w dowolnym wieloboku
zamknietym na plaszczyzne, jak na rys. 6.2. Natomiast transformacja odwrotna pozwala

y A B 7

c

-
s

D X A 7 '3 D

e
u

Rys. 6.2. Zasada odwzorowania konforemnego

przejéé od plaszezyzny do innego wieloboku. W rezultacie taka podwojna transformacja
pozwala przej$é od danej konfiguracji do konfiguracji najlepiej dostosowanej do problemu,
jaki nalezy rozwigzac.

Dogodnymi i najczesciej uzywanymi w praktyce hallotronowej sa dwie podstawowe
konfiguracje. Pierwsza z nich przedstawiono schematycznie na rys. 6.3 [6, 9, 10]. Stosuje
sie ja w przypadku analizy rozkladu pola elektrycznego i pradu w hallotronach cztero-

A A A
a) 4 b) i c) Vv
. "
Zs Z5
"
Zg Z5 Z7 "
Zg 8
V=const
z, Z4
Zg I Z3 "
Z9 Izz B, 24 4
Z2
o e -
Zy 0 z, X z5 77329 20 27 zyz3zy 75 £ zy u

Rys. 6.3. Konfiguracje geometryczne uzywane przy transformacji dowolnego hallotronu

elektrodowych o dowolnym ksztalcie ptytki pétprzewodnikowe;j i elektrod. W takim przy-
padku stosuje sie dwie kolejne wyzej wspomniane transformacje Christoffela-Schwarza.
Drugi etap transformacji prowadzi do odwzorowania rozktadu pola i pradu elektrycznego
na réwnolegtoécian pochylony o kat Halla tg@y = ugB. Jedna para elektrod znajduje si¢
na dwoéch réwnoleglych krawedziach réwnolegloScianu. Druga para elektrod tworzy
,,weiecia” do wnetrza plytki, a ich potozenie wynika z procedury transformacji. Jak widaé
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z rys. 6.3c, w ukladzie takim rozktad pradu i pola elektrycznego przedstawiony jest przy
pomocy linii prostych, a wigc i okreslenie odpowiednich impedancji jest proste. Nalezy
jednak podkresli¢, ze jedna procedura transformacji stuszna jest dla jednej wartosci kata
Halla Oy, tak wigc wyznaczenie parametréw jednej konfiguracji hallotronu wymaga tylu
operacji obliczeniowych, przy ilu wartosciach indukcji magnetycznej chcemy je znaé.

Druga konfiguracj¢ stosuje si¢ w przypadku rozpatrywania diagonalnej symetrii ptytki
i elektrod (tzn. gdy rozmiary elektrod i odlegtosci miedzyelektrodowe sg jednakowe).
Procedura obliczeniowa moze byé uproszczona dzigki' zastosowaniu kolejnych dwéch
nieco latwiejszych do obliczenia transformacji z tym, ze konfiguracja koficowa jest wtedy
hallotron kotowy przedstawiony na 1ys. 6.4.

a) y“ b) n A C) VA

X o il | u

Rys. 6.4. Konfiguracje geometryczne uzywane przy transformaciji hallotronu o symetrii diagonalne;

Wick [6] udowodnil, ze hallotron moze zostaé przetransformowany do jednej z po-
wyzszych konflguraql geometrycznych; gdy:

1. hallotron jest plytka pélprzewodnikows o stalej grubosm c (gdyz przeksztalcenia
konforemne stosuja si¢ tylko do przypadkéw dwuwymiarowych) i stalej rezystywnosci 0,

2. rezystywnos$¢ o i wspolezynnik Halla Ry sg izotropowe,

3. plytka jest obszarem jednospdjnym, tzn. nie ma dziur wewnatrz, a elektrody leza na
obwodzie ptytki.

7. PRZYKEADY KONFIGURACII HALLOTRONOW CZTEROELEKTRODOWYCH

Rozpatrujac prostopadioscienna ptytke poéiprzewodnikowa o skoriczonej diugosci
nalezy uwzgl¢dnia¢ warunek brzegowy wynikajacy z istnienia elektrod. Wobec tego w oto-
czeniu elektrod pradowych nalezy si¢ spodziewaé rozkladu pradu i pola elektrycznego
analogicznego do rozktadu w bardzo kI‘Otkle_] plytce hallotronowej (patrz rys. 5.5), podczas
gdy w poblizu §rodka plytki rozktad linii JiE deZle raczeJ analogiczny do rozkladu w ptyt-
ce nieskonczenie dlugiej. Spodziewane rozklady JiEw takiej plytce przedstawmno na
rys. 7.1. A wigc w bezposrednim sasiedztwie elektrod pradowych kierunek wektora E bedzie
réwnolegly do bocznej krawedzi plytki (bezelektrodowe;j), a wektor J bedzie odchylony
o kat Halla @y (decyduje 2 warunek brzegowy), natomiast w §rodku plytki wektor J bedzie
réwnolegly do krawedzi plytki, a wektor E bedzie odchylony o kat @y (decyduje 1 warunek
brzegowy). Fakt ten jest réwnowazny zmniejszeniu efektywnej wartosci sktadowej E,,

5*
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Rys. 7.1. Rozktad pradu i pola elektrycznego w plytce prostokatnej z uwzglednieniem warunku brzegowego
dotyczacego elektrod pradowych

a zatem i napiecia Halla mierzonego na punktowych elektrodach holowskich, co ilustruje
rys. 7.2 [11]. Do wyraZenia na napigcie Halla (5.5) nalezy wigc wprowadzi¢ pewna funkcje
poprawkowa g;, ktéra jest zalezna od stosunku dtugosci do szerokosci plytki —Z—i kata

[,)3 /—\
4 i/
-] e N

\

0 a/b=2 1 0 afb=1 1 0a/b=05!
x/a — x/a— x/a—
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Rys. 7.2. Rozktad napiecia Halla wzdtuz osi x dla r6znych stosunkow 7 przy Og = = [9]

Halla O, a uwzgledniajaca wyzej opisane zjawiska. Funkcje t¢ wyznaczyli m.in. Lippmann
i Kuhrt [8] stosujac metode odwzorowan konforemnych; jest ona przedstawiona na rys.
7.3.

Podobnie beda wplywaé na rozktad pola elektrycznego niepunktowe elektrody holow-
skie zaburzajace rozktad pola elektrycznego i pradu w otoczeniu elektrod. Na rys. 7.4
przedstawiono rozktad linii J i E w otoczeniu elektrody napigciowej o skoriczonej dugosci

dla dwéch wartosci kata Halla: tg@y = 01 % [9]. Prowadzi to do uzupelnienia wyrazenia
na napiecie Halla (5.5) nastepna funkcja poprawkowa, ktéra zalezy od rozmiar6w plytki
i elektrod oraz kata Oy —g, (%,@H). Uwzgledniajac obydwie funkcje poprawkowe mozna

okresli¢ jedng bedaca iloczynem dwdch poprzednich

Gy = 8182 (7.1)
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Rys. 7.3. Zaleznos$¢ poprawkowego wspolczynnika geometrycznego g4 od stosunku & oraz kata Halla [11]
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Rys. 7.4. Rozklad pradu i pola elektrycznego w otoczeniu elektrody napieciowej hallotronu: a) przy @g = 0.

T
b) przy O = Y [9]

Haeusler [10] podaje nastepujacy wzor opisujacy wspdtczynnik Gy

_ —n a) O 2 s Oy
GH—[I_eXp( 2 7)%%][1_—57 tg@H]’ (7-2)

przy czym jego dokladnosé jest lepsza od 4% dla % > 1,5 i% < 0,18. Wobec tego wzor

(5.5) przyjmie nastepujaca postaé

Uy = @LCB,. (7.3)

Z analizy wzoru (7.3) z uwzglednieniem wspdtczynnika Gy wynika bardzo wazna, nie-
korzystna wtasciwo$é hallotronéw — pewna nieliniowo$é napiecia Halla wzglgdem in-
dukcji magnetycznej. Jest to pewne ograniczenie podstawowej zalety hallotronu wymienianej
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na wstepie — a stusznej jak si¢ okazuje w przyblizeniu — ich liniowosci. Zjawisko to stano-
wi jeden z kluczowych probleméw konstrukeji hallotrondw, co podkresla jeszcze wage
wyzej oméwionych zagadnien okre$lania impedancji przy pomocy odwzorowan konforem-
nych.

Bardzo interesujaca postacia plytki hallotronowej jest tzw. hallotron krzyzowy poka-
zany na rys. 6.1b. Analize jego wtasciwosci podali Haeusler i Lippmann [10]. Najwicksze
znaczenie praktyczne ptytki o tej konfiguracji polega na bardzo dobrej liniowosci charakte-
rystyki U,y = f(B). Wynika to z faktu, ze w hallotronie krzyzowym funkcja poprawkowa
Gy przyjmuje wartosci znacznie blizsze jedno$ci w pordwnaniu z typowym hallotronem
prostopadtos$ciennym. Na rys. 7.5 [10] przedstawiono zalezno$ci obrazujace rownowaznos$é
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Rys. 7.5. Rownowaznosé funkcji poprawkowych Gy dla hallotronu prostokatnego i krzyzowego [10]

rozmiaréw hallotronu krzyzowego z rozmiarami plytki prostopadtosciennej i elektrod
z punktu widzenia warto$ci wspdiczynnika Gy. Z rysunku tego wynika, ze hallotron

’

., a . . i :
krzyzowy o stosunku rozmiaréw a > 1 (bardzo tatwo jest zrealizowaé w praktyce takie

; . : / a .
rozmiary hallotronu) odpowiada hallotronowi prostokgtnemu o rozmiarach % > 31 roz-

miarach elektrod napieciowych %- — 0; jest on wigc dobrym przyblizeniem hallotronu o nie-

skoniczonej dtugosci i punktowych elektrodach, dla ktdrego wartoéé wspditczynnika Gy
w calym zakresie indukcji réwna jest 1. W praktyce osiggnieta nieliniowoéé hallotrondw
krzyzowych wynosita ok. 1%, dla hallotronéw z InAs i ok. 0,3%, dla hallotronéw z InAsP
w zakresie indukcji B = 0—1 T [10]. Wartosci te sa o rzad wielko$ci lepsze w porédwnaniu
z praktycznie wykonywanymi hallotronami prostokatnymi.

Powyzej omoéwiono kilka konfiguracji czteroelektrodowych przyrzadéw galwano-
magnetycznych uzywanych w praktyce, badz stuzacych do teoretycznej analizy ich wiasci-
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wosci. Jednak nalezy podkresli¢, Ze przedstéwione konfiguracje nie wyczerpuja znacznego
bogactwa praktycznie stosowanych lub teoretycznie przew1d21anych postaci geometrycznych
hallotronow

8. HALLOTRON JAKO CZWORNIK

Omow1my teraz pewne szczegdlne cechy macierzy impedancyjnej hallotronu cztero-
elektrodowego. W takim przypadku macierz (3.3) ograniczy si¢ do dwéch kolumn i dwéch
wierszy przyjmujac posta¢ ogdlng:

Uy
11U,

I
L]

_1zu®  zo®
|Z0:B)  Z22(B)

(8.1)

Sldadowe macierzy sa funkcjami indukcji B a pomiedzy nimi zachodzq wazne zaleZ-
nogm wynikajace z zasady Onsagera [3] dotyczace symetrii i antysymetrii skladowych
macierzy. Jednak wnioski z tej zasady zawezaja ogllna posta¢ macierzy (8.1) do ma-
cierzy rezystancyjnej, gdyz zjawiska zachodzace w plytce hallotronowej przy wielkich
czestotliwosciach nie podlegaja zasadzie Onsagera. Wobec tqgo macierz (8.1) nalezy zapisac
w postaci rezystancyjnej (8.1a)

R11(§) ‘R12(§)

| R,1(B) Ry, (B)|” (8.1a)

e

Nalezy podkresli¢, ze rozpatrujqc ogo]ny przypadek hallotronu rzeczyw1stego wiele
zjawisk pasozytniczych wyst¢pujacych w plyice hallotronowej rowniez nie podlega omawia-
nej zasadzie. Wobec tego nalezy sobie zdawaé sprawe z faktu, ze opis hallotronu przy po-
mocy macierzy (8.1a) okreéla tylko pewne ogdlne jego wlasciwosci. W niektérych szczeg6l-
nych przypadkach, gdy poziom zjawisk zaktécajacych (szczegdlnie nie podlegajacych za-
sadzie Onsagera) jest znaczny, wnioski z analizy macierzy (8.1a) moga okazacd si¢ falszywe.

Ponizej przedstawimy przyblizone sformulowanie skladowych macierzy rezystancyjnej
dla hallotronu c_zteroelcktrodowego‘ Mozna wykazaé, ze dla przypadku stacjonarnego beda
obowigzywaly nastepujace zaleznosci wynikajace z zasady Onsagera [12]

Ry (B) = Riy(=B),
sz(-B) = R‘ZI(_§)9
R;1(B) = Ry»(—B),
R22(B) = Ryx(—B).

Rezystanc;e powyzsze mozna okreslié¢ w sposdb ogdlny dla kwadratowego przyblizenia -
wzglgdem B. Rozkladajac poszczegdlne sktadowe na szereg Taylora i uwzgledniajac
zaleznosci (8.2) otrzymuje si¢ nastgpujace wyrazenia [12]

R.1(B) = R;1(0)+b,,B?
"Ri»(B) = Ry,(0)+a,,B+b,,B%
R,,(B) = R,;5(0)—a,,B+b,,B,
R;2(B) = Ry5(0)+b,,B2,

(8.2)

(8.3)
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Poréwnujac przedstawione rezultaty z wynikami podanymi w poprzednich rozdziatach
zauwazymy, ze cztony R;;(0) i R,,(0) opisuja rezystywnosé hallotronéw bez pola magne-
tycznego, sktadniki b,,B? i b,,B?> — opisuja zjawisko magnetorezystanciji, sktadniki
R,,(0) — napigcie asymetrii, sktadniki a,,B — poprzeczne zjawisko Halla, a b,, B> — pla-
narne zjawisko Halla. Jezeli rozpatrywac bedziemy przypadek, gdy ELE‘, f; dla ktorego
planarne zjawisko Halla znika, otrzymamy nastgpujaca macierz impedancyjna opisujaca
hallotron czteroelektrodowy :

I
I,

. (8.4)

Ri;(0)+ai,B  R,,(0)+b,,B? l

Uy
U,

_’R11(0)+b11B2 Ry>(0)+a,, B I

Poszczegdlne sktadowe mozna wyznaczy¢ doswiadczalnie na gotowych hallotronach
spetniajac warunki wynikajace z poprzednio podanej zaleznosci (2.4), lub tez mozna okre-
$li¢ je analitycznie stosujac procedure opisang w rozdziatach 4-+7. W ten sposéb wyzna-
czone sktadowe macierzy impedancyjnej moga postuzyé do okreslenia dalszych parametrow
charakteryzujacych hallotron jako czwoérnik.

W zakoviczeniu autor pragnie serdecznie podzigkowaé Panu drowi hab. S. Sikorskiemu
za liczne dyskusje i udostepnienie nie opublikowanych prac, ktére przyczynily sig¢ do sformu-
lowania zalozer niniejszego artykulu. Pani dr J. Marciak-Kozlowskiej dziekuje za dyskusje
dotyczqce termodynamicznego ujecia réwnarn transportu w pélprzewodnikach oraz odwzoro-
warn konforemnych.
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A. KOBUS

FOUNDATIONS OF THE HALL GENERATOR THEORY

Summary

In the paper the synthesis of the basic problems concerning the Hall generator theory is considered.
At first the transport equations for an arbitrary region of the semiconductor, which is influenced by the
electric and magnetic fields, formulated on the basis of the thermodynamics of irreversible processes are
discussed. The role of the Onsager reciprocity relation is considered and the physical interpretation of
thermodynamical coefficients is shown. Then, the considerations are transferred into the concrete region
of the semiconductor with a number of electrodes — i.e. a Hall generator.

The effect of boundary conditions and the principles of the determination of the current and electric
field distribution in the Hall plate is shown. Finally, particular features of the impedance matrix of the
Hall generator, arising from the Onsager reciprocity relation were shown.

A. KOBUS

LES PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA THEORIE D’UN GENERATEUR A EFFET
HALL

Résumé

L’auteur présente un essai de synthése de la théorie d’un générateur a effet Hall. D’abord on a discuté
les équations de transport — formulées sur la base de la thermodynamique des processus irréversibles —
pour une région arbitraire d’un semi-conducteur placé dans le champ magnétique et éléctrique. On a pré-
senté le role de la relation d’Onsager ainsi que I'interprétation physique des coéfficients thermodynamiques.
Ensuite Pauteur étudie les problémes d’un semi-conducteur pourvu d’électrodes, constituant le générateur
a effet Hall. On a presenté I'influence des conditions limites et les principes de la détermination de la densité
de courant et de I'intensité de champ éléctrique dans une plaquette Hall. Enfin on a défini 'interdépendance
des paramétres de la matrice d’impédance d’un générateur Hall résultant de la relation Onsager.

A. XOBUS

THEORETISCHE GRUNDLAGEN DES HALL-GENERATORS

Zusammenfassung

Im Artikel wurde eine Sythese von Grundproblemen der Hall-Generator-Theorie gebracht. Eingangs
wurden Transportgleichungen fiir beliebigen Bereich von Halbleitern erwogen, die durch ein auf Grund
Thermodynamik irreversibler Prozesse gebildetes, elektrisches und magnetisches Feld beeinfluit werden.
Es wurde die Rolle der Onsagerschen Gegenseitigkeitsrelation besprochen, und die physische Interpreta-
tion der thermodynamischen Koeffiziente gebracht. Im weiteren hat man sich mit dem Bereich der den
Hall-Generator bindenden Halbleiter mit entsprechender Elektrodenzahl befaBt. Man zeigte den EinfluB3
der Randprobleme und Grundsitze fiir die Bestimmung der Stromverteilung und des elektrischen Feldes
in Hallpldttchen. AbschlieBend wurden besondere aus dem Onsager-Grundsatz hervorgehenden Eigenschaf-
ten der Impedanzmatrix des Hall-Generators vorgefiihrt.



514 A. Kobus

A. KOBYC

OCHOBBI TEOPHMH TATUYHNKOB XOJIJIA

Pesmome

B cratbe mpezcraBiien CHHTE3 OCHOBHBIX IPOOJIEM TEOPHM HAATUMKOB Xoiuta. C HAuana o0CY»<HeHbI
YPaBHEHUS TPAHCIOPTA Ui NMPOU3BOJIGHOH 067IaCTH IIOJIYIPOBOJHUKA, HA KOTOPYIO BJIMSIOT 3JEKTPH-
UYECKOE M MAarHUTHOE II0JIsI, COCTABJICHHBIE HA OCHOBAaHHM TEPMOAWHAMUKH HEOOPATHMBIX IIPOIECCOB.
IToxasana posp penanuu B3aumopelicrBusa OHcarepa u mofana (HUSHUECKas MHTEPIPETAIHS TepPMOIH-
HamMu4ecKux Koaddbuuenton. Jlanee paccy»KAeHUS NPOBENEHbI LIS 00JIACTH IIOJIYIPOBOIHNKA CONEP-
JKalllue COOTBETCTBYIONIEE KOJIUYECTBO 3JIEKTPOMOB, SBIISIOIIMICT JaTUUMKOM XOoJuIa. 1IoKasaHo BIiH-
sIHUE KPAaeBbIX YCJIOBUM M MpEACTaBIEHLI IPUHIMIBI ONPEeNesICHUs PaCIpeIeIeHuss TOKA W 3JeKTPU-
UECKOro II0JJS B IUIACTHHKE XoJjUIa. B sakiroueHye IpeacTaBiIeHb! 0COObIE IPUSHAKHA MATPHILI HMIIEJaH-
cOB jarumka XONIa BBITEKAIOLIHE W3 penaruu Oxcarepa.
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Praca niniejsza jest proba zebrania informacji o whasciwosciach sygna%ow 1mpulsowych
wielkiej czestotliwosci o modulacji amplitudowej. -

Na poczatku wprowadzono impulsy standardowe o skoficzonym czasie trwania. Ponadto
opisano typowe impulsy standardowe o nieskoficzonym czasie trwania, lecz o skonczonej
energii. S
Dalej podano widma czgstotliwoéciowe rozwazanych impulséw standardowych Wyka—
zano, e w szeregu przypadkach twierdzenie o modulacji (przesunigciu czgstotliwosciowym)
moze byé tutaj wielce pomocne. '

Zdefiniowano sygnat analityczny i oméwiono jego. wlasciwosci zaréwno dla przebiegow
ograniczonych i nieograniczonych czestotliwosciowo. Pozwolito to na wprowadzenie definicji
obwiedni jako modutu sygnatu analitycznege. Omowiono wady tej definicji dla przebiegdw
impulsowych wielkiej czestotliwosci oraz sposéb zaradzenia im odpowiadajacy w zasadzie
definicji obwiedni geometrycznej rodziny impulséw zbudowanych na tle badanego impulsu.
Podano rowniez definicje parametrycznej obwiedni szczytowej prowadzacej do prostych pro-
gramow obliczeniowych dla maszyn cyfrowych.

W ostatniej cze$ci badano powtarzajace si¢ impulsy w1elklej czestotliwosci.

1. WSTEP

Przekazywanie informacji na dalekie odlegtoéci nie moze si¢ odbywaé bez udziatu fali
nosnej wielkiej czestotliwosci. Na fale nosng o czestotliwoéei rozchodzacej si¢ dobrze
w przestrzeni miedzy antena nadawcza i odbiorcza nanosi sig informacje w postaci modula-
cji. Modulacja ta moze mieé¢ rézng postaé, np. sinusoidalna lub impulsowa. Poniewaz
elementarng informacje okresla jeden impuls malej czestotliwosci, wige z punktu widzenia
przesytania informacji na dalekie odlegtosci elementarna jednostka sygnatu jest jeden impuls
wielkiej czestotliwosci. Impuls taki moze przybieraé rézna posta¢ od tak zwanej Zmijki
impulsu gasngcego, stosowanego w zaraniu radiotechniki, do impulséw prostokatnych
i dzwonowych, stosowanych obecnie w analizie uktadéw elektronicznych.

Dla umozliwienia selektywnego odbioru sygnalu stosuje si¢ modulowany przebieg
wielkiej czestotliwoéci w postaci sinusoidalnej fali nosnej jednej czgstotliwoéci. Naniesiona
na te fale noéna modulacja moze mieé postaé amplitudowa lub katowa, jak to wykazuje
typowa zalezno$¢ czasowa rozwazanego zjawiska

) = M(1) - sin®D(t). (1.1)



516 A. Smolinski

W pracy tej ograniczymy si¢ do modulacji amplitudowej, zatem wyrazenie (1.1) przy-
biera postaé

S(t) = M(2) - sin(owst+7), (1.2)

gdzie M(¢) jest funkcja modulujaca, a y katem fazowym przebiegu sygnatu wielkiej czesto-
tliwosci. Istniejagce wymagania techniczne narzucaja warunek na funkcje modulujaca M(z),
aby byla rzeczywista i ograniczona (M(¢) = 0).

2. IMPULSY WIELKIEJ CZESTOTLIWOSCI

2.1. Ogdélne wtaSciwos$ci

Impulsy wielkiej czestotliwosci wystepujace w urzadzeniach elektronicznych moga
mie¢ rézne postacie. Ich wspdlng cecha jest fakt, ze funkcja M(¢) jest nieperiodyczna;
bedziemy ja oznaczaé przez M;(t).

Do badania ukladéw elektronicznych zwykle stosuje si¢ impulsy standardowe, ktére
tatwo jest okresli¢ analitycznie i ktore pozwalaja na ujawnianie waznych whasciwosci ukta-
doéw. Impulsy standardowe wielkiej czestotliwosci maja funkcje modulujaca M;(¢) nie-
periodyczng i nieréwna zeru w skoficzonym przedziale, np. ¢, < t < to+ 7T i réwna zeru
zewnatrz tego przedziatu. Funkcje modulujace sa oparte na skoku jednostkowym rozpoczy-
najacym i konczacym impuls wielkiej czestotliwosci.

Funkcja fali no$nej (1.2) wykazuje wewnatrz tego przedziatu szereg maksiméw i mini-
moéw (rys. 1).

u(t)

Rys. 1. Impuls wielkiej czestotliwosci

Oznaczamy okres fali no$nej jako

jpie v e @.1)

i wprowadzamy wspétczynnik wypehienia funkcji modulujacej M; (¢) jako

o 2T, _O)Ti
__—_kTC

: — 2T, 2.2)

n
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Potraktujmy funkcje modulujaca M;(t) jako pierwsza polowe okresu okresowej funkeji
M, () o okresie réwnym 27;. Jej pulsacja réwna sig

0= 2 ;
z @3)
Zatem mozna napisaé, ze wspdtczynnik wypeknienia funkcji modulujacej
w
n=-—. (2.4)

Wspolczynnik ten jest wigkszy od kilku dla interesujacych w praktyce przypadkow.

22.Impulsy standartowe o skoficzonym czasie trwania

Podobnie jak przy badaniu wzmacniaczy dolnoprzepustowych [1], celowym jest wy-
branie okreslonego sygnatu standartowego wielkiej czestotliwosci, np. w postaci prostokat-
nego impulsu wielkiej czestotliwoéei (rys. 2). Mozna go opisaé w postaci czasowej jako

fi(®) = [1(t—1to) —1(t —1o— Ty)]sin(wst + ). 2.5)

u(t)

0

i
-

Rys. 2. Impuls wielkiej czestotliwosci o obwiedni prostokatnej

Nalezy podkresli¢, ze funkcja ta, zalezna od dwéch parametrow: kata fazowego v
fali noénej oraz czasu trwania impulsu 7;, moze by¢ zapisana réwniez w postaci )

sin(wst+y) dla 1, <t < to+T;
fit) = . (2.6)
0 dlat<t01t>to+Ti.

1) Nalezy tutaj dodaé, ze czesto wygodniej jest prowadzi¢ rachunki na innej postaci sygnatu, symetrycz-
nej wzgledem Srodka impulsu

1 1
coswgt dla— 5 T;<t< i T;

i@ = : ; (2.6a)
0 dlat<—ETiif>‘Ti
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Jest ona funkcja rzedu zero klasy funkcji potegowo sinusoidalnych (gdzie m nazywamy
rzedem funkcji)
sin™ 0t -sin(w,t+vy) dla 1, < t < t,+T;

fit) = {0 dla 1<ty i t >to+T;, Uk

zwigzanych warunkiem 0t, = 2rk’, gdzie k’ jest liczba caltkowita.

Opisana w ten spos6b klasa funkceji impulsowych jest wielce uzyteczna, gdyz — jak to
bedzie p6zniej pokazane — ma widmo czgstotliwosciowe sktadajace si¢ z elementarnych
widm funkcji zerowego rzedu (2.6) [2].

Postacie kilku funkcji pierwszych rzgdéw sa podane w tablicy 1.

Podstawowym parametrem sygnatu impulsowego jest catka z jego kwadratu nazywana
czesto ,,energia’ sygnatu [3]

oo
e= [ 1@, 238)

gdzie oznaczono
f@®) = MOV sin(, t+y). 2.9)
Tak sformutowana ,,energia’” ma naturalnie wymiar czasu. Je$li sygnal ma postaé napiecio-
wa lub pradowa, to ta catka wyraza energi¢ dostarczong przez ten sygnat do jednostkowej
opornosci.
Dla wymienionej klasy sygnatow (2.7)
to+Ti
e=2 [ sin®orsin?(wyi+y)-dr. (2.10)
ty

Dla zerowego rzedu (m = 0) funkcji
Tt
&= Ti—;51n(usT,--cos(wsT,-+21p), (2.11)

a dla dostatecznie dlugich impulséw (7; > T) réwna sie poprostu 7;.
W ogdélnym przypadku otrzymamy zalezno$ci

o DA 2712
&= 2 i (2:12)

naturalnie dla dostatecznie duzego wypelnienia impulsu (v, > 6). Wspotczynnik we wzorze

(2.12) wynosi wigc 1, Sl 5

2°8° 16 128 odpowiednio dlam =0, 1,2, 3,4 ...

23. Impulsy standardowe o nieskoficzonym czasie trwania

W szeregu rozwazan teoretycznych wygodniej jest wprowadzié impulsy wielkiej cze-
stotliwoéci o teoretycznie nieskoficzonym czasie trwania lecz o skoficzonej energii [3].
Do takich sygnatéw nalezy sygnat sinusoidalny zanikajacy wyktadniczo (rys. 3) [4] [5] [6]

e~ *sin(wst+y) dlat>=0
fit) = {

2.13
0 dla t <0 @13)
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Impulsy wielkiej czestotliwo$ci modulowane sinusoida rzedu m = 0, 1, 2 i 3 (na lewo) oraz odpowiadajace
im widma czestotliwoSciowe (na prawo)

41

VI, —

a)

S
&)

Fs* (t) =Sin ws't

b) m=1 ] %]
; wg-0 ws+6
0 i +90"[
g0

2Fg (t)=sin[(ws-8)t+30°]+sin[[ws+6)t-90°]

c) m=2 3
i 2 4
A IRE
ws-28 ws wg+28

+180°
0 Tl ]

l -180°

4F5 (1) = 2sin wgt +
+sin[{ws-26)t+180°] +sin [(ws+26)1-180°]

d) m=3

v 13

1 1
3T ] ] 18
ws-36 ws-6 ws+d ws+3S
b +270°.

0 T I
+90°
I

l-gg"l
8F;(‘t) =3sin[(ws-6)1+90°] + 3sin[(ms+é')t -90%]+ ~270°
+sin [(wg-38)t +270°] + sin[(ws +36)t-270°]




\ u(t)

u(t)

A
Y i - = ? M

Rys. 3. Impuls wielkiej czestotliwosci o obwiedni zanika- Rys. 4. Impuls wielkiej czestotliwosci
jacej wykladniczo o obwiedni dzwonowej

sindt

Rys. 5. Impuls wielkiej czestotliwosci o obwiedni -
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Fako jego umowny czas trwania przyjmujemy 7; = 2,3/a (co odpowiada spadkowi do 0,1
warto$ci maksymalnej funkcji modulujacej Mi(t)) oraz sygnat dzwonowy (rys. 4)

fi()) = e PPsin(w,t+y) dla — o0 <t < + 0, (2.19)

o umownym czasie trwania T; ~ 3,0/b (migdzy punktami 0, 1 wartoici maksymalnej
funkcji modulujacej M;). Sygnat taki nazywa si¢ w fizyce gaussowskim pakietem lub gaus-
sowska paczka fal [7] [8].

Istnieje jeszcze inna definicja pakietu falowego stosowana m.in. w fizyce kwantowej

[91 [101°
fi() =

s‘gf’ sin(wst+y)  dla — o0 <t < + oo. (2.15)

Funkcja ta jest przedstawiona na rys. 5. Pewng jej odmiang jest funkcja zawierajaca
w mianowniku sinh 8¢ zamiast 67 (rys. 6) [11].

durt)

sindt
sinhdt

sindt | sindt

Rys. 6. Poréwnanie impulséw w.cz. o obwiedniach ——— i —————
ot sinhdt

Catkowita ,,energia” impulsu sinusoidy zanikajgcej wykladniczo przy dostatecznie
matym ttumieniu sygnatu (w, > o) réwna si¢ w przyblizeniu 0,22 T;, podczas gdy dla sygna-
h dzwonowego dostatecznie wypetnionego (w, > b) ok. 0,21 T;.

' Nalezy réwniez dodaé, ze ,.energia” dla sygnalu wyrazonego wzorem (2.15) wynosi

0,25 T; dla pelnego impulsu i 0,225 T; dla zawartego w czasie 27; (rys. 5).

24. Ogélniejsza postaé impulsu wielkiej czgstotliwos$ci

W szeregu rozwazan przyjmuje si¢, ze sygnal standartowy ma postacie wyzej podanych

-przebiegéw modulujgcych prostokatnych, sinusoidalnych, wyktadniczych czy tez dzwono-

wych. Zazwyczaj przyjmuje sie wypelnienie sygnatu jedng czestotliwoscig wielka, chociaz

6 Rozprawy Elektrotechniczne
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w niektorych przypadkach mozna zastosowa¢ funkcje wieloczgstotliwosciowa, co znajduje
zastosowanie w rozwazaniach obejmujgcych sygnal wraz z zaktéceniami i szumami.

Sygnaly impulsowe po przejéciu przez uklad elektroniczny zmieniaja swa postaé i w za-
sadzie mozna je opisa¢ skomplikowanymi funkcjami wykladniczo-sinusoidalnymi o wspét-
czynnikach zaleznych od kata fazowego sygnalu y.

3. WIDMO CZESTOTLIWOSCIOWE IMPULSU WIELKIEJ CZESTOTLIWOSCI

3.1. Wiasnosci podstawowe

Impulsy wielkiej ézgstotliwos’ci opisane uprzednio w skali czasowej, mozna réwniez
przedstawié w postaci widma czgstotliwosciowego. Widmo F(w) przebiegu elektrycznego
definiuje sie jako transformatg Fouriera funkcji czasowej w posta01

-

Flw) = f (e~ iods. (3.1)

Poniewaz z zatozenia f(z) jest funkcjg rzeczywista, wigc sktadowa rzeczyWist’a widma F(w)
.musi by¢ parzysta, a sktadowa urojona nieparzysta. Ponadto — biorac pod uwage, ze
impuls nie istnieje dla czaséw ujemnych — mozna stwierdzié, ze skladowa urojona widma
jest transformata Hilberta (4.2) jego sktadowej rzeczywistej [12]. Zaleznosci te pozwalaja
nie tylko na okreSlenie ogdlnych wiasciwosci widma czestotliwo$ciowego, lecz réwniez na
wyznaczenie charakterystyki fazoweJ widma przy znajomosci jego charakterystyki amplitu-
dowej, i odwrotnie.
Charakterystyke widmowa wyznaczy¢ mozna réwniez z przeksztalcenla Laplace’a
F(s) zaktadajac, ze cz¢$¢ rzeczywista zmiennej zespolonej s réwhna si¢ zeru (s = jw)
F(o) = F(8)s=jo = LfOls=jo- ) (3.2)
Charakterystyke amplitudowa widma oblicza si¢ jako |F(w)|, podczas gdy charaktery-
styka fazowa widma réwna si¢ arg F(w). Obliczanie modutu funkcji gestosci mocy |F(w)|,
interesujacego z punktu widzenia pomiarowego, jest zabiegiem dosy¢ zmudnym. Moze
tu by¢ pomocne twierdzenie o modulacji (przesunigciu czgstotliwo$ciowym) pozwalajgce na
przesunigcie widma przebiegu modulujacego — zazwyczaj znanego z teorii sygnaléw
.matej czestotliwosci”” — w zakres dokola czestotliwosci wielkiej sygnatu [12].
Twierdzeni¢ o przesunieciu [13] .
f(t) = M(1)- cefvst o Flo—w,) = G(w) S X))
dla L
’ M(t) & F(w) = A(w)- e/, 3.4

prowadzi do prostych zaleznosci:

M(t)coswgt > —;—F(w—ws)+ %F(w+ws) = A (w)-e/oc@ (3.5

M()sinw,t <> 2% Flo—wg)— —217F(w Fwy) = Ay(w)-elos@ (3.6)
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zilustrowanych na rys. 7. Podane tutaj zaleznosci pozwalajg na stwierdzenie, ze mnoZenie
funkcji modulujacej przez przebieg (ko) sinusoidalny prowadzi do przesunigcia widma
czestotliwo$ciowego funkcji modulujacej. w strong dodatnich i ujemnych czgstotliwosci
i scentralizowanie go dokota czgstotliwosci +w,. Nalezy jednak doda¢, ze przesunigcie to
odbywa sie ze zmiana ksztaltu widma, jak to wynika z prostego przyktadu. -

A w)=As(w)

™ ) '
ya : \ } -
Alw) _ ~wg lo wg w
™ e
I 17 \y ) .
/// o © /‘,/ /2
@(w) ) // //“Pc(w) . /¢c(w)

—+
) 0 /
/ o -

/Sﬂs(w)
eT/214

Rys. 7. llustracja twierdzenia o modulacji (przesunigciu czestotliwo$ciowym)

'Za'lcSZmy, ze funkcja modulujaca ma przebieg prostbkqtny i dla uproszczenia zapis_:ii
matematycznego podamy ja jako : o

M(t) = 1(z+ ;_ T,.) 4(:-%11). ' (3.7
Jej funkcja widmowa [13] :
F(a)) ism sz i (3.8)

Zatem
1 . (w—wy)T; 1 . (wtw)Ti _ : a8
M(t)coswgt « = sin 5 + e sin 5 = G(w) (3.9)

Dla w,T; = nw, gdzie n jest znanym z réwnania (2.2) wspélczynnikiem wypehienia, otrzy-
mujemy

‘ 2 .o nrw nrw W HT nrw

G(w) = w—z_;?[wsm.( o, 2 )cos 5 wscos( o, 2 )sm 3 ] (3.10)
Jesli funkcja modulujaca ma postaé prostokatng przesunieta w czasie
‘ M) = 1(t—te)—1(t—to—T)), ' (3.11)

to na mocy twierdzenia o przesunieciu czasowym [13] wynoszacym #,+ ‘;— T;
F(w) = ism—»—i— _](” T)w : (3.12)

6*
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Kat fazowy funkcji widmowej przybiera wartosci

1 -
Zatem dla sygnatu wielkiej czestotliwoéci o postaci
M(t) = [1(t—10)—1(t—to— T)]sin(ws 1+ ) (3.14)

otrzymujemy funkcje widmowa

.| 1 ’ )
1 sin (0—-w)T; e_J[(“’—“’s) (’o+ ET-')_W'%T‘] +
—o, 5

() = —

I @+l fere(er i) rv-1]
o+ 2

(3.15)

wykazujaca zera dla (w—cos)Ti = 2k'w, gdzie k' jest liczbg catkowita.

32, Widmo czegstotliwo§ciowe impulsu prostokatnego
wielkiej czestotliwos$ci

Tytulem przykladu wyznaczone zostanie widmo czgstotliwosciowe impulsu prostokat-
nego wielkiej czgstotliwosci opisanego wzorem (2.5) i w zalozeniu, Ze ¢z, = 0. Widmo to
mozna obliczy¢ z réwnania (3.15) lub tez wedlug zaleznosci (3.2) [2]. W tym ostatnim
przypadku otrzymujemy

Josiny +wgcosy te Josin(w, T;+ ) +wgcos(w, T;+y)

G(w) = i ~joT, o= (3.16)
Jego znormalizowany modul réwna si¢
2 1 2
o, G( w) _ V (Acosyp+Bcosy) +(Czcoszp+Dsm1p) ’ 317
W ®
- (2]
ws
" ajego faza
) C+Dtgy
D = 27 3.18
(ws) arctg A+ Btgy (3.18)
W tych wzorach oznaczaja
4=1-2 sinnrr-sin—w—n-rc—cosnn-cos @ nw, (3.19)
S ws ws
B = sinnm-cos ——nm— -2 cosnr - sin — nw, (3.20)
ws ws S
C = cosnm-sin——nm— - sinnx-cos - nr, 3.21)
s 5 wS
p=2_2 COS 11T COS ad AT —sinnm - sin——nr. (3.22)

ws ws ws s



n=9%

b)

Cosfef2)]

g W,
arcly 18w - sw
+ 2= 5in o= 0
o5 *iog

(p:

20 ~

o
[}
(=3

a)

)l

[ el

20

y=0

1- 2 5in Loy
Wg Wg

p=arclg

Rys. 8. Gestos¢ widmowa sygnatu wielkiej czgstotliwosci o modulacji prostokatnej dla réznych wartosci

wspolczynnika wypehienia »
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Dla w = w, otrzymujemy modut w postaci uproszczonej

wslG(l)[ = %]./n27c2+sinzmt—ZnTcsinnTc-cos(mc+'21p) L 1(3.23)
i faze

1. .
nm— 751112]17‘5 +sin?nrw- tgy
D(1) = —arctg

(3.24)

v 1
s a _
‘sm A1+ (m't h2)

Dla impulsu silnie wypelnionego nm > 1; zatem modut upraszeza si¢ dalej do postaci
| w,|G(D)| z%nn | - 1(3.25)

i faza L
| ‘®(1)zw‘+(2k’——%)n, S 629

gdzie k’ jest liczbg calkowitq; zatem w tych warunkach faza jest liniowq_ fu_nkcjac kata fazo-
wego 9.

Dla ilustracji powyzszych zalezno$ci przedstawiono na rys. 8 dla dodatnich czestotli- -
wosci przebiegi modutu i fazy widma czgstotliwosciowego . impulsu prostokqtnego wielkiej

1

czqstothwosm dla réznych wspolczynmkow wypelmema (n =9,9~ 5 10i 10 ;) i kata fazo-
wego sygnalu p=0. Z wykreséw tych wynika, ze Jedyme dia catkowitych wartosci wspot-
czynnika wypelniania moduly funkcji widmowej impulséw prostokatnych wielkiej czgstotli-
wosci przybieraja postacie analogiczne do moduléw funkcji widmowej obw1edn1 impulséw

prostokatnych. Wynika to Z. wzajemnego wplywu na 51eb1e funkcji %F (0—wg)i+ F(w +wy)

wystgpu_]qcych przy dodatmch i u;emnych wartoscmch czgstothwosm. Wplyw ten nazywany
" jest rowniez ,.korekcja fazowsa” [14]; maleje on ze wzrostem wsp6tezynnika wypelnienia.

Nalezy dodaé, ze.podobne do podanych na rys 8b i ¢ wykresy odwzorowama spotyka
sie w literaturze [15]. S

33. Widmo czestotliwoéciowe impulsu sinusoidalnego
wielkiejczegstotliwodci

Drugim przykltadem moze by¢ wyznaczenie widma czqstotliwos’cioweg'd impulsu sinu-
soidalnego pierwszego rzedu wielkiej czestotliwosci opisanego wzorem (2.7) dla m = 1 [16].
Punktem wyjécia bedzie tutaj przeksztalcenie Laplace’a funkcji sygnatowej zgodnie z row-
naniem
O[(s>—w? + 0%)siny+2sw,c08y] G327

[5%+ (w5 — 6)*} [s? + (05 + 6)°] ’

Plsindtsin(wst+9)] =



gdzie &’ jest liczba catkowita.
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Funkcja gestosci widma czgstotliwosciowego ‘omawianego sygnatu réwna sig zatem

L G(w) = —{( o?* —w? +62)51n1p+12ww cosy;+

'\,‘

—e ol [( w?—w?+ 62)s1n(cosT +1p) +Jcowscos(wsT +9)l},  (3.28)

kY

gdzle o o
o M= (Gt o el (3.29)

Znormalizowana postaé¢ modutu funkeji widmowej

. Wk

G( w) N = ]/(—Acosy)+Bsin1p)2+(Ccoswﬁstiny))?, (3.30)

Ws ||

vl ) e

Faza funkciji widmowej

gdzie

o)  Ccosy+Dsiny |
®(ws) - ""ACOS'I,U-I—BSinw * EENE (3.32)

W powyzszych réwnaniach wyrazaja
o Y 1 w w w

A=[—( ) -1+ ]smnrc -cos -si
Wy Wy KON Wy

nr+2—cosnw.sin—nr, (3.33)

N2 - . ) E :
B = [— ( d ) '—1+—17] (1'—cosn1c-cos nn) +2 sinnz- 51n-—nr:, (3.34)
W n Wy Wy Wy :

cC=2 ® (1—-cosn-rcwcds—9—nr:) + [&.—( id ) -1+ ——12—] sinp7ws sin i nr,
Ws HEN o Ws . Wy : n . Ws
(3.35)
. 2 . ’
D =2-2 sinnm.cos— n-rc+_l—( d ) —l+—12—]cosmr'-sin-&n7r. (3.36)
Ws - Wy Wy n ws
W szczegblnych przypadkach L
1 1 ' '
G(1—~)’=IG(1+——)1—>00, 3.37)
n n '
wn|G)|N = _ISE;ZL' . (3.38)
1) = —[xE+D+yl, (339
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Dalej mozna napisad, ze dla ¢ = 0 oraz n réwnemu parzystej liczbie catkowitej

' 1
wsh G(:Z )lN =4 :;: smT :; nrw, (3.40)
1 L
95(2: ) = — 5 mk (3.41)
b ] ()] n=10
2+ ) y=0°
20 —
16

12 -

@ 1w
45;smigsmr

S sy

Y

Sy 9i2)=-7 & nm
|
|

Rys. 9. Gestosé widmowa sygnalu wielkiej czestotliwosci o prostej modulacji sinusoidalnej dia wspélczynnika
wypelnienia » = 10 .
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Z drugiej strony dla y = 0 oraz n réwnemu nieparzystej liczbie catkowitej

W G( ad ) N =42 cos 2 ® (3.42)
Wy Wy 2 w,
w 1 ]l » ,

@( o, ) = —2~ —_— 7—((-)5—”7'5""]( . (3.43)

Natomiast dla ¢ = 0 oraz dla

1 nieparzysta)
n=—+ liczba catkowita
2 parzysta
otrzymujemy modut ,-
ez -
Wg
]/ o \? 1P o\ w o \? 1 w
= [(ws) +1———n-5—] +4(ws) ¥ o [(ws) +1—n—2]sm o nw (3.44)
oraz faze
[ o \? 1 w
2-6() i[(w +1——nz—:|8inw nw
( ) = arctg g - : . (3.45)
: i[(w) +1——]cosw nw
W n? Wy
Na koniec mozna napisac, ze
wsan(l)lN = —;1— (3.46)

Dla ilustracji powyzszych zalezno$ci na rys. 9 podane sa dla dodatnich czgstotliwoscei

“ przebiegi modutu i fazy funkcji widmowej dla » = 10 oraz ¢ = 0. Funkcja modulowa

wykazuje charakterystyczne nieskoficzone wartosci dla czestotliwosci w, =+ 6.

34. Widmo czgstotliwosciowe impulsu sinusoidalnego
zanikajacego wyktadniczo

W 1ozdziale 2.3 rozpatrywaliémy impulsy standartowe o nieskoﬁczonymvczasic trwania
lecz o skoficzonej energii. Jako jeden z pierwszych wymieniliémy tam sygnat sinusoidalny
zanikajacy wykladniczo opisany wzorem (2.13) i rysunkiem 3. Funkc;a modulujaca sygnal
wielkiej czgstotliwoéci rowna sie w tym przypadku

| M@) = 1()e; o> 0. (4D
Jej funkcja widmowa [13]

» _ 1 _ 1 —jarctg%
Flo) = — Yo T Yater e . (3.48)
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Poniewaz na podstawie twierdzenia o przesunigciu czestotliwosciowym . -

3

B y TN PV 5.3 WS U (-2
J©) = M(t)sin(wst+p) «> T»F(w—a)s)e 2/t 7F(w+ws) e 2/, (349
G&iféé'funkcj‘a widmowa sygnatu Wiélkiej-czgstotliwoéci i'-(2:»li?f")iﬁ'rc’)wna sig

. W —ws T
1 exp](—arctg '—'HI)—'**)

2 2
G(w) = — = +.
“=2 Vo +(o—a) |
. wto, © m\ -
1 exp](—arcth—y)f‘T) ‘
+— e = :.(3_50)
2 Vo2 +(wtw)? .
J G{w) ; 3
Ws
. @ I\ |
: g , Wy WnVZ ;
- wh=wi-al
@(w)

=1 A

R

v Rys 10. Widmo cz@stotliwos’c_iowc,imp.ulsﬁ Sin@soidalnego zép,ikajqceg_o w}%kladr_liczo )

Dla przebiegéw szybko tlumionych wplyw dodatnich czestotliwosci na ujemne (i od-
wrotnie) jest duzy. Jako przykiad moze stuzy¢ rys. 10, na ktérym podane jest widmo czgsto-

tliwosciowe dla v = 0. W tym przypadku wyraZenie na widmo czgstotliw oéciowe przybiera
prosta postac R c

' ws S
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..+ Dla przebiegdéw. wolno ttumionych maksima funk¢ji widmowej:sg Tozstawione znacznie
szerzej niz to podano na rys. 10 i maja wigksze warto$ci. Sa to typowe krzywe rezonansowe

pojedyrficzych obwodow.

.....

wielkiej czqstotllwosm

Impuls dzwonowy w1e1kle_] czc;stothwosm oplsano wzorem (2 14) i rysunk1em 4,
Funkc;a modulujaca sygnat wielkiej cz<zstothwosc1 ma: wu;c postac

Funkcja widmowa [13]

m2

F(w) = /,,” SRR T s sy

' Na podstawie twierdzenia o przesﬁhiééiu 'CzestotliWoé;ciowym (3.49) wyznaczamy
funkcje widmowa. sygnalu w1elkleJ czqstothwosm (2.14) w posta01

Ve _w_;os_‘ . ‘e+°>s I
G(w)—i ” [e _ ’(”’ )+e ( ) (‘” )]_ (3.54)
1
Fze ™ N
’ ; -ws ;\ 0
—ws-fb -ws-ﬂ/_'b
ko)
EY 1})=0 i
\
=3
_z
2 p=0

Rys. 11. Widmo czestotliwoééiowe impulsu dzwonowego wielkiej czestotliwosci

Ze wzgledu na duzg szybkos§¢ opadania funkeji dzv'ivonzowei:j wplyw ujemnych czgsto-
tliwosci na dodatnie, i-odwrotnie, jest niewielki. Moduly funkcji widmowej niewiele si¢
réznia od funkcji dzwonowej. Natomiast faza funkcji widmowej @(w) jest stata ze skokiem
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przy zerowej czgstotliwoéci dla p = 0 wzglgdnie z tagodnym przejéciem dla v # 0, jak to
wynika z réwnania

tgP(w) = —ctgy- tgh 2b2 . : (3.55)

Przebieg modutu i fazy funkcji widmowe;j jest zilustrowany na rys. 11.

36. Widmo cz@stotliwoéciowe pakietu falowego
Pakiet falowy opisany wzorem (2.15) i zilustrowany na rys. 5 ma funkcje modulujaca
sygnal wielkiej czestotliwosci postaci

sin ot
M@) = T (3.56)

Jej funkcja widmowa [43] ma ksztalt prostokata
Fw) = %[1(w+ 8)—1(w— 5)]. (3.57)

Na podstawie twierdzenia o przesunigciu czgstotliwosciowym (3.49) wyznaczamy
funkcje¢ widmowa sygnatu wielkiej czestotliwosci (2.15) jako

G(w) = %%{[l(w—ws+ 6)—l(w—ws—6)]ej(w_%) +

+ [l (o +ws+ 8) — 1(w+ws— S)e (""%)}. (3.58)

Modut i kat fazowy tej funkcji podane s na rys. 12. Ich prostota jest powodem szerokiego
zastosowania pakietu falowego w rachunkach fizyki kwantowej.

6(w)
— 1z
26
W50 -5 ~Ws+l 0 wsd ws wsd W
o(w)
>
y=0) g
2
>
I
2 =0

Rys. 12. Widmo czestotliwosciowe pakietu falowego
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4. SYGNAL ANALITYCZNY

.»‘4.1. Definicja sygnatu analitycznego i jego podstawowe
wlasciwosci

" 'Z dotychczasowych rozwazan wynika, ze impulsy wielkiej czestotliwoéci mozna opisaé
funkcjami sinusoidalnymi o zaleZznej od czasu amplitudzie.. Sg to funkcje rzeczywiste i dla-
tego nie zawsze dogodne do rachunkéw. W pewnych zastosowaniach wygodnie jest sto-
sowaé tak zwany sygnal analityczny lub zespolony (preenvelope) [17], [18], [19], [20], [21]

w(t) = f(t)+j-g(D), BNCRY
gdzie funkcja g(¢) jest przeksztalceniem Hilberta funkcji £(¢) [22]

+oo :
g(t)=% | %dr. (4.2)

Przeksztalcenie Hilberta funkcji cos(wst+%) jest réowne sin(wst+vy), a funkcji
sin{wsf4+y) rowna si¢ —cos(ws?+y). Dodatkowe przeksztalcenia mozna znalezé w lite-
raturze [23], [24].

. .. Szereg ciekawych wlasciwosci sygnatu analitycznego mozna wyrazi¢ za pomoca funkciji
gestosci widmowych.

Jesli jest dana funkcja widmowa G(w) przebiegu f(¢), to sygnal analityczny mozna
wyznaczy¢ bezpodrednio bez uprzedniego obliczania funkcji g(¢). Mozna wykazaé, ze
przeksztalcenie Fouriera sygnatu analitycznego [20] -

W {ZG(w) dlaw>0 13
@ =1 dla » <0 (4.3)
Przeksztalcenie odwrotne Fouriera daje poszukiwany sygnal analityczny
) + o +w
— _1__ f Jot . 1 f Jot
w(t) = o J W(w)e' dw = ?_ G(w)e' dw. 4.4)

Zaleznosci te sa wielce uzyteczne przy przeprowadzeniu ogdlnych rozwazan, natomiast
dla obliczenia konkretnego sygnalu analitycznego wygodniej jest obliczaé funkcje g(¢)
przeksztalcenia Hilberta (4.2) i na tej podstawie formowaé wyraZenie na sygnat analityczny.

" Wyznaczanie przeksztalcerh Hilberta funkcji ciaglych nie napotyka na powaZniejsze
trudnosci, natomiast obliczanie ich dla funkgji ,,ucigtych”, do kt6rych nalezy przede wszyst-
kim impuls prostokatny wielkiej czestotliwoéci sa wielce utrudnione.

42. Przebiegi ograniczone czegstotliwoSciowo

Jak juz wspomniano, stosunkowo latwo jest wyznaczyé sygnat analityczny w(t) prze-
biegu f(2), ktorego transformata Fouriera jest czestotliwosciowo ograniczona w taki sposéb,
ze widmo czestotliwosciowe jest zawarte w pasmie B dookota jakiej§ czgstotliwosci fali
noénej +f;. Takie przebiegi nazywamy pasmowymi sygnatami srodkowo-przepustowymi.
W szczegblnym przypadku, gdy fs > B otrzymamy sygnat waskopasmowy.
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Rozwazmy przebieg wielkiej czestotliwosci f(t) = M(#)sin(w,?+vy), ktérego funkcja
modulujaca M(t) jest wolnozmienna w poréwnaniu do sinwgz. Oznacza to, ze widmo
czestotliwosciowe grupuje si¢ w poblizu czgstotliwosci fali noénej i ma skoficzong szerokosé
B < |fi]. Wowczas mozna udowodnié¢ [19], ze transformata Hilberta funkcji

g(t) = —M(t)cos(wst+v), 4.5)
co pozwaia na wyznacze_:hie sygnatu analitycznego w postaci
w(t) = —jM(t). ef@st+¥) (4 6)

Do zdefiniowanych w spos6b powyzszy przeblegow wielkiej czestotliwosci mozna zahczyc
funkcje

16y = 25 sin(, t+),

gdyz jej widmo czestotliwosciowe zawarte jest‘ w skonczonych granicach dookota fali
noénej f; (rys. 12).

43. Przebiegi nieograniczone czgstotliwos$ciowo

-Sygnaly impulsowe wielkiej: czestotliwoéci nie spelniaja warunku ograniczenia czesto-
tliwosciowego funkcji M(2). Najprostszy przyklad takiej funkcji stanowi skok Jednostkowy
Wéwczas funkc_]g sygnalowa wygodme jest naplsac W posta01 ' : : S

) = 10cos@st+y). @D

Jej przeksztatcenie Hilberta (42) mozna wyrazié w i)ostaci [25]

g(i) 1 {Cl(wst)cos(wst+1,u)+ [ +Sl(wst)] sm(wst+1p)} S (48)

gdzie Si(w,t) i Ci(ws f) sq sinusem i cosinusem ca}kowym

Przebieg czasowy tego przeksztalcema zalezy od kqta fazowego sygnatu . Ponadto
nalezy stwierdzi¢, ze funkCJa g(®) nie jest przyczynowa gdyz istnieje dla u]emnych wart0301
czasu, gdy jeszcze nie zjawil sie sygnat S).

Charakterystycznac cecha omawxanej funkcji g(z) jest jej nieskoriczona warto$¢ dla

t=0 (z wyjatkiem przypadkéw, gdy sygnal wielkiej czgstotliwosci zaczyna si¢ od zera:

_® 3z

=7 7)~
Przebiegi czasowe funkcji g(f) podane s3 na rys. 13.

~Jako drugi przyktad mozna przyjaé prostokatny 1mpuls wielkiej czgstothwoscx podany

dla uproszczema opisu jako

f(t) =11 (ws 1+ 2‘rm) l(ws — 27tn)]coscos ‘ o : (49)

i przedstawmny na rys. 14a.-
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Przeksztalcenie Hilberta takiego sygnalu wynosi [25]

gl) = % [Ci(ws 4 27n) — CiQRmn—w,1)] cos@s t+

+ 71{ [Si(wst+2nn) + Si(27n — w, t)]sinws?.

-4 -3

(4.16)

Rys. 13. Przeksztalcenie Hilberta funkcji f(z) = 1(f)cos(wst+7) -

F(T)
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Rys. 14. a) Prostokatne impulsy wielkiej czestotliwosci (n = 18 i n = 19),

t

|

b) Przeksztalcenie Hilberta
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Réwniez i ta funkcja nie jest przyczynowa; przybiera ona na poczatku i koncu sygnatu
warto$ci nieskoficzenie wielkie z wyjatkiem przypadkéw, gdy sygnal wielkiej czestotliwosci
zaczyna si¢ i konczy na zerowej wartoSci (n — nieparzyste). Przeblegl czasowe funkcji
g(t) dlan = 18in = 19 podane sa na rys. 14b.

5. OBWIEDNIA IMPULSU WIELKIEJ CZESTOTLIWOSCI

51. Wstep

Z punktu widzenia odbioru informacji interesuje nas obwiednia sygnatu zawierajaca
te informacj¢. W ukladach elektronicznych uzyskuje si¢ obwiedni¢ po detekcji. W przy-
padku liniowej detekcji przebieg wyprostowany odtwarza wiernie obwiednig sygnatu [21].
Zagadnienie obwiedni, jej definicji i sposobéw wyznaczania stanowia rozwazania tego
rozdzialu.

Na poczatku naszych rozwazan stwierdzimy, Ze jako obwiedni¢ impulsu wielkiej czesto-
tliwo$ci uwaza si¢ zazwyczaj gérna O,(¢) lub dolng Oy(f) krzywa obejmujaca ten przebieg.
Obwiednia gérna i dolna mogg w zasadzie r6znié si¢ od siebie ksztaltem, choé zazwyczaj
mamy do czynienia z symetria impulsu wyrazong réwnaniem

0,(1) = 04(t) = 0, 6.1
Wowezas pod nazwa obwiedni bgdziemy rozumieli obwiedni¢ gérng O,4(¢) i dla uproszcze-
nia bedziemy ja oznaczaé po prostu przez O(¢).

W rozwazaniach naszych bedziemy odrézniaé¢ obwiedni¢ O(¢) danego przebiegu f(f) =
= M(t)sin(wst+ @) przy p = const od obwiedni O,(¢) rodziny przebiegéw impulsowych,
zaleznych od dodatkowego parametru np. kata fazowego o sygnalu w postaci f(z, o) =
= M(t, o)sin(wst+vy+0) przy o zmiennym w zakresie 2.

52. Obwiednia Hilbertowska przebiegbéw wielkie]j
czgstotliwo$ci '

Na tym miejscu zajmiemy si¢ obwiednig przebiegu wielkiej czgstotliwosci opisanego
réwnaniem :
J(®) = M(D)sin(wst+y),

przy v = const. Taki przebieg ma szereg ekstreméw, ktdre powinna obejmowaé obwiednia
O(2). Jesli wspdlczynnik wypekienia impulsu # jest maty, to obwiednia bedzie miata tylko
kilka punktéw wspélnych z chwilowa funkcja () sygnatu. Przez te kilka punktéw mozna
przeprowadzi¢ nieskosficzenie wiele krzywych obejmujacych przebieg wielkiej czestotliwosci.
Jako obwiednig przebiegu wielkiej czestotliwos$ci f(¢) sprébujmy przyjaé¢ modut sygnalu
analitycznego
o@) = [w(®)| (5:2)
okre$lonego wzorem (4.1) [18], [19], [20]. Definicje tg zastosujemy zaréwno dla przebiegdéw
ciaglych jak i impulsowych.
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Poniewaz podana wyzej definicja obwiedni opiera sig posrednio na przeksztalceniu
Hilberta, wiec mozna nazwac¢ ja obwiednia Hilbertowsks. Tak zdefiniowana obwiednia
charakteryzuje si¢ tym, ze w punktach wspélnych z przebiegiem wielkiej czestotliwosci -
wystepuje réwniez réwnos$é pochodnych [20].

W przypadku przebiegéw ciagtych f(¢) opisanych w p. 4.2 nie napotykamy wiekszych -
trudno$ci w wyznaczeniu modulu sygnatu analitycznego. Z rownania (4.6) wynika, Ze

O(t) = M(t) (5.3)
Obwiednia przebiegu ciaglego réwna si¢ funkcji modulujace;j.

Jedli przebieg ciagly mozna przedstawi¢ w postaci wielomianu trygonometrycznego,

ograniczonego czgstotliwoéciowo w poblizu f;

J@) = D) Myt)sin(@at+yr) = M(@)sinlo,t+p(1)], (5.4)
0

to rowniez i tutaj bedzie speliona wyzej wyprowadzona zaleznoéé (5.2).
Obwiednie mozna w tym wypadku opisa¢ wyrazeniem
n—1

0*(t) = Zva(t)+2 2Mk(t)'Mk+1(t)cos[(wsk_ws(k+1))t+Ws—'/’k+1]- (5.5)
0 1

Jak wida¢ z powyzszych rozwazan wyznaczenie obwiedni Hilbertowskiej przebiegéw
cigglych nie napotyka na wigksze trudnosci.

53. Obwiednia impulséw standardowych wielkiej
N czgstotliwosci

Dowiedli§my juz, ze impulsy standartowe wielkiej czgstotliwoéci charakteryzuja sie
widmem czgstotliwo$ciowym nieograniczonym. Zatem funkcja g(t), stanowiaca przeksz-
talcenie Hilberta sygnalu wielkiej czgstotliwosci f(¢), przybiera w zasadzie nieskoriczone
warto$ci w punktach powstawania i zaniku impulsu. Takie same wartoéci przybiera w tych

"miejscach réwniez i sygnal analityczny, jak réwniez i obwiednia zdefiniowana jako jego

modut. -

Tytulem przyktadu mozna podaé przebieg obwiedni O(t) dla impulsu wielkiej czesto
tliwosci modulowanego skokiem jednostkowym dla réznych wartosci kata fazowego v
(rys. 15) oraz dla prostokatnego impulsu wielkiej czestotliwosci dla typowych wartosci
wspdlczynnika wypelienia # (rys. 16a i b) [25]. Z przyktadédw tych wynika, ze ksztalt
obwiedni zalezy od kata fazowego sygnalu na jego poczatku i koficu. Tego typu obwiednie
mozna wigc nazwaé obwiednia fazowa: O(z, ) lub O(¢, n).

Skomplikowana postaé wyrazenia na obwiedni¢ Hilbertowska dla funkeji impulsowych
nie zachgca do stosowania tej definicji obwiedni dla sygnatéw impulsowych wielkiej czesto-
tliwosci.

Nalezy tutaj podkresli¢, ze tak zdefiniowana obwiednia nie opisuje lokalnych wlasci-
wosci funkgji f(#) na poczatku i na koficu sygnatu.

Oprécz obwiedni fazowej O(t, y) moina wprowadzié pojecie obwiedni szczytowej
O (1), przez ktéra bedziemy rozumieé obwiednie obwiedni fazowych.

7 Rozprawy Elektrotechniczne



Rys. 15. Obwiednia Hilbertowska impulsu wielkiej czestotliwosci modulowanego skokiem jednostkowym
dla réwnych wartosci kata fazowego sygnatu
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Rys. 16. Obwiednia Hilbertowska impulsu prostokatnego wielkiej czestotliwosci dla dwoch roznych wspot-
czynnik6w wypelnienia #
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Stosujac definicje obwiedni jako modutu funkcp analitycznej sygnatu, obw1edn1q 8zCzZy-
towa definiujemy jako

05:(t) = |0(2, v)-+iH[O(, V)], (5.6)

gdzie H oznacza przeksztalcenie Hilberta zdefiniowane wzorem (4.2).

Wyznaczanie obwiedni szczytowej wedlug (5.6) jest trudna operacja obliczeniowa
nawet dla najprostszych funkcji modulujacych, jak np. skok jednostkowy.

W literaturze mozna znalezé definicje obwiedni $redniej wyrazonej jako [26]

0?,(1‘)=~;—[02(1,'§U)+02(t,1/)+%)]. )

Obwiednia $rednia nie zalezy od kata fazowego v, ma ona jednak wadg nicobejmowania
wszystkich przebiegdw, co nie pozwala na wyznaczenie podstawowych parametréw impulsu
wielkiej czgstotliwosci, jak np. najwiekszego przepiecia itp., co jest zaletg obwiedni szczyto-
wej. '

54. Modyfikacja definicji obwiedni przebiegéw
impulsowych

Jak wida¢ z rozwazan powyzej podanych i zilustrowanych wykresami na rys. 15 i 16,
obwiednia zdefiniowana jako modut sygnatu analitycznego nie opisuje lokalnych wiasci-
wosci funkgji /(7). Jest to sprzeczne z nasza intuicja tym bardziej, ze w praktyce prowadzimy
pomiary na pewnym skoniczonym odcinku czasu.

Pewnym wyjsciem z tych trudnosci mogloby by¢ zastosowanie innego przepisu wyzna-
czenia funkcji g(¢) 1 w(¥), niz podanego wzorami (4.2) i (5.1). Przepis ten pozwala na wyzna-
czenie obwiedni zgodnej z nasza intuicja. '

Przepis ten polegalby na tym, ze dla -

£t = M(@)cos(w,1+)
lub ogdlniej
f@) = D) Myt)cos(ut+yy),

gdzie My(2) jest funkcja nieograniczona czgstotliwosciowo, jako funkcje ,,analityczng’
przyjmowaloby sie

w(t) = E M, () efleost+vo, (5.8)
0
Woéwezas obwiednia
o =| > M) (5.9)
0

nie zalezalaby od fazy y i dla przypadku jednej czestotliwosci sygnatu
O(t) = M(),

T*
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czyli réwnataby si¢ funkcji modulujacej, jak dla przebiegéw ograniczonych czestotliwos$-
ciowo. W szczegélnym przypadku M(f) = 1(¢) obwiednia impulsu wielkiej czestotliwosci
przybrataby réwniez postaé skoku jednostkowego.

55.0bwiednia geometryczna

Dotychczas rozwazalismy obwiedni¢ jednego przebiegu f(¢) zdefiniowana jako modut
sygnatu analitycznego w(t). Definicja ta sprawia sporo klopotu przy badaniu impulséw
wielkiej czgstotliwosci. Dlatego sprobujemy wykorzystaé mozliwos¢ zdefiniowania ob-
wiedni na drodze geometrycznej.,

Poniewaz obwiednia w sensie geometrii rézniczkowej [27] zwigzana jest z pojeciem
rodziny krzywych, a nie jednej krzywej, wigc w badanym przebiegu

f(®) = M(#)sin[wst+ ()] (5.10)
wprowadzimy pewien parametr, np @:
f(t, @) = M(t)sin[wst+yp()+o]. (5.11)
Poniewaz v
f(t, 0) = f(t)cosp+g(t)sing, (5.12)
gdzie oznaczyliSmy przez
g(t) = M(t)cos[wst+ ()], : (5.13)

funkc_]q ortogonalna do f{(t), nazywamy dalej funkcja sprz¢zona z f(t). Réwnanie obwiedni
geometryczne_] 0,.(t) znajdujemy zakladajac, Ze z jednej strony f(¢, ¢) rodziny krzywych
rowna sie obwiedni O,,(f) oraz ze pochodna tej funkcji wzgledem parametru tez jest rowna
zeru. Otrzymujemy zespdl rownan

f(t)cosg+g(t)sing = Oge(t),
—f(t)sing+g(t)cosp = 0.
Wyrugowanie parametru ¢ prowadzi do réwnania obwiedni geometrycznej:

0,e() = V2O +8(). (5.14)

Otrzymane w ten sposob réwnanie opisuje jedna (z doktadnoscia do znaku pierwiastka)
krzywa, ktéra — jak wiemy z geometrii rézniczkowej — jest styczna do wszystkich prze-
biegdw wielkiej czestotliwosci (wystgpujacych w miarg zmiany parametru ) i nazywa si¢

obwiednia rodziny f(¢, 0).
Obwiednia réwna sie zatem modutowi sygnalu analitycznego utworzonego z badanej

funkeji f(¢) i ortogonalnej do niej funkcji g(z).
Podstawiajac do réwnania (5.14) wartosci obu funkeji f(#) i g(t) z réwnan (5.10) i (5.13)
otrzymujemy

O,.(t) = M(). (5.15)

Obwiednia geometryczna rodziny krzywych f{(¢, 0), utworzonych z badanego sygnalu
f(t) réwna si¢ zmodyfikowanej obwiedni Hilbertowskie;j.
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Nalezy tutaj podkreSli¢, zé $ciSlejsze odtworzenie obwiedni metoda geometryczng
wynika z tworzenia obwiedni rodziny krzywych, a nie jednej krzywej.

56. Parametryczna obwiednia szczytowa

Z powyzszych rozwazar wynika, ze wyznaczanie obwiedni Hilbertowskiej lub zdefinio-
wanej jest zazwyczaj zmudna procedura i dlatego trwaja poszukiwania za inna definicja,
prowadzgca do zblizonych wynikéw. Jako jedna z propozycji mozna wymieni¢ definicje
parametrycznej obwiedni szczytowej, w ktérej jako punkty wspdlne obwiedni z przebie-
giem sygnatu przyjmuje si¢ ekstremalne wartosci sygnatu [28], [29]. Dla danej warto$ci
kata fazowego sygnatu v istnieje zbior takich punktéw nad osia odeigtych i odpowiadajacy
mu zbi6r punktéw pod osia. Te zbiory punktéw mozna nazwac szczytowymi obwiedniami
fazowymi (gérna 1 dolng).

W celu zdefiniowania tej wielkoéci rozpatrzmy zbidr chwil #,, w ktérych przebiegi
sygnalu wielkiej czestotliwosei f(f, ¥) przyjmuja warto§ci maksymalne. Sa to pierwiastki
réwnania

—dde(tk, ¥ =0, (5.16)

przy warunku uboczanym f(#, ¢) > 0.
Utwérzmy zbiér punktéw F(y), sktadajacy si¢ z wierzchotkéw impulsu:

Fp) = {(6, 9> x=1t; y=flt, ¥)}. (5.17)

Dalej utwérzmy rodzing zbioréw F(y), powstajaca, gdy v przebiega przedziat <0,27),
to znaczy niech :
F = {F(y); ye<0,2n)}. (5.18)
Kazde #, zalezy od v.
Gdy kat p przebiega przedziat <0,27), to poszczegélne wartosci czasu ¢, przebiegaja
pewne przedzialy osi czasu ¢, stykajace si¢ ze sobg. Z tego wynika, ze F jest funkcja zdefi-

niowana w calym przedziale osi czasu, w ktérym f{(z, ¢) jest r6zne od zera. Wobec tego
dla kazdej warto$ci czasu t funkcja F(¢) przedstawia szczytowa obwiednig patametryczna

0,(t) = F(t) ' (5.19)
jako zaleznos$¢ czasowa.

Szczytowa obwiedni¢ parametryczng mozna réwniez przedstawi¢ w postaci zaleznosei
od kata fazowego sygnatu:

O,(y) = F(y). (5.20)

Do podobnych rezultatéw mozemy doj§¢ réwniez na innej drodze, a mianowicie roz-
patrujac przebieg sygnatu wielkiej czegstotliwosci f(¢) przy y = const. Taki przebieg charak-
teryzuje si¢ okreslonym wspdtczynnikiem wypelnienia » i odpowiadajaca mu liczba maksi-
moéw.
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Mx

0
10x Op(y)

Rys. 17. Parametryczna obwiednia szczytowa impulsu prostokatnego wielkiej czgstotliwosci O,(y) dla
wspolczynnika wypelnienia » = 10,5
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Rys. 18. Parametryczna obwiednia szczytowa impulsu sinusoidalnego wielkiej cz@stoﬂiwos’ci O,(y) dla
wspblczynnika wypelnienia n'= 10 :

W miar¢ wypelniania si¢ sygnatu (n rosnace) liczba tych punktéw roénie i dla n - o
zbiér rozwazanych punktéw staje si¢ ciagly i tworzy obwiednie graniczng, niezalezna od
kata fazowego.

Tytutem przyktadu mozina dodaé, ze szczytowa obwiednia parametryczna prostokat-
nego impulsu wielkiej czgstotliwosci réwna si¢ funkcji modulujace;j:

: Op(t) = M(t) = 1(1)—-1(t—T)) (5.21)
Na rys. 17 podano jej zalezno$¢ fazowa O,(y) [2].
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W podobny sposéb moZna zilustrowad szczytowq obwiedni¢ parametryczna sinusoidal-
nego impulsu wielkiej czgstotliwosci

0,(t) = M(t) = [1(1)—1(—

t
T (5.22)
Na rys. 18 podana jest zaleznoéé fazowa O,(y) [16].
Szczytowe obwiednie parametryczne odpowiedzi ukladéw liniowych na réznego typu
impulsy wielkiej czestotliwo$ci mozna znalez¢é w literaturze. OdpowiedZ jednostopniowego

wzmacniacza rezonansowego o malej dobroci na prostokatny impuls wielkiej czestotliwoéei
prowadzi do szczytowej obwiedni parametrycznej, podanej np. w [30].

6. IMPULSY POWTARZANE

6.1. Wstep
Pojedyncze impulsy stosunkowo rzadko wystepuja w urzadzeniach elektronicznych.
Powazna trudnos¢ stanowi ich pomiar i zobrazowanie, i dlatego chgtnie stosuje si¢ technike

wielokrotnego powtarzania impulsu z taka czestotliwoscia, aby kolejne impulsy nie wply=-
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Rys. 19. Impulsy wielkiej czestotliwosci
a) koherentne fazowo z ciagla fala nosna
b) koherentne fazowo z obwiednia impulsu

waly na siebie [31] [14] [32]. RozréZzniamy trzy przypadki powtarzania impulséw, z ktorych
dwa pierwsze pokazano na rys. 19.

W pierwszym przypadku (rys. 19a) wycina si¢ co pewien czas impulsy z ciagglej fali
ftodnej; mozna wiec moéwi¢ o koherencji fazowej impulséw wielkiej czestotliwoéei z ciagla
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fala no$ng. W drugim przypadku, opisanym w dolnej czesci rys. 19, impulsy wielkiej czesto-
tliwosci sa koherentne fazowo z obwiednig impulséw. Na koniec w trzecim przypadku
impulsy wielkiej czestotliwoéci moga mieé¢ dowolna faze.

W pierwszym przypadku faza impulsu wielkiej czgstotliwosci w zasadzie nie jest stala.
Kat fazowy sygnalu k-tego impulsu

TP
T;

o = 2n(k—1) (6.1)

(gdzie T, jest okresem powtarzania impulséw, a T, okresem fali no$nej) przybiera kolejno
rézne wartosci. (Jedynie dla przypadku, gdy %"— réwna sig liczbie catkowitej faza impulsu
s

wielkiej czestotliwosci réwna sig¢ liczbie calkowitych ).

Kolejne obwiednie standartowych impulséw dla tego jak i nastgpnych przypadkow
sa jednakowe. PoniewaZz w omawianym przypadku katy fazowe powtarzanych impulsow
wielkiej czestotliwoéci w zasadzie sa rdzne, wige ich odpowiedzi ukladéw liniowych beda
mialy wowczas rézne obwiednie.

62. Widmo czestotliwo$ciowe impulséw koherentnych
fazowo z ciagta fala noéng

W rozwazanym przypadku impulsy wielkiej czestotliwosci stanowia wycinki sinusoidy
ciggtej fali nosnej (rys. 19a) powtarzane z okresem T,. Funkcja modulujaca M(t) z réw-
nania (1.2) przybiera tutaj postaé

' o0

M@) = D M—kTp), (6.2)

k=—o0

gdzie k sa kolejnymi liczbami catkowitymi [31].
Na mocy twierdzenia o przesunieciu czasowym widmo czestotliwosciowe impulséw
powtarzanych

My@) = Mi(w) ) eIobT, 63
k=—o

gdzie M;(w) jest widmem czgstotliwosciowym funkcji modulujacej poszezegblnego impulsu.
Skorzystamy teraz ze znanej z rozwazan nad szeregiem Fouriera zalezno$ci

D) etmix = x 3 §(x—mX) (6.4)

k=—ow =—w

przedstawiajacej widmo prazkowe. Dla X = 2xn/T, i x = w otrzymujemy

PR dmm N 2mm dmm
M(0) = Mi(w)—=~- S(w— )=— Mi(——)-S(w— , )
(@) = M@ D, T Tpm;_; sl s

m=—aw

(6.5)
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Ostatnig zalezno$¢ otrzymuje si¢ biorgc pod uwage fakt, Ze interesuja nas wartoéci
M;(w) tylko dla okre§lonych czestotliwosci (prazkéw). Wynika to stad, ze funkcja widmo-
wa sklada si¢ z szeregu sktadowych réwnomiernie roztozonych w odstgpach odpowiada-

. . 1
jacych czestotliwo$ci powtarzania f = T
p
Odwrotna transformata Fouriera M(w) réwna sig

M) = —— 5: Mi(2;m)ej(2;:)t- (6.6)

TP p

m=—

Funkcja modulujaca jest szeregiem o sinusoidalnych sktadowych. Zatem réwnanie
impulséw wielkiej czestotliwo$ci — wedlug (1.2) —ma postaé

ICEFAESS Mi(i;iﬂ)e" (ore ), 67)

Prazki widma czestotliwo$ciowego sa symetrycznie rozmieszczone wzglgdem czgstotliwosci
sygnatu.

a8 o

A5 2] NNNNNNKNNN:
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" 43 151617 19 21 23 25 27 29
Numer harmonicznej

Rys. 20. Widmo czestotliwosciowe impulséw powtarzanych (n = 8 i T, = 16 T); czarne stupki —y = 0

7T
i-kreskowane stupki y = —2— :

Na rys. 20 podano dla przyktadu amplitudy 31 harmomcznych widma czqstothwosm
prostokatnych impulséw powtarzanych przy wspélczynniku wypelnienia impulséw n= 8
i okresie powtarzania T, = 16T [14].

63. Widmo czestotliwo$§ciowe impulséw koherentnych
fazowo z obwiednia impulsu.

Zaldzmy, ze jednorazowy impuls wielkiej czestotliwosci f(¢) jest powtarzany z okresem
T,. Woéwczas jego réwnanie mozna napisa¢ w postaci [31]

fo(t) = 2 fit—kT,), : (6.8)

k=—o0

gdzie k jest kolejng liczba catkowita.
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Stosujac twierdzenie o przesunigciu czasowym oraz réwnanie (6.4) otrzymujemy widmo
czestotliwosciowe impulséw powtarzanych w postaci prazkowej

2 2n
Fy(w) = \“‘ ( T:”) S(w—- T;"—), (6.9)

m—-—oo

gdzie Fi(w) jest transformatg Fouriera pojedynczego impulsu.
Odwrotna transformata Fouriera F,(w) rowna sig

A . [ 21 j(2my
) = 2 2 Fi(-Z;m )ej_( )’ (6.10)

14

Jej czeS¢ urojona opisuje przebieg impulséw powtarzanych jako

L) = Im {]17 2 F,-(-Z;m)ej s ’}. (6.11)

p e p

Widmo czgstotliwosciowe jest w obu rozwazanych przypadkach prazkowane o jedna-
kowej obwiedni amplitudowej. Rozlozenie prazkéw w skali czestotliwosci jest jednak
rézne, gdyz w ostatnim przypadku prazki wystgpuja przy wielokrotnosciach czestotliwoséci
powtarzania, a wigc symetrycznie w stosunku do zerowej czestotliwosci.

64. Widmo czestotliwosciowe impulséw niekoherentnych
fazowo

Z rozwazan powyiszych wyrnika, Ze rozwazane dotychczas dwa przypadki r6znia sie
faza sygnatu. W pierwszym przypadku faza nie jest stala lecz zmienna od impulsu do im-
pulsu wedlug wzoru (6.1), co wywoluje grupowanie si¢ prazkéw symetrycznie dokola
czestotliwodci fali nosnej. W drugim przypadku faza jest jednakowa, co wywotuje grupo-
wanie si¢ prazkéw symetrycznie dokota czestotliwoéci zerowej. W przypadku trzecim —
dowolnej fazy — prazki widma czgstotliwo$ciowego nie maja stalej lokalizacji.

7. ZAKONCZENIE

W pracy tej dokonano proby zebrania informacji o wilasciwoéciach standartowych
sygnaléw impulsowych wielkiej czestotliwosci o modulacji amplitudy. Szczegdlna uwage
zwrdcono na wyznaczanie ich obwiedni i poréwnanie réznych sposobéw jej definiowania.

Na zakoriczenie autor poczuwa si¢ do mitego obowiazku podzigkowania mgrowi inz.
M. Bukowskiemu i mgrowi J. Maronskiemu za wykonanie obliczen do tej pracy. Ponadto
autor chciatby réwniez goraco podzigkowaé prof. drowi Czestawowi Rajskiemu za szereg
dyskusji nad tg tematyks.
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A. SMOLINSKI

STANDARD HIGH FREQUENCY PULSE SIGNALS

Summary

The present paper is an attempt to present systematically information on the properties of high
frequency pulse signals with amplitude modulation.

A high frequency signal described by formula (1.2) is a function of the phase angle  of a high frequency
transient. A considerable part of the paper deals with the influence of the ¢ angle on the signal properties.
Moreover, its filling factor (2.4) is considered to be an important parameter of the pulse signal.

The second chapter introduces standard pulses of finite duration: the rectangular high frequency
pulse described in formula (2.5) and illustrated in Fig. 2 is typical. This pulse is a zero order of the involutio-
nal-sinusoidal function class (2.7). Additionally, typical standard pulses of infinite duration but finite energy
have been described. To this class belong the exponentially disappearing sinusoidal signal (2.13), the gaussian
signal (2.14) and the wave packet (2.15).

Pulse signals at the output of electronic systems change their form and can in principle be described
by involved exponential-sinusoidal functions with coefficients dependent on the phase signal of the angle.

The third part gives the frequency spectra of the standard pulses under consideration. It has been shown
that in a number of cases the frequency shifting theorem may be greatly helpful. However, the influence of
functions on negative frequenciés may seriously distort the results obtained when the theorem is applied too
superficially; this influence is sometimes referred to as ,,phase correction”.

Particularly great care has been paid to the examination of the first order high frequency signal. ThHe
frequency spectra of the sinusoidal exponentially disappearing, gaussian and wave packet signals have also
been discussed. :

The fourth part defines the analytical signal and discusses its basic properties both for frequency hmlted
and unlimited signals.

The fifth part deals with the problem of defining the envelope of high frequency signals. The definition
of the envelope is given first in the form of an analytic signal modulus both for continuous and pulse signals.
In the latter case it has been found that the envelope under consideration, here referred to as the Hilbert
envelope, is a function of the signal phase angle at its beginning and end. Such an envelope is called the
phase envelope. The envelope of phase envelopes, here referred to as the peak envelope, is an envelope
independent of the signal phase angle.

Since the Hilbert phase envelope of pulse signals does not describe the local peculiarities of the signal
properly, an additional rule has been introduced leading to results that are in accord with our lntultlon
to results equivalent to the well-known geometric envelope of the curve family.

The author of the present paper introduced at one time the concept of the parametric peak envelope
[28] as the geometric locus of the extrema points of the signal (5.19). This definition leads to simpler computer
programmes and for the basic parameters of the pulse, such as its overvoltages, yields results identical to
the definition based on differential geometry.

The last part examines recurrent high frequency pulses. Frequency spectra have been determined for
three cases:

a) phase coherent pulses with a continuous carrier wave,

b) phase coherent pulses with pulse envelope,

¢) phase incoherent pulses.
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A. SMOLINSKI

STANDARDIMPULSSIGNALE MIT HOHEN FREQUENZEN

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit ist eine Probe, Informationen iiber die Eigenschaften von Impulssignalen mit
hohen Frequenzen zusammenzubringen.

Anfangs wurden Standardimpulse mit beschrinkter Arbeitsdauer eingefithrt. AuBerdem wurden
typische Standardimpulse mit unbeschrinkter Zeitdauer, jedoch beschridnkter Energie beschrieben.

. Im Weiteren wurde das Frequenzspektrum erwogener Standardimpulse angefiihrt, und gezeigt, dal3
in einer Reihe von Fillen das Modulationstheorem (Frequenzverschiebung) hier grofie Dienste leisten
kann. ) -

Es wurde das analitische Signal definiert, und seine Eigenschaften sowohl fiir beschréinkte, als auch
unbeschriinkte Frequenzen besprochen. Dies ermdglichte die Einfiihrung der Definition einer Hiillkurve
als. Modul fiir ein analytisches Signal. Mingel dieser Definition beim Verlauf von Impulsen mit hohen
Frequenzen wurden erwogen sowie die Methode ihrer Behebung, was im Grunde der Definition einer
Hiillkurve geometrischer Impulsfamilie entspricht, die auf Basis des untersuchten Impulses aufgebaut
wird. Es wurde auch die Definition parametrischer Gipfelhiillkurve gennant, die zu einfachen Berechnungs-

programmen fiir elektronische Rechenmaschinen fiihrt.

Im letzten Abschnitt wurden sich wiederholende Impulse mit hohen Frequenzen untersucht.

A. CMOIIMMHbCKHN

CTAHIOAPTHBIE UMIIVJIBCHBIE CUTHAIJIBI B.4.

Peswome

TPy ABIAETCS MOTMBITKOM coBpanusa uHdopMmaruii 0 CBoHCTBAX UMITYIBCHBIX CHTHAIIOB B.Y. C aMILIH-
TYQHOM MOIYIALMCH. '

CurHai B.4. onpenenesubii dopmystoit (1.2) seusercst GyHKuyeil $hasoBoro yrna y npodera B.d.
BHayuTeNBHAS YacTh TPYAA HMOCBSAIEHA PACCMOTDEHMIO BIMSHYA YIIa ¢ Ha CBolicTBa curHana. Kpome
TOr0 BayKHBIM IIAPAMETPOM HMMITYJILCHOFO CHTHANA ABJseTcs ero xoadduuuenr samormenus (2.4).

Bo BTOpOIii IIaBe BBeEHBI CTRHAAPTHLIE NMIYIIBCHBIE CHTHANLI OrPaHUUCHHbIE BO BPEMEHH 5 CpeIu
HUX HAXOMUTCA TPEXAe BCETO TPAMOYTONFHBIE MMIIYJIEC B.U. ONMCAHHEIA dopmymoit (2.5) wumocTpy-
POBAaHHEIA pHC. 2. DTOT UMITYJbC ABJIASTCA MMIYJIECOM HyJEBOrO HNOPSAKA KIacca CTEIICHHO-CHHYCHBIX
dbyuxuuit (2.7). Kpome TOro ONMCAHBI TANOBBIE CTAHNAPTHEIEC MMITYJIBCHI OECKOHEUHbIE BO BPEMCHH, HO
OTpaHUUEHHON sHepTHy. MOXKHO K HUM IPHUYNCINTD CHHYCHBIA CHI'HAJ 3aTyXArOIpil 9KCIOHEHIHOHAIb-
u0 (2.13), curnan TIayca (2.14) u BommoBoit maxer (2.15).

VMnyscHBIE CHTHAILI Ha BLIXOE DIEKTPOHHBIX CXEM HMEIOT W3MEHAIOUIyIoCs ¢opmy, KOTOPYIO
MOYXHO IPUHIATIMATSHO OMMCLIBATE CIIOMKHBIMK CTEIIEHHO CHHYCHBIMYM (MYHKIHAME ¢ KoadduimenTamu
SaBHCAUMMEA OT (HasoBOro yIJia CHCHAJA. '

B TpeTue#t riaBe MPUBEAEHLI UYACTOTHBIE CIEKTPHI PACCMATPUBAEMBIX CTAHAAPTHBIX MMIIYIHCOB.
JokasaHo, UTO B PAME CIyUaeB TeopeMa O MOLYIALME (YaCTOTHOM HEPEMEIEHMH) MOYKET OKasaTbCs
ouens mpuronHod. OJHAKO BIMAHHE QYHKIMH I OTPUIETEIBHBIX Y4CTOT MOYKET SHAUHMTENBHO CHe-
opMMpOBaTh PESYNIBTATHI IOJIYUCHHbIE IPH HEIPOAYMAHHOM IIPHMEHEHRH STOM TEOPEMbl; 9TO BIIAAHME
HA3BIBAETCSI MHOTAR ,,(a30BOil Koppekiue’. ’

B wacTHOCTH HOOPOOHO MCC/IENOBAHBI UYACTOTHBIE CIIEKTPBI CHHYCHOTO HMIYJbCa B.4. HYJIEBOTO
¥ TIEPBOTO HOPAIKA K 00CYK/EHbI YaCTOTHBIE CHEKTPHI MMITYJIECOB CHHYCHOTO C SKCIIOHEHIMABHBIM 32~
TyXaHUWEM, CUTHamTa I'ayca W BOJHOBOTO IIAKeTa.

B uerBepToil TIaBE IPUBECHO ONpPeNETeHIe aHATMTHUECKOTO CHIHANA M OOCY)KIEHb €T0 OCHOBHBIE
CBOHMCTBA MU OTPAaHMYECHHLIX ¥ GECKOHEUHBIX YaCTOTHO IPOGEroB.
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Ilstas riaBa MOCBALUEHA ONpPEReNEHNIO orubaromux npoberos B.d. CHayana IpUBENEHO olpele-
JIeHHe 310 orubaroiielt B hopMe MOAYIIA 2HATMTHIECKOTO CHCHANA IS HENPEPHIBHLIX M MMIYJILCHBIX
CUTHANOB. B nociensem cIyuae KOHCTATHPOBAHO, UTO OrUGAIOIas, HasbiBaemas TyT JKumsGepToBeKoit,
ABJsieTcA (yHKuue# (HasoBOTO YrNa CHTHANA Ha €r0 Hauajle U KOHUE. Taxylo ormbarolnyio HasbIBaem
¢asoBoit ormbaromieit. OruGaromas HesaBucuMas 0T (Da30BOTO YIJIA CHTHANA ABJIAETCA orubaroueit
(haz0BBIX OTHOAIOIHX; TAKYIO OTUOAONIYIO Ha3bIBaEM MaKCHMAJIBHOM Orubarolieii.

Hockomsxy YXunsGepToBcKas dasoBas orubarowmast HMITYJJECHBIX IPOGETOB HE OIMChIBAeT npémeb-
HO MECTHBIX CBOMCTB CHTHANA, BBENEHA NOGABOYHAS PEKOMEHIALNs, BeAyas K IONYICHUIO DPe3yilb-
TaTOB MHTYMIIHOHHO IIPABUIILHBIX ¥ COOTBETCTBYIOIIMX XOPOLIO M3BECTHOM reOMETpHUECKOH OrHGaromieit
cemeiicTBa KPHUBBIX.

ABTOp TPyZa BBeJ B CBOE BpEMs MOHATHE NAPAMETPUUECKOI MAKCUMaTbHON orubaromeit [28] sBisa~
IOUIEHCS TEOMETPHUECKHM MECTOM 3KCTPEMANBHEIX ToYeK curHana (5.19). Ompemenenne sToro mOHSATHS
BeJler K IIPOCTO# pacuerHo# nporpamme mns DLIBM u B pesyibrate IPHBOAAT K IIOIYUEHHIO PE3VIib-
TATOB sl SHAUEHWH OCHOBHBIX IIAPaMETPOB HMMITYJIBCE — KAK IEPEHANPSHKEHUS — TOKIECTBEHHbIX
C omupegeneHHbIME Ha 0ase MuddepeHINansHoi reomerpun.

B nocnenmeii riiaBe HCCICAOBaMICh HOBTODSIOUIMECS HMIYILCHI B.4, ONpemesieHb! 4YacTOTHBIE
CIEKTPBI OAA TPEX CIyYyaeB: '

a) MMIYIbCoB (hasoBO-KOrEPEHTHBIX C HEPEPHIBHON HECYIIeH BOJHON

6) $a30BO-KOrepeHTHBIX ¢ OrHOArOLEH HMIYJIbCA

B) (230BO-HEKOTEPEHTHDIX.
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Metoda wyznaczania obszaru stabilnej pracy
tukowych palnikéw plazmowych z tukiem posrednim i bezposrednim

CZESEAW KROLIKOWSKI (POZNAN)

Instytut Elektroenergetyki Politechniki Poznanskief
Otrzymano 10.4.1971

W pracy przedstawiono metode ustalania warunkéw stabilnej pracy tukowych palnikow
plazmowych. Dokonano analizy tych warunkéw stwierdzajac, ze w rzeczywistych ukladach
zasilania palnikéw pojemnosé moze byé pominigta. Wowczas tez o stabilnej pracy palnika
decyduje warunek (14) w postaci r+ (R—§) >0, gdyz L jest zawsze wigksze od zera.

W dalszej czeSci pracy podano zaleznos$¢ na obliczanie pradu i napiecia granicznego,
po zblizeniu si¢ do ktorych tuk elektryczny staje sig niestabilny. Rozwazania przeprowadzono
dla réznych charakterystyk zewnetrznych Zrodet zasilania. Dokonano takze analizy wpltywu
pojemnosci ukiadu zasilania na stabilna prace palnika stwierdzajac, Ze ze wzrostem pojem-
nosci uktad staje sie niestabilny nawet przy duzych wartosciach pradu tuku.

Podano metode wyznaczania obszarn stabilnej pracy palnikéw tak z tukiem posrednim
jak i bezposrednim. Wyniki obliczent pradéw i napieé granicznych wykazujac dobra zgodnosé
z wynikami pomiaréw.

1. WPROWADZENIE

Prowadzenie poprawnej eksploatacji lukowych palnikéw plazmowych wymaga znajo-
mosci metod wyznaczania obszaru ich stabilnej pracy. Chodzi wigc o wyznaczenie takiego
obszaru, w ktérym palnik bedzie pracowal bez zakldcen, przy jednoczesnej mozliwosci
zmian w szerokim zakresie tak energii doprowadzanej do palnika, jak réwniez ilosci gazu
roboczego stabilizujacego kolumne lukowa. Analiza stabilnej pracy palnika moze byé
wykonana przy zatoZeniu, Ze stopien zuZywania si¢ elektrod — a przede wszystkim elek-
trody-dyszy — nie wplywa na te stabilno$¢, Uklad elektrod w tukowym palniku plazmowym
tak z tukiem poSrednim (wewnetrznym) jak i bezposrednim (zewngtrznym), ksztalt palg-
cego si¢ miedzy nimi tuku elektrycznego oraz warunki pracy pozwalaja twierdzi¢, Ze jest
to tuk stabilizowany, to znaczy palacy sie¢ mozliwie w Jednosta]nych 1 niezmiennych warun-
kach zewnetrznych.

Warunkiem podstawowym do rozwigzania zagadnienia jest znajomo$¢ charakterystyk
napigciowo-pradowych  palnika, jak réwniez charakterystyki zewnegtrznej Zrédita za-
silania.
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2. USTALENIE WARUNKOW STABILNEJ PRACY LUKOWEGO PALNIKA PLAZMOWEGO

Biorac za podstawg uklady zasilania stosowanych powszechnie palnikéw, przedstawio-
nio na rysunku 1 schemat ideowy, ktéry moze byé uwazany za schemat reprezentatywny [1].
Charakterystyke napieciowo-pradowa obwodu zewngtrznego mozna wyznaczyé wy-
korzystujac schemat z rys. 1. '

R L
1!

Rys. 1. Schemat ideowy ukladu zasilania hukowego palnika plazmowego.

w tc_:xi sposOb otrzymamy.
' di,

Uz“"il R—LE—'—U’ =0, (1)
di; :
—U =0. . )
U,—L—+ T U=0 2
Korzystajac z zaleznoéci
CdU, = (iy—i)dt NG
oraz rézniczkujac réwnanie (2), prad i; bedzie
. du, di; ,
i\ — c( V) @

Wstawiajac prad i; do réwnania (1) otrzymamy zaleznosc opisujaca obwod z tukiem
elektrycznym w postaci

dif , , di dU, ‘ )

dt? dt
Wykorzystujac metode malych zaklocef, otrzymamy wyrazenie opisujace zakldce-

niowa charakterystyke napigciowo-pradowa obwodu zewngtrznego w postaci [1]

diz  di U U, du U,
—_ . ; — Z0 . . o { 6
RLC gz tL -t Ri 7, e—CR 7 di 7. u, (6)

RLC +Riy = U,—U;~CR

gdzie:
i € 1 — mate zakl6cenie pradu,
¢ € 1 — male zaklScenie napiecia zasilajacego U,
# € 1 —male zaklécenie napigcia tuku U,
i, — prad i, w stanie ustalonym,
U,, — napiecie U, w stanie ustalonym.
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Przyjmujac, ze napiecie zrodia zasilajacego w stanie u_staloﬁym wyrazi si¢ zalezno$cig

Uz = iloR+ Ul’ . (7)

otrzymamy po odpowiednich przeksztalceniach nastgpujace rGwnanie réwniczkowe obwodu
z rysunku 1:

a3 + L+CRr—Cré& £+ R+r—¢ i =
dr? CL(R-& dt ' CL(RR-&

ou,\ . _[ou,
=) =5,
"+ Stosujac do badan stabilnoéci kryterium Hurwitza otrzymamy, po wykorzystaniu réw-

nania roézniczkowego (8), réwnanie charakterystyczne w postaci:

L+CRr—~Crg& R+r—§&
CLR-& YT CLm=-5 "~

0, ®)

gdzie:

Gop*+Gip+G,Zi-p*+ 0. ®

Nastepujgce nieréwnosci, przy G, == 1 > 0, ustalaja warunki stabilnosci uktadu

_ R+4r-§
Ga = m > 0, (10)
L+CRr—Cr§
G ="ar-—gp " ()

Poniewaz indukeyjnoéé L oraz pojemnos$é C maja zawsze wartosci dodatnie otrzymamy':
Lo 41>0 (12)
(R-9§) ’ ,
L
(R—8)

Dla doprowadzenia nieréwnoéci (12) i (13) do prostszej postaci koniecznym jest, aby
r6znica (R— &) byta wigksza od zera.
Stosowane do zasilania palnikdéw zrdédia zasilania majg charakterystyki zewnegtrzne

+Cr > 0. | (13)

. du, . . . ,

opadajace (5 = < 0), stad tez roznica (R—¢&) spelnia wspomniany wymog.
1

Wobec powyzszego ostateczne — wystarczajace — warunki stabilnej pracy obwodu

z tukowym palnikiem plazmowym mozna zapisaé w postaci
r+(R—-& >0, (14)
L+(R~-E&)Cr >0, (15)
Z przedstawionych wyzej warunkéw wynika, ze przy okre$lonej pojemnoécei ukiadu C
oraz indukcyjnoéci L, tuk elektryczny w palniku bedzie sie palit stabilnie, jesli rezystancja

obwodu zewngtrznego R oraz charakterystyka Zrodla zasilajacego £ spetnig okreSlone wa-
runki.

8 Rozprawy Elektrotechniczne
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Jesli przyjaé, ze réznica (R— &) jest wicksza od zera takze dla wznoszacej si¢ zewnetrznej

. du, . . . .,
charakterystyki Zrédta, to znaczy 7 Z > 0, wéwezas rezystancja obwodu R winna spelniaé
1

nast¢pujacy warunek: R > [&|.

3. ANALIZA WARUNKOW STABILNEJ PRACY PALNIKA

Rzeczywiste uklady zasilania tukowych palnikéw plazmowych charakteryzuja sie tym;
ze ich pojemno$¢ C moze byé w zasadzie pominigta [1]. W tym przypadku warunki (14)
i (15) beda
r+(R—-§&) >0,
L>0. (16)

Poniewaz indukcyjno$¢ L jest zawsze wigksza od zera, rozwazania mozna ograniczy¢
do spelnienia warunku (14). '
Gdyby przyjaé, ze indukcyjno$é obwodu L = 0, to wowczas bedzie

r+(R—-£6>0

oraz (R—8)Cr > 0 an

Poniewazr < 0, C > 0, natomiast réznica (R — &) jest wigksza od zera, wobec tego uklad
bedzie zachowywatl si¢ niestabilnie. .

Wynika stad, ze niezaleznie od warto$ci pojemnosci i pomijalnie matej indukcyjnosci
uktadu, warunki stabilnej pracy nie beda spetnione.

4. USTALENIE PRADU I NAPIECIA GRANICZNEGO

Dos$wiadczalnie wykazano, ze istnieje pewna minimalna warto$¢ pradu zwana graniczng
i zwigzana z nig odpowiednia warto§é napiecia fuku, po zblizeniu sig do ktorej uklad staje
sie niestabilny. Przekroczenie granicznej wartosci pradu i, powoduje przerwanie pradu
obwodu i zgaszenie tuku elektrycznego.

Ustalenia zwiagzku na graniczng warto§¢ pradu i napigcia dokonamy przy zalozeniu, ze
warunkiem koniecznym i wystarczajacym jest warunek (14). Rozwazania przeprowadzimy
dla réznych (typowych) charakterystyk zewnetrznych Zrodet, zasilajacych uklady z tukowy-
mi palnikami plazmowymi.

41. Prad i napigcie graniczne przy wykorzystaniu spawarek
wirujacych typu EW oraz spawarek prostownikowych typu
ST jako zrédet zasilania

Wykorzystujac metode najmniejszych kwadratow (przyblizenie Czebyszewa) charak-
terystyke zewnetrzna spawarek wirujgcych typu EW oraz spawarek prostownikowych typu
ST mozna przedstawié zaleznoscia

Uz = ao+a1i+a2i2. (18)



Metoda wyznaczania obszaru stabilnej pracy palnikéw 555

Przyjmujac, ze palacy si¢ w palniku tuk elektryczny pali sig stabilnie, to przy wspétpracy
obwodu zewngtrznego z odbiornikiem w postaci tuku elektrycznego winna byé spelniona
zalezno$é

U, =Ri+U, = U, (19)
gdzie

U, jest wymaganym napigciem Zrédta zasilajacego dla stabilnej pracy palnika. .

W og6lnym przypadku réwnanie (19) moze posiadaé¢ dwa rozwiazania (dla i; > 0),
z ktérych jedno stanowi punkt stabilnego palenia si¢ tuku, a drugie punkt pracy niestabilnej
[3]. W przypadku, gdy oba rozwiazania przyjma t¢ samg warto$é otrzymamy granice, od-
dzielajacg obszar stabilnej pracy palnika (tuku) od obszaru pracy niestabilnej [3]. W celu
otrzymania podwOjnego pierwiastka, warunek stabilnej pracy palnika winien przyjaé
postad

r+R =& (20)
Przyjmujac zgodnie z [2], ze napigcie tuku wyrazi sie zaleznoscia
. DG*
U, =A+BG*+ -E—Jfl.a G 2D

]
oraz korzystajac z zaleznosci (18) otrzymamy
E+ DG*

(-2
I

U, = Rij+U; = Ri;+ A+ BG*+ = a,+a,i;+a,i}. (22)

Rézniczkujac réwnanie (22) wzgledem i, oraz dokonujac odpowiednich przeksztalcer
otrzymamy

* %
e+ (4+BG*—a,) = 4 (E4+DG*)(+1) _

. 23
) a2 0 (23)
Podstawiajac
(A+B8GT—a) _ (24a)
£3
(E4+DG*{(a+1) —q (24b)
a, C
otrzymamy ostatecznie
if*2+pif+q = 0. (25).

Rozwigzanie réwnania (25) mozna ulatwi¢ wykorzystujac wyznaczone w [1] i [2] war-
tosci wyktadnika potegowego o. W przypadku gdy o = 1 otrzymamy

iP+pi+q = 0. (252)

Wykorzystujac do rozwiazania metode Cardana nalezy zanalizowaé wyrazenie
2 3

(q4_ + %7) , od ktérego zaleza pierwiastki réwnania (25).

Przyjmujac do analizy opadajgce charakterystyki zrédet zasilania stwierdzamy, ze
a, < 0; (4+BG*) < a, (gdzie a, napiecie biegu jalowego Zrédta),

stad p > 0 oraz p® > 0;
(E+DG*) > 0; a, <0,

stad ¢ < 0; g% > 0.

8*
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Wynika stad, Ze réwnanie (25a) ma jeden pierwiastek rzeczywisty, ktéry wyraza sig
zalezno$cia

irgr = I/ ]/—+ l ]/‘-;—24 é’; . (26)

Napiegcie graniczne bgdz1e

Upgr = A+BG*+ SRDG 27

It or

W przypadku, gdy o = 0,67, co ma miejsce w palnikach z tukiem wewngtrznym z anoda
miedziang chtodzong wodg, réwnanie (25) bedzie mialo postaé:

1757 4 piP* 4.4 = 0. : (28)

Z réwnania (28) mozna wyznaczy¢ warto$¢ pradu granicznego wykorzystujac metode
Newtona oraz maszyng cyfrowa (np. typu ,,0dra”).

42. Prad oraz napigcie graniczne przy wykorzystaniu spa-
warek z charakterystyka zewnetrzng prostoliniowa opada-
jaca jako zrddet zasilania

Charakterystyke zewnetrzna spawarki wirujacej, np. typu ,,Triodyn™ produkcji czecho-
stowackiej, mozna wyrazi¢ zalezno$cig [1]
U, = a,+a,i. (29)
Postgpujac w sposéb podobny jak w punkcie 4.1 otrzymamy
E+DG*

U, = Ri;+ U, = Rij+A+BG*+ — = a,+ayi,. (30)
!
Roézniczkujac U, oraz U, wzgledem i, bedzie
E+DG* v
—OCI?T+R=QI. (31)

Po przeksztalceniach (30) i (31) otrzymamy réwnanie na prad graniczny w postaci

. _ 2/ (a+1)(E+DGY) '
Ugr = a,— (A+BG*) (32)

Napigcie graniczne natomiast bedzie

(A+BG¥o+a,

Ul,gr = (OC+ 1)

(33)
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43. Pragd i napiecie graniczne przy wykorzystaniu zZrédet
zasilania, ktéorych charakterystyka zewnetrzna jest nieza-
lezna od pradu

W przypadku, gdy charakterystyka zewngtrzna Zrédta zasilania jest niezalezna od pradu
otrzymamy

oU, A
&= o 0. (34)
Przyjmujac nadal, Ze pojemno$¢ ukladu mozna pomingé, z warunkéw (14) i (15) bedzie
r+R>0; L>0. (35)
Korzystajac z zalezno$ci podanych w rozdziale 4.1 bedzie k
r+R=0; R= —r, | (36)
v, E+DG*
== 0 (37
0, i

Stabilna praca palnika bedzie wowezas, gdy

U, = Ri+U, = U,,

U, = U, = Ri;+A+BG*+ ﬁfi 38)
Wykorzystujac zaleznos¢ (37) l
R—ua _@% =0
oraz przeksztalcajac (37) i (38), prad graniczny bedzie

Wykorzystujac zrédia zasilania z charakterystykq zewngtrzng niezalezna od pradu,
w rownaniu (39) wyrazenie (E+ DG*) winno by¢ wigksze od zera a U, winno by¢ wicksze
od (4 +BG*).

5. WPLYW POJEMNOSCI OBWODU NA PRAD GRANICZNY PALNIKA

W przypadku, gdy pojemnosci ukiadu nie mozZna zaniedbaé, zaleznosci (14) i (15),

'w celu otrzymania podwdjnego i co do wartosci réwnego pierwiastka, musza spelniadé

réownosci
R+r—£&=0,

L+(R—=&)Cr = 0.

Podstawiajac R = &—r otrzymamy nastgpujacy warunek stabilnej pracy ukiadu z tu-
kiem elektrycznym

(40)

c
2— =
r— =1 @1)
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Dla otrzymania wyrazenia na prad graniczny musi zachodzi¢ nastgpujacy zwiazek

~ 0= U = Rt U= Ry A5G0 ZHDO
{
‘Wykorzystujac rezystancje rézniczkowa tuku bedzie
’ _4au, _“ E+DG*
Todi, i1
Kdrzystajqc z zaleznos$ci (41) otrzymamy
C (E+DG*)?
T (0(2—1.[2—0”_2— = 1. (42)

. Wprowadzajac zaleznoé¢ na napiecie Zrodia zasilania otrzymamy

U,if = Rif*'+ (4 + BG*)if + (E+DG*).
Stad
(E+DG*) = U,if— (4 + BG¥)i# — Ri%+?, 43)

Wprowadzajac zalezno$é (43) do wzoru (42) bedzie
/c . ,
i =/ - elUsif= Rif* — (44 BGY)if). (44)

Przyjmujac, Zze Zrddta zasilania majg typowe charakterystyki w postaci

Uz=ao+a1 il+a2 l'[2’

[fgl: ]

[A]

80

60

40
G*=101g/s

G*=1699/s

20 |-
. X
63229/ " T,
| | | ! | ! .
0 1 2 3 4 5 6 7L
¢

N L
Rys. 2. Zaleznos¢ i or = f (F)’ palnik typu PPTK-1/25/50, I; = 30 mm, d, = 4 mm, gaz roboczy — argon

a poza tym
dUu, ,
&= a, = a, +2a,i,
E+DG*

TS
la+
{




\
Czytanie danych wejsciowych dla jednego palnika:

[ (itos¢ roznych %),a,ao,az,A. B, E, D, G, (%)
zakres zmiany i, ~oraz dokfadnos¢ obliczenia lrgr

l

Druk nagtéwka tabelki dla jednego
palnika oraz wszystkich wartosci Gf(‘

Powtdrzenie

L - krotnie

Obliczanie wspotczynnikdw réwnania
zaleznych od % a niezaleznych od G*

Powtdrzenie
4-krotnie

(69, =0+3

Obliczanie wspdfczynnikdw rdwnania
zaleznych od G*

!

Obliczanie i o dla danego zestawu paramgtrdw

ci G'oraz dla jednego palnika z zatozong -
dokiadnoscig przy korzystaniuz podprogramu
obliczenia wartosci y = f(jk)

Y !

Druk jednego wiersza tabetki wynikéw th

T orazi tar dla wszystkich Gi danego palnika

) L
Rys. 3. Schemat blokowy programu dla obliczeri przebiegu e =1 (F) na maszynie cyfrowej

,,Odra 1013”
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otrzymamy
E+DG*
i;z+1
" Wprowadzajac R oraz U, do zaleinoéci (44) po przeksztaiceniach otrzymamy:
T ) 3
pery L ]/iig+1+ (A+BG)=ay 4o, (E+DG*)a
a,do C a, as

R = al+2a2i1+a

=0. . (45

W celu otrzymania zalezno$ci migdzy pradem tuku, przy ktérym tuk bedzie na granicy
stabilnosci, a indukcyjnoécia i pojemnoscia obwodu, réwnanie (45) rozwigzano przy pomo-
cy maszyny cyfrowej typu ,,Odra 1013** dla trzech typéw palnikéw przy G* = const.

Na rysunku 2 przedstawiono przyktadowo zalezno$¢ iy, = f (é’,—) dla palnika typu

PPTK — 1/25/50, przy dtugosci dyszy /, = 30 mm i $rednicy dyszy d, = 4 mm, wykorzy-
stujac schemat blokowy programu na maszyng cyfrowa przedstawiony na rysunku 3 oraz
dane zestawione w tablicy 1. Gazem roboczym byt argon.

Tablica 1
. . . . L
Warto$ci pradéw granicznych przy zmiennym stosunku vel obwodu

zasilania. Palnik typu PPTK-1/25/50, /, = 30 mm, d, = 4 mm, gaz
roboczy argon

G*(gls)
L 1,01 1,69 2,35 3,22
c
0,2 89,2 83,5 78,5 72,2
0,5 51,5 48,5 455 40,5
1 34,5 32,5 29,5 26,0
2 23,0 21,2 18,8 15,5
3 18,5 16,5 14,0 6,5
5 13,0 11,5 9,2 —
7 10,5 8,5 — —
10 8,2 55 |0 — —

Do obliczen wykorzystano zalezno§é na napiecie tuku oraz napiecie Zrédia zasilania
(spawarka typu EW-32a) w postaci

*
U, = 15,82 +3,14G* + % (46)

!
U, = 78+0,058/,—0,00058i7. 47

Analizujgc wyniki obliczen stwierdzamy, Ze wzrost pojemnoéci uktadu, przy danej indukeyj-
nosci, wptywa ujemnie na stabilno$é tuku. Luk gasnie przy wiekszej wartosci pradu obwodu-
Potwierdzono to takze w pracy [1] mimo zastosowania tam ograniczenia w postaci L >
> |(R— §)Cr| majacego na celu uproszczenie obliczen.
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6. OBSZAR STABILNEJ PRACY PALNIKA TYPU PPTK-1/25/50 Z LUKIEM WEWNETRZNYM

(POSREDNIM)

. Korzystajac z badan, ktérych wyniki przedstawiono w [2] mozna przyjad, ze wyktadnik
potegowy dla palnika tego typu wynosi o = 0,67.
Napiecie luku mozna woéwezas przedstawi¢ w postaci

E+DG*
U, = A+BG*+ —;T (48)
¢ .

Jako Zrédia zasilania uzyto spawarki wirujace typu EW-32° pracujace na zakresie II.
przy pradzie maksymalnym obcigZenia I, .. = 350 A. Charakterystyke zewngtrzna tych
zrédel mozna przedstawi¢ zaleznoscia (18).

Korzystajac z rozwazan przedstawionych uprzednio, zalezno$é na prad graniczny mozna
natomiast wyrazi¢ zaleznoécia (28). Przyjmujac, ze napiecie tuku dla palnika typu
PPTK-1/25/50, o danych [, = 20 mm, d, = 4 mm, wyrazi si¢ zaleznoscia [1]

%
U, = 13,33+5,29G% + 124’331.?;6179 296G , (49)

!

natomiast charakterystyka zewngtrzna uzytego zrodia zasilania bedzie
U, = 7840,058i,—0,000582, ' (50)

réwnanie (28) rozwiazano przy wykorzystaniu maszyny cyfrowej typu ,,Odra 1013,

Tablica 2
Wartoéci pomierzone i obliczone pradéw i napigé granicznych. Palnik typu PPTK-1/25/50, gaz roboczy
argon '
Lp. G* Iy il, gr,0 il, gr,p il% Ul, gr,o UI, gr,p Ul%

— g/s mm A A % v v %

1 1,11 20 8,3 9,0 -7,8 54,5 50,5 +38,0
2 1,68 10,0 11,0 -9,1 55,6 51,5 +7,9
3 2,38 12,6 12,0 +5,0 56,9 53,5 +6,4
4 3,43 17,5 19,0 —7,9 59,2 55,0 +7,6
5 3,90 20 20,3 21,5 —5,6 60,1 56,0 +7,3

W tablicy 2 zestawiono przykiadowe wyniki obliczen i pomiaréw praddéw i napi¢é
granicznych uzsykane na badanym palniku typu PPTK-1/25/50.

Poréwnujac wielkoéci obliczone z pomierzonymi stwierdzi¢ nalezy, Ze roznice miedzy
nimi nie przekraczaja + 10%. Jest to réznica do$¢ znaczna, niemniej dla celéw praktycznych
doktadno$¢ ta jest w zupelnosci wystarczajaca. Dokladno$é ta wigze sie m.in. z tym, iz
wskazania woltomierza cyfrowego, uzywanego do pomiaréw, przy niestabilnie zachowu-
gcym sig¢ napigciu (wystgpuja wyrazne wahania napiecia) sa obarczone duzym blgdem.
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Rys. 4. Obszar stabilnej pracy palnika typu PPTK-1/25/50 z tukiem wewnetrznym. Gaz roboczy — argon.
- Zasilanie — spawarka wirujaca typu EW-322

Obszar stabilnej pracy palnika z tukiem wewngtrznym typu PPTK-1/25/50 przedsta-
wiono na rysunku 4. Z rysunku wynika, Ze obszar stabilnej pracy ogianiczony jest:
— krzywa AB — przechodzaca przez punkty rozdzielajace obszar na czgéé stabilnego
_ i niestabilnego (zakreskowanie) palenia sig tuku,

— krzywa BC — stanowiaca czgéé charakterystyki zewnetrznej zrodta zasﬂama polqczonq
z dopuszczalnym obcigzeniem spawarki,

— krzywa CA — bedaca charakterystyka statyczna wyladowania 1ukowego dla G* =0
(8/s).

7. OBSZAR STABILNEJ PRACY PALNIKA TYPU PCa-50 Z LEUKIEM
ZEWNETRZNYM (BEZPOSREDNIM)

W pracy [2] wykazano, Ze w przypadku palnika z tukiem zewnetrznym (bezpos$rednim)
najwigksza dokladno$é migdzy wielkosciami pomierzonymi i obliczonymi uzyskuje sie
przy wykorzystanio diugoéci tuku /; jako parametru. Wykazano takze, ze wykladnik
potegowy moze byé z wystarczajaca doktadnodcia przyjmowany jako réwny o« = 1. Napigcie
tuku w funkeji pradu tuku mozZe byé woéwcezas opisane nastgpujacym wzorem empirycz-
nym [2]:

E+ DI,

7

U, = A+Bl+

(D)
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Zrédtem zasilania byty spawarki wirujace typu EW-322-500 potaczone szeregowo z charak—
terystykq zewnetrzng wyrazong wzorem (18). .

.. Korzystajac z metody przedstawionej w punkcie 4. 1 nmle_]szeJ pracy oraz przyjmujac,
ze pojemno$é uktadu zasilania palnika moze by¢ pominigta, prad graniczny bedzie

s A+Bl—a, . 2(E+DI)

7 im0, ’ (52)
2 2
Podstawiajac
A+Bl—a, 2(E+Dl)
— 2 =p oraz ————F— =y,
as az
otrzymamy ostatecznie
+pi,+q = 0. (53)

Napiecie graniczne wyznaczymy natomiast z zaleznoéci

D

Il gr

Ponizej przedstawiono wyniki obliczen i pomiaréw dla palnika typu PCa-50 o danych:
katoda — wolfram torowany, anoda — miedz, §rednica dyszy d, = 5 mm, diugo$¢ dyszy
[, = 2,5 mm, katoda odsunieta od dyszy o 2 mm, gaz roboczy — argon, Zrédlo zasilania —
dwie spawarki wirujace typu EW-32%-500 polaczone szeregowo.

Badania przeprowadzono w ukladzie przedstawionym w [2]. Napigcie tuku przy G* =
= 0,70 g/s = const bedzie

1079,51 +117,76/,

U, = 19,02+0,78],+ —— ; : (55)
1

Charakterystyke zewnetrzna dwoch spawarek (11 zakres — 350 A) mozna opisaé zalezno$cia
U, = 156+0,116i,—0,00116i2. (56)

) Tablica 3
‘Wartosci pomierzone i obliczone pradu i napigcia granicznego. Palnik PCa-50. Gaz roboczy — argon

Lp. G* ]': il, gr,o il, ar.p il% UI, gr,o Ul. gr.p Ul%
— gls mm | A A % A% A% %
1 0,70 - 18 18,2 19,0 —4,0 88,8 89,4 —0,7
2 ' 22 25,0 24,0 +4,2 95,0 93,7 +14
3 26 33,5 35,0 —4,3 97,8 95,8 +2,1
4 0,70 30 42,2 44,0 —4,1 98,9 97,6 +1,4

Wykorzystujac wspomniang metodg Cardana do rozwigzania réwnania (53) oraz wyniki
pomiardéw, w tablicy 3 zestawiono wielko$ci obliczone i pomierzone.

Poréwnujac wielko$ci obliczone z pomierzonymi stwierdzamy, Ze rdznice tak pradu
jak 1 napiecia granicznego sa nieduze i nie przekraczajg +5%.
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Na rysunku 5 przedstawiono obszar stabilnej pracy palnika plazmowo-tukowego typu
PCa-50 z lukiem zewngtrznym. Obszar stabilnej pracy tego palnika jest ograniczony:

— krzywa AB — przechodzaca przez punkty rozdzielajace obszar na czeéé stabilnego
1 niestabilnego (zakreskowane) palenia si¢ tuku, C

— krzywa BC ~— stanowigca charakterystyke zewnetrzng Zrodia zasilania (dwie spawarki
wirnjace EW-32% — w polaczeniu szeregowym),

Ug &
vi

160

140
120
100

80

60 I
lf=30 mm
lp=26mm
l$=22mm

o l3=18mm
(y=15mm

20 —

1 | ] | | L -
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Rys. 5. Obszar stabilnej pracy palnika typu PCa-50 z lukiem zewngtrznym. Gaz roboczy — argon. Zasila-
nie — 2 spawarki typu EW-322 w polaczeniu szeregowym

— prosta CD — odpowiadajaca dopuszczalnemu obciaZeniu spawarki (350 A — za-
kres II), :

— krzywa DA — bedaca charakterystyka statyczng wyladowania lukowego dla minimal-
nej dtugoséci kolumny tukowej /, = 15 mm.

8. ZAKONCZENIE

Zaproponowana w pracy metoda ustalenia obszaru stabilnej pracy tukowych paliikéw
plazmowych tak z tukiém posrednim jak i bezpo$rednim stanowi cenna pomoc nie tylko
dla eksploatatordéw palnikéw plazmowo-tukowych, ale takze i dla projektantdw. '
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Przeprowadzona analiza wykazala, Ze rozmiary obszaru stabilnej pracy obu typéw pal-
nikéw zaleza od wartoéci napiecia biegu jalowego Zrédla (a,), od jego charakterystyki
zewnetrznej U, oraz od obcigzalno$ci dopuszczalnej I, op. Na rozmiary tego obszaru ma
takze powazny wptyw pojemnos¢ uktadu zasilania palnikéw. Wzrost pojemnosci przesuwa
prad graniczny do coraz to wigkszych wartosci, co moze w powaznym stopniu ograniczyé
obszar stabilnej pracy palnikéw.
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C. KROLIKOWSKI

METHOD OF DETERMINING THE STABLE WORK AREA OF DIRECT
AND INDIRECT ARC PLASMA TORCHES

Summary

The method of establishing the conditions of stable work of arc-plasma torches is presented. The analysis
of these conditions is made. Relations for the calculation of current and limiting voltage for different cha-
racteristics of external sources of energizing, are given.

The method of determining the stable work area of torches is given.

The results of calculations and measurements of currents and limiting voltages show a great uniformity.

C. KROLIKOWSKI

METHODE DER BESTIMMUNG EINES STABILEN ARBEITSBEREICHES
DIREKTER UND INDIREKTER LICHTBOGEN-PLASMABRENNER

Zusammenfassung

In der Arbeit wurde eine Bestimmungsmethode fiir stabile Arbeit von Lichtbogen-Plasmabrennern
dargestellt.

Es wurde eine Analyse der Bedingungen durchgefiihrt. Abhéngigkeiten zur Berechnung des Grenz-
stromes und der Grenzspannung wurden fiir verschiedene dufBere Kennlinien der Energiequellen angef/ﬁhrt.

Es wurde eine Bestimmungsmethode des stabilen Arbeitsbereiches der Brenner angegeben.

Im aligemeinen kann festgestellt werden, daB die Versuchsergebnisse mit den theoretischen Erwédgungen
ubereinstimmen.
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U. KPYJIHMKOBCKU

METOJ{ OIPEIE/IEHUA |
OBJIACTH CTABWJIBHOM PABOTBI J[YTOBBIX IIA3MOBBIX TOPEJIOK.
C TIOCPEICTBEHHOJ U HEIOCPENCTBEHHOM JYTOM

Pesome

B macrosiuelt craree IpeNCT2BNEH METOX ONPEACHEHHs YCIOBUI CTaGMIBHOE paGoThI JYrOBLIX
1IasmMoBbIX ropeniox. ITpoBefien aHaMM3 3THX YCIOBHA. YKasaHbl 3aBHCHMOCTH [JIs PACUETa TOKA U Hpe-
JIEJNBHOTO HANP/KEHUA I PASHBIX BHEUIHWX XapaKTEPHCTUK MCTOYHMKOB ITMTAHUA.

VYKasan MeToq onpeeeHnsa o6acTy cTabuibHol paGoTel ropesok. Habmromaercs Goblloe CXONCTBO
Pe3yJbTaTOB PACyETOB M M3MEPEHUH TOKOB U NPEAENbHBIX HAIPKEHHMI.
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Oddzialywanie indukcyjne pradu zwarcia z ziemia
w napowietrznej linii energoelektrycznej na szyny
jednotorowej linii kolejowej

FRANCISZEK STANISEAW LACHOWICZ (LODZ)

Instytut Podstaw Elektrotechniki Politechniki £odzkiej

Otrzymano 20.5.1971

W pracy rozpatruje sie oddzialywanie indukcyjne na szyny jednotorowej linii kolejowej
pradu zwarciowego z ziemia w napowietrznej linii energoelektrycznej usytuowanej rownolegle
do toru. Podano sposdb obliczania pradu I(x) w szynach oraz napigcia Vp(x) na warstwie
oddzielajacej szyny od ziemi. Zbadano wplyw odlegtoéci linii energoelektrycznej od toru.

1. WSTEP

W poblizu linii kolejowych wystepuja czgsto energoelektryczne linie napowietrzne pra-
cujace z uziemionym punktem zerowym. Jezeli w linii powstanie zwarcie z ziemig, to wy-
stepuje oddzialywanie galwaniczne i indukcyjne pradu zwarciowego na szyny linii kolejo-
wej, wskutek czego w szynach ptynie prad. Jak wiadomo, szyny kolejowe wykonane sa
z materialu ferromagnetycznego, wobec czego rozpatrywany ukiad jest nieliniowy. W roz-
wazaniach stosuje si¢ metode linearyzacji jednoodcinkowej charakterystyk elementow nie-
liniowych, w zwiazku z czym omawiany uklad mozna traktowac jako liniowy i rozpatrywaé
osobno oddzialtywanie galwaniczne i osobno oddzialywanie indukcyjne.

W pracy wyznacza sie prad w szynach jednotorowej linii kolejowej oraz napigcie na
warstwie oddzielajacej szyny od ziemi, wystgpujace wskutek oddzialywania indukcyjnego
pradu zwarciowego z ziemia w napowietrznej linii energoelektrycznej usytuowanej réwno-
legle do toru. Przyjmuje sie¢ przy tym zalozenia upraszczajace stosowane czgsto w pracach
dotyczacych obwoddw, w ktorych w charakterze przewodu wykorzystana jest ziemia.
Zaklada sie wigc, ze prady przesunigcia w ziemi i w powietrzu sg pomijalnie male oraz ze
powierzchnia ziemi jest plaszczyzna i grunt jest jednorodny. Ponadto nalezy nadmienié,
7e rozpatruje si¢ tylko sktadowa okresowa pradu zwarciowego, w zwigzku z czym przyj-
muje sig, ze prady, napiecia oraz wielkosci charakteryzujace pole elektromagnetyczne zmie-
niaja si¢ w czasie jak e/*'. W rozwazaniach szyny jednotorowej linii kolejowej zastepuje sig
(por. [3]) jednym przewodem zastgpczym o poprzecznym przekroju kotowym.
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Wykaz najwazZniejszych oznaczen

a — rozstaw szyn toru kolejowego,
G — upltywno$¢ na jednostke diugosci szyn wzgledem tzw. ziemi bliskiej, czyli kon-
duktancja na jednostke dtugosci szyn warstwy oddzielajacej szyny od ziemi,
I — prad zwarcia z ziemia w linii energoelektrycznej,
I(x) — prad w punkcie x szyn,
K — natezZenie pola elektrycznego,
Vi (x) — potencjat wzgledem tzw. ziemi bliskiej w punkcie x szyn,
Y, — admitancja przejsciowa szyny na jednostk¢ diugosci wzgledem tzw. ziemi bliskiej,
Z,, —impedancja wewngtrzna szyny na jednostke diugosci,
Z,, —impedancja wtasna obwodu ziemnopowrotnego na jednostke dlugosci,
Z,, —impedancja wzajemna dwéoch obwoddw ziemnopowrotnych na jednostke dtugosci,
I" — stala przenoszenia,
y — konduktywno$¢ gruntu,
4 — przenikalno$é magnetyczna szyny,
o — przenikalno$é magnetyczna prozni,
w — pulsacja pradu zwarciowego.

2. ROZWAZANIA OGOLNE

Obwéd pradu zwarciowego z ziemia w napowietrznej linii energoelektrycznej pracujacej
z uziemionym punktem zerowym jest schematycznie przedstawiony na rys. 1. W rozwa-
zaniach przyjmuje sie, ze obwdd z rys. 1 powstaje w wyniku nalozenia si¢ dwéch obwodéw
elementarnych zgodnie z rys. 2.

7 If2 2 12
- 72 1 172 ]
E
7 x=0 ’ Xp
Rys. 1. Obwdd zwarciowy Rys. 2. Schemat zastepczy obwodu zwarciowego

Rozpatrzmy elementarny obwdd linii energoelektrycznej usytuowanej réwnolegle do
znajdujacej si¢ w poblizu jednotorowej linii kolejowej (rys. 3). Traktujac obwod elementarny
jako zbiér dipoli pradowych roztozonych wzdluz przewodu, mozna wyznaczy¢ natgZenie
pola elektrycznego wywolanego przez prad zwarciowy. Niech K, (x) oznacza skladowa
wzdluz osi Ox (rys. 3) natezenia rozpatrywanego pola elektrycznego na powierzchni ziemi.
Natezenie K, (x) mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwoéch sktadnikéw, a mianowicie

Ki(x) = Ky(x)+Ki(x), 1)

z ktérych pierwszy K, (x) zwigzany jest z oddzialywaniem galwanicznym pradu zwarciowego
z ziemia w linii energoelektrycznej na szyny linii kolejowej, co jest rozpatrywane w [3],
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drugi za$ skladnik K;(x) zwiazany jest z oddzialywaniem indukcyjnym; oddziatywanie in-
dukcyjne w przypadku, gdy na powierzchni ziemi znajduje sie pojedynczy przewdd jest
omawiane w [4]. W zwiazku z przyjetym zalozeniem o linearyzacji charakterystyki elementu

z

«

12 1/2

y <

04—«

| Rys. 3. Obwod zwarciowy elementarny

ferromagnetycznego wystepujacego w omawianym ukladzie, mozna obydwa powyzsze
oddziatywania rozpatrywaé oddzielnie i traktowaé, Ze stan wypadkowy jest wynikiem na-
tozenia si¢ wplywu galwanicznego i indukeyjnego, co schematyczme jest przedstawione na
TyS. 4.

7 7

Rys. 4. Wplyw galwaniczny i indukcyjny -
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12 1/2

h .
»y
Iix)

— ———

0

— = o Qe
-
o

x|

Rys. 5. Oddzialywanie indukcyjne

W dalszych rozwazaniach rozpatruje sig oddz1a1ywanle indukcyjne pradu zwarc10wego
z ziemig w energoelektryczneJ linii napowietrznej na szyny jednotorowej linii kolejowej
na podstawie uktadu z rys. 5. Szyny jednotorowej linii kolejowej zastgpuje sie przy tym
jednym przewodem zastgpczym o promieniu poprzecznego przekroju r, = V ra, gdzie

ro= 2—u_~, przy czym u jest obwodem poprzecznegb» przekroju szyny, a jest rozstawem szyn.
3 . . .

9 Rozprawy Elektrotechniczne
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Przewdd zastgpezy jest umieszczony przy powierzchni ziemi w ten sposéb, ze §rednica jego
poprzecznego przekroju pokrywa si¢ z powierzchnig ziemi. Mozna wykazac, ze prad I (x)
wystepujacy w przewodzie zastgpczym, wskutek oddzialywania indukcyjnego obwodu
clementarnego (rys. 5) spetnia nastepujace réwnanie rézniczkowe

d*I(x)

dx? ~YoZoli(x) = —YoKi(x), (2)

w ktérym Zy i Y, wynosza
1 1 -t
Zy ="2‘Zw+Pz(F9 r), Y, = [TY;I'FQz(P: ")] s
przy czym Z,, jest impedancjg wewnetrzng szyny na jednostke dtugosci, Y, — admitancja

przejéciowa szyny na jednostkg diugosci wzglgdem tzw. ziemi bliskiej, funkcje p.(I, r)
i q.(I', r) wyrazaja sig za§ wzorami:

pul) = 5 L [PK () — YT+ IK (Y TP+ R)] +

+ _;“jw,uo [I'K,('a)— ]/F2+162K1(a]/P2+k2)J

w01 = 5 KT+ Kol
przy czym Ko(z) i K;(z) sa zmodyfikowanymi funkcjami Bessela drugiego rodzaju zerowego
i pierwszego rzedu, a ponadto k? = jwugy. Wielkos¢ I' nazywana stalg przenoszenia jest
rozwigzaniem réwnania przestgpnego 1> = Z,Y,, por. [3].
Réwnanie (2) mozna rozwigzaé stosujac przeksztaicenie Fouriera; w wyniku otrzymuje
si¢ ogblne rozwiazanie w postaci
4w

I(x)= 5 %Z— _f Ki_(r)e‘F“"“r'ldr. 3)

3. ROZWIAZANIE PRZYBLIZONE

Rozwiazanie przyblizone réwnania (2) wyznacza sig przyjmujac zatozenie upraszczaja-
ce, a mianowicie, ze K;(x) = const. Zalozenie to jest dopuszczalne, gdyz w rozwazanym
uktadzie linia energoeléktryczna jest réwnolegta do toru. W tym przypadku wzoér na prad
I,(x), dla x > 0, mozna napisa¢ w postaci

I, (x) = A+ Be ™™,

Stala 4 réwna sie pradowi I,(c0) plynacemu w szynie w dostatecznie duzej odlegtosei od
punktu x = 0. Stalag B za$ wyznacza sie z warunku, ze w punkcie x = 0 jest [;(0) = 0.
Stad I, (x) wyraza si¢ wzorem

L(x) = +1,(c0)(1—e T, @)

przy czym znak (+) odpowiada x > 0, znak (—) za§ x < 0.
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"W celu wyznaczenia wielko$ci 7, (c0) przyjmujemy, ze przewdd umieszczony w powie-
trzu w odlegtosci & od powierzchni ziemi (rys. 5) jest czgécia obwodu ziemnopowrotnego
oraz ze przewdd zastegpezy znajdujacy sig na powierzchni ziemi i oddzielony od ziemi war-
stwa niedoskonalej izolacji stanowi wraz z ziemig obwdd ziemnopowrotny. Impedancja
wlasna na jednostke¢ diugoéci obwodu ziemnopowrotnego utworzonego przez przewéd
zastgpczy wyraza sig, dia czqstothwoscx technicznej (por. [2]), nastepujacym wzorem
przyblizonym

1 e |, Oy , 1,85
Zi ~7Zw+ 3 +J 7 In PR 5)
przy czym
| Ikl =V wuoy
oraz
Z, = of(1+j0,6)1073,

gdzie Z,, wyrazone jest w T ¥ jest obwodem poprzecznego przekroju szyny w cm,
, . . L. . : L o QOmm?
#» — wzgledna przenikalnoscia magnetyczng szyny, ¢ — rezystywnoscia szyny w —Q

J — czestotliwoécia pradu w szynach w Hz.
ImpedanCJa wzajemna rozpatrywanych dwéch rownoleglych obwoddow 21emnopowrot-
nych na jednostke dlugoéci (por. [1]) wynosi

Zia = S
R N VST

(6)

W dostatecznie duzej odleglosci od punktu x = 0 w obwodzie ziemnopowrotnym zawie-
rajagcym przewdd zastgpczy Spelnione jest nastepujace réwnanie

" ‘ I V
Z1111(°0)—Z127 = 0.
Stad otrzymuje si¢

Z, I.
L@ =7 e M

Prad I(x) wystepujacy w przewodzie zastepczym wskutek oddziatywania indukcyjnego
pradu zwarciowego jest suma pradéw I (x) i I(x), czyli I(x) = I, (x)+I5(x). Prad I,(x)
jest wywotany w przewodzie zast¢pczym przez oddziatywanie indukcyjne drugiego obwodu
elementarnego, jak na rys. 2. Mozna wykazadé, ze prad I,(x) wyraza si¢ wzorem

L(x) = t1I;(co)(1 —e~Tlx=l), . ®
pizy czym znak (+) odpowiada x < x,, znak (=) za$ x > x,,. 7

9%
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Uwzgledniajac wzory (4) i (8) mozna wyznaczy¢ prad I(x) w szynach. W punktach x
szyn, gdzie 0 < x < x”—‘TISTI mozna przy obliczaniu pragdu w szynach postugiwal sig

wzorem
I(x) = I, (0)(2—e~ ™). ’ ®

Potencjal szyn wzgledem tzw. ziemi bliskiej, czyli napigcie na konduktancji G torowiska,
wyznacza si¢ z zalezno$ci

_1 dI(x)

dx (10)

Vb(x) = —G

W punktach x szyn, gdzie 0 < x < x,,—-l—]i—l otrzymuje si¢ zgodnie z wzorem (10)

i przy uwzglednieniu zaleznosci (9) wyrazenie przyblizone na napigcie V,(x), a mianowicie

Vp(x) = — A(AO(?—F— e, ¢8))

Przy obliczaniu pradu I(x) w szynach i napiecia V,(x) na warstwie oddzielajacej szyny
od ziemi, najpierw wyznacza si¢ warto$é stalej przenoszenia I'. W celu wyznaczenia I”
mozemy postugiwaé si¢ wykresami podanymi w [3]:

Z rezultatéw obliczen pradu I(x) i napigcia V,(x) przy statych wartosciach pradu zwar-
ciowego, czestotliwosci i przenikalno$ci magnetycznej szyn wynika, ze prad I(x) oraz na-
pigcie V,(x) zwigkszaja si¢ przy zwiekszaniu si¢ rezystywnosci gruntu oraz zmniejszajg
sig przy zwigkszaniu si¢ odleglosci y, linii energoelektrycznej od toru. Ponadto napigcie

A
4
200 N\
100
Ti01
0 100 200m

Yo
Rys. 6. Wplyw odlegtoéci linii energoelektrycznej od toru

Vy(x) zwigksza si¢ przy zmniejszaniu si¢ uplywnosci G warstwy oddzielajacej szyny od
ziemi.

Tytutem przyktadu wyznaczono wartosci skuteczne pradu 7, (o0) i napiecia V,(0) przy
roéznych odleglosciach linii energoelektrycznej od toru, przy czym przyjeto: I = 10° A,
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m s

y=1022,6=105 o gs.004e0o1 L o 3l L 100, = 0220
m m 8 m
h=10m,u = 62 cm.
Wyniki obliczeri przedstawiono w sposéb graficzny na rys. 6. Z rys. 6 wynika, ze wplyw
indukcyjny pradu zwarciowego w linii energoelektrycznej na szyny jednotorowej linii

kolejowej moze by¢ znaczny nawet przy duzych odlegtosciach linii od toru.
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F. 8. LACHOWICZ

INDUCTIVE INFLUENCE IN RAILS OF A SINGLE TRACK FROM
SHORT-CIRCUIT CURRENT IN AN OVERHEAD POWER LINE

Summary

The inductive influence in rails of a single track from short-circuit current which flows in an overhead
power line is considered in the paper on the assumption that the rails are parallel to the power line. The
formulae for the current along the rails as well as the voltage between a rail and a point in the earth next
to the rails are derived. The effect of variation in distance from the track to the power line is considered.

F. S. LACHOWICZ

INDUKTIONSBEEINFLUSSUNG AUF EINSPURIGE EISENBAHNGLEISE DES
STROMKURZSCHLUSSES MIT BODEN IN ENERGOELEKTRISCHER
FREILUFTLEITUNG

Zusammenfassung

In der Bearbeltung wird der Induktionseinflul auf Gleise einspuriger Eisenbahnlinie des Kurzschluf-
stroms mit Boden bei paralell verlaufender energoelektrischer Freiluftleitung ersrtert. Es wurde eine Berech-
nungsmethode des Stroms I(x) in den Gleisen, sowie der Spannung V(x) auf der die Gleise vom Boden
trennenden Schichte angefiihrt. Man iiberpriifte den EinfluBl der Entfernung der energoelekirischen Leitung
von den Gleisen.



574 - F. Lachowicz

®. C. JBIXOBUY

VMHIYKIIMOHHOE BJI?IHHPIE TOKA KOPOTKOI'O 3AMbBIKAHWA
HA 3EMIJIIO B BO3IYIUHON JIMHUU JJIEKTPOIIEPETAUYM,
HA PEJILCHI OTHOITYTHOI >XENE3HOJOPOXXHOM JIMHNN

Pesome

B craThe paccMATpHBAETCA WHAYKIMOHHOE BIIMAHWE TOKA KOPOTKOTO 3aMBIKAHUS Ha 3EMIO B BO3-
IYIHOM JIMHUE SJIEKTPOIEPENadl, Ha PeIIbChI OHOIYTHOM yKEIIESHOAOPOXKHOM IMHIH IIPY HAPAJIIEIbHOM
PDACIIONOMKEEI PENbC ¥ JIKHUH SIEKTponepenaw. Buiseners: dpopmyssl /i Toxa I(x) B pembcax ¥ Ha-
npsmxeHnsa Vp(x) Ha CIoe OTHENAONIeM PEbChl OT 3eMJIH, [IPUUEM PACCMOTPCHO BIIMAHHE PACCTOAHUI
MEXAY JMHYEH 9JeKTpoIepeaul U peslbCamu.
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Metody analizy ekranowania magnetycznego kadzi transformatoréw

KAZIMIERZ ZAKRZEWSKI (LODZ), JANUSZ TUROWSKI (£ODZ)

Instytut Transformatorow, Maszyn i Aparatow Elektrycznych
Politechniki Lodzkiej

Otrzymano 12.7.1971

Ekrany magnetyczne wykonuje si¢ z blach transformatorowych, ktére moga byé ukla-~
dane w postaci pakietéw paskéw ustawionych pionowo lub poziomo, prostopadle do wew-
netrznej powierzchni kadzi, badz tez w postaci arkuszy blach przylegajacych do powierzchni
kadzi.

W pracy przedstawiono metody analizy podstawowego ukladu dwéch przewodow
réwnoleglych, wiodacych prad, umieszczonych w sasiedztwie zackranowanej §ciany stalowej,
traktujac ja jako zasadniczy element uzwojenia transformatora. :

Pole elektromagnetyczne w $rodowisku uwarstwionym, dla jednego z trzech mozliwych
sposobdéw ekranowania, opisano w postaci potencjatdéw wektorowych, wskazujac na trud-
nosci w praktycznym zastosowaniu tej metody.

Drigki zastosowaniu przyblizonej metody ,,0dbi¢ zwierciadlanych’ uzyskano przejrzyste
zaleznosci, nadajace si¢ do wykorzystania w praktyce inzynierskiej.

Z przedstawionych zalezno$ci wynika, ze zasadniczy wplyw na skuteczno$¢ ekranowania
kadzi wywiera wzajemny stosunek przenikalnoéci ekranu i kadzi p,/u;. Przenikalnodci
ekranu i kadzi nalezy przy tym rozumie¢ jako tzw. ,,kwazi-przenikalnosci” badanej czgsci
stalowej, ktore ze wzgledu na pogorszenie wlasnosci magnetycznych wskutek reakcji pradéw
wirowych sa inne, niz przy pradzie stalym. Pod tym katem widzenia oméwiono wplyw
konfiguracji ekrandw magnetycznych na skuteczno$é ekranowania.

1. WSTEP

Ekrany magnetyczne wykonuje si¢ z blach transformatorowych, ktére moga by¢ ukta-
dane na powierzchni wewnetrznej kadzi nastgpujaco:
— arkusze blachy ukladane réwnolegle do powierzchni kadzi,
— pakiety paskéw blachy transformatorowej ustawionych pionowo, prostopadle do po-
wierzchni kadzi,
— pakiety paskéw blachy transformatorowej utozonych poziomo, prostopadle do po-
wierzchni kadzi. '
W pierwszym przypadku strumiefi rozproszenia wnika prostopadle do ptaszczyzny blach
wywolujac w nich prady wirowe. W dwéch pozostatych przypadkach strumien wnika
wprawdzie prostopadle do krawedzi paskéw blach, ale rozchodzié sie moze zaréwno
wzdtuz paskéw, jak i prostopadle do ich ptaszczyzny, poniewaz zamyka si¢ on nie tylko
od géry do dotu (pionowo), ale takze wzdiuz obwodu kadzi (tworzac wezly tréjfazowe).
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W zwiazku z powyzszym zachodzi konieczno$¢ zbadania, ktéra z konfiguracji ekranu
spakietowanego mozna uwaza¢ za najkorzystniejszg. Badanie to mozna oprzeé na jednej
Z nizej zaproponowanych metod.

W pracy przeprowadzono analizg¢ podstawowego uktadu dwdch réwnolegtych przewo-
déw wiodacych prad, umieszczonych w sasiedztwie zackranowanej §ciany stalowej. Uktad
dwoch przewoddw mozna traktowac jako zasadniczy element uzwojenia transformatora.

2. ANALIZA EKRANOWANIA W OPARCIU O TEORIE POTENCJALU
WEKTOROWEGO

21. Zatozenia

Przyjmujemy, ze w §rodowisku dielektrycznym znajduje sie uktad dwéch réwnoleglych
przewodéw, wiodacych sinusoidalne prady elektryczne o amplitudach +71,, oraz —1,
(rys. 1). Zaktadamy, ze dtugo$¢ przewodéw w kierunku osi z jest nieskoniczona. Srodowisko
drugie stanowi ekran magnetyczny wykonany z blach usytuowanych prostopadle do po-
wierzchni kadzi. KadZz masywnal) stanowi trzecie $rodowisko, ktére, w przeciwienstwie .

a D
) y ) y
X
—
A
1 2 3
4 0 X
LL‘
d
d

=ty ¥a=0 .
Hamto: fa drelekiryk

dielektrys exman|  kad?

e

Rys. 1. Schemat konfiguracji przestrzennej (a) i przekr6j uktadu (b) z ekranem magnetycznym

- do ekranu o skoriczonej gruboéci d, rozciaga si¢ wzdtuz osi x do nieskoficzonosci. Zaréwno
kadz jak i ekran maja w kierunku osi y i z wymiary nieskonczone.

~ Powyzsze zalozenia powoduja, Ze w przekroju poprzecznym jak na rys. 1b mozna trak-
towa¢ rozpatrywane pole jako tzw. pole plaskoréwnolegle.

D Fala elektromagnetyczna plaska przy czestotliwosci technicznej 50 Hz zanika w zelazie catkowicie
nd glebokosciach 510 mm. Grubosci scianek kadzi w transformatorach wielkich mocy sa tego samego
rzedu i dlatego obszar kadzi mozna traktowaé jak masywne zelazo. Upowaznia to do przyjecia, ze wymiary
kadzi w kierunku osi x rozciagaja si¢ do nieskoriczonosci. Obszar kadzi stanowi wiec polprzestrzed ogra-
niczong plaszczyzna yz. :
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* Przyjmiemy ponadto, ze przewodnos$¢ elektryczna (konduktancja) zblachowanego
ekranu w kierunku osi z réwna si¢ v, = 0 oraz konduktancja dielektryka y; = 0. Konduk-
tancja materiatu kadzi wynosi y,. Zaktadamy, ze przenikalno$¢ magnetyczna poszczegdl-
nych $rodowisk jest niezalezna od nateZenia pola magnetycznego i wynosi:

dla dielektryka Mo = const,

dla ekranu e = const,

dla materialu kadzi u, = const.

W wytworzonym polu ptaskoréwnolegtym potencjat wektorowy ma tylko jedna skia-
dowa wzdluz osi z, dlatego tez w dalszych rozwazaniach bgdziemy pomija¢ indeks z i sto-
sowaé zapis skalarny. Rozwazania przeprowadzone zostang poczatkowo dla jednego prze-
wodu, np. umieszczonego w odlqgloéci a od ekranu. Uzyskane wyniki bgda mogly byé
wykorzystane dla przewodu. umieszczonego w odlegtosci b od powierzchni ekranu.

2.2, Potencjaly wektorowe wytworzone przez pojedynczy
przewdéd w uktadzie zaekranowanym

Potencjaty wektorowe w poszczegdlnych §rodowiskach spetniaja nastgpujace zaleznoscei:
dla dielektryka

0%4 0%4
dla ekranu
%4, 0%4,
_éxT + —a*y‘z— = 0, . (22)
w obszarze kadzi ;:""
A, 04, "
" axz - + ayz -= Ak7 (2'3)

gdzie: A4,, A., A, — potencjaly wektorowe od jednego przewodu w dielektryku, ekranie
i kadzi,
oraz

o = Vjowye = A+pDk; k= ]/“’—”2"1"- @.4)

Przyjmiemy, ze potencjal 4, w dielekiryku skiada si¢ z dwéch zasadniczych czesci,
tzn.

Ay = Aj+ A3, (2.5

przy czym zalozymy, Ze potencjal AS jest wytworzony przez prad I, i jego pelne dodatnie
odbicie zwierciadlane w idealnym niepriewodzqcym ferromagnetyku (4 = co); natomiast
skladnik A4} jest wynikiem zakldcajacego oddziatywania reakcji pradow w1rowych 1 nasy-
cenia stali na pole elektromagnetyczne w dielektryku.
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Potencjal wektorowy pojedynczego przewodu prostoliniowego i nieskoficzenie cienkiego
okreslamy wychodzac ze znanego wzoru

+ o
=Lf”il_ﬁf I cosrspn v e
4 b )7 T A ) VGrapssies | 2n ny/G+a) i

dz 7

Skad maksymalna warto$¢ zespolonego potencjalu wektorowego A3 obu przewodéw o tym
samym zwrocie pradu przybiera postaé

43 = — o 1o (fecp a4y et 0 457). 2.6)

Wyrazenie (2.6) spelnia réwnanie Laplace’a (2.1).

Ze wzgledu na symetrie uktadu wzgledem osi x pole zakl6écajace A; musi by¢ funkcja
parzystg wzgledem osi y, wobec czego dla dowolnej n-tej harmonicznej rozkladu przestrzen-
nego potencjatu wektorowego przewidujemy rozwiazanie w postaci funkcji

Ag = fu(x)cost,y (m=0,1,2,3... ). ' 2.7
Podstawiajac (2.7) do (2.1) otrzymujemy
| 2 )= %) = 0. » 2.8)
Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja S
fu(®) = Cyéin¥+ D, e, _ 2.9)
Mozna zatem napisaé
’ Al = (Cyeh o Dye= ) COS I y. | 2.10)

{ Rozwiazanie og6lne réwnania (2.1) dla potencjalu wektorowego 4, jest sumg rozwigzan
szczegblnych (2.10) dla poszczegdlnych harmonicznych

( Ay =D 4. @.11)
i : n=0 N

Poniewaz stata 4 moze mieé wartoé¢ dowolng, bardziej ogdlne rozwiazanie dla uktaddéw
liniowych otrzymamy uwzgledniajac petne widmo rozktadu okresowego w postaci catki

Ay = [ [C()e*+D(Aecostydi. , 2.12)
(V] .

W obszarze dielektryka wspoirzedna x zawiera si¢ w przedziale — oo < x < 0. Poniewaz
przy x - —co warto$é potencjalu wektorowego A; nie moze wzrastaé¢ do nieskoniczonosci,
wobec tego nalezy przyjaé, ze D(1) = 0. Mozna zatem napisaé

Ay = [ c(he=cosipda. 2.13)
0
Ostatecznie potencjal wektorowy w dielektryku wynosi

—é’%_m([(xw)z+y2][(x—a)2‘+y2])+ [ cyecosipar.  (2.14)
J 4)

Ay 4
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Postepujac podobnie mozna dla nieprzewodzgcego elektrycznie ekranu napisaé naste-
pujace wyrazenie na potencjat wektorowy

4, = [ [E()e=+F(A)e-*]cosAydi. @2.15)
0

W obszarze kadzi rozwiazaniem rownania jest nastepujace wyrazenie

[eo]

A= [ Gy VP cosiyd, 2.16)
0

Do obliczenia sktadowych nateZenia pola magnetycznego H, i H, postuzymy si¢ naste-

_pujacymi zalezno$ciami ogdlnymi:

04

1
H, =2 2.17
s @.17)
1 04
Hy bl _7—696 . (2.18)
W dielektryku otrzymujemy

H,. = _im_.[ 24 + b4 _ b fw AC(A)e™sindydl, (2.19)

dx T (x_'_a)Z +y2 (x__a)Z +y2 Ho J > .

- x+a x—a 1 fw 1 .
H,;, = —2?[ Grar ey -+ G157 ]— Wo AC(M)e**cosAydd.  (2.20)

W $rodowisku ekranu

H, = — Ml f AE(A) e+ F(2)e=*]sinAydJ, (2.21)
€0

H, = — ﬂl f AE()e™ = F(2)e~]cos Ayda. 2.22)
e h .

Dla obszaru kadzi mozemy napisaé

H, = __Lf lG(l)e“W“r“z"sinZydl, (2.23)
M o
I T i x Y e ‘
H,, = e V22+a2G(A)e cosAydA. 2.24)
k ..

0

Funkcje podcatkowe C(1), E(2), F(2), G(A), wyznaczymy wykorzystujac warunki gra-
niczne obowiazujace na granicy poszczegélnych srodowisk.
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Dla wspolrzednej x = 0 obowigzuja nastgpujace warunki graniczne
poHyx = pe Hex,
H,;, = H,,.
Wykorzystujac zaleznosci (2.19+2.22) otrzymujemy

lm y N 3 — _ .oo i
T J AC(A)sin Apd) = Of ALE(R)+ F(A)]sin Ayd,

b f 2C()cos Aydi = ——— [ AE(Y—F(Blcos iyda.
Mo h . Me o

Wprowadzajac do réwnania (2.27) zalezno$¢ [2]:

Y [ easinapd
Fi ) e~“*sin Ayd2,

otrzymuje si¢

e}

T

stéd
e—al

Cl) = EQ+F— 2 5 .

Z réwnania (2.28) uzyskuje si¢

e = £ (e (3~ Fa)

_ Inko fe_alsinlyd,l_ f AC(D)sindydi = — f ALE()+ F(A)lsindyda;
0 0 0

(2.25)
(2.26)

2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

Na granicy ekranu i kadzi, tzn. dla x = d, obowiazuja nastgpujace warunki graniczne

IueHex = ,ukax’
Hey = Hky'

W oparciu o zalezno$ci (2.21+2.24) otrzymuje si¢

— [ MEMeH+F(yeMsiniydi = — [ 2G(ye™ V" siniyda
0 V]

oraz

/3

(2.33)
(2.34)

(2.35)

| © © - —
#f AE(D)e —F(2)e~*]cosAydA = _,dl_ { 1/12+052G(l)e_y/'1 +e doosAyda.
e . kg ‘

(2.36)
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Na podstawie (2.35) mamy
G(hye VFHeT E(A)eM+F(z)e—’d @2.37)
W oparciu o zalezno$¢ (2.36) otrzymujemy
ey A
G VAPl o _ M L (e —F(A)e . 2.38
€) w A W 238)
Whprowadzajac oznaczenia
Y ey
Dl 3 e N (2.39)
pcd+ pe Y 22+ o
n = Motle (2;40)
e = o
i rozwiazujgc uklad réwnan (2.31, 2.32, 2.37, 2.38) otrzymuje sie
L =D +re 2y e I, e
C) = 5 te (n+re=2) A w1 e (241)
I r(n— i) e—(a+2d)
E(}) = o e (ntre 2 7 , 2.42)
L, n—1 e
F(3) = o He (n+re2y 3 ° (2'43)
_ L (—D(+1) e-@rmyRId
G(2) = 5 the (n-+re=24%) ) @.44)
Wykorzystujac zaleznoé¢ (2.14) i (2.41) obliczymy potencjat wektorowy w §rodowisku
dielektrycznym
[m

Ad=— 4

In g
+ 5 pe(n—1) J

Wykorzystujac tozsamo$é [2]:

[

—(a—x)24

20 n[(e+a) +y21[(x—a) +3°1+

—(a—x)}.

m (l +re” 2‘“‘) COSAy di+

[2e]

. —(a—x)A
_ Antto f ¢ cosAydAi.

A

w1

cosAydi = —In ]/(x——a)2 +2,

(2.45)

(2.46)
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otrzymujemy ostatecznie

_ Lo | HaP+y

Aa = 47 (x—a)*+y?

+

—(a-—x)}. (1+re—2d}.)
ye(n 1 j (7 re=2 cosdydl.  (2.47)

W celu sprawdzenia stuszno$ci wyrazenia (2.47) zalozymy, ze $rodowisko ekranu roz-
cigga si¢ w kierunku osi x do nieskonczonosci, tzn. d — oo

L, (x+a)*+y*

Ada= =4 Holn (x—a)*+y>

I —(a —x)A
i— e(n—l)f -—coslydl (2.48)

Uwzgledniajac, ze wedlug (2.40)

nol o 2o | (2.49)
n Mo+ U,
mozemy napisaé

L, (x+a)*+y* Lo pope fw et '

A _ e - T _ - 2. 0
d i Uoln =l + 7 + K ho+ e g 7 cosAydA, (2.50)

L, (x+a)*>+y* Ly pope . 24 .2

- & L A — .51
Ad . Ho In (JC a)2+y 271: M0+ e ln[(x (Z) +y ]: (2 )
Ay = — ; ollny (x+a)* +57 ]+Tl_%9—1n]/(x 2 +)72. (2.52)

Wynik ten jest identyczny z wyrazeniem na potencjal wektorowy od pojedynczego przewodu
zawieszonego nad polprzestrzenia ferromagnetyczna, w ktérej nie ma pradéw wirowych
podobnie jak w przypadku zblachowanego ekranu (patrz wzor 3.100 [2]).

Okreslimy z kolei potencjal wektorowy w §rodowisku ekranu magnetycznego wykorzy-
stujgc zaleznosci (2.15, 2.42, 2.43):

4 (a—2d)2 1
- e~'e- r(n
LI f ( )

—_ _=m AX
A, = o 7 ntre 2P e™cosdydA+

L (™ (-1
A (ntre 2

e ™cosdydh;  (2.53)

0
re—(a=x+2d)h o—(a+%)2

I
Ae == e — e 2.54
el (n 1)[6 Aot cosAydA+ f TnEre coslydl] (2.54)
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Wyrazenie (2.54) sprawdzimy réwniez w przypadku granicznym, gdy Srodowisko
ekranu rozciaga si¢ w kierunku osi x do nieskonczonosci, tzn. d — co. WyrazZenie (2.54)
upraszcza si¢ do postaci

. lm n—1 f e—(a+x)l _ lm 2 )Ty T
A, = S phe—, T cosAydl = A He MTIn]/ (@+x)* 42 (2.55)

Zalezno$é (2.55) jest identyczna z wyraZzeniem na potencjal wektorowy W pozbawionej
pradéw wirowych polprzestrzeni ferromagnetycznej wytworzony przez pojedynczy przewod
zawieszony nad ta polprzestrzenia (patrz wzér 3.101 [2]).

Potencjat wektorowy w Srodowisku kadzi z uwzgl¢dnieniem (2.16) i (2.44) wynosi

0 R

_ r+l ~VP ax |
A, = 2 2 pe(n— )Of o re2 7 e cos AydA, (2.56)
o, 41 oD+ A—x) P
A4, = 2 " pe(n— )Of T 7 cosAydaA. . .57

23. Potencjatly wektorowe wytworzone przez uktad
dwéch przewodow

Wyrazenia na potencjaly wektorowe pochodzace od przewodu wiodacego prad —
w odlegtosci b od $ciany ekranu uzyskuje si¢ podstawiajac do zwigzkéw (2.47), (2.54),
(2.57) zamiast I, warto$¢ —1I, oraz zamiast g warto$¢ b. Potencjal wektorowy ukladu
dwéch przewodéw ze wzgledu na przyjeta liniowos¢ trzech rozpatrywanych srodow1sk
jest superpozycjg potencjatéw od poszczeg6lnych przewodow

Ostatecznie otrzymujemy:
dla obszaru dielektryka

Lo 1 (x+ay+y* (x—b)2+y?

¥ . .
: ,A" e S R S

I, © (e_(a_x);._(r(b—x)}.) (1—!—}‘8"2‘“)
+5 [ue(n—l)f 7 (ntre ) cosAydi,  (2.58)

w §rodowisku ekranu

e—(a——x-)- 2d)A __ e—(b—x+2d)l

I r
o " —_
A¥ o He(n—1) [of tre T 7 cos AydA+

fw e O coshydh|, (.59
+ An+re=2%) coshydii,  (2.59)
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dla kadzi
o0 S e
I, f (r+1) e—(a+d)/1+(d—.x)]//12+a2 _ e—(b+d)z+(d-x)1//12+az
* o = — .
A e fte(n—1) ) @ re 2 7 cosiyda.

(2.60)

Wyrazenia (2.58 +2.60), opisujace potencjaly wektorowe pochodzace od uktadu dwoch
przewodéw, stanowig zaleznodci wyjsciowe do okreslenia pozostatych wielkosci pola
elektromagnetycznego w badanym $rodowisku uwarstwionym wediug wzordw (2.17)
i (2.18). Obecna posta¢ wzoréw na potencjatl wektorowy, aczkolwiek bardzo ogdlna,
stwarza znaczne trudno$ci przy bezpo$rednim wykorzystaniu w praktyce inzynierskiej.
Pokonanie tych trudnosci mozliwe jest za pomoca metod numerycznych i elektroniczne;j
techniki obliczeniowej, badz tez z wykorzystaniem przydatnej do catkowania aproksymacji
funkcji podcatkowe;j.

Postgpujac podobnie mozna rozpatrywaé ekranowanie magnetyczne pakietami paskow
blachy transformatorowej ulozonych poziomo, prostopadle do powierzchni kadzi, oraz
arkuszami blachy uktadanymi réwnolegle do powierzchni kadzi.

W wielu praktycznych przypadkach zadowalajace rozwigzania mozna uzyskac¢ w sposéb
przyspieszony za pomocg uproszczonej metody odbié¢ zwierciadlanych, przedstawionej
w nastepnym rozdziale.

3. ANALIZA EKRANOWANIA W OPARCIU O METODE WIELOKROTNYCH
ODBIC ZWIERCIADLANYCH

31. Metoda odbié¢ zwierciadlanych

Zagadnienie ekranowania daje si¢ przedstawié znacznie prosciej jesli zastosujemy metode
odbié zwierciadlanych dla §rodowiska uwarstwionego.

Narys. 2 przedstawiono pojedynczy przew6d wiodacy prad i i jego pierwsze zwiercia-
dlane odbicie w $cianie I na granicy dielektryk-ekran.

Wspdltczynnik M jest réwny [3]:

M = fe"Ho 3.1)
Het pho

Z druga $ciankg (rys. 2b) graniczy bezposrednio pole fikcyjnego pradu w ekranie mi, przy
czym [3]:

m— o (3.2)
Het o

W Sciance tej odbije si¢ tylko prad mi dajgc w ekranie pole stanowiace superpozycje pél
pradéw mi oraz M mi (rys. 4), przy czym
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a) P b) 12

S ]
dielekiryk [ E| kadi diclektrgk  [S| koo
{ : Mi mi
T 1.7 [

o~ [~
Ho Hel Uk
rpnm ' 1ynim

Rys. 2. Pierwsze odbicie zwierciadlane pradu rzeczywistego i w $cianie ferromagnetycznej 1,
a) — uklad pradéw wytwarzajacych pole w dielektryku (I), b) — prad wytwarzajacy pole w ferromagnetyku (II)

18 2 kad?

ekran

a+2nd
M Mymami M3mmi

7
. /////;//}/ a Tim TZd ? Mf"Jm,,mi-

In . Im

Sai
7, ./

Rys. 3. Uklad pradu rzeczywistego i pradéw odbitych do obliczania pola w obszarze powietrznym I
W obszarze kadzi istnieje pole dopelniajacego pradu m,mi (rys. 5), gdzie

my = e (.4)
M+ Ue
Pole w ekranie wytworzone jest obecnie przez prady mi oraz M mi. Prad M,mi ulega
odbiciu w powierzchni / dajac pole w ekranie, wytworzone przez uklad pradéw umy§lonych
mi, M mi, M?mi oraz pole w lewym obszarze (dielektryk) uzyskane w wyniku pierwszego
odbicia i, Mi oraz nowego pradu M, mmi.

1 2
L a+(2k-1)d a+(2k-1)d .
) s ) .
p_qf-_?@_l"lfmz gi % Mymi - Mimi - Mf”mi
2d I a+d ard | 2d
I vl Io
dielektrykv /A kadz

Rys. 4. Uklad pradu rzeczywistego i pradéw odbitych do obliczania pola w obszarze ekranu II (#— liczba
parzysta)

Postepujac wielokrotnie mozemy stwierdzié, ze w obszarze dielektryka pole wytwarzane
jest szeregiem nieparzystych odbi¢ pradéw (rys.3) i, Mi, Mym,mi, Mimmi, ...,
M32"=1 m mi odleglych od lewej powierzchni o odcinki —a, +a, a+2d, a+4d, ..., a+2nd,
gdzie n = 1, 2, 3, 4 (patrz rys. 3).
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Wewnatrz ekranu pole jest wytworzone przez szereg praddéw mi, M mi, Mimi, Mimi,
M4 mi, M3mi, gdzien = 1,2, 3 ..., rozmieszczonych w odleglosciach od prawej $cianki
odpowiednio o odcinki —(a+d), +(a+d), —(a+3d), +(a+3d), —(a+5d), +(a+3d),
—a+Q2k—1d, a+Q2k—1)d, gdzie k = 1,2,3,4 ... (rys. 4). W obszarze kadzi pole wy-
tworzone jest przez szereg parzystych odbi¢ pradéw mymi, MZm,mi, M} mmi, ...,
M?"2m,mi, odleglych od krawedzi 2 o odcinki a+d, a+3d, a+5d, ..., a+(2n—1)d, przy

a+2(n-1)d

ekran

&\i\

Mzn'zﬂhmi Mfm.,mi /‘772m1/77[ mqmi
dielektryk ﬁg 2d |, 2d ﬁ/ a+d
I |I

7

Rys. 5. Uktad pradu rzeczywistego i pradéw odbitych do obliczania pola w obszarze kadzi III

czym n = 1,2, 3,4 (rys. 5). Uwzglednienie odpowiedniej liczby wyrazéw szeregu wynika
z wymaganej doktadnoéci obliczen.

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzié¢ dla drugiego przewodu wiodacego prad
—1i 1 umieszczonego w odlegloéci b od ekranu.

32. Obliczenie strumienia magnetycznego wchodzacego do
uktadu ekran-kadzZ poprzez $cianke [

_‘Strumieﬁ magnetyczny catkowity wchodzacy od strony dielektryka do uktadu ekrano-
wanego poprzez $cianke 1, na jednostke dlugosci wzdtuz przewodu i na catej wysokosci y
od 0 do +oo begdzie réwny strumieniowi wychodzacemu z uktadu przez symetryczng
powierzchni¢ dolna. Wynika to z konfiguracji geometrycznej uktadu. Strumien ten jest
rowny calce sktadowej normalnej indukeji B na powierzchni I w zakresie od 0 do +co.
Strumien na wysokoéci y w uktadzie zaekranowanym bedzie podobng catka obliczong
ody do +oo.

Dla uktadu praddw i oraz jego odbi¢ sktadowa normalna indukcji w punkcie 4 (rys. 16)
od strony obszaru dielektryka, odlegtym od poczatku ukladu oy wynosi, zgodnie z rys. 3:

’ _ l/u() y y _—y—
B,a(y) = e [a2+y2 +M Y +Mimym @247 177 +
FMimgm——— g . +Mf"‘1m1m——~y——], (3.5)
(a+4d)*+y* (a+2nd)*+y?

przy czymn = 1,2,3,4 ...
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Dia uktadu praddéw — i oraz jego odbi¢ sktadowa normalna indukcji jest réwna

B(») = — itto . +M Y +Mimim— +
naly 2r | b24)y? C b 4y? ! (b+2d)2 +y*
+M3mim ——— 5+ ... +Mf"‘1m1mw—y — (3.6)
1P+ 4d)2 £y (b+2nd)?+y? |’ )

gdzien=1,2,3,4...
Wypadkowa skladowa normalna indukcji magnetycznej wynosi

-y y (_ y
= Ml—2 Y
Bul) = 5 l( 21y’ T By )+ ( a2ty T bty )]“L

oy y
+M1mlml @TidE )~ Gidray? ]—I— ek

2n-1,, - J - 24
+ M mlml(a+2nd)2+y2v (b+2nd)2+y2]' @7

Strumien magnetyczny wchodzqcy do uktadu na wysoko$ci y rowna sie

@® C g b2 _|_y2 b2 +y2
D.(y) = f B(y)dy = 7,/:% [lu W +M1n—az'm'
e :
(b+2d)*+y? 3 (b+4d)*+y*
+Mimymln— @2d +M1mlmlnm)zTy2— .+

+ M 'm mln (a-+2nd)* +)* ]

“wromapir | OY

Jezeh przyjac, ze przenikalno$¢ magnetyczna ekranu y > o> to M~ 1 oraz m = 0.
Wtedy strumien wchodzacy do uktadu wynosi

] b+ )
@,(y) ~ “Tg In> +$ (3.9)

Strumien catkowity wchodzacy do ukladu otrzymuje si¢ przez podstawienie do wzoru
(3.8) wartosdci y = 0. Strumien catkowity rowna sie

l,uo b? (b+24)*
D,.(0) = [(1+M)1n —+M1m1mlnm-
(b+4d)? et (b+2nd)*
+M1m1mlnm+ +M mlml (—+2—d)2_ . (3.10)

W przypadku, kiedy przénikalnos’c’ magnetyczna ekranu jest znacznie wigksza od
przenikalnosci dielektryka (i, > po) strumien catkowity wynosi

bZ
,,C(O)N_’ﬁ"_ - (3.11)
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33. Strumien magnetyczny w kadzi

Strumieft magnetyczny wchodzacy do uktadu ekran-kad?Z rozdziela si¢ na dwie czedci,
z ktérych jedna wystepuje w ekranie a druga w kadzi. Aby uzyskaé strumieis magnetyczny
wnikajacy do kadzi od strony ekranu na wysokosci y nalezy dokona¢ calkowania sktadowej
normalnej indukcji na $ciance 2 w zakresie od y do o od strony obszaru ekranu. W ten
sposob uzyskuje si¢ strumienn wnikajacy poprzez $cianke 2 do obszaru kadzi.

Dla pradu odbitego mi oraz jego dalszych odbi¢ wg rys. 4 mozemy napisaé nastepujace
wyrazenie: '

’ _ ,uemii y y
) = o [(a+d)2+y2 + M, atdpi2 T
Y 3 y ‘
MGy T @¥3dyp1yr Tt
n—-1 y - y
gdzie:
n=1,2,3..,
k=1,2,3...

Dla pradu -mi oraz jego odbi¢ sktadowa normalna indukgcji jest réwna

ven . semi| oy -y
Bu) = =0 l(b+d)2+y2 My t

M2 M3 4 Fo

G+3d) +5°

Y
®+3d)7 152

[a+ 2k~ 1)d]?+y?

- , y
+ M7 + M [a+(2k_1)d]2+y2]. [(3.13)

Wypadkowa indukcja magnetyczna Wynosi

B =2 {[ 7 4 ] +

@+d)y+y2 - @+d)?+y?

y _ y 2 Y
+M1[ @rdEiyE T BFAE T ]+M1 [ @r3dit? T

T A 3 J _ ¥
| (b+3d)2+y2]+Ml[(a+3d)2+y2 (b+3d)2+y2]+

e Y Y

n y ¥ l
+M1[ [a+Qk—1)dP+y> B+ @k—1)dP +y* ]! (.19
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Strumien magnetyczny wchodzacy do kadzi na wysokosci y réwna sig

o _ pemi [ (b+d)*+y* (b+d)*+y*
D(») hbf B.(»dy = p lln (a+d)?>+? +M11n'(a+d)2+y2
(b+3d)*+y> (b+3d)>+y?
2, i AR A 3 N ST R v AR
+M?1In @137 )7 +M3In @374y + ..+
[+ 2k—1)d]*+»? [6+ 2k —1)d]*+y?
n—1 n
M ot—DaE+y T M @ nar 2 | @1
Ostatecznie
_ipmo e (b+d)*+y? 5. (b+3d)*+y?
D (y) = '%—m(l‘*'Ml)[ln——(a_*_d)z_l_yz +Miln (@+3d)?+)? +
[6+ Qk—1)d]*+y*
n—1
+ . + M 1In. LT k=D a1y | (3.16)
Strumien catkowity wnikajacy do kadzi (dla y = 0) jest rowny
_ o Ke (b+d)* 21, (b+3d)?
D,.(0) = 5 m(l-'_M‘)[ln——(a-i—d)z +M11Hm+
o [6+ (2k—1)d]?
n—1
+ ... +M{'In [+ Ck—D)dP | (3.17)
Miarg zaekranowania magnetycznego moze by¢é wspoiczynnik pg, rowny
D,(0
p(D = @k((o)) > (3.18)

przy czym @,(0) dane jest wzorem (3.17), natomiast D,.(0) oblicza sig wedtug zaleznosci
(3.10).

34. Przypadki szczegdlne

a) Jezeli ekran nie istnieje, tzn. jego grubos$é d = 0, nalezy przyjaé, ze miejsce ekranu
zostalo zajete przez kadz i wtedy u, = uy.
Odpowiednie wspodtczynniki odbicia wynosza:

— Me—Ho = Hr— Mo (319)
Hetlo wxt+io
iy = V20T g il (3.20)

MetHo it o

My = Pt _ Bl _ (3.21)
2 P+

Il

iy e =, ol (3.22)
Mt e Mt

10 Rozprawy Elektrotechniczne
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Strumien catkowity wchodzacy do uktadu, obliczany wedtug (3.10), wynosi

_ ko B e B
D,.(0) = = (14+M)In AT P In P (3.23)
Strumien w kadzi wedtug (3.17)
ito He b ito M b*
0,0 = — - In—- = S S | i
£ 2T et pho T 2m gt o o a*’ (3.:24)

Jak nalezalo przypuszczad, te dwa strumienie sg jednakowe i wspétczynnik zaekranowania
Po = 1. (3.25)

b) Jezeli ekran ma grubo$¢ nieskonczenie duzg, tzn. d — oo, wtedy ekran przyjmuje
rolg kadzi w przewodzeniu strumienia i u, = f,.
Odpowiednie wspdtczynniki odbicia wynosza:

_ He—Ho

F Ot 3126
ol (3.26)
20
= it D Y 327
e (3.27)
Uk — Me Me— e
M St LT L o ST DR | e 0’ 3.28
VU metpe  pet e (3.28)
2pte 2u
s e e L TR e s 3.29
Y . !
Strumien wchodzacy do ukiadu wedtug (3.10)
] b? i b?
@, (0) = Ho 9" _ Mo Pe i O
.(0) ye (1+M)In o = g In o (3.30)
Strumien w kadzi
- b+d)* |

D(0), =i Lo, He Bra) | i 3.31
— 2 petpo  (a+d) lao i @30

W tym przypadku, jako nalezato oczekiwaé, wspoélczynnik zackranowania
Po = 0. (3.32)

Mozna w dalszym ciagu poréwnaé wartoéci strumienia catkowitego wchodzacego
do uktadu przy skrajnych grubosciach ekranu, tzn. d = 0 i d - o, wykorzystujac wzory
(3.23) 1 (3.30).

Wprowadzimy stosunek ¢ wyrazajacy nastepujaca zaleznosé

D,.(0
o= d—»go) _ Pelpirt tho) . (3.33)
gﬁg) Pi(pet o)
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Jezeli zatozymy, ze u, > uo, oraz py = u, to
¢ =1 (3.34)

Wynika stad, ze przy odpowiednio duzych wartosciach przenikalnoéci ekranu M 1 kadzi
e wzgledem przenikalnosci dielektryka, warto$¢ calkowitego strumienia wytwarzanego
przez ukiad przewod6w nie ulega zmianie mimo, ze pomiedzy w; i u, moga wystepowaé
znaczne réznice. Wtedy wytwarzany strumien jest rowny

bZ
B,e(0) = B(0) = H01n 7 (3.35)

d—om "

Jest to wniosek wyjatkowo wazny z punktu widzenia badania rozktadu pola rozproszenia
w strefie uzwojen transformatora.

35. Wspdtczynnik zaekranowania strumienia

Wspolczynnik zaekranowania strumienia zdefiniowany wzorem (3.18) po uwzgled-
nieniu zalezno$ci (3.10) i (3.17) mozna zapisaé w nastepujacej postaci:

4lu‘eluk

= — 3.36
P = et o) st ) (339
gdzie
(b+4d)? 5. (b+3d)? M-t [b+ (n—1)d]?
s arar TN aage o M G ap
) b2 b? @+2dR" - = [b+ (n—1)d]?
‘+M1m1 l m‘i‘ +M m1n7l [ +m
(3.37)
Jezeli zatozymy, ze u, > u,, to wspdlczynnik zaekranowania réwna si¢
4
- 3 (3.38)
Hgiivs luk+/ue /3
przy czym
(b+d)? (b+34d)* [b+ (n—1)d]?
] R i A n—1 sl T o o
g, Pl e M e
B =i ] s (3.39)
2In—5-
a?
W szczegdlnym przypadku, gdy u, = u; otrzymuje sie
( b+d )2
In TER ]
AL (3.40)

10*



592 K. Zakrzewski, J. Turowski

Przebieg wspdtczynnika p, w zaleznosci od 4 dla uktadu dwéch przewoddéw oddalo-
nych od ekranu o odcinki ¢ = 10 cm i b = 15 cm przedstawiono na rys. 6. Do obliczen
przyjeto nieco uproszczong postaé wyrazenia (3.38), a mianowicie

4
P /el (3.41)
ok ol
Py
10
08
,\,\\//4
06
'(/Gﬁgé \
04 &~
’U/r \
%'\\4
0?2 He=1p
I~k | P
\_\‘
0 5 10 15 20
d/cm]

Rys. 6. Wspolczynnik zaekranowania strumienia pg

gdzie
2 2
T
D= e e (3.42)
21n—aT

Z przebiegu krzywych p, przedstawionych na rys. 6 wynika, ze zasadniczy wplyw na
skuteczno$¢ ekranowania wywiera powigkszenie stosunku przenikalnosci magnetycznej
ekranu do przenikalno$ci materiatu kadzi (u./u;), a nie zwigkszenie grubosci ekranu.
‘Whplyw nasycenia ekranu na wspolczynnik p, omoéwiono w pracy [4].

3.6. Straty w kadzi

W kadzi masywnej ze wzgledu na oddzialywanie pradéw wirowych nastepuje silne
wypieranie strumienia. Mozna przyjaé, Zze w przekroju poprzecznym uktadu zaekrano-
wanego (rys. 1) na odcinku dy do zelaza kadzi wnika ptaska fala elektromagnetyczna.
Sktadowa styczna natezenia pola magnetycznego i strumien na wysokosci y od poczatku
uktadu wspoétrzednych zwiazane sa ze soba zaleznoscig

5/ Oy
]/2 ]/ 2 j
BN Dyn(y)-e (3.43)

ISk

Ekm (y) =
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Zalezno$¢ pomigdzy wartosciami maksymalnymi natezenia pola i strumienia magnetycz-
nego jest nastegpujaca

Hkm(y) = % km(y)- (344)

Straty w kadzi w elemencie o wysokosci dy i dtugo$ci jednostkowej wzdtuz osi z wynosza

FrSRE 2
dP = ]/ T S5 (3.45)
Po uwzglednieniu (3.44) mozemy napisaé

[ 2
dP = o/ Ve Pa0)

a— (3.46)

Straty catkowite w kadzi zaekranowanej przypadajace na jednostke dtugosci wzdhuz osi
Z Wynosza

@0

w WYy
P, = f @2 (v)d
ke =5 ]/2uk ; (V) dy (3.47)
Analogiczne straty w kadzi nieekranowanej
w WY f 2
Pp=.—== @2 (v)dy. 3.48
0= ]/ ] TP (3.48)

Stosunek strat w kadzi ekranowanej do strat bez zaekranowania nazwiemy wspdl-
czynnikiem p,,

2
Pke s Of®kn1(y)dy

Py

D = (3.49)

bf D2, (y)dy

W celu zilustrowania przebiegu wspéiczynnika p, zdefiniowanego wzorem (3.49)
wykorzystamy zaleznosci (3.9) oraz (3.16) w ktdérej uwzglednimy tylko dwa pierwsze
sktadniki

N s
D) = L3I0 (3.50)
otodm . 2 (b+d)* +y*
Din(y) = 55 PR TR (3.51)

Wspétczynnik p,, mozna zapisaé nast¢pujaco

2 é
Pm = SR .S, (3.52)
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gdzie

230
f In? (b+d)*+y e
K (a+d)?2+)2
5= 5 (3.53)

f In? b2+y
02+y

Jezeli przyja¢, ze w wyrazeniu (3.53) szeroko$¢ ekranu d jest pomijalnie mata w po-
rownaniu z odlegtoéciami a i b, tzn. a > d oraz b > d, to s ~1. Wobec powyzszego sto-
sunek strat p,, okreslony wzorem (3.52) zalezy przede wszystkim od wzajemnego stosunku
przenikalnos$ci magnetycznych ekranu i kadzi.

Pm
10 Y
g8 \
06
><\
04 N N
el
N
N
02 =
\\X\\\\I\/
| 28w
0 1 2 3 P 5
Ue/#k

Rys. 7. Wspodlczynnik zaekranowania strat mocy pm
1 — dla ekranu nieskornczenie cienkiego (s == 1), 2 — dla ekranu o grubosci d = 5 cm (s = 0,47)

Na rys. 7 przedstawiono przyktadowe przebiegi wspolczynnika zaekranowania strat
w funkcji stosunku u,/u; dla przypadku, w ktérym s = 1 oraz dla przypadku s = 0,47
(@a=10cm, b = 15cm, d = 5 cm).

4. WPEYW KONFIGURACJI EKRANOW MAGNETYCZNYCH
NA SKUTECZNOSC EKRANOWANIA KADZI

Jak wynika ze wzordéw (3.36) i (3.52) skuteczno$¢ ekranowania magnetycznego kadzi
zalezy gtéwnie od stosunku przenikalno$ci materiatu kadzi uy 1 ekranu w,. Przenikalnosci
te nalezy jednak rozumieé nie jak zwykte przenikalnosci wystgpujace przy polu statym,
lecz jako pewne réwnowazne tzw. ,kwazi-przenikalnosci” (,,niby przenikalno$ci”) fig,
ktére uwzgledniaja pogorszenie wlasnosci magnetycznych badanej czgéci stalowej wskutek
reakcji pradéw wirowych wzniecanych przez przemienne pole magnetyczne [2].

Warto$¢ przenikalnosci p, zalezy gtéwnie od struktury geometrycznej powierzchni
stalowych, od sposobu wzbudzenia oraz od parametréw fizycznych uktadu f, p,

Rozpatrzymy kolejno rézne przypadki ekranowania.
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41. Ekran z paskdéw osiowych

W przypadku, gdy blachy ekranu w formie paskéw utozone sg wzdtuz linii sit pola
magnetycznego (rys. 8), w ptaszczyznie blach ekranéw nie indukuja si¢ zadne prady wirowe
i taki ekran mozna uzna¢ za idealny [8]. ,,Niby-przenikalno$¢” takiego ekranu jest prak-
tycznie réwna rzeczywistej przenikalnosci uzytej blachy elektrotechnicznej, tz . ,dqe =
= U = 2000+ 5000.

JMJLJJ/§ S

Rys. 8. Ekran z paskow blachy utozonych pionowo Rys. 9 Sciana kadzi bez ekranu.

42. Kadz bez ekranu

W przypadku masywnej $ciany stalowej ze stali konstrukcyjnej (rys. 9) wplyw reakcji
pradéw wirowych objawia si¢ tym, ze $ciana stalowa zachowuje si¢ tak, jak gdyby jej
przenikalnos$é byta duzo mniejsza od rzeczywistej przenikalnosci. Do§wiadczenia wskazuja
[3], ze w praktyce, przy 50 Hz, wspotczynnik odbicia zwierciadlanego w postaci

= I 1+
N - —— = — @1

réwna si¢ 7 = 0,6+0,8 w zaleznosci od nasycenia i geometrii uktadu, przy czym I, = M, I
oznacza rownowazny prad odbity. Wiedzac, Ze
u l.

.= u_]%f =27—1=20,6+02, (4.2)
qr

obliczymy ,,kwazi-przenikalno$¢”, ktéra wynosi

1+M
to = T—37- = LS+40. 4.3)
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43. Ekran ztozony z arkuszy blach

W przypadku ekrandéw magnetycznych wykonanych z arkuszy blachy przylegajacych
swa plaszczyzna do powierzchni kadzi (rys. 10), prady wirowe indukowane w plaszczyznie
blach przeciwstawiaja sie¢ wnikaniu sktadowej normalnej pola, a nie przeszkadzaja w prze-
plywie sktadowej stycznej.

}//

7,

y
ITTTTTIA
%ﬂ I
TN e4rar TR
kadz

A

_\\\
o,/,
/

(X)

S

Rys. 10. Ekran zlozony z arkuszy blach Rys. 11. Ekran z paskéw blachy utozonych
poziomo

Jak wykazaty wstepne badania [4], dzialanie takie objawia si¢ na zewnatrz tak, jak
gdyby przenikalnos¢ materiatu ekranu zmalata 3 do 4 razy, tzn.

Her 20005000

e SR e

a wigc jest rzedu p,, = 1000.

44. Ekran z paskow utozonych w kierunku obwodowym

W przypadku gdy blachy ekranu utozone sa w poprzek linii sit pola magnetycznego
(rys. 11), prady wirowe indukowane w ptaszczyznie paskéw blach nie przeszkadzaja wnika-
niu do ekranu sktadowej normalnej pola, natomiast sktadowa styczna (osiowa) pola na-
potyka na duzy op6r magnetyczny spowodowany reakcja pradéw wirowych i izolacja
mig¢dzyblachowa.

W pierwszym przyblizeniu mozna przyja¢, ze strumien rozproszenia wnikajacy
do ekranu jest bez wiekszych przeszkdd doprowadzany do powierzchni kadzi i tylko czgscio-
wo jest bocznikowany przez ekran. Ekran w polu przenikajacego go strumienia osiowego
zachowuje sie jak masywny blok stalowy o zmniejszonej jedynie przewodnosci elektrycznej
v [3]. Tak wiec uktad taki ma straty praktycznie takie same jak kadz ekranowana, lub
nieznacznie mniejsze.
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W realnym transformatorze trojfazowym strumien rozproszenia w kadzi, w zaleznoéci
od miejsca na powierzchni kadzi, moze mie¢ zardwno kierunek przewazajaco osiowy
(rys. 8) —w czedciach zaokraglonych kadzi, jak i obwodowo-osiowy (wzdtuz obwodu
kadzi) — w cze$ciach prostoliniowych kadzi. Jak wynika z p. 4.4, ulozenie paskéw blach
w poprzek przebiegu strumienia, jak na rys. 11, jest wyjatkowo niekorzystne, ekrany takie
nalezy stosowaé bardzo ostroznie i tylko w miejscach gdzie linie sit pola magnetycznego
beda przebiegaly wzdtuz blach. W przeciwnym przypadku nalezy stosowaé raczej ekrany
wykonane z arkuszy blach utozonych na ptlask, ktére sa wprawdzie nieco mniej skuteczne
niz ekran idealny (rys. 8), ale nie zawieraja wad ekranu przedstawionego na rys. 11.

Analiza wplywu szerokoéci arkuszy blach na skuteczno$¢ ich ekranujacego dziatania
bedzie przedmiotem dalszych badan autoréw.

5. ZAKONCZENIE

Ekranowanie magnetyczne masywnych $cian stalowych jest stosowane ostatnio coraz
czesdceiej 1 to nie tylko w transformatorach, ale réwniez w turbogeneratorach i innych urza-
dzeniach wielkich mocy. W zakresie tym, w przeciwienstwie do rozbudowanej juz teorii
ekranowania elektromagnetycznego, brak byto wtasciwie jakichkolwiek glebszych opraco-
wan i metod analizy teoretycznej.

W pracy zaproponowano dwie metody badania, z ktérych pierwsza (metoda potencjatu
wektorowego) jest §cista matematycznie, lecz przedstawia znaczne trudnosci obliczeniowe,
zwlaszcza w przypadku zlozonej konfiguracji geometrycznej uktadu i uwzglednienia na-
sycenia stali.

Metoda druga (odbié¢ zwierciadlanych), przy M = 1 lub M = —1, nie ustepuje pod
wzgledem $cisto$ci metodzie pierwszej. W przypadkach posrednich ma ona charakter
przyblizony, prowadzi jednak do wzoréw o prostszej budowie, umozliwiajacej stosowanie
poprawek empirycznych w postaci rownowaznych wspotczynnikéw odbicia zwierciadla-
nego i tzw. ,,kwazi-przenikalnosci’.

Wybor jednej z metod zaproponowanych w pracy zalezy od charakteru i ztozonosci
zagadnienia oraz wymaganej doktadnosci, ktéora w wielu przypadkach technicznych nie
musi by¢ wysoka.

Mimo wzglednej prostoty analizowanego uktadu dwéch przewoddéw, mozna go roz-
patrywaé jako element bardziej ztozonych uktadéw geometrycznych, dla ktoérych przed-
stawione w pracy wnioski sg réwniez stuszne.

Uzupetnieniem tej pracy w zakresie uwzglednienia nasycenia stali ekranéw, sposobu
wymuszenia pola oraz innych zagadnien praktycznych sa publikacje [3] i [4].
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K. ZAKRZEWSKI, J. TUROWSKI

METHOD OF ANALYSIS OF TRANSFORMER TANK SHIELDINGS

Summary

Magnetic shields (shunts) of walls of large transformers are made of packets of thin transformer

steel, which can be assembled in three various ways:

— the large iron sheets are located parallel to the internal surface of the tank wall (Fig. 10),

— the packets of stripes made of transformer steel are located in horizontal direction, perpendicular to the
surface of tank wall (Fig. 11),

— the packets of stripes made of transformer steel are located in vertical direction (Fig. 1), perpendicular
to the surface of the tank wall.

In connection with this, the question arises what kind of shieldings configurations is the most advantageous.

In the work the analysis of two principal systems is presented, of two straight parallel conductors,
carrying alternating current and situated nearby of the shielded steel wall. Such a system of two conductors
may be considered as a basic element of transformer winding.

For one of the three above principal ways of magnetic shieldings, i.e. for the case when packets of
transformer steel stripes are located vertical and perpendicular to the tank wall surface (Fig. 1), the magnetic
vector potential has been derived, which satisfies the equations: (2.1) — for the dielectric area, (2.2) — for
inside of shields and (2.3) — for inside of solid iron of the steel wall: and where A,, 4., Ay — are vector
potentials of the single conductor in the respective areas of laminated ferromagnetic medium and o — coeffi-
cient expressed by equation (2.4).

Vector potentials of the system of two parallel conductors, in assumption of linear media, are the super-
position of the vector potentials produced by the particular conductors and are expressed by equations:
(2.58) — for dielectric area, (2.59) — for inside of shield and (2.60) — for inside of solid ferromagnetic
medium (tank wall), where a, b — distances of the conductors from shield surface, ¢ — thickness of shield
(see Fig. 1); 1o, e, 4 — magnetic permeabilities of dielectric, shield and tank wall medium; r — coeffi-
cient expressed by eqn. (2.39) and #» — by eqn. (2.40).

The equations (2.58) to (2.60), describing vector magnetic potentials, are the initial formulae for the
determination of all others electromagnetic quantities in the laminated ferromagnetic medium, with the
~ help of equations (2.17) and (2.18).

The form of formulae (2.58) to (2.60) has a considerably exact and general expression, however they
are too complicated to be employed in many practical engineering calculations.

In many particular cases, satisfactory results may be obtained in a simplified way, with the help of
theory of mirror images. This method is applied in chapter 3.

The idea of the theory of images is presented in Figures 2, 3, 4 and 5. In this method the coefficients
of images of real currents in the walls, being the plane borders of particular areas, were introduced, where
M and m — for border dielectric-shield, M, and m; — for border shield-tank wall.

The mirror image coefficients are expressed by equations: (3.1) — for M, (3.2) — for m, (3.3) — for
M; and (3.4) — for m;.

On the basis of analysis of configurations of magnetic field produced by superposition of field of real
currents ¢ and -7, as well as their images, the total magnetic flux @,.(0), entering the shielded system, has
been determined by the formula (3.10). The formula (3.17) represents the magnetic flux @ (0) entering to
the tank wall, where n = 1,2,3,...and k = 1, 2, 3, ... numbers of succesive mirror images.
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Shielding effect for magnetic flux maj be expressed by coefficient pp eqn. (3.18) and (3.38), and coeffi-
cient ' — by eqn. (3.39).

In a similar way the shielding effect for the power losses in tank wall may be expressed by coefficient
P (3.49), where Py, — power losses in a shielded tank wall and P — power losses in a nonshielded one.

After several mathematic transformations the coefficient p,, assumes the form (3.52), where coefficient
s (3.53) — takes into account the changes of power losses by variation of geometric conf igurations of system.

It follows from the equations (3.38) to (3.52), that the main influence on the shielding effect-has the
mutual relation tetween the magnetic permeabilities of the ferromagnetic materials of shield and tank
He / k-

The influence of the thickness of shield has the much less influence than the permeability (see Fig. 6).

The permeability of the shield and tank should be understood as what is called ,,quasipermeability”
(or effective permeability), which takes into account the deterioration of the magnetic characteristics of
solid steel as a result of the eddy-currents field reaction [2].

In Chapter 4 the influence of the configuration of magnetic shields on shielding effect was discussed,
mainly from the point of view of evaluation of ,,quasipermeabilities™ at the various shields configurations.

As it is shown in the work, making use of the simplified theory of images makes it possible to obtain
clear equations, easier to use in engineering applications.

K. ZAKRZEWSKI, J. TUROWSKI

LES METHODES D’ANALYSE DU BLINDAGE MAGNETIQUE
DE LA CUVE DES TRANSFORMATEURS

Résumé

L’article présente les méthodes du blindage magnétique de la cuve des transformateurs & I'aide des
toles ferromagnétiques.

On a décrit les deux procédés mathématiques utilisés pour I'analyse du systéme fondamental des con-
ducteurs blindés (deux conducteurs infinis et paralleles):
— la méthode du potentiel vecteur d’'un champ magnétique,
— la méthode des images symétriques du courant.

On a constaté que leffectivité du blindage dépend de la relation e/ur (OU 11, €t i Teprésentent la
quasi-perméabilité d’ecran et celle de la cuve). On a discuté cette effectivité en fonction des trois systémes
du blindage magnétique.

K. ZAKRZEWSKI, J. TUROWSKI

ZUR ANALYSE DER MAGNETISCHEN ABSCHIRMUNG
DES TRANSFORMATORENKESSELS

Zusammenfassung

Magnetische Abschirme des Transformatorenkessels werden aus dem ferromagnetischen Blech gebaut.
Es testeht die Moglichkeit, diese Schirme auf drei verschiedene Arten zurechtlegen, d.h. die Blechpaketen
werden entweder vertikal oder horizontal, aber immer senkrecht hinsichtlich der inneren Oberfléche des
Kessels angeschichten, oder — wie Blechtafeln — parallel zu dieser Oberfldche angeordnet.

Es ist eine Analyse des grundsitzlichen Systems von zwei paralellen Leitungen in der Néhe der verab-
schirmenden Eisenwand vorgeschlagen worden. Im Teil 2 wird das elektromagnetische Feld in drei Vektor-
potentialfunktionen (fiir Dielektrik, Schirm und Eisenwand) beschrieben. Eine andere Methode mittels
vielmaliger Spiegelabbildungen (Teil 3) fithrt zu den angefiihrten Resultaten. Die Wirksamkeit der magne-
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tischen Abschirmung ist hauptsidchlich Funktion des Verhiltnisses der Quasi-permeabilitit des Schirmes
/te und des Kessels py.

In der Arbeit ist auch eine Diskussion iiber verschiedene Mdglichkeiten der Abschirmung angefiihrt
worden.

K. BAKXEBCKH, . TYPOBCKU

METOJBI AHAJIM3A MATHUTHOI'O SKPAHUPOBAHUSA BAKOB TPAHC®OPMATOPOB

Pesome

MarnuTHbIe 9KPaHbLI BBINOJHAITCA U3 JIMCTOBON TpaHChOPMATOPHOM CTam, KOTOPYIO MOYKHO pac-
I0JIaraTh Ha IOBEPXHOCTH 0aKa CIEAYIOIIMMH TpeMd CIOCOGaMIu:

— GOJIBIIKE JIUCTBI PACIOIOYKEHHBIE IAPAIUIETbHO BHYTPEHHEH OBEPXHOCTH CTeHKH Gaxa (Puc. 10),

— MAKETE! Y3KHX MOJOC U3 TPaHC(HOPMATOPHOH CTaH PACIIONOYKEHHbIE TOPUSOHTANBHO, IICPIICH M-

KYJIAPHO K IOBEPXHOCTH CTeHOK Oaxa (Puc. 11),
— TaKeThI YSKHUX II0JIOC TPaHCcOPMATOPHOH CTAM PacroJioyKeHHbIe Beprukambao (Puc. 1 u 8),
TEePUEHIUKYJIAPHO K IOBEPXHOCTH CTEHKHU 0aKa.

B cBsasu ¢ oM mosABIAETCA HEOGXOIUMOCTH MCCICIOBAHUSI, KOTOPYIO U3 KOH(BUIYpALil NITHKTO-
BaHHOTO 3KPaHa MOXKHO CUHTAaTh HauboJlee Ie1ecooOpasHoii.

B paGote obcysx/maeTca aHaNu3 OCHOBHOM CHCIEMBI ABYX MAPAJUIENBHBIX IIPSMOIHHEHHEIX IIPOBOI-~
HUKOB C TOKOM, PACIOJIOYKCHHDLIX BOJIMSH 9KPAHHPOBAHHON CTajbHOM cTeHKH. CHCTEMY TaKHX IIDOBO/-
HHKOB MOYKHO PacCMaTpUBaTh KaK OCHOBHOM 9JIGMEHT OOMOTKH TpanchopmaTopa.

Jisi OIHOTO U3 TPEX OCHOBHBLIX CHOCOGOB MATHUTHOTO 9KPAaHMPOBAHHSI, & UMEHHO — I CIIydasm
KOT[Ia IaKeThI MOJIO0C TPaHCHOPMATOPHOH CTaTH PACIOJIOMEHBI BEPTUKAIBHO, HEPIIEHANKYIAPHO K II0-
BepxHOCTH CTeHKH (Puc. 1) IpPOBOAMTCA pacyeT BEKTOPHBIX IIOTEHLHAJIOB, KOTOPDLIE HOIDKHBI YIOBJIE-
TBOPATE CleAyromue ypasrenus: (2.1) — B obmacta muanextpuxa, (2.2) — BHyTpH oKpama u (2.3) —
B 007acTH 3aHMMAEeMOil MACCHBHOM CTaIbHOH creHKoif Gaxa. ITpmuem Ay, Aes Ay — COOTBETCTBEHHO, |
BEKTOPHbIC MarHUTHBIE TTOTEHIHATbI 00pa30BaHHbIE OAUHOUHBIM ITPOBOAHHKOM B OTAEIBHBIX 0B6JACTAX
TPEXCIIONHOH cpefpl, a Koadduuuent o — onpenener dopmymoit (2.4).

BexTOpHBIC NOTEHIHANBI CHCTEMBI BYX MPOBOJHHMKOB, IIPU JONYIIEHHH JHHEHHOCTH DAacCMaTpH-

BAaGMBIX CPEH, SABJISICTCA PE3YJBTATOM HAJIOYKEHUS BEKTOPHBIX IIOTEHIHATIOB HABOMHWMBIX OTHEIBHLIMU
IPOBOJHUKAMH H BbIPAYKAIOTCS YPABHEHUSIMH :
(2.58) — s muanexrtpuxa, (2.59) — mmst BHyTpenHeit obmactu axpama u (2.60) — oA cremkum Gaka.
Ipuaem @, b — paccToAHMS IPOBOJHUKOB OT CTEHKH 9KDaHa; d — TOJIIIMHA 9KPaHa (cormacuo puc. 1),
Hos Me> [tk — MAaTHHTHBIC IIPOHHUIAEMOCTH [USIEKTPHKA, 9KPAaHA U CTEHKH 0axa; r — Koadhuiment
onpeneneHnslit dhopmynoii (2.39), a n — dopmyoit (2.40).

VYpaBrenua (2.58) mo (2.60) omuchIBaiOlIe BEKTOPHbIE HOTEHIUATLI, SBIISIOTCH UCXOQHBIMHU 3a-
BUCHMOCTAMU I ONPEAENCHUA OCTAIbHBIX BEIHYHH SNEKTPOMATHHTHOIO IIOJSI B HCCIIENYEeMON Tpex-
CIIONHOM cpefie, cornacHo dopmymam (2.17) u (2.18) mpusenenHsM B pabore.

Xora BuA QOPMYT Ha BEKTODHBIA IOTEHIHAl HMeeT oOllece 3HAUEHNE, UX YIOTPEOJCHHE B HMHKE-
HEPHBIX pacueTax JOBOJBHO 3aTPYOHUTEIIBHO.

Bo MHOTHX IPaKTHUECKHX 3a[[auaX yOBIETBOPHUTEIBHOE PEIEHNE MOYKHO IOy UHTh YCKOPEHHbIM ITy-
TEM, UCTIOJIB3YsI YIPEIIEHHBIH METO/T 3€PKATIbHBIX 0TOOpayKeH T, KOTOPEIi o6cyykaaeTcs B maparpade 3.

B sTom meTome, NMPHHIHII KOTOPOrO OOBACHIIOT PHCYHKH 2, 3, 4 u 5, BBoATCA K0ad(HIHEHTHI
3EPKANBHBIX 0TOOPaYKEHUI TOKOB B CTEHKAX, ABJIAIONINXCA TPAHULAMU Pasfielia 06IacTeil MUaIeKTPUK-
axpan (Koaddurmenter M, m), a Taroxe sxpaH-6ax (koadbummentsr My, my).

KosdduuuenTsr sepKamsHex 0ToCpaykeHuii oupenessiores ypapuenuamu: (3.1) — mma M, (3.2) —
s m, (3.3) — mna My u (3.4) — ona m;.

Ha ocroBamuu pacipe/iesieHnsi MATHATHOTO TIOJISA SABJIAIONIErOCS PesyIbTATOM HAIOYKEHNS HeHCcTBY-
TEJIBHBIX TOKOB [ U —1, a TAKyKe 3¢PKAJIBHBIX OTOOPayKEHUI 9TUX TOKOB, OMpeAeseH OOIIMil MATHHTHBIH
1moToK D,,(0) HpOHUKAONIKIL B 329KPAHUPOBAHHYIO CHCTEMY, BBIPAYKAIONEHCsT opmynoii (3.10), a Tarrxe



