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na powierzchni¢ warstwy czulej. Np. firma Laser Precision Corporation [14] wyproduko-
wala do tego celu detektor piroelektryczny KT-2000 przeznaczony do wspélpracy z laserem
CO,, ktéry ma warto§¢ W,,, = 100 W/cm?2,

Ostatnio produkowane detektory piroelektryczne stanowia postep w dziedzinie poszu-
kiwan. Sa one dos$¢ uniwersalne, lecz ich parametry nie odbiegaja od parametréw detek-
toréw stosowanych dotychczas. -
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T. PIOTROWSKI
INFLUENCE OF I.R. DETECTORS FEATURES ON THEIR USEFULNESS IN THERMOGRAPHY

Summary

Recently great progress in thermography technologies has been made. Because of it a new problem
appeared: usefulness of L.R. detectors to these applications. The author analyses the influence of an I.R.
detector parameters on its application in thermography. NEP, D*, sensitivity, time constant and spectral
range of the detector are taken into account. An example of a detector whose spectral range is well matched
to the second atmospheric window (8—13 um) and to human body emittance is detector CdHgTe. Com-
parison between  CdHgTe and PbTe photoconductive detectors shows that those latter are better suited
to.higher target temperatures. Formulas for thermal and angular resolutions of thermographic assembly
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as a function of detector parameters are discussed. Commonly used thermographs and detectors, with
which they are equipped are mentioned. Parameters of I.R. detectors used in thermograph 15-71-03 made
in Institute of Electron Technology, Warsaw Technical University, are described.

T. PIOTROWSKI

L’INFLUENCE DE LA CARACTERISTIQUE DES DETECTEURS INFRA-ROUGE SUR LEUR
UTILITE DANS LA THERMOGRAPHIE

Résumé

Par suite du développement rapide de la technique de thermographie dans le monde le besoin est né
d’estimer 1’utilité des détecteurs du rayonnement infra-rouge pour les applications dans ce domaine. Dans
I’article on a examiné P’influence des propriétés caractéristiques des détecteurs du rayonnement infra-rouge
sur leur application aux dispositifs thermographiques. On a tenu compte des parameétres suivants: NEP,
D*, la sensibilité, et la constante de temps. La gamme spectrale de la sensibilité des détecteurs CdHgTe
est bien ajustée 3 la deuxiéme fenétre du passage de ’atmosphére et & la gamme de 1’émitence du corp
humain. De la comparaison des détecteurs photoconducteurs CdHgTe et PbTe il résulte que ces derniers
s’adoptent mieux au travail dans les températures du source plus élevées. On a décrit les relations détermi-
nates la capacite diviseur, thermique et angulaire, du thermographe. On a énumeré les types des thermo-
graphes utilisés le plus souvant et les détecteurs infra-rouge appliqués 3 leur construction. Enfin, on a donne
les paramétres des détecteurs infra-rouge utilisés dans le thermographe 15-71-03 construit a PInstitut de
La Technologie Electronique de I’Ecole Polytechnique de Varsovie.

T. PIOTROWSKI

EINFLUSS DER EIGENSCHAFTEN VON INFRAROTSTRAHLUNGSDETEKTOREN AUF IHRE
BRAUCHBARKEIT FUR THERMOGRAPHEN

Zusammenfassung

Im Zusammenhang mit der schnellen Entwicklung in der ganzen Welt der Thermographentechnik
entstand das Problem einer Beurteilung der Einsatzmdglichkeit von Infrarotstrahlungsdetektoren. In dieser
Bearbeitung wurde der Einfluss charakteristischer Eigenschaften von Infrarotstrahlungsdetektoren bei
ihrer Anwendung in thermographischen Vorrichtungen erwogen. Unter anderem wurden folgende Para-
meter beriicksichtigt: NEP, D*, Empfindlichkeit, Zeitkonstante. Der CdHgTe-Detektor ist ein Beispiel
guter Anpassung dessen Spektralempfindlichkeitsbereichs an den zweiten Abschnitt atmosphérischer
Durchlissigkeit (8—13 wm) sowie an den Lichtausstrahlungsbereich des menschlichen Korpers. Aus dem
Vergleich der Photowiderstandsdetektoren CdHgTe und PbTe ist ersichtlich, dass die letztgenannten
dem Einsatz bei héheren Gegenstandstemperaturen besser angepasst sind. Es wurden im weiteren die das
thermische und Winkelverteilungsvermogen des Thermographen bezeichnenden Abhéngigkeiten diskutiert.
Die meist verbreiteten Thermographentypen und die darin angewandten Detektoren wurden aufgezihlt.
Es wurden Parameter der im Thermographen 15-71-03 angewandten, und vom Institut fiir Elektronische
Technologie der Technischen Hochschule in Warszawa hergestellten PbTe-Detektoren angefiihrt.

T. IINOTPOBCKN

BIUSAHWUE CBOYICTB JETEKTOPOB MH®PAKPACHOI'O M3JIYUEHWA
HA UX IIPUMEHAEMOCTB B TEPMOIPA®UN

Peszwme

BypHoe pasButue MUPOBOIi TepMOrpabUecKol TEXHUKHA IPUBEIIO K IIOCTAHOBKE 3a/1atH OLICHKHY IIPH-
MEHAEMOCTH JETeKTOPOB MHGPAKPacHOro naiyyeHus. B crarbe MpoaHAIM3NPOBAHO BIIMAHME XapaKTepH-
CTUYECKUX CBOHCTB 9THX JETEKTOPOB Ha X IPEMEHAEMOCTb B TepMorpadMUecKHX YCTAHOBKAX. YUTEHbI
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B yacrHocTH mapamerps! NEP, D* uyBCTBUTEIBHOCTD, IIOCTOSANHYIO BPEMCHN. TIpumepom JETEKTOpa CO
CNIEKTPaTbHBIM AMATIA30HOM UyBCTBUTENLHOCTH XOPOIIO MOAOGPAHHLIM KO BTOPOMY OKHY IIPONYCKAHUA
armoctepnl (8—13 uM) W [UANAS0HY HMBIYUECHUA YEJIOBCUECKOTO Tesa ABJIACTCH nmerextop CdHgTe.
W3 cpaBHeHns: QOTONPOBOAUMEIX JIETCKIOPOB CdHgTe u PbTe BbITEKaeT, UTO BTOPhIC ¥3 HUX JIy4ile
npucnocoGrens: K pabore B Auamasone Gojiee BBICOKHX TEeMIIEPaTyp obbexTa. OGCy)KAeHBI 3aBUCHMOCTH
OIpENENIAONFE TEPMUUECKYIO U YIVIOBYIO PaspellaroIyio crocoGHOCTh Tepmorpada. IlepednciieHsL
yalle BCETO BCTpEUaembie TANEI TepMorpadioB M NPHMEHACMBIE B HUX NETEKTOPHI. ITpuBeneHB! TAPAMETPBI
nerextopoB PbTe npumensembIx B Tepmorpade 15-17-03 mocrpoersom B Hucturyre DiekrporHoit Tex-
Honorux Bapmmasexoro ITomarexuiraeckoro HMHCTHTYTA.






ROZPRAWY ELEKTROTECHNICZNE 1975, 21, z. 2, ss. 405—418

621.3.014.31
537.52

Cisnieniowy model strefy przykatodowej fuku prézniowego
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Artykut zawiera rozwazania teoretyczne i wyniki obliczen niektorych parametréw strefy
przykatodowej tuku prézniowego. Pozwolily one na zbudowanie modelu tej strefy, ktory,
jak sig wydaje, lepiej niz dotychczasowe pozwala na wyja$nienie pewnych zjawisk zwiazanych
z rozpatrywana forma wytadowania. Dotyczy to przede wszystkim zjawisk powstawania,.
rozwoju, zaniku i dzielenia si¢ plamek katodowych, oraz ich chaotycznego ruchu po po-
wierzchni katody. Model ten ponadto ulatwia wyjasnienie ruchu wstecznego. Bazuje on na
stwierdzonym, niezwykle wysokim, ciSnieniu par metalu elektrod w strefie bezposrednio
nad plamka.

1. WPROWADZENIE

W opisie zjawisk tuku elektrycznego szczegdlne miejsce zajmuja zjawiska zachodzace
w plamce katodowej. Liczni badacze sa zgodni co do tego, Ze najwazniejszymi, z punktu
widzenia powstawania, podtrzymywania i gaszenia tuku prézniowego, sa procesy zacho-
dzace na samej katodzie i w strefie bezposrednio do niej przylegajacej, tak zwanej przy-
katodowej. Stad tez zjawiska przyelektrodowe sa do chwili obecnej przedmiotem szerokich
badat.

Lee, Greenwood i Polinko [1] udowodnili jak si¢ wydaje zadowalajaco twierdzenie,
ze podstawowym problemem istnienia luku prézniowego jest zapewnienie koniecznej
koncentracji par przy katodzie. Wydaje sig, ze klasyczny juz w tej chwili model fuku
prézniowego Reece’a [2] w niedostatecznym stopniu uwzglednial intensywno$¢ parowania
materiatu katody w plamce. Mozna sadzi€, ze wlaénie ta konieczno§¢ zapewnienia dosta-
tecznej koncentracji par moze wyjaénié szereg zjawisk zachodzacych na katodzie i w bez-
posrednim jej sasiedztwie.

Nalezy sig spodziewaé, ze ze wzgledu na specyficzne warunki otoczenia tuku (préznia)
iloé¢ wyprodukowanej pary musi by¢ znaczna. Ponadto spelnienie wymogu dostatecznej
koncentracji narzuca niejako okreSlone wymagania odno$nie do temperatury plamki
katodowej, to jest miejsca produkujacego potrzebna pare metalu i bezposrednio z nia
zwigzanej gestosci pradu.

Nizej przedstawiono prébe ilociowego okreslenia wspomnianych parametréw, wraz
z wyplywajacymi stad wnioskami.
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Zestaw symboli

B, C — stale parowania metalu w prézni,
E; — nateZenie pola elektrycznego w strefie ladunku przestrzennego,
1 — natezenie pradu tuku,
J — gestos$é pradu w plamce katodowej,
k — stala Boltzmana,
L — utajone cieplo parowania,
M — ciezar molekularny,
m, — masa atomu lub czasteczki,
N, — gesto§¢ przestrzenna atoméw obojetnych,
p — ci$nienie par,
ZPwe —suma gestosci mocy doprowadzonej do plamki katodowej,
D'P,, — suma gestosci mocy odprowadzonej z plamki katodowej,
7o — promiefi plamki katodowej,
T — temperatura pary,
Ty, — temperatura plamki katodowej,
Va — $rednia arytmetyczna predko$é czasteczek,
W, p — szybko§¢ parowania,
A — przewodno$¢ cieplna.

2. PAROWANIE KATODY

21. Cisnienie par w obrebie plamki i bezpoé§rednio nad jej
powierzchnia

Cisnienie par materiatu katody wyznaczono dla réznych wartoéci pradu tuku I w funkcji
gestodei j, oraz odwrotnie w funkcji nat. pradu I przy réznych wartoéciach j.

Przy wykonywaniu obliczen przyjeto upraszczajace zaloZenie, Ze para wydzielona
z katody zachowuje si¢ jak gaz doskonaly. Umozliwilo to skorzystanie ze znanej zaleznosci
na cifnienie

p=k-N,-T. §))
GestoS¢ przestrzenna atoméw obojetnych wyznacza wzér:
du
N, a — "ﬁ (2)

Szybko§¢ parowania, zgodnie z pracami Dushmana [3], dla metalu w prézni, mozna
przedstawic¢ nastepujaco:

logW = C—0,5logT— ——‘;;, ?3)
przy czym powigzanie migdzy x4 a W jest znane, w postaci
W
B o= @

m,
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Srednig arytmetyczna predko$¢ czasteczek V, moina otrzymaé znajac temperaturg T

§ k
V.,,=]/?-mo-T. )

We wzorach (1), (3), (5) temperature pary T przyjmowano réwna temperaturze plamki
katodowej. Wyznaczano ja z bilansu mocy dla tejze plamki, zakladajac jako obowiazujaca

emisj¢ T— F (termopolowa):
ZPWE—ZPW}":O' (6)

Na moc doprowadzona do plamki sklada si¢ gtéwnie moc dostarczana przez jony
dodatnie. Wobec tego gestosé mocy doprowadzanej do plamki z uwzglednieniem jonéw
odbitych od katody mozna przedstawi¢ nastgpujaco:

D Pye = (1=5) jlUs+ U+ Up—Up— 4 (Vs + Un)]- )

We wzorze (7) napiecia U wyrazaja odpowiednio:
U, — spadek napiecia w strefie tadunku przestrzennego,
U; — napigcie jonizacji par metalu katody,
U, — napiecie wyrazajace energig cieplna jonow,
U, = U,(Ex, Tx) — wynika z obliczen emisji, reprezentuje ono stratg mocy w plamce
spowodowang emisja elektronéw [4].
Pozostale wielkosci to:
s = s(j, T;) przedstawia cz¢$¢ pradu przenoszong przez elektrony [5, 6], wynika réwniez
z obliczen emisji,
(1—s) - j — gestosé pradu jonéw dodatnich,
., — wspdlczynnik odbicia (przyjeto 0,12 wg [7, 8.
Gesto$é mocy odprowadzonej wyznaczono Z zaleznoéci

Lw )&(Tk— To)

ZPW = 5 Upt 41957 +4,19 ®)

[

¥4

Czlon pierwszy prawej strony réwnania (8) przedstawia gesto§é mocy traconej wskutek
emisji pradu elektronéw, czlon drugi gestos¢ mocy traconej wskutek parowania, czion
trzeci wreszcie gesto§¢ mocy traconej na przewodzenie cCiepla.

Pozostale sktadniki mocy odprowadzonej z plamki pominigto jako znacznie mniejsze
[91.

Korzystajac z przytoczonych zaleznosci obliczono ciénienie par dla przypadku katody
miedziane;j.

Wyniki ilustrujg rysunki 1 i 2. Z zamieszczonych na rysunkach 1 i 2 wykreséw wynika,
#e ciénienie par wydzielonych z katody jest bardzo duze i ze wzrasta ono Zar6wno przy
wzroécie nateZenia pradu luku, jak i gestosci pradu plamki. Gwaltowny wzrost tegoz
cinienia nastepuje po przekroczeniu przez gestos¢ pradu wartosci okolo 10° Ajcm?.

Nalezy w tym miejscu doda¢, Ze obliczone wyzej ci$nienia uwzgledniaja jedynie gestosé
przestrzenng atoméw powstala z parowania netto. W rzeczywistosci gestosé ta moze by¢
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Rys. 1. Ciénienie par w plamce katodowej w funkcji gestosei pradu dla katody miedzianej
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Rys. 2. Ciénienie par w plamce katodowej w funkcji pradu tuku dla katody miedzianej

wigksza o czastki powstate z odbitych i zneutralizowanych jonéw dodatnich. W pracy [9}
wykazano, Ze gestosci czastek z tego Zrédla sa o dwa rzgdy mniejsze od wynikajacych
.Z samego parowania netto, dlatego w przedstawionych obliczeniach gesto$é te pominigto,

Jest rzecza oczywista, ze tak duze ci§nienia moga panowaé jedynie w obrgbie samej
plamki i bezposrednio nad jej powierzchnia, zwazywszy na fakt, Ze dotyczy to wszystko
tuku prézniowego. W miarg oddalania sie od powierzchni katody ci§nienie to musi zatem
gwaltownie maled.
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Dodajmy w tym miejscu, Ze pod pojeciem plamki katodowej bedziemy w wyidealizo-
wanym przypadku rozumieé péikule o promieniu 7, i powierzchni nr§ lezacej na plaszczyZnie
katody.

Z zaleznosci (2) wynika, Zze zmniejszenie gestosci przestrzennej atoméw N,, przy
stalej szybkosci parowania u, moze nastgpowaé jedynie poprzez wzrost ich predkoéci V,,
uwzgledniajac nawet fakt duzego rozpraszania wyparowanych atomdéw poza obszar
bezposredniego wyladowania.

Wizrost predkosci wyparowanych atoméw nie moze nastgpowac jedynie na skutek
wzrostu temperatury, jak to sugerowaloby réwnanie (5). Wzrost temperatury musiatby
bowiem pociagnaé za soba i wzrost ci¢nienia, jako Ze korzystajac z zaleznosci (1), (2) i (4)
mozna otrzyma¢ na ci§nienie wyraZenie: '

p=DYT, ©)
gdzie D = l/

nia W, co bedzie mialo miejsce przy stalej temperaturze plamki katodowej.
Mozna stad wyciagnaé wniosek, Ze aby ci§nienie atoméw obojetnych w miarg oddalania
sie od powierzchni katody mogto maleé musi mie¢ miejsce ich przyspieszanie.

nT; - W jest stalg, jeSli przyja¢ rowniez za staly szybkoS¢ parowa-

22. Strumienie par materiatu katody

Jak sie okazalo na podstawie badan eksperymentalnych [10, 11, 12, 13, 14], wspomniane
przyspieszenie rzeczywiscie ma miejsce, jakkolwiek do chwili obecnej nie jest znany doklad-
nie mechanizm tego przyspieszenia. Stwierdzono wystgpowanie tak zwanych strug lub
strumieni par materiatu katody poruszajacych si¢ ze znacznymi predkoéciami przekraczaja-
cymi warto$ci, ktére wynikatyby z ich temperatury.

Juz pierwsze pomiary predkosci tych strumieni dokonane przez Tanberga [10] daly
warto§é przekraczajaca 10° cm/s. Nastgpne pomiary przy stosowaniu réznych metod
daly réwniez podobne wyniki. W pracy [14] stwierdzono ponadto, Ze metale z niska
temperatura wrzenia i niska przewodnoscig cieplna tworza intensywne strumienie par,
ale ze stosunkowo matymi predkosciami.

Latwo sig przekonaé, Ze otrzymane predkosci rozpatrywanych strumieni przekraczaja
o rzad wielko§é §rednia arytmetyczng predkoéé atoméw, wynikajaca z ich temperatury.
Wynika stad réwniez, co juz wyraznie podkre§lono, ze musi mie¢ miejsce ich przyspieszanie
juz po opuszczeniu katody. Nalezy sadzié, ze przyczyna powstawania szybkich strumieni
par katody w tuku prézniowym sa nadzwyczaj wysokie lokalne cinienia tych par bez-
poérednio nad plamka katodowa (patrz rys. 1 i 2). Je§li uprzytomni¢ sobie, Ze ci$nienia
otaczajacego §rodowiska w tuku prdzniowym sa bardzo niskie, a réwnocze$nie szybkos§¢
parowania duza, to jest rzecza wielce prawdopodobna powstawanie czego§ w rodzaju
tloka cisnieniowego, ktéry moze by¢ Zrédlem przyspieszania czasteczek.

Tezg te mozna sformutowaé réwniez w odwrotnym kierunku: poniewaz dla przypadku
luku prézniowego cisnienie otaczajacych gazow jest bardzo niskie, ma miejsce szybkie rozpra-
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szanie i kondensacja par metalu, wydzielanych glownie z plamki katodowej, a wiec szybkosé
Dparowania, a dalej i cisnienia tych par przy samej plamce muszq byé¢ wysokie; chodzi bowiem
o0 zapewnienie w rejonie przykatodowym wystarczajqcej koncentracji czqstek co, jak stwier-
dzono uprzednio, jest podstawowym warunkiem istnienia tego typu luku.

W tuku ciSnieniowym otaczajacy gaz ogranicza niewatpliwie rozpraszanie sie wydzie-
lanych par, co pozwala na zredukowanie szybkosci parowania nawet przy zalozeniu,
ze tylko jony tych par beda braly udziat w przenoszeniu pradu [15]. Pozwala to na wyciag-
nigcie z pozoru paradoksalnego wniosku, Ze jest mozliwe, aby w tuku normalnym cignienie
nad plamka bylo nizsze anizeli w przypadku uku prézniowego. W rzeczywistodci jest
to catkiem prawdopodobne. Swiadczy o tym chociazby zgodno$¢ wnioskSw, ktére wynikaja
z przyjgtego w ten sposéb modelu z danymi eksperymentalnymi, czy nawet z wyprowa-
dzonymi z innych zaloZeri rezultatami Eckera [16]. Potwierdzaja to réwniez prace Robert-

/
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T T=TTTTTT
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Rys. 3. Minimalna warto$¢ gestosci pradu w funkeji jego nateZenia dla katody Cu

sona [17, 18]. Stwierdzit on szybkie malenie sity wywieranej na katode wraz ze wzrostem
ci$nienia otoczenia, w ktérym pali si¢ tuk.

Przyjecie powyzszej tezy pozwala wyciagnaé wniosek, ze predko§é strumienia par
katody tuku prézniowego powinna byé proporcjonalna do lokalnego ci$nienia nad plamka.
Poniewaz ci§nienie to gwaltownie rosnie wraz ze wzrostem gestoci pradu j (patrz rys. 1),
wigc wzrost warto§ci j powinien powodowaé zwiekszenie predkoéci strumienia. Pokrywa
si¢ to calkowicie z rezultatami Eckera [16]. Z danych rys. 2 wynikatoby, ze predkosé
powinna réwniez by¢ tym wigksza im wigksze jest natezenie pradu tuku I Tak byloby
jednakze tylko w przypadku, gdyby zmiany pradu nie pociagaly za soba zmian wartosci j.
W rzeczywistosci istnieje jednak $cista zaleznoéé j = f(I) dla tuku prézniowego. W pracach
[19, 20] przedstawiono metode ustalenia tej zaleznosci. Opierata si¢ ona na okre§lenin
rozmiaréw obszaru zawierajacego linie toréw jonowych, jako ze jony wlaénie tworza
tadunek przestrzenny decydujacy o mechanizmie emisji katody oraz sa gléwnym Zrédlem
mocy doprowadzonej do plamki katodowej. Zatozono, Ze jednym z warunkéw koniecznych
dla zapewnienia doptywu jonéw do katody w obrebie jej plamki a nie poza nia, jest aby
ci$nienie magnetyczne wywolane przeptywem pradu w strefie stopy katodowej bylo wigksze
od ci$nienia czastkowego jonéw wynikajacego z ich koncentracji w rozpatrywanej strefie.
Przeprowadzone obliczenia bazujace na powyzszym zalozeniu pozwolily wyznaczyé
minimalng warto$¢ gestosci pradu j,.., pojedynczej plamki lub Zespotu plamek potozonych
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bardzo blisko siebie. Wynik tychze obliczenn podano na rysunku 3. Korzystajac z danych
rysunkéw 1, 2, 3 mozna okresli¢ zalezno$§¢ ci$nienia par p od natezenia pradu J, z uwzgled-
nieniem odpowiedniej zmiany gesto§ci pradu wraz ze zmiana natezenia. Zalezno$é te
podano na rysunku 4.

Mozna zatem sadzié, Ze wzrost nateZenia pradu tuku, powodujac malenie ci$nienia par
zgodnie z przyjeta hipoteza, powinien w rzeczywistosci wptywaé na zmniejszenie si¢ pred-
kosci strumienia katodowego.

Jak wynika z rysunku 3, gestosci pradu dla przypadku tuku prézniowego sa duzo
wieksze od spotykanych w luku normalnym ci$nieniowym. Sa liczne eksperymentalne
potwierdzenia powyzszego wniosku [19, 20, 21, 22, 23]. W §wietle rozpatrywanego modelu
jest to catkowicie zrozumiale, bowiem zapewnienie wystarczajacej szybkoéci parowania
dla podtrzymania tuku prézniowego narzuca warunek duzej koncentracji energii doprowa-
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Rys. 4. Ciénienie par nad plamka katodowa w funkcji natgZenia pradu tuku przy uwzglednieniu zaleznosci
j =fW). Katoda Cu

dzonej do plamki, co wiaZe sig¢ bezposrednio z koniecznoscia wystgpowania duzych gestodci
pradu w plamce.

Podsumowujac powyzsze rozwazania mozna sformutowaé nastgpujace wnioski odnoénie
predkoséci strumieni par opuszczajacych katode.

— Predko$é ta bedzie wzrasta¢ w miarg obniZania ci$nienia otoczenia, W ktérym pali sig
tuk. ObniZanie si¢ bowiem tego parametru zwigksza gradient ci$nienia, gléwnie wskutek
wzrostu gestoéci pradu w plamce.

— Dla przypadku tuku prézniowego predko$é ta maleje wraz ze wzrostem nateZenia
pradu tuku.

— Maksymalna predko§é bedzie wystgpowaé bezposrednio po zainicjowaniu huku,
poniewaz w tym momencie parowanie bedzie najintensywniejsze. PéZniej na skutek przeciw-
dzialania wlasnego ci§nienia par, szybko§é parowania maleje. Pozwala to na utrzymanie
sie¢ tuku przy zmniejszonej wartoéci gestosci pradu. Zmniejszanie sie gestosci pradu w miare
uplywu czasu palenia si¢ luku zostalo zaobserwowane wyraznie w pracach Rachowskiego,
Kanziela i Zykovej [25, 26, 27].

— Przyjeta hipoteza daje rezultaty podobne do otrzymanych w pracy Eckera [16],
jak réwniez moze wyjasni¢ obserwacje poczynione przez Pliutto i innych [14] odnoénie
predkoéci strumieni par dla réznych materialdéw katody.
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3. MODEL I ZACHOWANIE SIE STREFY PRZYKATODOWEJ

31. Model strefy przykatodowej tuku prézniowego

Z rozwazan punktu poprzedniego i zamieszczonych tam rysunkéw wynika, Ze ci§nienia
par metalu w plamce i bezposrednio nad nia sa bardzo wysokie. Ciénienia te moga byé
Zrédlem przyspieszeni i uzyskiwania przez wyparowane atomy predkosci przekraczajacych
108 cm/s.

W pracy [20], opierajac si¢ na kinetycznej teorii gazéw przy przyjeciu modelu sprezystych
kul i dla zalozonych zderzei sprezystych, uwzgledniajac polaryzacyjne przyciaganie
molekut jonami, wyznaczono §rednig drogg swobodna jonu. Przy wyznaczonych w uprzed-

é Strefa jonizacji
1
o)

Strefa Tadunku
przestrzennego

o

i

@]

K

Rys. 5. Rozklad jonéw i ich toréw w rejonie przykatodowym tuku proézniowego (@ — jon, 0 — atom
obojetny, nie zaznaczono na rysunku elektronow)

nio podany sposéb ciénieniach, droga ta jest mniejsza od definiowanej czesto w modelach
tukowych strefy fadunku przestrzennego [2, 9].

Wyplywa stad wniosek, ze w strefie tej musi dochodzié do zderzer migdzy jonami
dazacymi do katody ze strefy jonizacji a molekutami lub atomami zawartymi w strumieniu
par metalu, dazacymi w kierunku przeciwnym. Poniewaz predko$é strumienia par jest
rzedu 10° cm/s i wigcej, a predkosci skierowane jonéw osiagniete na ich drodze swobodnej
tylko rzgdu 10° em/s (przy rozpatrywanych natezeniach pél elektrycznych rzedu 107 V/em),
jest mozliwe, przy zalozonym zderzeniu sprezystym, nawet odwrdcenie kierunku ruchu
jonu.

Jony zatem beda mialy jak gdyby utrudniony dostep do centrum plamki, tam gdzie
gestoSC par bedzie najwigksza. Moze to by¢ przyczyna powstawania swego rodzaju parasola
jonowego wokét o§rodka wydzielania si¢ par, co schematycznie przedstawiono na rys. 5.
Dzigki temu jony beda osiagaé katode przede wszystkim na granicach plamki. To wlasénie,
obok mozliwego dodatkowego wplywu krawedzi powstalych na granicy stanu cieklego
i stalego, moze by¢ przyczyng obserwowanej wyiszej gestoSci pradu na krawedziach
plamki [26]. Jony dazace do katody w zewnetrznej warstwie strumienia gestych par beda
mialy tendencje, na skutek dzialania sit elektrodynamicznych, do skupiania si¢ w pewien
rodzaj wiazek, ktore osiagajac katode moga powodowaé wystapienie - w tym miejscu
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matych plamek przylepionych do plamki macierzystej. Rejestrowano juz tego typu zjawiska
w [9]. Przedstawiony na rys. 5 model wydaje si¢ dobrze tlumaczy¢ powstawanie takich
wlaénie satelitarnych matych plamek. Réwnie dobrze mozna na jego podstawie wyjasni¢
takie zjawiska, jak rozpadanie si¢ plamek katodowych luku prézniowego, inicjowanie
_ nowych, ich chaotyczny ruch po powierzchni katody, czas Zycia pojedynczej plamki i jego
zalezno§é od parametréw cieplnofizycznych materiatu katody. Po$wieémy zatem tym
zagadnieniom nieco uwagi.

32. Interpretacja obserwacji eksperymentalnych
zachowa‘nia.‘siq strefy przykatodowej tuku préziniowego

. Zwigkszajace si¢ z czasem cisnienie par, na skutek zbyt wolnego ich przemieszczania
w kierunku na zewnatrz od katody w poréwnaniu z szybkoScia parowania, moze by¢
przyczyna rozszerzania si¢ granic obszaru przykatodowego i oczywifcie granic samej
plamki. To rozszerzanie si¢ powierzchni, po pewnym czasie od momentu zainicjowania,
moze doprowadzi¢ do zmniejszenia si¢ gestoéci pradu ponizej wartosci minimalnej, okres-
lonej w sposéb uprzednio podany. W efekcie plamka zostaje jak gdyby rozsadzona, co
doprowadza albo do jej catkowitego wygasniecia i przerwania pradu tuku, albo do powsta-
nia nowych plamek w miejscach najwigkszego zgrupowania toréw jonowych. Tory pradowe
nowo powstatych plamek wytwarzajac wokét siebie pole magnetyczne oddziatuja na siebie,
co uwzgledniajac zjawisko ruchu wstecznego bedzie przyczyna ich wzajemnego odpychania
i rozbiegania si¢ plamek po calej powierzchni katody. Tym mozna thimaczy€ czgsto stwier-
dzany i opisywany chaotyczny ruch plamek katodowych tuku prézniowego [25, 26, 27].
Upowaznia to do stwierdzenia, Ze przyczyna chaotycznego ruchu i szybkiego przemiesz-
czania si¢ plamek po powierzchni katody moze byé wlasne pole magnetyczne sasiednich
plamek, a predko§é tego ruchu bedzie zatem funkcja wielkosci pradu przypadajacego
pa jedna plamke, wzajemnej odleglo§ci i rozmieszczenia sasiednich plamek wzglgdem
siebie.

Jezeli byémy znali predko$é rozszerzania si¢ strefy przykatodowej, mozna byloby
okre§li¢ czas, po jakim gesto$é pradu osiagnie warto§¢ minimalna, zakladajac, Ze nowa
plamka startuje od punktu. Czas ten bylby réwny czasowi zycia plamki. Przyjmujac
wspomniana predko§¢ w granicach 10%+-10° cm/s [26] otrzymuje si¢ W ten sposéb, dla
gestoéci pradu 108 A /em?, czas zycia w granicach 5,6+ 50 usek. Otrzymane eksperymentalne
wartoéci [29] odpowiadaja temu zakresowi czasowemu. Mozna jeszcze dodaé, Ze pomie-
rzone przez Weichela [29] czasy zycia malaly w miare obniZania ci$nienia gazu otaczajacego,
co rowniez wynika z przyjetego przez nas modelu.

Z przebiegu krzywej p = f(I), podanej na rys. 4, wynika prosty wniosek, Ze szybkos§¢
rozszerzania sig obszaru przykatodowego, a co za tym idzie i prawdopodobiefistwo rozpadu
(krétszy czas Zycia) i niestabilnoéé plamek katodowych beda tym wigksze im mniejszy
bedzie prad tuku.

PowyZszy wniosek calkowicie pokrywa sie z wynikami badani Zykovej, Kanziela
i Rachowskiego [25, 26, 27] dotyczacych dynamiki rozwoju i zachowania si¢ plamek
katodowych tukéw palacych sig przy obniZonym cignieniu, z réznymi rodzajami otaczajg-

9 Rozprawy Elektrotechniczne 2/75
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cego gazu i dla réznych materialéw elektrod. Stwierdzono wystepowanie plamek trzech
typow rézniacych si¢ gléwnie ruchliwoscia, wzajemnymi powiazaniami i czasem pojawienia
sie:

1. plamki najbardziej ruchliwe, predko$é rozszerzania si¢ obszaru katodowego 103+
+4° 103 cm/s, pojawiaja si¢ na poczqtku rozladowania, a nast¢pnie rozchodza si¢ po calej
powierzchni katody;

2. plamki pojawiajace si¢ pdzniej, predko$é ruchu obszaru zajetego tymi plamkaml

- mniejsza, rzedu 10+ 102 cm/s;

3. plamki wystgpujace tylko grupami, odstgpy miedzy poszczegblnymi plamkami
sa rzedu rozmiaréw samych plamek, sa malo ruchliwe albo catkiem nieruchome.

Plamki drugiego typu pojawialy si¢ po uplywie pewnego czasu od poczatku rozitado-
wania, ale tylko przy wyzszych, z badanego zakresu, ci§nieniach i przy wigkszych nateze-
niach pradu (ap. dla Cu od 500 A). Czas ich pojawiania si¢, od momentu zaptonu tuku,
zwigkszal si¢ przy obniZaniu ciSnienia. Mozna to wytlumaczyé w nastepujacy sposéb:
przy cisnieniu 4001 100 Tr wystarcza mniejsza gesto$é pradu dla wyprodukowania wystar-
czajacej ilodci pary, jako Ze otaczajacy gaz ogranicza szybko$¢ jej rozpraszania sie. W kon-
sekwencji ci§nienie pary jest mniejsze a tym samym, zgodnie z przyjetym modelem, stabil-
no§¢ plamek rosnie i maleje szybko§¢ ich rozprzestrzeniania si¢. Mniejsza gestosé pradu
moze zapewni¢ skiadnik termoemisji, co wymaga oczywiscie uprzedniego podgrzania do
odpowiedniej temperatury miejsca, gdzie powstang plamki. To ostatnie wyjasnia pewne
opoznienie momentu pojawienia si¢ tego typu plamek. Stwierdzono powstawanie tych
plamek w miejscach, przez ktdre uprzednio przeszly plamki pierwszego typu. Dodatkowym
potwierdzeniem przyjetego modelu jest fakt obserwacji tego typu plamek dopiero poczawszy
od pewnej wartosci pradu, co jak pokazuje rys. 4 pociaga za soba zmniejszenie ci§nienia
par. Mozna tu jeszcze zauwazy¢, ze przy 400 Tr na Cu pojawialy si¢ one poczawszy od
500 A, a przy 100 Tr dopiero od pradu 1200 A.

Przy najniZszym z badanych ciénieri (10~* Tr) wymienieni badacze stwierdzili réwno-
czesne istnienie jedynie plamek pierwszego i trzeciego typu, przy czym ten ostatni zauwaza
si¢ dopiero poczawszy od pewnych wartosci pradu. Szybko$é rozszerzania si¢ obszaru
zajmowanego plamkami pierwszego typu wzrastala przy obniZaniu ci$nienia, a réwno-
cze$nie z tym powierzchnia zajmowana przez plamki. trzeciego typu malafa.

* To ostatnie mialo miejsce dzigki wzajemnemu zblizeniu poszczegdlnych plamek w grupie.
Na katodzie Cu plamki w grupie byly roztozone gesciej niz na W, na Ag roztozone podobnie
jak na Cu, ale liczba grup przy tym samym pradzie byla wieksza.

-7 powyzszego wymka Ze na metalach z dobra przewodnoscia meplnq plamki w grupie
sa bardziej skupione, a przy obnizaniu sie temperatury topnienia i wrzenia taka plamka
grupowa moze istnie¢ przy mniejszym pradzie. Zalezno§¢ w roziozeniu plamek w grupie,
wartosci ‘pradéw pojedynczych matych plamek i catych grup od wymienionych cieplnych
parametrow materiatu katody wskazuje na bezposredme Ppowigzanie tych wielkoéci ze stwo-=
rzeniem komecznej dla palenia si¢ tuku gestoéci pary nad powierzchnia katody.

Mata ruchliwo$€ a niekiedy nawet zupelny bezruch rozpatrywanych grupowych plamek
trzemego typu ‘mozna sobie wytlumaczyc wplywem wydzielanych par z sqs1adujqcych
ze  sobg pobhsklch malych plamek Pary te dla najblizej polozonych plamek spelmaja
réle’ ‘podobna, jak otaczajacy gaz w normalnym tuku’ci$nieniowym. :
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W tej sytuacji szybko§¢ rozprzestrzeniania si¢ par wydzielanych z pojedynczej malej
plamki radykalnie zmniejsza si¢, co zgodnie z przyjetym modelem dziata stabilizujaco.
Ten sam wniosek wynika wprost z faktu, Ze zjawisko iaczenia si¢ pojedynczych malych
plamek w plamki zespolowe zezwala w zwiazku z tym, co wyZej powiedziano, na zmniej-
szenie sumarycznej gestoéci pradu, a to zgodnie z rys. 1 i naszymi rozwazaniami prowadzi
wprost do ograniczenia ruchliwoéci takiej plamki.

Na zalezno$é czasu zycia plamek od ciénienia par i zwiazanej z tym predkoéci ich
rozprzestrzeniania si¢ wskazuje dodatkowo stwierdzone w tych badaniach zmniejszenie
sie¢ predkosci rozprzestrzeniania sig granic obszaru przykatodowego w miarg wzrostu
cigzaru atomowego otaczajacego gazu przy jednakowych pozostalych parametrach.
W ksenonie predko$¢ ta byla 1,5+2 razy mniejsza niz w helu. Wynika to niewatpliwie
z faktu, Ze im cigZzszy gaz tym strumienie wydzielanych par beda bardziej wyhamowywane,
a tym samym rozszerzanie granic plamki bedzie wolniejsze, co opdznia moment spadku
gestoéci pradu’ ponizej wartosci granicznej i dzigki temu czas Zycia plamki wzrasta.

Zauwazmy w koficu, Zze wszystkie przytoczone wyZej rezultaty eksperymentalne doty-
czace zaleznosci predkosei rozszerZania sie strefy przykatodowej od réznych parametrow
sa catkowicie zgodne z wnioskami dotyczacymi predkoéci strumieni par wydzielanych
z katody i podanymi w uprzednim punkcie.

4. PODSUMOWANIE

Na podstawie przeprowadzonych rozwazan i obliczeri mozna sformulowac nastgpujace
wnioski koficowe. :

Konieczno$é zapewnienia dostatecznej koncentracji par metalu katody dla podtrzymania
palenia si¢ luku prézniowego wymaga duzZej gestosci mocy doprowadzonej do plamki,
co jest mozliwe tylko przy duzej gestoSci pradu.

Duza gestoéé pradu jest przyczyna niezwykle wysokich ciSnient par materialu katody
w obrebie i bezposrednio nad plamka.

Duze gestoéci par sa z kolei Zrédlem powstawania szybkich strumieni katodowych,
ktére moga wplywaé na takie uksztattowanie toréw jonowych, jak to pokazano na rys. 3.
Powoduja one stopniowe rozszerzanie sig¢ strefy przykatodowej w miarg uplywu czasu
trwania wytadowania. Czas jaki uptywa do momentu, gdy gesto§¢ pradu obnizy si¢ do
wartosm minimalnej, jest réwnocze$nie czasem zycia plamki. :

“Korzystajac z przedstawionego modelu mozna wyjasni¢ takie zjawiska _]ak rozpadanie
si¢ plamek katodowych, inicjowanie nowych, ich chaotyczny ruch po powierzchni katody.
Mozna réwniez na jego podstawie wyjasni¢ zalezno$é czasu Zycia plamki, pradu przeno-
szonego plamka pojedyncza czy grupowa, wzajemnego rozmleszczema plamek od para-
metrow c1eplnoflzycznych materiatu katody. ' » »

Dodatkowo, bazu_]qc na zalozemach tego ‘modelu, mozna wyﬂumaczyc ruch wsteczny
tuku prézniowego w poprzecznym polu magnetycznym [30], 2 wyjasnienie tego zjawiska
jest przez wielu badaczy uwazane za kamien probierczy kazdej teorii oplsujqcej procesy
na katodzie omawianego tuku. :

g*
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K. STEFANIAK
PRESSURE MODEL OF CATHODE ZONE OF VACUUM ARC

Summary

The article contains theoretical considerations and the results of measurements of parameters for
cathode zone of vacuum arc. This allowed to build a model of the zone, which, as it seems, in a better
way explains certain phenomena connected with the type of discharge in question. Above all, it deals with
the phenomenon of formation, development, decay and division of cathode spots and their chaotic move-
ment on cathode surface. The model helps to explain the retrograde movement. It is based on the observed,
extremely high pressure of electrode metal vapours in the zone directly above the spot.

K. STEFANIAK
UN MODELE DE PRESSION DE LA ZONE PRES-CATHODIQUE DE L’ARC A VIDE

Résumé

Cet article contient des réflexions théoriques et les résultats des calculs concernants cértains paramétres
de la zone prés-cathodique de Parc & vide. Cela a permis de construire un mode¢le de cette zone, qui peut
servire & mieux expliquer quelques phénomenes ayant rapport avec la forme examinée du décharge. 1l s’agit
avant tout des phénoménes suivants: formation, développement, dépérissement et partage des taches
cathodiques et aussi de leur mouvement chaotique sur la surface de la cathode.

En outre le modge fait plus facile la mise au point du mouvement rétrograde. Il est basé sur 'obsert
vation, que la pression des vapeurs du métal des électrodes est excessivement haute dans la zone directemen-
au dessus d’une tache.

K. STEFANIAK
DRUCKMODELL FUR DIE NEBENKATHODENZONE DES VAKUUMBOGENS

Zusammenfassung

Der Artikel enthilt theoretische Erwigungen sowie Berechnungsergebnisse betreffs einiger Parameter .
der Kathodenzone des Vakuumbogens. Dies erméglichte, ein Modell dieser Zone zu schaffen, wodurch
sich sicher manche mit der untersuchten Entladungsform zusammenhingenden Effekte besser erkldren
lassen. Dies betrifft vor allem Entstehungs-, Entwicklungs-, Schwund- und Verteilungseffekte von Katho-
denflecken sowie deren chaotische Bewegungen auf der Kathodenfliche. AuBerdem erleichtert dieses
Modell die Erklirung der Riickbewegung, die auf dem festgestellten, auBerordentlich hohem Dampfdruck
des Elektrodenmetalls in der Zone direkt iiber dem Flecken basiert.
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K. CTE®PAHAK

MOJEJb IIPUKATOJHOM OBJIACTH BAKYYMHOIT IYTU C TOUKH
3PEHIS TABJIEHUI

Peswme

CraThsi CONEPIRHT TEOPETHUECCKHE DACCYXIEHHA H Pe3YJTAaThI PACUETOB HEKOTOPBLIX IapaMeTpoB
BaKYYMHOH AYTH, Ha OCHOBAHMM KOTOPBIX IIOCTPOEHA MOJENb 3ToH o6nactd, maiomasn Gosee mmpoxue
BO3MOKHOCTH UM JPYTHE IPAMEHSECMbIE IO CHX HOP MOZENH O0GLICHEHHA HEKOTOPBIX SIBJICHHMIf, CBA3AH~
HBIX C paccmarpuBaemoit ¢opmoil paspsaaa.

IIpemxe BCero 370 Kacaercs ABJICHAA 0GPA30BaHNAA, PA3BHTHSA, HCUC3HOBEHHA H JENCHUA KATOAHBIX
nOATEH, 4 TAloKe HX GEeCHOpANOMHOrO JBIYKEHHA IO NOBEPXHOCTH Katofma. KpoMe TOro sTa MOeNn 0G-
JlerdaeT oOBACHEHHE OGPaTHOrO ABHYKEHMST, OGOCHOBAHHOTO HAa KOHCTATHPOBAHHOM HEOOBIYAiHO BLICO-
KOM JIaBJICHHH NapoB MeTajlla BAEKTPOAOB HEMOCPEACTBEHHO B 0GJIaCTH Haj IATHOM.
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Ruch wsteczny tuku elektrycznego w prozni
na elektrodach stalych

KAZIMIERZ STEFANIAK (POZNAN)

Instytut Elektroenergetyki Politechniki Poznanskiej

Otrzymano 8.2,1974

Artykul zawiera wyniki badaf zachowania si¢ luku elektrycznego w pierécieniowej
przerwie migdzy koncentrycznymi elektrodami przy ciSnieniach rz¢du 10-% Tr, pradach tuku
w granicach 20150 A oraz warto$ciach indukcji poprzecznie skierowanego pola do 0,5 T.
Mierzono predkos$¢ przesuwania sie tuku, napiecie i czas jego Zycia.

Stwierdzono nieciagly charakter przesuwania si¢ plamek katodowych oraz nieco odmien-
ny charakter zachowania si¢ luku dla wigkszych pradéw.

Przeprowadzone rozwazania analityczne pozwolily stwierdzi€, Ze wystepowanie ruchu
wstecznego jest zwiazane przede wszystkim z wysoka gestoscia pradu plamki katodowej
tuku proézniowego.

1. WPROWADZENIE

Ruch wsteczny? jest niewatpliwie jedna z najbardziej intrygujacych zagadek tuku
prézniowego. Polega on na odwrdceniu kierunku ruchu luku w poprzecznym polu magne-
tycznym na przeciwny do wyznaczonego prawem Ampera. Od momentu jego odkrycia
przez Starka [1] poswigcono mu wiele uwagi, niemniej wydaje sig, ze nie wszystko jeszcze
zostalo w tej materii wyjasnione. Stosunkowo najwigksza liczba publikacji dotyczy prob
teoretycznego wyjasnienia istoty ruchu wstecznego Do tej pory jednak nie sformutowano
zadnej ogdlnie akceptowanej hipotezy ujmujacej wszystkie zaobserwowane fakty zquane
Z tym specyflcznym ruchem.

Malo jest natomiast danych eksperymentalnych dotyczacych takich parametréw jak
predkosé ruchu wstecznego, czas palenia si¢ luku czy wreszcie jego napiecie, zwlaszcza
tukéw na katodach z materialéw statych. Bardziej szczegélowymi danymi dysponujemy
jedynie dla tukéw rteciowych, przede wszystkim dzigki badaniom Gallaghera [2], Johna
i Winansa [3, 4] oraz Kesajeva [5]. Badania przy wykorzystaniu elektrod stalych ograni-
czaly sie jedynie do potwierdzenia wystgpowania ma nich réwniez ruchu wstecznego,
wzglednie byly przeprowadzone w wycinkowych zakresach i to przewaznie co prawda
przy obnizonym ciénieniu, ale nie na poziomie stosowanym na przyklad w Iacznikach
prézniowych [6]. Celem niniejsze]j pracy jest cho¢ czesciowe wypeinienie tej luki. Zbadano

D Ang. retrograde motion, ros. obratnoje dwiZenije.
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zalezno$¢ predkosci ruchu wstecznego w funkcji indukcji B poprzecznie przylozonego
pola magnetycznego dla réznych wartoéci nateZenia pradu tuku (20+-150 A), réznych
odstgpéw elektrod d (2 i 5 mm) i réznych materiatéw elektrod (Cu, Al, Fe), w zakresie
ciénienn do 1075 Tr.

2. OPIS UKLADU I WARUNKOW POMIARU

Schemat ukladu pomiarowego przedstawia rys. 1. Badane elektrody wykonane byly
w postaci dwdch koncentrycznie. umieszczonych . pierscieni, przy czym katode stanowit
pierscieri wewnetrzny o statych wymiarach, natomiast anode pierécient zewnetrzny o stalej
§rednicy zewnetrznej a zmienianej wewngtrznej. Zmiana tej ostatniej pociggala ,_‘a soba

! Kamerg

Katodo
)
Anoda

\

\ // \\ : Komora_ prézniowa
[y

A\

% Solenoid

~-. Mieszek sprezysty

Do u/<faa’u¥J T |
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o=
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T " 22pv-

Rys. 1, Schemat ukladu pomlarowego

zmiang odstepu migdzyelektrodowego d. Elektrody lqcznie z déprowadzerﬁami pradowymi
byly umieszczone wewnatrz szczelnej komory, podlaczonej do uktadu pomp prozniowych,
co umozliwito uzysklwanle bardzo niskich ci$niéni.

Zaréwno same elektrody, doprowadzenia zasilajace, jak i komora zostaly zaprOJekto-
wane jako rozbieralne, co umozliwiato wymiang badanych elektrod. Zasilanie odbywato
si¢ poprzez przepustowe 1zolatork1 prézniowe w dolnej pokrywie komory i dalej dwoma
réwnoleglymi rozbieralnymi pretami wkrecanymi do elektrod. Zastosowano podwdjne
zasilanie elektrod z dwdch koncow, celem maksymalnego wyeliminowania wplywu wlasnego
pola magnetycznego petli pradowe;.

Komoreg prézniows z badanyml elektrodami umieszczono wewnatrz specjalnie Zapro-
jektowanej cewki, ktéra wytwarzala pionowo skierowane pole magnetyczne. Wytwarzane
pole magnetyczne bylo w kazdym punkcie prostopadle do pradu tuku palacego sig ' w kon-
centrycznej przerwie miedzy elektrodami i powodowalo w ten sposéb stale wirowanie
badanego tuku. Szklane zamknigcie od géry komory umozliwiato obserwacjg tego zjawiska.
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Predko$é wirowania tuku ustalano- korzystajac ze zdje¢ wykonywanych kamerg szybkiej
fotografii. Rys. 2 pokazuje przyk%adowo wycinki z otrzymanych w ten sposéb tasm fil-
mowych.

Zaptonu tuku dokonywano przez zwarcie katody z anodg wysuwang metalowa igla,
wykonana z tego samego materialu co badane elektrody, ktéra nastgpnie wycofywano

Rys. 2. Wycinki otrzymanych kamera szybkiej fotografii zdje¢ wirujacego tuku

do wnetrza katody. Drzieki temu, Ze tuk zapalal si¢ zawsze w tym samym miejscu, mozna
bylo réwniez okreslié kierunek jego przesuwania sig.

Réwnoczeénie z fotograflczna rejestracja obrazu tuku rejestrowano przy pomocy
oscylografu petlicowego przebieg napiecia i pradu tuku. Do sterowania catym przebiegiem
préby zastosowano impulsator wybierakowy, ktéry posiadat 5 par zestykéw. Maksymalny
odstep czasowy miedzy zadzialaniem pierwszego i ostatniego zestyku wynosit—3 s,
odstep minimalny miedzy zadziataniem kolejnych zestykéw — 20 ms. Umozliwialo to
szeroki zakres wyboru interwalow czasowych zadzialania poszczegélnych elementow
obwodu prob1erczego '

Badania przeprowadzane byly w obwodzie pradu stalego o mnapigciu 125 V'i280V.
Wplyw ewentualnego utleniania si¢ elektrod na wyniki pomiarowe eliminowano przez
wykonywanie przed kazda rejestrowang seria préb kilkunastokrotnego przepuszczenia
wirujacego luku po powierzchni elektrody bez ich rejestrowania. Gazem resztkowym
w komiorze bylo pow1etrze atmosferyczne

3. WYNIKI POMIAROW PREDKOSCI WSTECZNEJ

‘Na podstawie badan stwierdzono, podobnie jak i dla tukéw rteciowych, ze predkosé
ruchu wstecznego na elektrodach statych jest proporcjonalna do wartodci indukcji magne-
tycznej B, ale tylko do pewnych jej warto$ci. Dalszy wzrost indukcji powoduje poczatkowo
malenie predkosci wstecznej, a W koficu przy jeszcze wigkszych wartosciach nastgpuje
odwrdcenie ruchu zgodme z prawem Ampera. Dotyczy to wszystkich badanych materlalow
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Rysunki 3-+5 przedstawiaja zalezno§¢ pomierzonej predkosci od wartosci indukcji
dla elektrod Cu, Al, Fe przy réznych warto§ciach natezenia pradu luku i dwéch roznych
odstgpach elektrod.

Odwrdcenie kierunku ruchu na normalny, zgodny z prawem Ampera, nie nast@powalo
nagle przy jednej okreslonej warto$ci natgzenia pola magnetycznego. Istnial pewien zakres
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Rys. 3. Predkos¢ wsteczna tuku w funkcji indukcji magnetycznej dla ré6znych wartodci natgzenn pradu
tuku i przy r6znych odstgpach miedzyelektrodowych 4. Katoda Cu, ciénienie 1-10~5 Tr
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Rys. 4. Predkosé wsteczna luku w funkcji mdukcn magnetycznej dla réznych warto$ci natezenia prqdu
- i przy rdéznych odstepach miedzyelektrodowych d. Katoda Al, ci$nienie 1-10-%5 Tr

wartosci tego pola, w ktérym luk przesuwat sig albo w jedna albo w druga strong. Dopiero
po przekroczeniu pewnej granicznej wartoéci indukcji B luk obierat zdecydowanie juz
kierunek normalny. Przedstawiono to na rys. 6. Na rysunku tym, w rozpatrywanym
zakresie, zakre$lono jedynie obszar zarejestrowanych predkosci w obu kierunkach.
Takie zachowanie sig tuku jest na pierwszy rzut oka catkowicie odmienne od obserwo-
wanego na rteci, gdzie przy silnych polach nastepowalo nawet podwojenie predkosci
wstecznej [3, 4]. NaleZy jednak pamigta¢ o duzej réZznicy w wartociach natezen pradu
tuku w obu rozpatrywanych przypadkach. Ponadto réwniez i na rteci Gallagher [2] otrzy-
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mywat maksimum predkosci wstecznej przy okreslonej wartoci indukcji dla najwigkszych
warto$ci natezeri pradu tuku. W naszych warunkach nie mozna bylo niestety pomierzyé
predkoéci dla mniejszych wartosci pradu, w rozpatrywanym zakresie indukcji, z powodu
natychmiastowego gaéniecia inicjowanego luku przy tak znacznych natgZeniach pola
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Rys. 5. Predkos¢ wsteczna luku w funkcji indukcji magnetycznej dla réznych wartosci natgzent pradu.
Katoda Fe, odstep miedzyelektrodowy d = 2 mm, ci$nienie 1-10~° Tr
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Rys. 6. Predkos¢ przesuwania sie tuku przy silnych polach magnetycznych i wigkszych wartosciach natezen

pradu tuku, Katoda Cu, odstep miedzyelektrodowy d = 2 mm, ciénienie 1-107% Tr

magnetycznego. Przy pradzie tuku 100 i 150 A otrzymano podobna warto$¢ indukcji B,
jak to zaznaczono na rys. 6. Nie udalo si¢ jednak pomierzy¢ dla tych wartosci J predkosci,
poniewaz plamki katodowe tworzyly w tym przypadku wiecej niz jedna plamkq grupowa,
co uniemozliwiato przesledzenie ruchu tuku.

Inng ciekawa obserwacja, jest widoczne na rysunkach 3,41 5 odwroceme, W pewnym
zakresie indukcji B, proporcjonalnosci miedzy predkoscia wsteczna a natgZeniem pradu
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tuku. Ciekawa dlatego, Ze badania na rteci wskazywaly na proporcjonalnogé tych dwoch.
wielko$ci w calym badanym zakresie B [3, 4].

Z wymienionych rysunkéw wynika takze, ze wydtuzenie 1uku powoduje wyrazZne
zmniejszenie predkosci wstecznej, czyli zalezno$é odwrotna od otrzymanej dla tuku cignie-
niowego w rozpatrywanym zakresie pradéw i odstepéw elektrod [71.
bt
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Rys. 7. PredkoS¢ wsteczna vy i normalna vy zarejestrowana przy bardzo stabych polach magnetycznych.
Katoda Cu, ci$nienie 1-10~° Tr, odstep migdzyelektrodowy d = 2 mm, prad luku 50 A

200
+ + + + hre e .
I d ° .
+ '// -
+ + / . .
Ruch normalny yd .
+ + 7 . . °* s
100 4 — .
/ Ruch wsteczny . . .
+ /I/
+ et . . . .
Fe =7
+e 4o -+eo I
Ruch W. i N. / ) 5
g ! L 1 ’ L1l I 1 R T O S I L
1074 1073 1072 570'2 [7]

Rys. 8 Kierunek wedrowania tuku w zaleznoéci od wartosc1 indukcji magnetycznej B oraz pradu tuku 7
na elektrodach Cu. Cisnienie 1-10~% Tr, odstep miedzyelektrodowy d = 2 mm

Stwierdzono dalej, ze podobnie jak dla tuku ci$nieniowego istnieje pewna minimalna
warto§¢ indukcji konieczna dla.zadzialania wydmuchu magnetycznego [7], ktérej wartosé
uzalezniona jest jednocze$nie od pradu tuku, tak i tutaj istnieje réwniez pewna minimalna
warto$¢ pola magnetycznego po przekroczeniu ktérej tuk zaczyna poruszaé sie¢ w okreslo-
nym, w tym przypadku wstecznym kierunku. Wynika to jednoznacznie z rysunkéw 7 i 8.
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Nalezy przypomnie¢ w tym miejscu, Ze zakres tego ruchu wstecznego jest takze ograni-
czony wartoscig pola magnetycznego od gory, przynajmniej dla wigkszych natgzen pradow
luku (rys. 6).

Rezultaty pomiaréw przedstawione na rysunkach 7 i 8 nalezy rozumie¢ w ten sposéb,
ze do pewnej wartosci indukcji magnetycznej rejestrowano ruch albo w jednym albo w dru-
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Rys. 9. Predko$¢ wsteczna luku na elektrodach z réznych materialéw, przerwa migdzyelektrodowa d =
= 2 mm, prad luku 24 A, ciénienie 1-10"° Tr

gim kierunku, lub tez podczas tej samej proby tuk miat momenty ruchu wstecznego i mo-
menty ruchu normalnego. Jak si¢ wydaje mozna zatem ruch ten w tym zakresie indukcji B
interpretowaé jako normalny, wielekroé opisywany, chaotyczny ruch plamek katodowych
luku prézniowego.

Z rys. 8 wynika réwniez, ze im wigksza jest warto$¢ pradu fuku, tym silniejszego potrzeba
pola magnetycznego dla nadania tukowi kierunku wstecznego.
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Rys. 10. Predko$é wsteczna tuku w funkcji indukcji przy r6znych cisnieniach otoczenia. Elektrody Cu,
natezenie pradu tuku 34 A, odstep miedzyelektrodowy 2 mm

Rys. 9 pokazuje zaleznoé predko$ci wstecznej od materialu katody.

Analogicznie jak i dla tuku rteciowego, otrzymano réwniez spodziewana zalezno§¢
badanej predkosci od ciénienia. Jak wynika z rysunku 10, predkosé ta maleje wraz ze
wazrostem ciénienia. Z rysunku tego wynika réwniez, ze im wyzsze cifnienie, tym szybsze
poczawszy od coraz mniejszych warto$ci pola magnetycznego nastgpuje malenie predkosci
wsteczne;j.
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Analizowana wyzej predkos¢ dotyczy stopy katodowej. Kazdorazowo predkosé okre-
$lano z kilkukrotnego obiegu tuku po obwodzie katody. Uzyskiwano przez to juz pewne
uSrednienie jej warto$ci. Ponadto dla kazdego punktu pomiarowego przeprowadzono
minimum trzy préby, i ponownie obliczano warto§é $rednig z tych trzech préb. Przy
konstruowaniu wykreséw uwzgledniono ponadto poprawke zwiazang z wahaniami war-
to$ci nateZzenia pradu luku zaréwno w trakcie jednej préby, jak i miedzy wartosciami
kolejnych prcb, przy tych samych parametrach ciénienia, indukecji i ;ga-k‘i:m samym pradzie
nastawezym. b o S e

4. INTERPRETACJA OTRZYMANYCH REZULTATOW EKSPERYMENTALNYCH
NA PODSTAWIE PRZYJETEGO MODELU STREFY PRZYKATODOWEJ

W poprzednim artykule [8] przedstawiono model strefy przykatodowej, ktéry, jak
nalezy sadzi¢, moze réwniez zadawalajaco wyjasnié ruch wsteczny i zaleznodé jego pred-
koSci od ciénienia, natezenia pradu tuku oraz natezenia pola magnetycznego.

W sytuacji, gdy na obszar strefy przykatodowej podzialamy poprzecznie skierowanym
polem magnetycznym, symetryczny rozklad parasola jonowego zmieni si¢ w uklad nie-
symetryczny. Dzigki czgsciowemu odwrdceniu kierunku ruchu jondéw szybkim strumie-
niem par maksimum dodatniego tadunku przestrzennego wystapi w tej sytuacji na boku
wstecznym strefy przykatodowej. Spowoduje to zainicjowanie nowej plamki z tej wlasnie
strony. ’

Wykazano juz, ze poczatkowa predko§é wolnych jondw oraz ich liczba poruszajaca
si¢ w przeciwnym kierunku do pola elektrycznego bedzie proporcjonalna do wartosci
lokalnego ci$nienia par bezposrednio nad plamka.

Promien zakrzywienia toru czastki naladowanej poruszajacej si¢.-w polu magnetycz-
nym wyznacza nastepujaca zalezno§é: 1 : o

om - :
| r= eB’ . o (1)
gdzie: :
v — predko$¢ czastki natadowanej,
m — jej masa,
e —ladunek czgstki, _ : , b
B — indukcja pola magnetycznego. ' ' B

Zatem im wspomniana predko§¢ bedzie wigksza, tym jony te beda osiggaly katode
dalej od granic poprzedniej plamki. Jest to réwnoznaczne ze zwigkszeniem si¢ odstgpu
migdzy kolejnymi polozeniami plamki na powierzchni katody, a tym samym i wzrostem
predkoéci wstecznej. = - : oo S

Poniewaz lokalne -ci$nienie par jest wprost proporcjonalne do gestosci pradu a od-
‘wrotnie proporcjonalne do jego. natezenia, winno to pociagaé za soba wzrost predkosci
wstecznej ze wzrostem gesto§ci pradu oraz. z maleniem jego nateZenia. Pierwsza czgsé
wniosku nie budzi watpliwoéci. Druga natomiast moze w tej chwili by¢ dyskusyjna, dlatego
nieco pézniej do niej powrdcimy. W tym miejscu nalezy jedynie zaznaczyé, ze wyja$nia



Ruch wsteczny tuku elektrycznego w prézni 427

to dlaczego w wyniku pomiaru predkosci wstecznej przy mniejszych pradach otrzymuje
sie. wigksza warto$é tej predkosci az do pewnej wartoéci indukcji pola magnetycznego B
(rysunki 3, 4, 5).

Rozpatrywany model wyjasnia réwniez zmniejszanie si¢ predkosei wstecznej wraz
ze wzrostem ci$nienia otaczajacego gazu. Nastgpuje wéwczas jak gdyby wyhamowanie
strumienia par, przez co maleje prawdopodobieristwo rozpraszania jonéw. Mozna zreszta
wytlumaczy¢ to i w inny sposéb. Jak wspomniano uprzednio [8] wzrost ci§nienia otocze-
nia mozna powiaza¢ ze zmaleniem koniecznej do istnienia huku niskoci$nieniowego gestosci
pradu. To ostatnie za$, zgodnie z wnioskiem przedstawwnym wyzej, pociaga zmniejszenie
predkosci wsteczne;j.

Wyhamowanie to moze mieé réwniez zwiazek z ciSnieniem odwrotu. Gallagher [2]
stwierdzil proporcjonalno$é pomiedzy wyzej wymienionym ci$nieniem a potencjatem
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Rys. 11. Ciénienie odwrotu w funkcji iloczynu masy czasteczki i przekroju jonizacji otaczajacego gazu
(tuk rteciowy 4 A, B=0,01 T)

wzbudzenia otaczajacego gazu, z pewnymi jednak odstepstwami od tej reguly. Zgodnie
Z przyjeta przez nas teoria, na warto$é ci$nienia odwrotu powinna réwniez wplywa¢ masa
czasteczki lub atomu otaczajacego gazu. Nalezy si¢ spodziewaé, ze im cigzszy bedzie ten
gaz, tym do niZszego ci$nienia nalezy go odpompowaé, aby zmniejszy¢ wyhamowywanie
strumienia pary i uzyskaé w ten spos6b warunki niezbgdne dla istnienia ruchu wstecznego.
Celem stwierdzenia tej hipotezy, korzystajac z wynikéw pracy [2] sporzadzono wykres
zaleznoéci ciénienia odwrotu p od iloczynu masy czasteczki m i przekroju jonizacji s;.
Przebieg tej zaleznosci przedstawiony na rysunku 11 potwierdza nasze przypuszczenia.
Wzajemne powiazanie miedzy ci$nieniem lokalnym par, predkoscig ich strugi i jej wyha-
mowywaniem a rozpraszaniem wstecznym jonéw potwierdzaja réwniez wyniki ekspery-
mentéw Weichela [6], ktéry badat rozklad odstgpu miedzy kolejnymi plamkami i czasu
ich zycia, w funkcji ciénienia otaczajacego gazu oraz indukcji B: : :
Na wyraZzny wplyw czgéciowego odwracania kierunku ruchu jonow strumieniem par
katodowych wskazuja réwniez uzyskane wyniki zaleznosci predkosci wstecznej od ma-
teriatu katody. Korzystajac z danych ptzedstawionych na rysunku 9 wykonano wykres
predkosci wstecznej w funkeji ciepla parowania A materiatu katody. Tlustruje to wys. 12,
na ktérym pokazano takze szybko$§¢ erozji y w funkcji tegoz samego. parametru, pomie-
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rzong przez Kanciela, Kurakina, Potokina, Rachovskiego i Tkaéieva [9]. Autorzy ci
stwierdzaja przy tym, Ze erozja ta jest catkowicie spowodowana parowaniem katody.
Jak mozna zauwaZy¢, krzywe predkosci wstecznej i szybkosci erozji maja bardzo zblizony

charakter. Wskazuje to na bezposredni zwigzek pomigdzy parowaniem katody a pred-
koécig wsteczna. : :
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Rys. 12. Predkos¢ wsteczna w funkgji ciepla parowania materiatn katody przy réznych wartoséciach pola
magnetycznego (linia ciagla) oraz szybkos¢ erozji w funkcji tego samego parametru (linia przerywana)
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Rys. 13. Strefa przykatodowa tuku prézniowego w poprzecznym polu magnetycznym z zaznaczonym
trajektoriami ruchu elektronéw pod wplywem wiasnego pola magnetycznego

Kierunek // \ /{/ R

N

Omdwiony wyzej sposéb rozkladu toréw jonowych nie jest jednakze jedyna przyczyna
ruchu wstecznego tuku prézniowego. Druga réwnorzedng jest niewatpliwie wlasne pole
magnetyczne zakrzywienia toru pradowego strefy przykatodowej.

Wyrzucane z duza predkoscia strumienie pary z plamki katodowej w tuku préZzniowym
powoduja przy braku §rodowiska gazowego, Ze wyladowanie w strefie przykatodowej
rozwija si¢ poczatkowo w kierunku prostopadlym do powierzchni katody. Dopiero dalej
W pewnym odstepie od katody, ulega ono zakrzywieniu w kierunku normalnym, zgodnym
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z prawem Ampera. Oddzialywanie pola magnetycznego na tory jonéw dodatnich w sposéb
przedstawiony wyzej jest przyczyna dodatkowego wychylenia si¢ strefy przykatodowej
we wstecznym kierunku wzgledem §rodka plamki katodowej. Efekt ten jest wzmacniany
dryfem elektronéw opisanym nieco dalej. W rezultacie strefe przykatodowa mozna przed-
stawi¢ w postaci jak na rysunku 13. Wewnatrz zakrzywienia (rejon punktu P) powstaje
wlasne pole magnetyczne toru pradowego skierowane przeciwnie do przylozonego ze-

wngtrznego pola B.
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Rys. 14. Natezenie wlasnego pola magnetycznego w funkcji gestosci pradu j plamki katodowej dla r6znych
wartoéci pradu luku (wspbicz. & = 0,1)

Wprowadzajac pewne =zalozenia upraszczajace [10] obliczono warto$¢ nateZenia
wlasnego pola magnetycznego H w punkcie P. Wynosi ono:

3 I
H=—7 FRA—F%) E), #)]
gdzie:
R — promien zakrzywienia,
I — natezenie pradu tuku,
r,— promien plamki katodowej,
E(,y — zupelna calka eliptyczna drugiego rodzaju oraz wspolczynnik

ra
k=1—- " 3)
Zakladajac kotowy ksztalt plamki katodowej mozna obliczyé nateZenie tego pola
w funkcji gestosci pradu dla réznych wartoéci pradu tuku i dowolnego k. Rys. 14 podaje
wynik takich obliczedi dla przyjetego przykiadowo k& = 0,1. Na rysunku tym mozna
zauwazy¢ bardzo gwaltowny wzrost wartoéci natezenia pola H w miare wzrostu gestosci
pradu j. Wartosci tego pola przy spotykanych w luku prézniowym gestosciach pradéw

10 Rozprawy Elektrotechniczne 2/75
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z cala pewnoSciag przekraczaja stosowane natgZenia pola zewngtrznego, skierowanego
w przeciwnym kierunku wewnatrz krzywizny toru pradowego. W rejonie punktu P na-
stepuje zatem odwrdcenie kierunku wypadkowego pola magnetycznego. Powoduje to
zakrzywienie w tym obszarze toru elektronéw na kierunek wsteczny (rys. 13). Moze
to by¢ przyczyna powstawania na wierzchotku rozpatrywanego zakrzywienia ujemnego
ladunku przestrzennego, ktérego istnienie zakladali juz w swej teorii przerzutu John
i Winans [3, 4]. Tego typu trajektoria ruchu elektronéw wywoluje dodatkowo przesuwa-
nie strefy jonizacji w kierunku wstecznym. Powstajacy w ten sposéb ujemny ladunek
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Rys. 15. Natgzenie pola magnetycznego wiasnego toru pradowego strefy przykatodowej w funkcji wartosci
pradu, przy uwzglednieniu zaleznosci j = f(I) dla réznych wartosci wspolczynnika k, na katodzie Cu

przestrzenny wzmacnia niewatpliwie rozpraszanie wsteczne jondw strumieniem par opi-
sane wyzej. '

Wiasne pole magnetyczne podtrzymuje w ten spos6b zakrzywienie i takie wlasnie uksztat-
towanie strefy przykatodowej, jak to pokazano na rys. 13. Dzigki temu nie dochodzi do
zetknigcia si¢ toru wyladowania z katoda na boku normalnym, co mogloby spowodowaé
przeskok i przesuwanie si¢ plamki w tym kierunku. Przy bardzo silnych jednak polach
zewngtrznych, dzigki zmniejszeniu si¢ promienia R, tego rodzaju dogiecie kanatu roz-
tadowczego do powierzchni katody na boku normalnym bedzie mozliwe, mimo Ze wartosé
wlasnego pola H, jak to dalej bedzie dowiedzione, jest proporcjonalna do wartosci B pola
zewngtrznego. Prawdopodobienstwo takiego zetknigcia sig¢ kolumny z katoda na boku
normalnym bedzie oczywiScie tym wigksze, im wigkszy jest prad tuku (bowiem wzrost 1
zwigksza réwnocze$nie promien plamki r,) oraz im wigkszy jest odstep miedzyelektro-
dowy. :

Cickawy jest, w powiazaniu z tym co wyZzej powiedziano, rozklad wartosci natezenia
pola H w funkcji pradu tuku, przy uwzglednieniu zaleznosci j = f(I). Odpowiednie obli-
czenia wykonano przyjmujac zalezno$¢ j = f(I) jak w [8]. Wyniki przedstawiono na rys. 15.
Z rysunku wynika, Ze warto$¢ natgZenia pola H poczatkowo wzrasta wraz z wartoscia



Ruch wsteczny tuku elektrycznego w prézni 431

natezenia pradu, osiaga warto§é maksymalna, po czym przy dalszym wzroscie I poczatko-
wo maleje, aby nastepnie ustalié si¢ na pewnym poziomie. Uwzgledniajac powyzsze oraz
fakt, ze wraz ze wzrostem nat¢Zenia pradu maleje ci$nienie par bezposrednio nad plamka
[8], przy réwnoczesnym wzro$cie ogdélnego cinienia w komorze roztadowczej na skutek
parowania z sgsiednich plamek lub zespoléw plamek katodowych, nalezy si¢ spodziewad,
7ze dla wiekszych natezenn pradéw, przy dostatecznie silnym zewngtrznym polu magne-
tycznym nastapi odwrét od ruchu wstecznego na kierunek Ampera. Zjawisko to, na
co wskazuje rys. 6, istotnie zostalo zaobserwowane. '

Na podstawie rys. 15 mozna stwierdzié¢ dalej, ze im silniejsze jest przylozone pole
zewngtrzne, tym wiecksze sa rowniez warto§ci natgZenia pola wlasnego. Wzrost B zmniej-
szajac promienn R, zmniejsza bowiem réwnocze$nie warto$¢ wspolczynnika k (3), co daje
w efekcie wzrost H. Jest to jedna z przyczyn obserwowanego wzrostu predkosci wstecznej
przy wzrofcie indukgcji poprzecznego pola, co wiaZe si¢ z krdtszymi czasami pozostawa-
nia plamki w jednym miejscu. W tym réwniez moze tkwi¢ przyczyna uzyskiwania, po-
czawszy od pewnej wartosci B, wiekszej predkosci ruchu wstecznego dla wigkszych pra-
dow tuku (rys. 3, 4, 5). Nastepuje to przy tej wartoéci pola, od ktérej szybko$§¢ wzrostu
warto$ci wlasnego pola magnetycznego (ze wzrostem B) zaczyna przewyzszaé szybkosé
opadania lokalnego ciénienia par na plamka (ze wzrostem [).

Qddzialywaniem wlasnego pola magnetycznego mozna rowniez wyja$ni¢ rezultaty
eksperymentalne, przedstawione na rys. 8. Wymaganie coraz silniejszego zewnetrznego
pola magnetycznego dla nadania tukowi zdecydowanego charakteru wstecznego w miare
wzrostu wartosci pradéw luku (w zakresie stosunkowo stabych p6l magnetycznych) jest
zwiaZzane z maleniem wplywu rozpraszania wstecznego jonOw strumieniem par przy
wzroécie natezenia pradu. Warunki niezbedne dla uzyskania ruchu wstecznego mozna
w tej sytuacji uzyskaé jedynie poprzez wzrost wartosci natgzenia pola wlasnego H, a to
ostatnie, zgodnie z rys. 15, jest mozliwe przez wzrost indukcji pola zewnetrznego B.

Swego czasu Robson i Engel [11] upatrywali w tym wilasnie wlasnym polu magnetycz-
nym przyczyn ruchu wstecznego, jednak ich bledem bylo uznanie tego pola za jedyna
przyczyne. Nalezy sobie zdawa¢ sprawg z tego, 72 wypadkowe maksymalne
pole bedzie jednak zgodne z kierunkiem pola zewnetrznego na boku wstecznym strefy
przykatodowej.

Jedynie wzajemne wspoldziatanie szybkich strug bedace przyczyna ruchu jonéw do-
datnich w kierunku od katody i wlasnego pola magnetycznego moze ttumaczyé wszystkie
obserwowane i stwierdzone fakty eksperymentalne. Mozna zatem stwierdzié, ze te wlasnie
dwa zjawiska sa podstawa wystgpowania ruchu wstecznego.

Przedstawione wyzej dane wskazuja na szybki wzrost lokalnego ciénienia par i natgze-
nia wlasnego pola magnetycznego wraz ze wzrostem gesto$ci pradu j. Upowaznia to do
sformulowania tezy, iz pierwotng przyczyna wystgpowania ruchu
wsteczneg6 jest wysoka gesto$§é pradu tuku prdézniowego.
Stwierdzona i wielekro¢ opisywana [12] zalezno$é tej gestosci od nateZenia pradu tuku,
ci$nienia otoczenia, czasu trwania wyladowania, parametréw cieplno-fizycznych materia-
16w katody, calkowicie potwierdza sformulowana wyzej teze.

Oprdécz opisanych wyzej dwoch zasadniczych zjawisk bedacych bezposrednia funkcja
gestoéci pradu w plamce katodowej, dwa dodatkowe jeszcze czynniki, byé moze w nieco

10%
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mniejszym stopniu, moga oddzialywaé na predko$é ruchu wstecznego. Pierwszym z nich
moze by¢ dryf emitowanych elektronéw réwnolegle do katody bezposrednio nad jej
powierzchniag w kierunku Ampera. Dryf ten, pokazany na rys. 13, wyrywa czes¢ elektro-
néw wyemitowanych z plamki katodowej ze strony normalnej, ktére nie biorac zatem
udziatu w jonizacji przesuwaja pozornie i dodatkowo wyginaja kanat wyladowczy w strong
wsteczng. Ponadto przesuwajac si¢ nad powierzchnig katody, osltabiaja nad ta jej czescia
pole elektryczne, co réwniez preferuje kierunek wsteczny jako miejsce kolejnego potoze-
nia nowej plamki. Predko$¢ tego dryfu

E
Vg = B’ @

gdzie: E jest natgZeniem pola elektrycznego,
B indukcja pola magnetycznego,

bedzie tym mniejsza, im indukcja B bedzie wigksza. Zmniejszenie za$ predkosci zwicksza
efekt ostabiania pola elektrycznego. To moze byé jeszcze jedna dodatkowa przyczyna
skracania czasu zycia plamki w jednym miejscu, w miarg wzrostu wartosci .B. Uciekajace
w tym normalnym kierunku elektrony tak diugo nie wywoluja jonizacji w stopniu zna-
czacym dla pizebiegu wyladowania, jak dlugo ci$nienie otoczenia jest dostatecznie male
dla zapewnienia wystarczajaco dlugiej drogi swobodnej A.. W miare wzrostu ciénienia
elektrony te moga powodowaé jonizacje na boku normalnym, a prawdopodobienstwo
jonizacji bedzie tym wigksze im mniejszy bedzie potencjal wzbudzenia i jonizacji gazéw
otaczajacych tuk. Tym, nalezy sadzié, mozna tlumaczyé wplyw potencjalu wzbudzenia
i przekroju jonizacji na warto$¢ ci§nienia odwrotu ([2] i rys. 11).

Drugim dodatkowym czynnikiem wplywajacym na wystepowanie samego ruchu
wstecznego i jego predkos¢ moze by¢ dryf elektronéw pod wplywem gradientu indukcji B
‘Gradient ten powstaje przez natoZenie si¢ pola zewnegtrznego z polem wlasnym pradu.
Dryf ten, jak pokazano na rys. 13, podtrzymuje ujemny tadunek przestrzenny na wierzchol-
ku zakrzywienia rejonu przykatodowego. Poniewaz warto§é grad B jest wprost proporcjo-
nalna do gestosci pradu, teza sformulowana wyzZej zyskuje tym samym nowe potwierdze-
nie.

5. WNIOSKI

Przeprowadzone pomiary, rozwaZania teoretyczne i obliczenia wskazuja na fakt, Ze
wystepowanie ruchu wstecznego wiaze si¢ z duza gestoscia pradu w plamce katodowej
tuku prézniowego, niezbedna dla zapewnienia koniecznej do egzystencji tego typu wytado-
wania, koncentracji par przy katodzie. Duza gesto$¢ pradu jest Zrédlem wystgpowania
dwoch zjawisk, ktore sg wspdlnie bezposrednimi przyczynami pojawienia sig ruchu wstecz-
nego:

a) powoduje ona wystgpowanie bardzo wysokiego lokalnego ci$nienia par metalu,
ktére tworza dzigki temu szybkie strumienie, bgdace przyczyna ruchu jonéw dodatnich
w kierunku przeciwnym do pola elektrycznego; efekt ten maleje wraz ze wzrostem nateze-
nia -pradu luku oraz wzrostem cifnienia otaczajgcego gazu.
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b) jest ponadto przyczyna powstawania silnego wlasnego pola magnetycznego, za-
krzywienia rejonu przykatodowego tuku, skierowanego przeciwnie do kierunku przylozo-
nego pola zewnetrznego; efekt ten wzrasta wraz ze wzrostem indukcji pola zewngtrznego.

Dodatkowymi czynnikami potegujacymi ruch wsteczny sa: dryf elektronéw w kierunku
wstecznym pod wplywem gradientu pola magnetycznego w strefie zakrzywienia rejonu
przykatodowego oraz ucieczka elektron6w z obszaru wytadowania w kierunku normalnym
bezpos$rednio nad powierzchnia katody.
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K. STEFANIAK
RETROGRADE MOTION OF ELECTRICAL ARC IN VACUUM ON SOLID ELECTRODES

Summary

The article contains the results of experiments on electrical arc behaviour between concentric electrodes
at pressure of order of 10~° Tr, for values of current 20+ 150 A and for induction values of transverse
~ magnetic field up to 0,5 T. Measurements were taken on speed of arc motion, on voltage and lifetime.

The experiments proved the non continuous drift of cathode spots and slightly different character
of arc behaviour for stronger currents.

Those considerations show that the retrograde motion is above all connected with high current density
necessary for the vacuum arc occurrence.
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K. STEFANIAXK

LE MOUVEMENT RETROGRADE DE L’ARC ELECTRIQUE DANS LE VIDE SUR LES
ELECTRODES CONSTANTES

Résumé

Cet article conticnt les résultats, de la recherche sur le comportement de I’arc électrique dans Pinterrup-
tion annulaire entre les électrodes concentriques, sous pression d’ordre 10~% Tr, les courants de I’arc entre
20-¢t 150 A et les valeurs de 'induction du champ traversalement dirigé jusqu’a 0,5 T. On a mesuré la vitesse
du déplacement de I'arc, sa tension et sa duré. On a établi le caractére discontinu du déplacement des taches
cathodiques et les différances dans le comportement de I'arc pour le courant élevés.

Le considerations analitiques ont permis a constater, que Peffet du mouvment rétrograde est lié avant
tout avec la densité du courant de la tache cathodique de Parc a vide.

K. STEFANIAK
RUCKBEWEGUNG DES ELEKTROBOGENS IM VAKUUM MIT FESTELEKTRODEN

Zusammenfassung

Der Artikel enthélt Untersuchungsergebnisse iiber das Verhalten des elektrischen Bogens in der Ring-
pause zwischen konzentrischen Elektroden beim Druck von etwa 10-5 Tr, Bogenstrom von 20—150 A
und Induktionswerten des Querfeldes bis 0,5 T,

Es wurden Geschwindigkeit der Bogenverschicbung, seine Spannung und Lebensdauer gemessen.

Man hat auch den diskontinuierlichen Charakter der Kathodenfleckenverschiebung sowie einen
etwas unterschiedlichen Charakter des Bogenverhaltens bei hoheren Stromen festgestellt.

Die durchgefiihrten analytischen Erwigungen ermoglichen die Feststellung, dass das Auftreten der

Riickbewegung vor allem mit hoher Stromdichte des Kathodenfleckens des Vakuumbogens zusammen-
héngt.

K. CTEPAHAK

OBPATHOE JBIDKEHME SJIEKTPUUYECKON IOYTU B BAKYYME HA TBEPOBIX
SJIEKTPOJOAX

Peswme

Cratbs COTEPIKUT Pe3yIBTATE UCCIENOBAHMI IOBEJEHHs 3EKTPUYECKON AYTH B KONBLEBOM IIPOME-~
HHYTKE MEKAY KOHUEHTPUUCCKUMH IJIEKTPOJAMyt NpH Iapienusx o 10~° Tr Tokax ayru B TpaHULAX
20—150 A ¥ MHAYKOHAX NONEPEYHO HANPABIEHHOTO IO JI0 0,5 T.

HWamMepsumce CKOPOCTh CMEILEHUA AYTH, HAIPSDKEHHE K BpEMs €€ CyLUeCTBOBAHHA.

TlonTBep)IeH HENOCTOSHHEINR XAPAKTED CMEUIEHHS KATOAHBIX IISITEH M HEMHOLO OTIHYAOIHHACST
XapaKTep NOBERECHUA HYIY NIPH GOJBINMX TOKAX.,

"IIpoBenennbr aHANMTUYECKHE PaCcCY>KACHUSA, KOTOPhIe OZBOIIIH KOHCTATHPOBATh, YTO HOSBJCHAE
OGPaTHOro IBMMKEHUS CBA3AHO IIPEKIE BCETO ¢ BBHICOKOH IIOTHOCTHIO TOKA KaTOZHOTO MIATHA BAKYYMHOMK
AYTH.
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Przenikalno$¢ zastepcza masywnego zelaza
przy czestotliwoéci technicznej

MARCELI KAZMIERSKI (LEODZ)
Instytut Elektrotechniki, Oddzial w Lodzi, Zaklad Transformatorow

Otrzymano 27.11.1973

Przedmiotem pracy jest jedna z metod przyblizonego uwzglednienia nieliniowosci
magnetycznej masywnego Zelaza —— metoda zespolonej przenikalnofci zastegpczej. Przeni-
kalnosé taka linearyzuje $rodowisko ,,w glab” metalu i mimo iz zostala wyznaczona pomia-
rowo W jednowymiarowym polu elektromagnetycznym — na prébee toroidalnej, odwzoro-
wywuje stosunkowo dokladnie zjawiska zachodzace na powierzchni metalu w wigkszosci
praktyczanych ukladéw pol wielowymiarowych, zazwyczaj je$li wymiary obiektu przekraczaja
kilka centymetréow. W takim uvj¢ciu moze by¢ ona bezposrednio wprowadzona, jako funkcja
wspbtrzednych biezacych po powierzchni metalu, do rownan Maxwella upraszczajac znacznie
ich rozwiazanie w §rodowiskach magnetycznie nieliniowych.

W pracy podano wartosci modutu i argumentu przenikalnosci zastegpezej dla stali St 3s
i St 4s, przy czym dla silnych p6l magnetycznych (H > 50+ 102 A/m) sa one rOéwne: f, =
= (1,35...1,4) us, v =0,44...0,5 rad, gdzie p5 oznacza przenikalno$¢ magnetyczng okre$lona
z podstawowej (przy pradzie stalym) krzywej magnesowania.

1. WSTEP

Pojecie przenikalnoéci zastgpezej, linearyzujacej w spos6b przyblizony réwnania elektro-
dynamiki nieliniowych §rodowisk ferromagnetycznych, jest znane i stosowane od dawna
(121, [41, [9], [11], [12]i inne). Wielko§¢ ta okre§lona wylacznie dla plaskiej fali elektro-
magnetycznej, byla dowolnie, zaleznie od potrzeb autoréw definiowana.

W przedstawionym w niniejszej pracy ujeciu przenikalno$¢ zastgpcza ma znaczenie
pewnej zastepczej wielkoéci fizycznej i jako taka moze by¢ wprowadzona bezposrednio
do réwnan pola. Uproszczenie takie jest szczegdlnie przydatne w czgsto spotykanych
w praktyce przypadkach pél dwu- i tréjwymiarowych [10].

2. DEFINICJA 1 POJECIA PODSTAWOWE

Przez przenikalno$¢ zastepcza p, masywnego zelaza bedziemy rozumieé przenikalno$é
takiego fikcyjnego $rodowiska liniowego, ktére umieszczone w tej samej przestrzeni
zamiast faktycznego §rodowiska ferromagnetycznego w przemiennym polu elektromagne-
tycznym o dowolnej konfiguracji, nie spowoduje zmiany rozkiadu i amplitud wektoréw
tego pola w przestrzeni otaczajacej badane §rodowisko metalowe. Impedancja powierzch-
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niowa w dowolnym punkcie na powierzchni takiego §rodowiska liniowego i straty jedno-
stkowe na jego powierzchni beda wéwcezas réwne impedancii powierzchniowej i stratom
jednostkowym wystepujacym w odpowiadajacym punkcie na powierzchni rzeczywistego
ferromagnetyka.

Z powyzszej definicji wynika szereg warunkéw, ktére powinna spelnia¢ tak okreslona
przenikalno§¢ zastgpcza masywnego Zelaza.

1. Winna to by¢ przenikalno§¢ zalezna od wlasciwoéci materiatu a nie od ksztaltu
powierzchni konkretnego ukladu. Inaczej méwigc — nie przenikalno§¢ ukladu, a prze-
nikalno$é Srodowiska®’.

2. Poniewaz ferromagnetyk przez swoja nieliniowo§é jest zZrédlem wyzszych harmo-
nicznych w przebiegach H(f), B(t), E(t), podczas gdy kazde §rodowisko liniowe z b=
= const, niezaleznie od wartosci tej przenikalnosci harmonicznych tych nie bedzie wpro-
wadzalo, to odpowiednio$¢ przebiegéw czasowych nateZenia pola elektrycznego, magne-
tycznego i indukcji na powierzchni rzeczywistego ferromagnetyka (4 = var) i fikcyjnego
S§rodowiska liniowego (4 = u, = const) winna byé rozumiana w sensie odpowiedniosci
zastgpezych sinusoid przebiegéw odksztatconych?.

3. Wprowadzona przenikalno$é zastgpcza winna zapewniC stwierdzone doéwiadczal-
nie i uzasadnione teoretycznie [2], [3], [17], [18] réznice w wartosciach bezwzglednych,
skiadowych czynnych i biernych impedancji powierzchniowej oraz strat mocy czynnej
i biernej wystgpujacych w masywnym zelazie.

Najbardziej odpowiednia postacia przenikalnoéci zastgpezej odpowiadajacy powyZszej
definicji i spetniajaca podane wyzej warunki, jest postacé zespolona:

He = iz e, . 1)

przy czym zaréwno modul, jak i argument tak okre§lonej przenikalnosci zastgpczej sa
funkcja amplitudy natezenia pola magnetycznego na powierzchni zelaza H,,:

Ez(Hms) = ;uz(H ms) - @~ HHms) (Ia)

Przyjeta postaé¢ (1) przez formalne podobiefistwo zapisu sugerowaé¢ moze blgdne
wnioski utozsamiajac ja z zastgpcza eliptyczna petla histerezy uzywana przez wielu auto-
réw. W masywnym zelazie zjawisko histerezy, jako mmiej istotne, przy silnych polach
moze by¢ w zasadzie pominigte. Szerszy poglad na t¢ sprawe daje praca [13], gdzie w ogél-
nym przypadku, po uwzglednieniu zjawiska histerezy, wyraznie rozdzielono fizyczny sens
argumentu przenikalnosci zespolonej:

Y =91+y, R P,,

przy czym y; duzo mniejsze od y, wynika ze strat histerezowych.
Podsumowujac mozna powiedzieé, ze w srodowisku zastgpczym o przenikalnosci Y
sinusoidalne H wywoluje sinusoidalna B opSzniona o kat .

Y 0 ile srodowisko metalowe jest masywne.
® Przez sinusoide zastepcza przebiegu odksztalconego bedziemy rozumieé sinusoide o wartoci
skuteoznej réwnej wartosci skutecznej przebiegu odksztalconego.
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3. ZALEZNOSCI PODSTAWOWE

Rozpatrzymy srodowisko przewodzace o stalych parametrach g i y ograniczone po-
wierzchnia 4. Wybierzemy ortogonalny uklad wspéhrzednych z, 7, &, jak na rysunku 1.
Wspéirzedna z jest normalng do powierzchni 4, wspdirzedne % i & — wspdlrzednymi
biezacymi po 4. Je§li promienie krzywizny powierzchni A sa dostatecznie duZze w porédwna-

/)(/1;5;2)

Rys. 1. Ortogonalne uklady wspdtrzednych w $rodowisku przewodzacym

niu z glebokos$cia wnikania fali elektromagnetycznej do metalu, to odpowiednie rownania
Maxwella we wspdirzednych z, , £ maja postaé tak jakby wspélrzedne te byly wspotrzed-
nymi Kkartezjaniskimi. Istotnie mozna wykazaé, ze w odniesieniu na przyklad do nateZenia
pola magnetycznego, we wspotrzednych z, #, & laplasjan ma postac®

1 0 [ees OH d (e3e1 H\ 0 [ee, JH
2 —_ - - — — —_
VeH = ejeye;s [35 \ e, 0€ )+ on\ e, o Tz es oz|| )

gdzie:

‘ z . L
ey =e; = ‘I/l +m — wspolczynniki Lamego,

€3 = 1’

R(n, &) — lokalny promien krzywizny powierzchni 4.

Zatem, je§li praktyczny obszar zmiennoéci z jest maly w poréwnaniu z promieniem
krzywizny powierzchni granicznej, co praktycznie wystepuje we wszystkich §rodowiskach
metalowych, ktérych wymiary powierzchniowe przekraczaja kilka centymetréw, mozna
przyjaé, ze e = e, =1 i

*H  °H  o°H

2 ~
V2H o 5 T

(2a)

3 Patrz np. Szulkin P., Pogorzelski S.: Podstawy teorii pola elektromagnetycznego, WNT, Warszawa
1964.
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W punkcie P(§, 7, z) Srodowiska metalowego mozna wybraé lokalny uklad wspét-
rzednych kartezjaniskich x, y, z tak, aby o§ x pokrywala si¢ z kierunkiem stycznej sktado-
wej nateZenia pola magnetycznego do powierzchni A

H, =V H2+HZ.

Pole elektromagnetyczne w otoczeniu punktu P w nowym ukladzie wspotrzednych
charakteryzowane jest teraz sktadowymi H,, H,, E, (rys. 1) i jest polem dwuwymiarowym.
Réwnania Maxwella dla sinusoidalnej zmienno$ci wektoréw pola w czasie przybierajg
tu postaé: '

aﬂx — 3Ez = vE
oz ox 7=
JE, .
= = jouH., 3
JE, ,
Tax —JjopH,.

Moina wykaza¢ [5], ze w Srodowiskach metalowych, gdzie zmiany pola w glab metalu
sa znacznie szybsze niz po powierzchni, bez uszczerbku dla dokladnosci analizy (patrz
zalacznik) w pierwszym z réwnan (3) mozZna pominaé drugi wyraz:

0H, oH.  0H.

oz ox oz’ @
co w polaczeniu z drugim réwnaniem daje:
—;x%—" = jouyH, = «*H, &)
i prowadzi w rezultacie do réwnan jak dla pola jednowymiarowego:
H, = Hi(x)e™ %, 6
B, =~ Ho(x)e™s = (e, )

Indeksami s oznaczono amplitudy odno$nych wektoréw na powierzchni metalu.

Whniosek powyZszy mozna sformulowaé nastgpujaco: w §rodowiskach metalowych,
jeSli zmiany pola elektromagnetycznego w glab metalu zachodza znacznie szybciej niz
po powierzchni (w ukladach praktycznych zazwyczaj je§li wymiary powierzchniowe
obiektu przekraczaja kilka centymetrdw), przy lokalnej analizie pola elektromagnetycz-
nego mozna postugiwaé si¢ zalezno§ciami, jak dla pola jednowymiarowego. Wniosek
ten w inny spos6b zostat wyprowadzony w pracach [3]i [5]. W zwiazku z tym ograniczymy
rozwazania do takiego wlagnie pola.

Na powierzchni polprzestrzeni przewodzacej o stalej przenikalnoéci magnetycznej
(u = const) —rys. 2, przy sinusoidalnej zmiennosci wektoréw pola w czasie (pole jedno-
wymiarowe) obowigzuja znane [3] zaleznoséci:
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— dla natezZenia pola elektrycznego na powierzchni metalu:

EQ©,1) = E,s = ]/%li Hoe™* = (1 +j) ]/‘w_;f‘ Hins, - ®
— dla impedancji powierzchniowe;j:
— ‘E(O’ t) — Ems — 60/1, Jnjé
ZS - —H—'(o’ t) - Ems - é (1 +J) A = -R +]Xss (9)

(10)

Rys. 2. Uklad wektoréw plaskiej fali elektromagnetycznej

— dla jednostkowych strat mocy:
1 | OB a jma ] wp  Hi .
§s - '2—_ms _Iims - 2 ]/ y _Hmse - (1 +J) 2), 2 - Ps+]Qa’ (11)
op Has
2y 2

Dla ,,zlinearyzowanego™ ferromagnetyka beda obowiazywaé analogiczne zaleZznosci,
Z tym Ze w miejsce p nalezy wstawi€ p, = u,- e~J%, Otrzymuje sie:

Ems = ‘l/_—_—wﬁz EmsejnH =
7

Ps=Qs=

{d -p/2
Dbz g giajau

Uz .
2}’ L ms - sm'l)/ 2)] ’ (83')
Z, = ]/ Olz  gimia l/ Dbz iwia-vi2)
v Y
- ]/ _‘%‘;_ [cosp/2 +sinyp/[2 +j(cosp/2—sinyp/2)], (9a)

R, = ‘/ %‘7 (cosw/2+sinp/2), (102)
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X, = ) (10b
2y )
S =L/ O gooms 1 ]/ Obz 2 pitxia-vi2) -
= 2 y Loms 2 y
L 2
= l/ a;/;, 11;,,,5 [cosy/2 +siny/2 +j(cosy/2—sinp/2)], (11a)
P 2
P, = ]/ c;;;, ——H2—"'s— (cosp[2 tsiny/2), (12a)
. 2
0, = ]/ ‘;’; %—(cosy)/Z—sinw/Z). (12b)
We wzorach (3)...(12) poszczegdlne symbole oznaczaja:
Es ,Hps — zespolone amplitudy natezenia pél odpowiednio elektrycznego i magnetycz-

nego na powierzchni metalu,
Hp — wielko$¢ sprzezona z H,,,
Zs, Ry, X, — zespolona impedancja powierzchniowa §rodowiska metalowego i jej skla-
dowe: czynna (rezystancja) i bierna (reaktancja),
S, Ps, Qs — jednostkowe straty mocy pozornej czynnej i biernej,
o = 2rnf -—pulsacja pola elektromagnetycznego,
y —przewodnos¢ wiasciwa Srodowiska metalowego,
p — przenikalno§é magnetyczna Srodowiska metalowego.
Wprowadzajac wielkosci:
MHzRr = luz(l +Sinw)s (13)

Mzx = :uz(l - Sin"/’), (14

]/ . ]/ 2. (15)

R, = ]/w" R (16)
2y

X =)/ %=, an
y .

otrzymuje sie:

2 HZ,
S, = ]/ = —}g"‘-ﬂ'l/ e as)
/ 2
r =/ ’];ms, (19)
2
0= | ex Han 20)

Wielkosci p,p i p,x zdefiniowaé mozna jako przenikalnosci zastgpcze odpowiednio
dla rezystancji (albo mocy czynnej) i reaktancji (albo mocy biernej). Obydwie te wielkosci
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zwigzane sg z modulem i argumentem przenikalnosci zastgpezej ferromagnetyka wzorami
(13) i (14). Argument impedancji (albo mocy pozornej) wynika ze wzoru:

_ Pox  _ 1 —siny
@ = arctg ]/—NZR arctg l/———l Tony @21

Stawiajac zagadnienie odwrotnie, na podstawie znanych p.g i u.x wyznaczy¢ mozna
przenikalno$¢ zastgpcza $rodowiska ferromagnetycznego:

py = Hzr T Uzx , (22)
2
w = arcsin LIZ:{__{__—%. 23)

4. WYZNACZENIE PRZENIKALNOSCI ZASTEPCZE]

Przenikalnoéci zastepcze dla rezystancji i reaktancji mozna wyznaczy¢é na drodze
pomiarowej w ukladach, w ktérych latwo oblicza sig warto§ci Hys, Ems = f(Hus)s Ps =
= f(H,s) —najczgsciej na prébkach toroidalnych (rys. 3). W tablicy 1 zestawiono wymiary

Do rejesiratora
7 temperatury

A w

/

Rys. 3. Uklad pomiarowy do wyznaczania przenikalnosci zastgpczej probki pierscieniowej

W — watomierz na niski cosp, ¥V — woltomierz o duzej rezystancji wejSciowej, Rb — bocznik do pomiaru wartosci skutecznej,
Sredniej i maksymalnej pradu poprzez pomiar odpowiedniej wartosci spadku napiecia

geometryczne i sklad chemiczny dwdch prébek pierscieniowych z masywnej stali konstru-
kecyjnje (St 3s i St 4s) uzywanych do badan.

Przenikalno§é zastepcza dla rezystancji wyznaczy¢é mozna przeksztalcajac zalezno$é
(19) do postaci:

_g? (B ).
Mzr = 8_(»— (_H—,ﬁs) ’ (24)

gdzie:
L.z
D3t

I,— maksymalna warto§¢ pradu magnesujacego probke,

Hys =
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z — liczba zwojéw uzwojenia pradowego nawinigtego na prébke,

D,—D . . . 1
Dy = —z—b-i”— — érgdma logarytmiczna §rednica prébki,

In D,

P, = P

27rD§,(a +b) ’

P — catkowite straty mocy czynnej w prébce zmierzone watomierzem w ukladzie
z rys. 3,

a — szeroko$¢ probki,

b — wysoko$¢ prébki.

Stad:
_ Ve ) Dy WZ __P_ z
L il (24
Analogicznie przenikalno§¢ zastepcza dla reaktancji:
- 32 2
2| P (L),
= | s | (2] @)
gdzie: ' :
Q=ys-pP?,

S = I+ Ug — calkowita moc pozorna wydzielaﬂa; w ukladzie.

Na rys. 4, 5, 6, 7 przedstawiono wyznaczone pomiarowo ze wzoréw (24a) i (25) prze-
nikalnosci zastepczé p.r i u.x oraz przeliczone wzorami (22) i (23) wartosci p, i v dla
stali St 3s i St 4s. Ponadto na rysunkach tych naniesiono ;od:powiednie wartoéci tych prze-
nikalnoci wynikajace z obliczeri na podstawie przybliZohej analizy teoretycznej przepro-
wadzonej przez réznych autoréw ([12], [9], [4], [2], [15); [16], [11]).

ol
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r 7a. 1 | Yot
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Rys. 7. Wykres zmian argumentu przenikalnosci zastepezej ¢ w funkcji amplitudy natgzenia pola
magnetycznego na powierzchni Hpg

1 — wyznaczony z pomiaru (wzér (23)) dla stali St 4s, 2 — wyznaczony z pomiaru (wzér (23)) dla stali St 3s, 3 — wedlug metody

Rosenberga [12], 4 — wg metody Rosenberga z modyf: ikacia Haberlanda [9], 5 — wg metody Haberlanda z modyfikacja Agarwala

4], 6 — wg metody Niejmana [2], 7 — wg metody Saviuca [15], [16]: ¢ —dla 5+ 102 < Hps < 20+ 102 A/m, b-—dla20+102 <

< Hpms < 200- 102 Ajm, 8 — wg metody Kesavamurthy’ego {11} dia 40 - 102 < Hps < 100- 102 A/m, 9—dla I harmonicznej —

¥ VE metody Bieriezowskiego [6], J0 — dla 1 harmonicznej — vy vg metody Bieriezowskiego, Niznika i Krawczenki [8]

11 Rozprawy Elektrotechniczne 2/75
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5. PRZENIKALNOSC ZASTEPCZA DLA I HARMONICZNEJ

W ostatnich latach ukazalo sie szereg publikacji pracownikow Instytutu Elektrotechniki
Ukrainiskiej Akademii Nauk ([6], [7], [8], [14]) dotyczacych analitycznego uj¢cia prze-
nikalnoéci zastepczej ferromagnetykow. Przenikalno$¢ ta — u,; — definiowana podobnie
jak okre§lona w poprzednim punkcie przenikalno$¢ u, obowiazuje dla I harmonicznych
natezenia pola magnetycznego i indukcji i bazuje na przenikalnosci okreslonej z podstawo-
wej krzywej magnesowania dla I harmonicznych tychze wielkodci — ;.

Na rysunkach 4, 5, 6, 7 wykre§lono obliczone wedlug wzoréw podanych w pracach
[6] i [8] przenikalnosci zastepcze g gy, Yox1> M1 i argUMENt ;.

6. WNIOSKI

W pracy wykazano, ze w $rodowiskach ferromagnetycznych, jesli wymiary powierzch-
niowe obiektu przekraczaja kilka centymetréw, przy lokalnej analizie pola elektromagne-
tycznego mozna postugiwaé sig zaleznosciami, jak dla pola jednowymiarowego. Dzigki
temu bedaca przedmiotem rozwazan i okre§lona pomiarowo na prébkach pierscieniowych
przenikalno§é zastgpcza masywnego Zelaza moze by¢ uZyta przy analizie pola elektro-
magnetycznego w ukladach praktycznych z Zelazem. Wprowadzenie tej przenikalnosci
znacznie upraszcza taka analize, szczegllnie w czgsto spotykanych przypadkach pél
dwu- i tréjwymiarowych, kiedy natezenie pola magnetycznego na powierzchni metalu
nie jest wielkoscia stala, a jest funkcja wspdlrzednych punktéw M(§, %) lezacych na tej
powierzchni. Dzigki temu, ze przenikalno$é zastgpcza linearyzuje Srodowisko ferromagne-
tyczne niejako ,,w glab” metalu, otrzymuje si¢ wowczas zalezno$¢

Moz =f[Hms(§9 77)] : (26)
zamiast

u = fIHE 7,2, 1] » @7)
jak przy analizie dokladnej. Analiza pola elektromagnetycznego z uwzglednieniem (27)
jest juz w przypadku pél dwuwymiarowych bardzo utrudniona nawet przy uzyciu duzych
maszyn cyfrowych, podczas gdy wprowadzenie zaleznosci (26) sprowadza zagadnienie
do prostszych w rozwiazaniu nieliniowych warunkéw brzegowych [1].

W oparciu o poréwnanie wynikow pomiaréw i obliczen, rozwazania dotyczace prze-
nikalnosci zastgpczej masywnej stali mozna podsumowaé w kilku wnioskach.

1) Przenikalno$¢ zastgpcza . (zaréwno modut u., jak argument ) jest funkcja na-
tezenia pola magnetycznego na 1 powierzchni masywnego Zelaza. To samo dotyczy okre-
§lonych wzorami (13) i (14) przenikalnosci zastepczych dla rezystancji (strat mocy czynnej)
Uzr 1 reaktancji (strat mocy biernej) u.x,

2) dla silnych pél magnetycznych (H > 50-10% A/m) przenikalno$¢ zastepcza ma-
sywnej stali w sposéb przyblizony mozna otrzyma¢ mnozac przez staly wspdtczynnik
przenikalno$§¢ wyznaczona z podstawowej krzywej magnesowania. Wspdiczynnik ten
(rys. 8, 9, 10) wynosi:

C, = Mz _ 135,14,

Hs

11>
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Rys. 8. C,p = 2R
s : :
1 — z pomiaru na prébce ze stali St 3s, 2 — z pomiaru na prébee ze stali St 4s, 3 — wg metody Rosenberga [12], 4 — wg metody
Rosenberga z modyfikacja Haberlanda [9), 5 — wg metody Haberlanda z modyfikacja Agarwala {4], 6 — wg metody Niejmana [2]
7 —wg metody Saviuca [15], {16}: a—dla 5:10% < Hns < 20- 102 Afm, b — dla 20-102 < Hy,, < 200 102 Afm, 8§ —wg
metody Kesavamurthy’ego [11] dla 40+ 102 € H,ns < 100 102 A/m, 9 — "'Rt“' wg' metody Bieriezowskiego [6], 10 — '“‘RI/”'
wg metody Bieriezowskiego, Niznika i Krawczenki [8]

dla masywnego Zelaza

G-
I3 ."c
2,0

3/

1,8

56
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i — ]
05 2/ 5
H,,,s
0,9, 80 - 700519 [Afm] 120

Rys.9. Cyy =2
) Us .
J — z pomiaru na prébee ze stali St 3s, 2 — z pomiaru na prébee ze stali St 4s, 3 — wg metody Rosenberga [12], 4 — wg metody
Rosenberga z modyfikacja Haberlanda [9}, 5 — wg metody Haberlanda z modyfikacja Agarwala [4], 6 — wg metody Niejmana
2]; 7 — wg metody Saviuca {15], [16]: a —dla 5- 102 < H,,s < 20- 102 A/m, b~~dla 20- 102 < Hps < 200° 102 A/m, 8 —
‘wg metody Kesavamurthy’ego {11] dla 40+ 102 Hy,s < 100- 102 A/m, 9 — x,lus wg metody Bieriezowskiego {6), 10 — u,“/yg
wg metody Bieriezowskiego, Niznika i Krawczenki [8]

dla masywnego Zelaza
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Rys. 10.C; = = dla masywnego Zelaza
Hs : T
1 — z pomiaru na prébce ze stali St 3s, 2 — z pomiaru na prébce ze stali St 4s, 3 — wg metody Rosenberga {12}, 4 — wg metody
Rosenberga z modyfikacja Haberlanda [9], 5 — wg metody Haberlanda z modyfikacja Agarwala [4], 6 — wg metody Niejmana {2y,
7 — wg metody Saviuca {15], [16): a —dla 5-102 € Hp,g < 20-102 A/m, b—dla 20 102 < Hpe < 200- 102 A/m, 8—wg
metody Kesavamurthy ego [11] dla 40 102 € Hyps < 100- 102 A/m, 9 — p, ’/ps wg metody Bieriezowskiego [6),10 — /‘,I/,u.
wg metody Bieriezowskiego, Niznika i Krawczenki [8)

Cox = PR = 1,9..2,0,

S

C.y = 2% 2 07..08.

5

Argument przenikalnosci iastqpczej w tymze zakresie wynosi:
v = 0,44...0,5 rad.

Z przytoczonych metod uproszczonych najblizsze fzeczywistym wyniki w zakresie
silnych i $rednich pdl magnetycznych (H > (10...20) - 10> A/m) daja:
metoda Rozenberga, tylko przy obliczeniu gz,
~ metoda Rozenberga z modyfikacja Heberandéw (nieco mmiejsze dokladnosci przy
wyznaczaniu 4,x),
metoda Niejmana,
‘metoda Saviuca (wzory dla silnych pél).
3) Metoda podana przez Kesavamurthy’ego we wszystkich analizowanych przypad-
kach daje wyniki znacznie odbiegajace od wynikéw pomiaréw.
4) Metoda analitycznego wyznaczania przenikalnoéci. zastgpezej dla I harmomcznych
i jej odmiany zaprezentowane w pracach [6], [7], [8], dos¢ uciazliwie w stosowaniu prak-
tycznym (konieczno$¢ oblicze numerycznych) i bazujace na trudnej do okreflenia prze-
liczonej z podstawowej krzywej magnesowania przenikalno$ci dla pierwszych harmo-
nicznych u;, nie daje rezultatéw o dokladnosci kompensujacej skomplikowany tok obli-
czen.
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Zatacznik
UZASADNIENIE UPROSZCZENIA W PIERWSZYM Z ROWNAN (3)

Uproszczenie to oszacujemy na przykladzie dwéch przewodéw nad pélprzestrzenia przewodzaca
(rys. 11).

4
c

iy i

h q

X
7777777777777777777770// L TP ITI77TITI™

Rys. 11. Uklad dwéch nieskoriczenie dlugich przewodbéw nad pOliprzestrzeniq przewodzaca

Réwnanie (3)

oHy OH, E
oz ex 12
przedstawimy we wspdirzednych bezwymiarowych:
zy = z- 2% ' 28)
Xy = X° X%, 29

gdzie wielkosciodniesienia z* i x* charakteryzuja zmienno$é nateZenia pola magnetycznego H, i Hy, w odnos-
nym kierunku:

z* = Youy ,
1

x¥=_;

2¢ — odleglo$¢ miedzy przewodami.
1
Dla zelaza przy czestotliwosci technicznej (w = 2x- 50; ¢ = 7,2 10‘—0—-; p = 100...1000)
m

z* = 535...1680.

W praktycznych ukiadach odleglos¢ 2c¢ jest rzedu kilkunastu do kilkudziesieciu centymetré6w. Przyj-
mnijmy 2¢ = 20 cm, wtedy
*=—=35,
‘ 0,2
Przepisujac prawa strone réwnosci (3) w postaci réznic skoniczonych i uwzgledniajac (28) i (29) otrzymuje
sig:
) . AH, . A4H, ’ 30
¥ = x|
Azy Ax,y G0
Zmienno$¢ funkcji H i H pogladowo przedstawiono na rysunku 12.
Przyjmujac, ze:
AH; = Hy5—0 = Hy;,
AHz = Hzo(x:O)—o = Hza(x:O),
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Rys. 12. Zmienno$¢ amplitud natezenia pola magnetycznego — skladowej stycznej i normalnej w glab
i po powierzchni metalu

i uwzgledniajac, ze W powietrzu, na powierzchni metalu, amplitudy indukcji sa tego samego rz¢du:
H(p) ~ H(r) ~ H,
X8 z0
w metalu otrzymuje sig:
H(n';) = Ho Héf,’) = Ha H.
= B 5
W zwigzku z tym, w wyrazeniu

Hi(z*)?—2(x%)?] = H[ (0,285 ... 2,82) 106 — T(WIWSO] 31)

pomina¢ mozna drugi wyraz.
1
Dla nieferromagnetyka, np. dla miedzi (y =47 1059—; by = 1) réznica w nawiasie rOwno-
m

$ci (31) wynosi
HI(z*)?*—-2(x*)*] = HI18,4-10%-50], (31a)

co réwniez upowaznia do utrzymania w mocy wyrazenia (4).
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M. KAZMIERSKI i _
EQUIVALENT MAGNETIC PERMEABILITY OF SOLID IRON AT TECHNICAL FREQUENCY

Summary

One of the methods of approximate considering the magnetic non-linearity of solid iron: the
method of the equivalent complex magnetic permeability is described. This equivalent permeability
linearizes the metal medium into ,,inside” and, in spite of being determined by measurement in
one-dimensional electromagnetic field-on the toroidal test specimen, it represents with relatively high
exactness the phenomena on the metal surface in most of the practical multi-dimensional electromagnetic
field systems, especially if the dimensions of the object exceed a few centimeters.

The complex equivalent permeability in this meaning can be introduced into Maxwell’s equations
as a function of the current co-ordinates on the metal surface, simplifying visibly their solution in the
magnetically non-linear media. : )

In the paper, the amplitude and phase values of the complex equivalent magnetic permeability for
St3s and Stds steel are given. For the strong magnetic fields (& > 50-10* A/m) these values are: Yz =
= (1,35...1,4) s; v = 0,44...0,5 rad, where p, is the magnetic permeability obtained from the basic (d.c)
magnetization curve. :

‘ M. KAZMIERSKI
PERMEABILITE EQUIVALENTE DU FER SOLIDE A LA FREQUENCE TECHNIQUE

RESUME

Dans cet article on a décrit une méthode de traiter la non-linéarité magnétique du fer solide 3 la ma-
niére approximative, c’est a dire la méthode de la perméabilité équivalente complexe. Cette perméabilité
linéarise le milieu 4 Pinterieur du métal et présente un image rélativement éxacte des phénoméne-
physiques sur la surface da métal, bien qu’elle soit mesuré dans le champs, électromagnétique unidimen
sionel a Paide d’une épreuve torique. - :
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1l s’agit ici de la majorité de systémes a plusieurs dimensions, en particulier quand les dimensions
de T'objet dépassent quelques centimétres. La perméabilité congue & cette maniére peut &tre introduite
directement aux équations de Maxwell, comme une fonction de coordinées courantes sur la surface du
métal. Cela simplifie bien le solution de ces équations pour les milieux magnétiques non-linéaires.

Dans article on a donné les valeurs de 'argument et du module de la permedbilité équivalente pour
Tacier St3s et Stds. Pour les champs magnétiques trés forts (2 > 50-10% A/m) ces valeurs sont egaux a:
sy = (1,35...1,4) pg, v = 0,44...0,5 rad, ol g est la perméabilite determiné de la courve fondamentale
d’aimantation (pour le courant continu).

M. KAZMIERSKI
ERSATZ-PERMEABILITAT MASSIVEN EISENS BEI TECHNISCHER FREQUENZ

Zusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Methode annéhernder Beriicksichtigung magnetischer Nichtlinearitét
massiven Eisens — die Methode komplexer Ersatz-Permeabilitit.

Eine solche Permeabilitiit linearisiert die umliegende Zone ins Metallinnern, und obwoh! sie nur
mittels Messungen im elektromagnetischen Eindimensionalfeld an einer Toroidprobe ermittelt worden
ist, bildet sie ziemlich genau die an der Oberfliche des Metalls vorkommenden Erscheinungen der meisten
praktischen Anordnungen der Mehrdimensionalfelder ab, besonders, wenn die Objektabmessungen min-
destens einige Zentimeter betragen. So aufgefasst, kann sie unmittelbar als Funktion der laufenden XKoor-
dinaten an der Metalloberfliche in die Maxwellschen Gleichungen eingefiihrt werden, wodurch die Be-
rechnung derselben in nichtlinearer magnetischer Zone vereinfacht wird.

In der Arbeit wurden die Werte des Moduls und des Ersatz-Permeabilitdtsarguments fiir Stihle St3s
und Stds angegeben, wobei sie fiir starke magnetische Felder (H > 50 - 10> A/m) betragen: u = (1,35...
1,4 pg; w = 0,44...0,5 rad, wo us —die auf Basis der Grundmagnetisierungskurve beim Gleichstrom
bestimmte Magnetpermeabilitit bezeichnet.

M. KABBMEPCKH

DKBUBAJIEHTHAS IIPOHUIIAEMOCTD MACCHBHOM CTAJIM TP TEXHHUYECKOH
YACTOTE

Pesmome

B crathe H3N0XKEH OHH M3 METOZOB NPHGIIKEHHOTO yuera MarHUTHOH HemHeHHOCTH MacCUBHOH
CTAJ — METO[ SKBHBAJCHTHON KOMILIEKCHOH IPOHMUAEMOCTH. DTa MPOHULAEMOCTE JIMHEAPHSYET Me-
TAJUINIECKYIO CPEMY 1O TUTyGUHe ¥ XOTsA OHA ONpE/EIIeTCA 10 H3MEPSHIAM B OXHOPAsMEPHOM 3JIEKTPO-
MATHHTHOM IOJIE — HA TOPOMAANBHOM 00paslie, TOUHO BOCIHPOMSBOAUT ABJEHNA BO3HUKAIOIIKE HA HO-
BEPXHOCTA METa)UIa B GOJBINMHCTBE NPAKTHYCCKUX CHY4aeB MHOrOPasMEpHBIX noneil — IpenuMyLIecT-
BeHHO B CJIyuae KOrfia pasMepbl 0GbeKTa SOMNblIIe HECKONBKUX CAHTHMETPOB. B TaKoM aciieKTe 3Ta IPOHH~
1aeMOCTb, KaK (DYHKIMA TEKYLMX KOOPAMHAT IO IOBEPXHOCTH METaJLIa, MOXET OBITh HEIMOCPEJCTBEHHO
BBeeHa B YpaBHeHMs MaKcBeiia, 3HAUMTEBHO YIPOLIAs KX PEIICHHE B MarHuTHO HeJuHEeHbIX cpe-
Hax.

B crarbe NpeACTaBIcHb! SHAUCHHA MOAYJIA M apryMeHTa SKBUBaJICHTHOMN IPOHNNIAEMOCTH IJIA CTaJI
St3s u St4s npuyem A GOJBIUIMX HANPAYKEHUI MarHHTHBLIX TOJIeH (H > 50-10® A/m) >Tu 3HAaueHHUT
cocraBismor: p; = (1,35 ... L,Aus; ¥ = 0,44 ... 0,5 rad, rae fs MarHUTHAs TIPOHHMUAEMOCTS ONpENe-
JIeHHas N0 OCHOBHOM (MIPH TIOCTOSIHHOM TOKE) KPMBOH HaMarHHUMBaHUA.
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Analiza indukcyjnosci rozproszenia zlobkowego oraz sil dziatajacych
na uzwojenia maszyn elektrycznych

JAN PURCZYNSKI (SZCZECIN), RYSZARD SIKORA (SZCZECIN)

Instytut Automatyki Przemyslowej Politechniki Szczecinskief
Otrzymano 4.1,1974

W pracy, po zastosowaniu metody rozdzielenia zmiennych, wyznaczono indukcyjnosé
rozproszenia ztobkowego oraz sily dziatajace na uzwojenia maszyn elektrycznych.

Obliczenia przeprowadzono dla Zlobkéw pélzamknigtych, wypeinionych czesciowo
uzwojeniem o przekroju prostokatnym i kolowym.

Oprécz tego wyznaczono indukeyjnosé oraz sily w ziobku zawierajacym dwa uzwojenia,
a takze rozpatrzono przypadek, gdy nad Zlobkiem otwartym znajduje si¢ zab. Obliczenia
przeprowadzono przy zaloZeniu rOwnomiernej gestosci pradu.

WSTEP

Problemowi znajdowania indukcyjnoéci rozproszenia Ztobkowego po§wigcono wiele
miejsca w dotychczasowej literaturze, m. in. [2, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 15, 16, 17]. Zagadnienie
powyzsze nalezy uwazaé nadal za otwarte, czego dowodem moga byé niedawno wydane
dwie spoéréd cytowanych prac: wydana w 1970 r. praca [17] oraz praca [8], ktéra ukazala
siew 1972 r.

Praca [17] stanowi pewne podsumowanie dotychczasowych wynikéw uzyskanych
metodami klasycznymi: metoda rozdzielenia zmiennych i metoda odwzorowart konfo-
remnych.

W pracy [8] zaproponowano nowg metode obliczania indukcyjnosci rozproszenia
slobkowego maszyn elektrycznych. Jest nig metoda wariacyjna Ritza.

Obecna praca ma na celu uzupehnienie dotychczasowych rezultatéw, uzyskanych na
drodze rozdzielenia zmiennych. Mianowicie, stosujac metodg rozdzielenia zmiennych
wyznaczono indukcyjno$¢ zlobka wypelnionego czeSciowo uzwojeniem o przekroju po-
przecznym prostokatnym i kolowym. W dalszej czesci pracy okre§lono indukcyjno$é
#tobka zawierajacego dwa uzwojenia. Oprécz tego obliczono indukeyjnoéé rozproszenia
otwartego zlobka prostokatnego w przypadku nachodzacego nan zgba.

Wzory uzyskane w punktach 2.1 i 2.2 zostaly przeliczone na maszynie cyfrowej ,,0dra
1204”. W rezultacie, dokonano tabelaryzacji wartosci indukcyjnosci Ztobka wypehionego
czeSciowo uzwojeniem o przekroju poprzecznym prostokatnym i kolowym (tablica 11 2).

Nieco skromniej przedstawia si¢ literatura dotyczaca sit dzialajacych na uzwojenia
maszyn elektrycznych [1, 13, 14, 18] W dotychczasowych opracowaniach tego problemu
nie uwzgledniono wplywu czgSciowego wypelnienia zlobka na warto§¢ tych sit.
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Obliczaniom sit po$§wigcony jest rozdziat 3. Wykorzystano w nim wyniki uzyskane
w rozdziale 2. Wyznaczono sily dla wszystkich przypadkéw oméwionych przy analizie
indukcyjnosci. Wykazano, ze sity dzialajace na przewody umieszczone w Zlobku nie
zaleza od wypelnienia zobka uzwojeniem, tzn. taka sama sila dziala w przypadku zlobka
wypetnionego calkowme jak i czgSciowo. Przy analizie indukcyjnosci oraz sit przyjeto
zalozenie o rownonuernym rozkladzw gestosci pradu w uzwojeniach (pominieto zjawisko
wypierania pradu).

2. INDUKCYINOSC ROZPROSZENIA 7} OBKOWEGO

21. Ztobek o przekroju poprzecznym prostokatnym
czg$§ciowo wypelniony uzwojeniem

Na rys. 1 przedstawiono przekrdj poprzeczny ztobka. Czyni sig nastépu;qce zatozenia:

1) zlobek jest dostatecznie diugi, aby zagadnienie mozna traktowaé Jako dwuwymia-
rowe,

2) przenikalno§¢ magnetyczna ferromagnetyka jest nieskoniczenie duza,

3) indukcja w szczelinie powietrznej migdzy gléwkami zebéw jest wielkoscig stala.

by

¢

b
@I | g piZeo

: %
Z }4 3
7 g SHO

Z v
g
I " dp ‘2 X

70 Toosd ) .
Rys. 1. Ziobek o przekroju poprzecznym prostokatnym wypelniony czesciowo uzwojeniem

Z zalozenia 2 wynika zerowanie si¢ sktadowe;j stycznej wektora lndukC]l na powmrzchm
ferromagnetyka.
Z zatozenia 3 wynika [7, 11]

0 c < lﬁcl <a,

Bx!y:b = _ luol 'x' < c. (1)
2c
Potencjal wektorowy spelnia nastepujace réwnania :
' y 0 wobszarze 1i II, (22)
4= —#oJ W obszarze II. (2b)
Skladowe wektora indukcji magnetycznej wyznacza sig ze wzoréw:
dA 24

Bx—'W’_ B, = “‘a_x- : 3
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Z réwnad (1) i (3) oraz warunku zerowania si¢ sktadowej stycznej wektora indukeji wynika:

d4 04
. =2 il 3 M (4a)
JA
it =0,
% |o | (4b)
o4 0 c< x| <a,
—_ = I 4c
o s~ |- 2L < (40)

Rozwigzanie réwnan (2a) i (2b) przewiduje si¢ w postaci zapewniajacej spelnienie
warunku brzegowego (4a) [3, 4, 5, 7]:
w obszarze 1

[

Ay = Z (C ch +B,.sh£g1)cos—"—Zi +A4o+Boy, (52)
n=1
w obszarze II
[ ¢
Ay = 2 (C ch—— mry +D,sh mry)cosn_zai +Co+Doy— —;—,quyz, (5b)
n=1
‘w obszarze III
A = 2 (E,.ch 2 +Fush ey )c s +Eo+Foy. (5¢)
n=1

Po uwzglednieniu warunku (4b) wzér (5a) przyjmuje postac:
= ZA,,ch ——”Zy —~’"’x +4o. (6
n=1

Na granicy obszaréw powinien byé spetniony warunek ciaglosci potencjatu wektoro-
wego oraz skladowej stycznej wektora nat¢Zenia pola magnetycznego. Opisuje to uklad
réwnan: »

od; _ oAy

Ay = Ay; % = % da y=e - . (7a)
o= Ay R dn y=d (7b)

Z warunku (7a) oraz réwnan (5b) i (6) wynika

Ay ='Z Anch nzy cos m;x - £ ;J (y—e)?*+4,. ®
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Z réwnan (5¢c), (7b) i (8) otrzymuje si¢

©

i = ) Auch " 05T pg(y— )+ Ao ©)

n=1
Rozwijajac funkcj¢ opisang warunkiem (4c) w szereg Fouriera otrzymuje sig¢

o IITCC

2uoJa’g v nrx
y=b T —1 n %G bol-g- (10)

a"4111
oy

Wyznaczajac ze wzoru (9) Oy

3 i poréwnujac z zaleznoscia (10) uzyskuje sie

y=

Ostatecznie potencjat wektorowy w poszczegélnych obszarach zapisuje sie

AI = 21 +Ao,
1
Ap = 21—“2—ﬂoj(y_e)2+Ao, (11)
Ay =24 —_.“ng()’—h)"'Ao,
gdzie
®  sin nre
2uoa’Jg g ncy  nwx
2:1 =———"" .ch S .
e 2.y HTh a a
n=t msh——

Energi¢ elektryczng zgromadzona w ztobku mozna wyznaczyé ze wzoru

W= 1 f B2dv. (12)
20 e

W zwigzku z duzg pracochtonnoécig obliczen niezbednych przy zastosowaniu zaleZnosci
(12) zostanie zaproponowany inny $pos6b obliczania energii. Ze wzoréw (3) wynika

o4\* [o4V?
2 _ = 2
B _(3x) +(6y) grad?4. (13)

Ze wzoru Greena

fgradzAdV+ fA 444V = fA ——ds
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oraz z zalezno$ci (2b), (12) i (13) stwierdza si¢ zwiazek

[qu f AdV+ f A —— ] (14)

Po uwzglednieniu plaskoréwnolegloéci pola magnetycznego oraz warunkéw brzegowych
(4a), (4b) i (4c) otrzymuje si¢

a d c
W=JI[ f f Andsdy—~ % f Am|y=bdx]. (15)
0 e 1]

Ze wzoréw (11), (15) i zaleznoSci

2W
L= T2 (16)

uzyskuje sie

. 5 NTC
6(b—h)—g a? o Sin? a nmh
12a * T3¢? n? cth a | an

n=1

L=[t01

W przypadku catkowitego wypetnienia okna (g =b;h= %b) wzor (17) przyjmuje postaé

b a? oy sin® a nrb

n=1

Wzér (18) pokrywa si¢ z zalezno$cia podana w pracach [7, 11].
Wzdr (17) mozna zapisa¢ nastepujaco

# = flo 6—(1# +G1(8, ) [%] 19
gdzie:
G,(8, 7) = 4-10-7 Z [S‘nng’::”)] cth (nmf), (192)
B = %; v = %

Wartoéci pomocniczej funkcji G,(8, y) zostaly obliczone na maszynie cyfrowej. Wy-
niki tych obliczen zamieszczono w tablicy 1. W rezultacie przy praktycznych obliczeniach
nalezy korzystaé ze wzoru (19) postugujac si¢ tablica 1.
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22. Ztobek o przekroju poprzecznym kolowymezeg§ciowo
wypelniony uzwojeniem : : :

.. Pole magnetyczne Ztobka o przekroju kolo{;vylh, calkowicie wypelionego uzwojeniem
zostalo wyznaczone w pracach [6, 9, 12, 15]. W pracach [6, 12, 15] wyznaczono réwniez
indukcyjno$é takiego ztobka. Jakkolwiek w pracy [9] przeprowadzono analiz¢ pola magne-
tycznego zlobka o przekroju kelowym czeSciowo wypelnionego uzwojeniem, to jednak
w dalszym ciggu brak jest wzoru okreslajacego indukcyjnosé takiego ztobka.

.Rys. 2 przedstawia przekro_y poprzeczny zlobka kolowego czqécmwo wypelnionego
uzwo_uemem -

R1-K2

Rys; 2. Zlobek o przekrojvu kotowym zabelniony n.iecalkowiciey uzwojenfem

Przyjmuje sig zatozenia analogiézne jak wp. 2.1, pfzyb czym stalo$¢ mduk(cp w ‘szczelini;ta
odnosi si¢ obecnie do skladowej

: gl > a,
Bojr=r, = #ol - (20)
2aR2 b Ilpl < a.

Rozwiazanie réwnan (2a) i (2b) w ukladzie wspdirzednych walcowych, przy uwzgled-
ieniu symetrii zagadnienia wzgledem osi Ox, przyjmuje si¢ w postaci [3, 5]:

[+

T A= ZA,.r"cosmp— '—”—Z{rz +A,, = L 2la)
n=1 :
Ay = 2 (B,,r" + %)cosn(p-i-colnr+Bo. (21b)

Skladowe wektora indukcji w ukladzie wspdirzednych walcowych wfyznac?é gié ze WZOréw

1 04" 04
.B,."‘——‘—— ] B,p-— "——a;—.

e 22

12 Rozprawy Elektrotechniczne 2/7%
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Rozwijajac funkcje opisana wzorem (20) w szereg Fouriera oraz uwzgledniajac zaleznos§é
(22) otrzymuje sig .

Ay, _ polRE [ 2 sinno. .
o v, 3R, 1+ cosng|. , _» (23)
Z réwnania (21b) oblicza si¢ wyraZenie 3r Li poréwnuje ze wzorem (23) Stad
-1 . i Cs - MoJR} sinna ‘
Co = —*é'ltoJRf, B,R3 — 7.;;1— =~""uR, a @9

Warunek ciaglosci na granicy obszarow zapisuje sig
04; 04y
-or T or

Z réwnan (24) i (25) znajduje sig¢ stale 4,, B,, Csi Bo W rezultacie potencjat wekto-
rowy przyjmuje nastepujaca postac . :

Ay = Ay dla. r=R,. 25)

2 hd 3 ‘ n
_ ohor sinna [ r
A, o JRY [——4 V3 + _El R (—-—Rz) cosmp] +A4,, (26a)
1 r 1 . sinna [ r \"
- 2| & = mtitad LA
A:_; = ‘u°JR1[2 In R +4t _gl o ('Rz) cosfmp] +A°_', (26b)

Wzér (14) po uwzglednieniu plaskorownoleglosm pola magnetycznego 0raz Wwzorow
(20) i (22) wyrazi sie zaleznoscia

ﬂR’_

W= Jl[ f f Avrdrdp— "Rl f Agr- detp] @7
Ze wzoréw (16), (26a), (26b) i (27) otrzymuje sig
[ tol[ 2 N s S I
T 2m [a2 L tin R1 Ay " @8)
W przypadku catkowitego wypelnienia zlobka .(R, = R,) wzor (28) upraszcza sie
do postaci
_ ol “2‘“2 sin’7e. 1

n=1

Wzér (29) pokrywa sig z zaleznoScia w pracach [6, 12].
Ze wzordw (28) i (29) uzyskuje sie

L=r4+8lRe

2r R, (30)
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Ze zwiazku (30) wynika L > L., tzn. czeSciowe wypelnienie okna Zlobka powoduje
wzrost indukcyjnosci.
Wzér (28) mozna zapisaé w postaci dogodnej do obhczen praktycznych

L =1-Gye, %), €}
gdzie

sin’no ]

G,(8, ) = 1077 [L—Zlng-}-—z

0 = Ry/R,.

Wartoéci funkeji G,(g, @) zostaly wyznaczone na maszynie cyfrowej i zamieszczone:
w tablicy 2. W rezultacie, obliczajac indukcyjno§é rozproszenia Ztobkowego czgsciowo
wypetnionego ztobka o przekroju kolowym, nalez_y korzysta¢ ze wzoru (31) i tablicy 2.

Tablica 2
' " - Tabela wartosci funkcii G,x10-¢ ' ’ S
N 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60
«[0] Lo :
4 1,759 1,678 1,620 1,576 1,539
6 | 1,597 1,516 1,458 1,414 - 1,377
8 1,482 1,401 1,344 1,299 1,263
10 1,393 1,312 1,255 1,210 1,173
12 1,320 1,239 1,182 1,137 1,101
14 1,259 1,178 1,120 1,076 1,039
16 1,206 1,125 1,067 1,002 0,9860
18 1,159 1,078 1,020 0,9756 0,9391
20 1,117 1,036 0,9783 0,9337 0,8973
22 N 1,079 10,9980 0,9405 | 0,8959 0,8594
24 1,045 | 09636 0,9060 0,8614 | | - 0,8249
26 1,013 0,9319 0,8743 0,8297 " 0,7933
N 0,70 0,80 0,90 1,00
«[0]
4 1,508 1,482 1,458 1,437
6 .- 1,347 . 1,320 - 1,296 1,275
8 1,232 1,205 1,181 " 1,160
10 1,143 1,116 1,092 1,071
12 1,070 1,043 1,020 . 0,9985 .
14 1,008 0,9817 0,9581 0,9371
16 0,9552 0,9285 0,9049 0,8839
8 0,9083 0,8816 0,8580 0,8370
30 0,8664 0,8397 0,8162 0,7951
2 - . 0,8286 0,8019 | - 0,7783 0,7573 . n
24 10,7941 0,7674 - 0,7438 0,7228 .
26 . . 0,7624 | 0,7357 0,7122 0,6911 .

12*
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23. Dwa uzwojenia w ztobku prostokqtnym

Na rys. 3 przedstawiony jest przekrdj poprzeczny ztobka prostokatnego zawxerajaccgo
dwa uzwojenia. W uzwojeniu dolnym plynie prad 11 o gestosci

I
Jy = Tz’ (32a)
a w gornym prad I, o gestosci
__ b
Ja — Zag, " (32b)

Dokonuje si¢ tych samych zalozen co w p. 2a. Warunki brzegowe maja postaé (4a), (4b)
oraz

a4 | 0 c< lxl <a,
£ ISR R )

Potencjat wektorowy w obszarach bezpradowych I, Il i V spelnia réwnanie Laplace’a
(2a), a w obszarach pradowych réwnanie Poissona
A4y = —poJy, (34a)
A4y = —pol>. (34b)
Rozwigzanie réwnan (2a), (34a) i (34b) przewiduje si¢ w postaci, ktéra zapewnia
spelnienie warunku (4a)*

0

2 (A ch +B sh—~——)cos

n=1

I

TX
Al a +AO +B0y’

-] .
, - 4 BT nr nrx 1
Ay = _El (C,,ch ay + D,sh ay)cos 2 +co+Doy— -2—/loJ1yzs

o«

Ay = Z‘ (E ch " 4 F,sh e )cos ":" +Eo+Foy, (35)

n=1

Ay = Z (G ch mry + H,sh mry)c s— +Go+Hyy— %,uo-fzy s

ne=1

Ay = Z(K,,ch - +M,@h———)co$

n=1

+Ko+Moy.

Stale Ay, By, Ay, ..., M, wyznacza sie podobnie jak w p. 2a, tzn. wypehia si¢ warunek
(4b), a nastgpnie uwzglednia warunki ciaglosci potencjatu i jego pierwszych pochodnych
na granicy obszardw. Wreszcie rozwija si¢ funkcje okre§long wzorem (33) w $zereg analo-
giczny do wzoru (10) i poréwnuje z odpowiednia pochodna potencjatu Ay.
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|
- Y 20
4
b u==e
; Bl Vv JZ/
7 %/
7
/ d| I ‘Z
//72 1/
2
/fg al ,)4‘7‘4 .
4 X
7.4, Y s,

Rys. 3. Dwa uzwojenia umieszczone w zlobku prostokatnym

Przeprowadzajac wymienione operacje uzyskuje si¢ nastgpujaca postac potencjalu
wektorowego*
Al = 22 +Ao,
1
Ap = 2p— —2—,qu1(y—e1)2 +4,,
Am = L2~ podi&1(—h) + 4o, o o : :.(36)
1
A = 25— 7,’40-72()""32)z +uoJ181(hy—y)+ Ao,
Av = 23— poy(J181 +J282) + o181 b1 +J282 1) + 4o,
gdzie :

cos

z, = 2,“005(-’181 +J,82) 2 nry HRX
a

n=1 nzsh

Energie magnetyczna wyznacza si¢ z zaleznoSci analogicznej do wzoru (15)

ad; ad;
W = {Jx ff Andxdy +J, ff Axvdxd.l"' —‘(ngl +J282) f Avly=-bdx} EL)
0ey
Ze wzordw (36) i (37) otrzymuje sig
d sin2~——ﬁnc
a*(ly +13) a nwh
=ﬂ01 ——2;:1?2— —hcth—————+(11+12)2——
n=1
I
L hzl (38)
Poréwnujac zalezno$é
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oraz wzér (38) znajduje si¢ odpow1edn1e 1ndukcyjnosc1 wlasne przewoddéw oraz induk-
cyjnos§é wzajemna
_ 6(b—hy)—g,
L, = MolLGl(ﬂa)’)‘l' 1z |’

L = wol| Gu(p )+ S0 D=8 | (39)

_ [ . b—h2
M = ol GiB. P+ = ]

gdzie funkcja Gy(f, y) okreSlona jest wzorem (192) oraz f§ = %; = ~Z~.

Ze wzoru (39) wynika, ze pomocnicza funkcja G, (8, y) znajduje réwniez zastosowanie
‘w przypadku zlobka wypeinionego czgéciowo dwoma uzwojeniami. Oznacza to, Ze wyzna-
czajac L, L, i M nalezy postuzy¢ si¢ tablica 1. :

Przyjmujac we wzorze (38) I, = 0 oraz uwzgledniajac zwiazek (16) uzyskuje sig mduk-
¢yjnos¢ okreslona wzorem (17).

W przypadku zlobka otwartego (a = ¢) wzory (39) znacznie upraszczaja sie, poniewaz
Gi(B, 4) = 0. W tym przypadku w zlobku wystqpu_]e Jednowymarowe pole magnetyczne

‘(przy poczynlonych zatoZeniach).

24, Ztobek prostokatny otwarty z nachodz_gcym naf zgbem

Na rys. 4 przedstawiony jest zZlobek prostokatny otwarty, nad ktérym znalazt sie zab.
Zakladajac, ze wymiar ¢ < 2a mozna przyjaé, Ze strumiefi zamyka si¢ poprzez szczeline c.

dy _
G o
[ : 16 _C
2 1 7
R 577
i
=
o .
a 5

Rys. 4. Ztobek prostokatny otwarty oraz znajdu_]acy sxg nad nim zab

‘Warunki brzegowe maja postaé:

o4 oA
o4 _ , 40
8 lymo = O lyes (402)
. 0 dla 0gy<b—ec,

oAl L T (40b)

0% |xea | =225 dla b—c<y<b,
2c -

a4 oA

?-;C— x=a N 3x x=-—a (400)
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W obszarze 1 potencjat wektorowy speinia réwnanie Poissona (2b). Wprowadzajac
nowa funkcje potencjatu 4,

- ‘_
A, = A+iu01x2 =A+ "ZIZ, , 41)

.
[

zagadnienie sprowadza s1e; do rozwiazania réwnania Laplace’a (2a). Potencjal wektorowy
A, spelnia nastgpujace warunki brzegowe

04, 04, | -
— = =0, 42
3y »=0 3)’ y=b L ( 3.)
pol
d 0<y<d,
0X |x=a 7 .
_ Mo _ <
2% b—c<y<b,
04, _ 04, '
0X |x=—a T ox x=a (429)

Ze wzgledu na symetrlq wzglqdem osi y oraz zerowanie si¢ skladowej stycznej wektora
indukcji dla y = 0, rozwiazanie réwnania (22) ma ‘postaé

Al A= Z (Anchf%x_ +anh nTI:x)cos—b- +Ao +Box

n=1

ne=1
Stad
04 S ‘A
. _ \m nra ‘nra nmy
.oraz
od, | Zw: nre nra -
o x=_a— . b( A4, h b +B ch )cos————b +By.

Z zaleznofci (42¢) wynika B, = B, = 0.
Przedstawiajac warunek (42b) w postaci szeregu trygonometrycznego, otrzymuje si¢

nrd . mme

poll b (g - ~cosngy. (44)

a4,
ox

x=a - nr d
n=1

Poréwnujac wzory (43) i (44) uzyskuje sig -

“sin ned - - sin HTC -

_ Mot byt
An = et L d (, D c |

ST b IR ~
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Ostatecznie, potencjal 4, wyrazi si¢ wzorem S s R A
soIb © | sin _n:d sin n:c ch ml:x cos n:y
= 70 | : (1 .
4, = o2 d -1 = . rma +4o 45)
n=1 n*sh——
Ze wzoréw (41) i (45) otrzymuje si¢ postaé potencjatu wektorowego w obszarze I:
- o . nrd g HTEC nTx  nwy
.A ol sin—— 1y sin— ch 508~ pio Ix? Ao, 462
1T 2 d ; 2.1, I 4ad o
A=l ) l H ShT

- Natomiast w obszarze II, gdzie obowigzuje réwnanie Laplace’a 44y = 0, potencjat
‘wektorowy

- A" =}A1. | (46b)

Ze wzoréw (3), (12), (16), (46a) i (46b) ‘uzyskuiie si¢ nastgpujaca postaé indukcyjnosci
. nme
® _ sin?-— - ‘
b? b nra 2%
L= mllez 6d 1:%?2. n? ,Cth b +1i:“ad2xi'
2 nrd mrd nrc . nwd

0 sm 2. (=1)**!sin——sin

2 2° b b
x ) — n‘ + adm‘sz{ P - “7)

n=1 n=

. o nmd
©  sin?

b " b . nrma

n=]1

W przypadku, gdy przewéd wypelnia calkowicie zlobek d = b—c, wzor (47) upraszcza
si¢ do postaci

' nre e
&, sin?——

i . _a»£< 554 b - .
Lo = pol 6G-0 T ntac(b—c)® ,; S * Tl

N L R

- b3(b—20) : b nra

2.5. Podsumowanie

W teorii maszyn elektrycznych rozréznia sig trzy podstawowe sktadniki indukcyjnoéci
rozproszenia. Sa mm1 :
indukcyjno$é rozproszenia ztobkowego, 1ndukcyjno§é polaczen czolowych oraz indukcyj-
no$¢ rozproszenia miedzy gléwkami zgbéw. Rozdziat 2 poswigcony jest niemal w calosci
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obliczaniu indukcyjnosci rozproszenia ztobkowego. Jedynie w punkcie 2.4 wyznaczono
laczng warto$¢ indukcyjnosci rozprosZenia #tobkowego oraz indukcyjnoéci mi@dzy glow-
kami zebow. .
Przy wyznaczaniu indukcyjnoéci rozproszenia zlobkowego przyjeto, Ze uzwojenie
wykonane jest jako masywny przewdd o przekroju poprzecznym prostokatnym albo
kotowym. W rzeczywisto§ci uzwojenie to wykonane jest z pewnej ilosci zwojow i wewnatrz
zlobka umieszczonych jest np. # przewodéw. Aby uwzglednié fakt, nalezy wartosci induk-
cyjnosci okre§lonej wzorami punktéw 2.1, 2.2, 2.3 i 2.4 pomnozyé przez n>.
- . . Indukcyjnoéé rozproszenia #lobkowego, wyznaczona w tym rozdziale odnosi si¢ nie do
#lobka rzeczywistego, a do pewnego modeln matematycznego. Model ten otrzymuje: sig
przez idealizacj¢ ksztattu Ztobka oraz przyjecie nieskoriczenie duzej przenikalno$ci magne-

tycznej ferromagnetyka W rzeczyw1stos01, przemkalnosc ferromagnetyka ma warto$¢
skonczona. g

3. SILY DZIALAJACE NA "UZWOJENIA MASZYN ELEKTRYCZNYCH

3.1. Ztobek o przekroju pop“rzecznym prostokatnym
sczqéc’:i"owo wypelniony uzwojeniem

W przypadku zlobka przedstawxonego na rys 1 wystqpl sktadowa s11y F,, ktorq wyz-
nacza si¢ ze wzoru

- ad
F, =21 [[ BayJdxay. (48)
Oe
Ze WZOTOW (3) i (11) dtr’zym'u'je‘ sig

nre

SN 2uoa*Jg S SinT “Hmy  nmx _
By = —podly—e)— pos A - sh- 5 COS=——.. . (49)
: _n=1 nsh—a—. - e

Wykonujac catkowanie okre§lone wzorem (48) uzyskuje si¢

F, = '_"_”Za . o - (50)

Znak ”-" w zaleznosci (50) wskazuje, Ze sifa skierowana jest ku dotowi. _
Wzér (50) pokrywa si¢ z zalezno$cia podana w pracach [1, 13, 14, 18]. W wymienionych
pracach wzor (50) uzyskano dla Ztobka _otwéu‘tego (y = —% = 1) catkowicie wypelnionego

uzwojeniem. Wynika stad, Zze zaréwno szeroko$§¢ szczeliny powietrznej 2¢ jak i grubo§é
uzwojenia (wypelnienie okna) nie wpltywa na wielko$6 sily. Ostatni wniosek stuszny jest
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w ograniczonym zakresie. Przyjecie nieskorficzonej przenikalno$ci ferromagnetyka ozna-
czalo brak nasycenia. W przypadku bardzo malej szczeliny (2¢ — 0) wystapi wyrazZnie
zjawisko nasycenia, wplywajace na warto$¢ sil dziatajacych na uzwojenia [18].

3.2 Zlobek o przekroju poprzecznym kolowym czgsmowo
: ‘wypelnlony uzw03en1em

Uwzgledniajac symetrig wzgledem osi Ox w zlobku przedstawionym na rys. 2 wystqpx
sktadowa sily F,. Wartosc tej sily wyznacza si¢ ze wzoru {13, 14] .

Ry 27

F,= — ff [Blsm<p+B 1cos@lJrdrde. : ' - (5D

Ze wzordw (22) i (26a) wynika

R? ﬁjsinnoc 2 Lt
By = ,qu py (E) sinng,

n—-l

©

-1 sinma [ r \*!
By yoJRl[sz +R2 z p_" (—Ez—) cosmp].

Przeprowadzajac catkowanie otrzymuje sie

Uoll?sina
Fx =7 7cR2a ) (52)
Wzor (52) otrzymano w pracach [13, 14] jako przypadek szczegdlny (w — 0). W wymie-
nionych pracach przeanalizowano wplyw zjawiska wypierania pradu na wielko$¢ sily
w zlobku o przekroju kolowym wypehionym calkowicie uzwojeniem.
Ze wzoru (52) wynika, Ze wymiary uzwojenia (promieri R,) nie wplywaja na wielko$§¢
sity. Oznacza to, podobnie jak dla Ztobka o przekroju poprzecznym prostokatnym, Ze sila
dziatajaca na uzwojenie nie zalezy od wypelnienia Ztobka.

33. Ztobek o przekroju prostokatnym z dwoma uzwojeniami

" Podobnie jak w punkcie 3.1 wystqpi tu tylko skladowa sily F,. Oddzielnie zostanie
wyznaczona sila dzialajagca na uzwojenia dolne i gorne Sllq dzialajaca na uzwojenia dolne
wyznacza si¢ ze wzoru

a d],

w=2 [[ Budidxdy, T

D

gdzie J, okresla wzér (32a).
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Skladowa wektora indukcji B,y znajduje si¢ ze wzordw (3) i (36)

. N . v . nme

: - S ©_ sin——
_ 04y _ 2u0a*(J181+7282) a nwy HTX
By = W = —poJ1(y—es) - " sh p cos 7
n=1 nsh-—
a
(59
Ze wzorow (32a), (53) i (54) otrzymuje si¢ »
. .. )
Fyy = -2 | e}

4a

Ze wzoru (55) wynika, ze sita dzialajaca na dolne uzwojenie pokrywa si¢ z sita dmalamcq
na pojedyncze uzwojenie umieszczone w zlobku (wzér 50). :
Na gérne uzwojenie dziala sila, ktdra wyznaczamy z zaleznoéci:

a d L )
Foy=2a [ [ By, Jdxdy, ‘ (56)
0 e2
‘sdzie J, okresla wzor (32b).
Z zaleznosci (3) i (36) otrzymuje sig¢
| oAy
By = a!v = —poJo(y—ez)—poJ181—
'y .
sin 7FC
2y0a2(.71g1 +J2g2) v ' sh nmy cos nXx (57)
v cn Ld n-rcb a.. a ’
. - - =1 nShT . .

Po uwzglednieniu wzoréw (32b) i (57) i wykonaniu catkowania zgodnie z (56) uzyskuje sig:

/"OI(I% +211 Iz)

4a (58) |

F 2y = -

Przyjmujac we wzorze (58) I, = 0 (brak dolnego uzwo_yema) otrzymuje si¢ zaleznosé
zgodng z wzorem (50).

Jak wynika z zaleznoSci (58) obecnosc dolnego uzwojenia z pradem powoduje wzrost

sity dzialajacej na uzwojenie gorne. Sila dzxala_]aca na uzwojenie gérne wzrasta o czion

ILI
AF, = L‘%al___Z. (59)
Wzory (55) jak i (58) nie zaleza od wymiaréw uzwojen (grubosci g i wysokosci /) oraz
od wielkosci szczeliny 2¢.
. Identyczne wzory, jak powyZej wyprowadzone (55) i (58), obow1qzu_]ac w przypadku
Zlobka. otwartego (¢ = a).
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34. Ztobek prostokatny otwarty z nachodzacym nan zebem
Na uzwojenie przedstawione na rys. 4 dziala¢ bedzie sita F,, ktéra znajduje si¢ z zalez-
nosci:
a d

F, =2 [ [ BaJaxdy. (60)
o0 .
Ze wzoréw (3) i (46a) otrzymuje si¢
o | s nrd sin nre éh nrx i HTTy
B - _uoIZ a3 PP T M "3 D
= T d ¢ nwa
n=1 nsh——
b
Po scatkowaniu zaleznosci (60) uzyskano:
# lI"bzv L2 nnd\| "5 sin "Zc
- P v v iy Y
F, ad (1 —C0s —— )\ —a +(-1) p . (62)

W celu uproszczenia zaleznosci (62) korzysta si¢ ze wzoréw podanych w pracy [10]:

Y sinx x* om, om0
2 I T (632)
. n=1 i St
ni1
2 (- l) sinnx - _32_c_ (63b)
n=1 - - :

Przeprowadzajac dwukrotne catkowanie réwnania (63b) w przedziale (0 x) oraz uwzgled-
niajac zalezno$¢ [10]: .

'otrzymuje sig

0 . . . . o c
‘ (=)™ sinnx ~ x® w2 o
D £ = N
a=1 . . RN . Lo Lo

“Po w&koriystaniu réwnosci (63a) i '(54) ze wioru"‘(62)'uzyskuje‘siq

' i
F,=— i‘%a—. | (65)

Z zaleznosci (65) wynika, Ze obecnosé. zgba nie wplywa na sile F ——wzor (65) me jest
funkq]q wymiaru c.

‘Oprocz tego, podobnie jak we wszystkich poprzednich przypadkach sxla nie zalezy
od wypelnienia zlobka uzwojeniem — zalezno$¢ (65) nie jest .funkcja wymiaru .d...



Analiza indukcyjnosci rozproszenia zlobkowego 473

3.5. Wnioski koficowe

Jak wynika z rozwazafi rozdzialu 2 i 3, czgéciowe wypelnienie Ztobka uzwojeniem
wplywa w sposéb istotny na indukcyjno$é rozproszenia Zlobkowego, natomiast nie ma
zadnego wplywu na wielko$é sit dziatajacych na uzwojenia. W kazdym z rozpatrywanych
w punktach 3.1, 3.2, 3.3 i 3.4 przypadkach zalezno§¢ okreSlajaca sil¢ nie byla funkcja
wymiaréw uzwojenia. Nalezy podkresli¢ fakt, Ze powyZszy wniosek wyciagnigto przy
uwzglednieniu dwuwymiarowego obrazu pola magnetycznego wewnatrz Zobka.

W tym miejscu nalezaloby powtorzyé uwagi poczynione w p. 2.5, a mianowicie wzory
uzyskane w rozdz. 3 nalezy pomnozy¢ przez n?, gdzie n—liczba zwojéw. Obowiazuje
réwniez uwaga o modelu matematycznym Zobka rzeczywistego. W szczegdlnosci, w nie-
ktérych stanach pracy maszyny elektrycznej przestaje by¢ stuszne zaloZenie o nieskoriczonej
przenikalnosci magnetycznej ferromagnetyka. Wystgpuje wowczas zalezno$¢ sit dzialajacych
na uzwojenia od stopnia nasycenia ferromagnetyka. Problem ten zostal oméwiony w pracy
[18].
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J. PURCZYNSKI, R. SIKORA

ANALYSIS OF DISSIPATIVE INDUCTANCE OF SLOTS AND OF FORCES ACT ING ON THE
. WINDINGS IN ELECTRICAL MACHINES

Summary

Dissipative inductance of slots and forces acting on the windings in electrical machmes have been’
determined by means of application of separation of variable method.

Computation has been done for semi-closed slots with rectangular and circular sections. - ‘

Inductance and forces acting in a slot containing two windings have been evaluated. There has been
also considered the case of tooth projecting above an open slot. Calculations have been carried out under
conditions of uniform current density.

J. PURCZYNSKI R. SIKORA

ANALYSE DE L’INDUCTANCE DE FUITE D’ENCOCHES ET DES FORCES AGISSANTES SUR
L’ENROULEMENT DES MACHINES ELECTRIQUES

Résumé

Dans I'article on a détermine I'inductance de fuite d’encoches et les forces agissantes sur les bobinages
des machines électriques, en employant la méthode de la séparation des variables.

Les calculs ont été effectués pour les encoches reprecées, remplies en partie de ’enroulement avec la
section rectangulaire et avec la section circulaire. On a déterminé aussi I'inductance et les forces dans
P’encoche contenante deux enroulements et on a examiné le cas quand une dent se trouve au-dessus de
Pencoche ouverte. On a effectué des calculs en admettant une densité uniforme du courant.

J. PURCZYNSKI, R. SIKORA

ANALYSE DER INDUKTIVITAT DER NUTSTREUUNG SOWIE DER AUF WICKLUNGEN
ELEKTRISCHER MASCHINEN WIRKENDEN KRAFTE

Zusammenfassung

Nach Anwendung einer Trennungsmethode von Variablen wurden in dem Artikel die Induktivitit und
die auf Wicklungen elektrischer Maschinen wirkende Kraft bestimmt. i

Die Berechnungen. wurden fiir halbgeschlossene Nuten durchgefiihrt, die teilweise mit einer Wicklung
mit rechtwinkligem und kreisférmigem Querschnitt gefiillt waren.

-AuBerdem wurden Induktivitit und Kréfte in einer mit zwei Wicklungen versehenen Nute bestimmt,
und auch der Fall erwogen, wenn sich ein Zahn iiber der offenen Nute befindet. Die Berechnungen fiihrte
man unter der Voraussetzung durch, daB die Stromdichte gleichmiBig ist.

s. IIYPYBIHBCKHU, P. CUKOPA

- AHAJIN3 MHIOYKTHUBHOCTH ITA30BOI'O PACCESHUA U CUJI
,IIEI/ICTBYIOIIII/IX HA OBMOTKH JJIEKTPUYECKHX MAIIUH

Pealome

B ‘cratbe, npu npumerennn merofa Pyphe, pacunTaHbI MHIYKTUBHOCTD IIA30BOr0 PaCcCeAHMs U CHIILI
ACHCTBYIOIHE HA OOMOTKH 3JIEKTPMYECKMX MALUMH. PacueThl mpoBeNeHbI A nonysaprn'mx asoB
YacCTHYHO 3aIOJHEHHBIX OOMOTHOM M3 MPOBOMHMKOB MPSIMOYIOJBHOTO M KpyIyloro ceuemns. Kpome uH-
RYKTHBHOCTeHl pacuMrTaHbl CHJIBI JeifCTBYIOMINE B 1asy cofepixalleM ABe oOMOTKH. PacCMOTpeEH Taroxe
TIPUMED, KOTZa HaJ OTKDAITBIM I1a30M HAXOMUTCH '3y6eu. PacuéTsr nposenenst npyi NPEAIOChIIKE TI0-
CTOAHHON IIJIOTHOCTH TOKA. :
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Wykorzystanie metody rozdzielenia zmiennych oraz metody wariacyjnej‘
do analizy pola rozproszenia ztobkowego
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Instytut Automatyki Przemyslowej Politechniki Szczecitiskiej

Otrzymano 29.4.1974

W pracy rozwazono dwa zagadnienia.

1. Po zastosowaniu metody rozdzielenia zmiennych, wyznaczono 1ndukcyjnosc rozpro-
szenia zlobka o przekroju poprzecznym eliptycznym. Uzyskane wyniki zostaly wykorzystane
do obliczania indukcyjnosci rozproszenia Zlobkéw wystepujacych w praktyce.

2. Przedstawiono wariacyjna metodg obliczania indukcyjnosci rozproszenia Zlobko-
wego. Metoda ta pozwolila wyznaczyé indukcyjno$¢ rozproszenia Zlobka prostokatnego
w tych przypadkach, w ktérych zawodzila metoda rozdzielenia zmiennych, m.in. czgsciowe
zapelnienie zlobka oraz asymetrla w rozmieszczeniu uzwojenia.

W pracy wyznaczono réwniez sily dzialajace na uzwojenie umieszczone w zlobku pro-
stokatnym. ’

1. WSTEP

Praca stanowi kontynuacje tematu podjgtego w artykule [7]. Skiada si¢ ona z dwéch
zasadniczych rozdzialéw.

W rozdziale 2, stosujac metodg rozdzielenia zmiennych, przeanalizowano pole magne-
tyczne w Ztobku o przekroju poprzecznym eliptycznym. Uzyskane wyniki zostaly wyko-
rzystane do obliczenia indukcyjnoéci rozproszenia ztobkéw wystepujacych w praktyce.

W rozdziale 3 zastosowano rachunek wariacyjny do obliczania indukcyjnoéci rozpro-
szenia #lobkowego. Metoda wariacyjna pozwolita wyznaczy¢ indukcyjnoéé rozproszenia
#lobka prostokatnego w tych przypadkach, w ktérych zawodzita metoda rozdzielenia
zmiennych. Dotyczy to m.in. czg§ciowego wypelnienia Zlobka oraz asymetrii w rozmiesz-
czeniu uzwojenia. Obraz pola znaleziony na drodze wariacyjnej umozliwil wyznaczenie sit
dziatajacych na uzwojenia umieszczone w ziobku prostokatnym.

2. ZEOBEK O PRZEKROJU POPRZECZNYM ELIPTYCZNYM

2.1. Uwagi wstegpne

Indukcyjno$é rozproszenia ztobkowego maszyn elektrycznych wyznacza si¢ na ogot
przy zalozeniach odbiegajacych od rzeczywistego obrazu pola magnetycznego wewnatrz
#lobka. Mianowicie przyjmuje sig, ze wektor indukcji skierowany jest prostopadle do osi
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symetrii ztobka [1] [10]. Jedynie w nielicznych przypadkach indukcyjno$é rozproszenia
zZlobkowego obliczono wychodzac z rzeczywistego obrazu pola [1] [13].

Migdzy innymi w pracach [4] i [9] analizuje si¢ pole magnetyczne wewnatrz #tobka
o przekroju kolowym. W pracy [9] wyznaczono postaé potencjalu wektorowego w przy-
padku zlobka wypelnionego cz¢Sciowo uzwojeniem, natomiast w pracy [4] obliczono
indukeyjnosé rozproszenia zlobkowego dla #tobka wypelmonego catkowicie uzwojeniem.

Indukcyjno$¢ rozproszenia zlobkowego w przypadku zlobka o przekroju kolowym
wyrazona wzorem dokladnym [4] [13], jak i przyblizonym [1] [10], jest funkcja stosunku
szerokosci szczerbiny zlobkowe_] b, i $rednicy ztobka 2R, (rys. 6). Tym samym indukcyjno$¢
jest funkcja kata « oznaczonego na rys. 6. Indukcyjnosé ztobka o ksztalcie przedstawionym
na rys. 11 zostala wyznaczona w pracy [9]. W wyniku przyjecia jednowymiarowego obrazu
pola magnetycznego (wektor indukcji prostopadly do osi symetrii) uzyskana tam postaé
indukcyjnosci nie zalezy od kata «. Réwniez w pracy [1] zamieszczono szereg nomogramow
pozwalajacych wyznaczy¢ indukeyjno$é ztobka pokazanego na rys. 7; brak jest zaleznosci
indukcyjroéci rozproszenia od kata «. W granicznym przypadku (k = 0) ztobki zrys. 7i 11
przechodza w zlobki o przekroju kolowym, ktérych indukcyjnosé jest funkcja kata a.

W celu wyeliminowania tej sprzecznosci w rozdziale tym zostala wyznaczona induk-
cyjnos§é rozproszenia Ztobkowego dla zlobkéw z rys 7 irys. 11 przy uwzglednieniu dwu-
wymiarowego obrazu pola.

v punkcxe 2.2 pracy przeprowadzono analiz¢ pola magnetycznego wyidealizowanego
zlobka o przekroju elipty¢znym (rys. 1). W wyniku obliczen przeprowadzonych na maszynie
cyfrowej, indukcyjno$é tego Zlobka zostala stabelaryzowana (tablica 1) i przedstawiona
narys. 4.

W punkcie 2.3 wyznaczono 1ndukcy1no§c zlobka o przekroju ehptycznym czefciowo
wypelnionego uzwojeniem (rys. 5).

Punkt 2.4 poswiecono zastosowaniu teorii Zlobka ehptycznego do wyznaczama induk-
cyjnosci ztobkéw przedstawionych na rys. 7 i rys. 11. Wykazano, ze wyldeahzowany
ksztalt eliptyczny Zlobka odbiega tylko nieznacznie od Zlobka z rys. 7. :

W rozdziale 2 zastosowano metode rozdzielenia zm1ennych ktdra pozwolila w sposob‘
prosty i przejrzysty wyznaczy¢ pole magnetyczne wewngtrz zlobka.

Metodg rozdzielenia zmiennych w uktadzie wspdirzednych eliptyczno-walcowych uzyto,
do obszaru zajgtego przez prad w pracy [11]). W pracy tej wyznaczono pole magnetyczne.
wytworzone przez prad plynacy przewodem o przekroju eliptycznym posiadajacym dowolng.
przenikalno$§¢ magnetyczna, Indukcyjno$¢ zlobkéw o przekroju eliptycznym zostala
wyznaczona w pracy [8]. W wyniku zastosowania metody rozdzielenia zmiennych, W pracy,
[8] przeanalizowano pole magnetyczne a takze indukcyjno$é Zlobkéw o przekroju elip-
tycznym.

22. Ztobek pétotwarty zapelniony calkowicie

"Na.rys. 1 przedstawiony jest ztobek o przekroju poprzecznym: eliptycznym. Przez
uzwojenie Zlobka o przenikalnosci uo ptynie prad staly I. Dlugo$é zlobka / jest dostatecznig.
duia, aby zagadnienie mozna traktowaé jako dwuwymiarowe. Przenikalno$é magnetyczng.
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ferromagnetyka przyjmuje si¢ nieskonczenie duza, p = 0. Z tego zaloZenia wynika
zerowanie si¢ skladowej stycznej wektora indukcji na granicy ferromagnetyk-przewéd
(od strony przewodu). Potencjal wektorowy A, w obszarze zajetym przez prad, spetnia
réwnanie Poissona _ .

A4 = —poJ. : )

We wzorze (1) pominigto symbol wektoréw, poniewaZ potencjal wektorowy oraz wektor
gestoéci pradu posiadaja tylko jedna sktadowa — skierowana wzdluz osi z.

Rys. 2. Wymiary geometryczne ztobka o przekroju poprzecznym eliptycznym

W celu zastosowania metody rozdzielenia zmiennych wprowadza: sie uktad wspél-
rzednych eliptyczno-walcowych okre$lony zalezno$ciami [2, 3]:
» x = cchycosy,
y = cshysiny, )
z=z.
W ukladzie tym granica uzwojenie-ferromagnetyk zapisuje si¢ réwnaniem 7 = 7o =
= const (rys. 2). - : 1
Operator Laplace’a w ukladzie wspétrzgdnych eliptyczno-walcowych przyjmuje postac
1 (3.2A ‘ 32A)~“ S

AA:cz(chén—coszw) on? + P 7723 A &)

13 Rozprawy Elektrotechniczne 2/75
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Rozwigzanie réwnania (1) przewiduje si¢ w postaci
A — A/ +A”, (33.)
gdzie:
A’ — rozwigzanie szczegllne réwnania Poissona,
A" — rozwigzanie ogllne réwnania jednorodnego, tzn. réwnania Laplace’a.
W najprostszym przypadku [3]

,quc

A = — = (ch2n+cos2y); @

A" spelnia réwnanie Laplace’a 44" = 0, lub

524" 024"
o T ot T 0. %)

Rozwigzanie ogdlne réwnania (5) ma postaé

(sh sin
ch |P7 cos | P¥>

a rozwiazanie szczegélne: Cp+Dy.
Ze wzglgdu na okresowos$¢ funkcji 4” wzglegdem zmiennej v, wspélczynnik D = 0.
Poniewaz funkcja 4" jest parzysta wzgledem zmiennej v, rozwiazanie réwnania (5)
przewiduje si¢ w postaci

2 (4,chpn+ Byshpn)cospy +Cy. 6)
=1

Rotacja wektora A = 4 -a, w ukladzie wspélrzednych eliptyczno-walcowych wyraza
si¢ wzorem (dodatek, wzér 59):

rot A = ! {_aia,, - iA—t—a.p} . )

cych®n—cos?y |y on

Sktadowe wektora indukeji przyjmuja postaé:

1 04 1 1
B, = —_— = — I uyJe?sin 2y —
e Ych%y—cos?y Oy c ]//Chzn —cos?p {4 Ho Y
- 2 p(4,chpn+B, shpn)smpw} (8a)
=1
1 04 1 1
B, = — —— = : —{— o Jc?sh2y —
v cy/ch?y —coszzp I cy/ch’n—cos?y {4 o !

- 2 p(A4,shpn+B,ch pn) cospy— C} (8b)

p=1

Ze wzgledu na skoficzong wartos$é B.,, w kazdym punkcw np. (p = 0; n = 0), nalezy
przyja¢ B, = C = 0. '
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Na brzegu obszaru skladowa B, wektora indukcji wyraza si¢ zaleznoscia

1 1 ad
Byly—n, = !y Jc?sh2n, —
wln=no ¢ 1/ch?ro—cos?y {4 Ho Mo I;PApShP’?oCOSP"P}- ®

Wyrazenie (9) otrzymano z zaleznosci B = rot A wykorzystujac wzory (3a), (4), (6)
i (8b) i warunek skoficzonej wartosci indukcji. Skltadowa B, wektora indukcji zeruje sig
na granicy uzwojenie-ferromagnetyk. Na podstawie wzoru (9) przyj¢to nastgpujaca postac
skladowej stycznej wektora indukcji

0 ’ [p] > a,
B¢!ﬂ=ﬂ0 = Bo "‘/)l < a. (10)
¢}/ ch?no—cosy
Stala B, wyznacza sig z prawa przeplywu
§ Bylymndt = po Io. (11)

Uwzgledniajac wzor (60) (dodatek 2) okre$lajacy posta¢ elementu tuku dv w ukladzie
wspoirzednych eliptyczno-walcowych oraz zalezno$¢ (10), réwnanie (11) przyjmie postac

fBO d’l/) = MoI;
stad
_ Mol
By =12 (12)

Z réwnania elipsy o pdtosiach a i b oraz z zaleznoéci (2) otrzymuje si¢

2ab
sh2yp, = 0 (13a)
2 2
ch2g, = 2 :;b : (13b)
Wykorzystujac wzor okreflajacy pole elipsy
S = mab 149

oraz zwiazek (13a), zaleznosé migdzy pradem I a gestoscia J zapisze si¢ nastepujaco:

K

I= ?chstho. (15)
Wzoér (10) przyjmuje postac:
0 » oyl >«
Bylyony =|__THoJesh2mo (16)

4o 1/ chZn,—cosy

13+
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Na podstawie wzoru (16) sporzadzono rys. 3 przedstawiajacy przebieg skladowej
stycznej wektora indukeji jako funkcje kata o (rysunek sporzadzono dla o = 0,51 a =

= 20°).

g

w

- 180° 12p° - 60° -ar éﬂ" 60° 120° I'BD"

Rys. 3. Zatozony do obliczen rozktad sktadowej indukcji By w szczelinie powietrznej dla zlobka

o parametrach 7, = 0,5 i a = 20°

Sktadowa styczna wektora indukcji traktuje sig jako zlozenie dwdch funkeji:

e Jesh2y,
Byl = ——,
'I’l’? 1o 4a]/ch27]o—COSZ'l/) f(W))
gdzie
0, Iyl>ua,
ﬂw:h,lw<a-

Rozwiniecie funkcji f(y) w szereg Fouriera ma postaé:
2‘” 2 s
o
fy) = ; “ = oo COSPW

Ze wzordéw (17) i (19) wynika

[s0
Jesh2
By = ﬂo2 Mo 1+22 sin po
41/ ch?ny—cos?y —

cospy |.

' 'Pbréwnujacc wzo'fy (9) i (20) wyznacza si¢ stalg 4,

4= = oJcsh2n,ysinpa
P 20p®shpn,

W rezultacie wzdr (3a) przyjmuje postaé

o0
1 f 4sh2n, 7 sinpa }
A= - 2 - - C ;
g o Je lch2n +cqu1,u+ “ ;r P7shprg ospychpn ¢;

an

(18)

(19)

..(20)

@1

22
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Lodc . 2sh 27, - sinpa -
B, = —tIsin2yp + sin pwchpn!, 23a
" 4y/ch?y—cos?y { YT 1pshpno Pyenpi (23a)
oldc : 2sh2n, < sinpa . } T R
B, = —t— Jsh2n + cospyshpnt. 23b
Y 4)/ch?y—cos?y { 7 - pshpmg o PYIPT (230)
. p=
Energie magnet&éznéc zgromadzong w Ziobku moZna wyznaczy¢ ze wzoru
Weo [ BByd = L [BpeBas. @
240 : 2u :

Jednakze ze wzgledu na pracochtonno$é tej metody zostanie zaproponowany inny sposéb.
Ze wzoru Greena wynika

f grad? Ado + f AAAdo = f A%A—
. '.v e

k2

1 94\ [o4\?]
24 — o4 el B Y 2
grad,A "~ ¢?(ch*n—cos®y) [( 3n) +(3w) ] By+By

oraz z réwnania (1) otrzymuje si¢

Z zaleznosci

f (B} +B2)do+po J f Adv = f Ag—Ad 25)

Uwzglgdnlajqc rownanla 4)1i (25) uzyskuje sig

W———JfAd+ ! anA

. . o . .04
Z zalozenia o plaskorownoleglosci pola magnetycznego oraz z zalezno$ci P — B,

wynika .
1 1
W= EJfAdS——zvlz;fABw'n=nodr. (26)
s I

Wykorzystujac wzory (60) i (61) (dodatek 2) okreflajace element tuku i element powierzchni
w ukladzie wspétrzednych eliptyczno-walcowych oraz zaleznoéci (8b) i (16), rownanie (26)
przyjmie postaé

70

W= We? f f A (ch?y—cosy) dndyp— M f Al g . @7)

Po podstawieniu wyrazenia (22) do wzoru (27) i’ przeprowadzeniu catkowania, otrzymuje
sig:

0
@ v 2sin2«  8sh2 Y sin?poacth,
W= a,quzlc“sth(, [ch2170 + 5 + “2% Z P FE Plo ] (28)

p=1
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Z zaleznosci
1

W= ~2—LI 2 29)
oraz ze wzoréw (15) i (28) otrzymuje sie wzér na indukeyjnosé:
,uol 2sin20 2 sin®po
=S {cch ot wsh? o+ ) ——5-Cthpn, ¢ . (30
Z réwnati (132) i (13b) wynika
a®+b?
Stad
1 a*+b?
o = 7ar cth 2%k
Uwzgledniajac zalezno$é
arcthx = %1 x+i ,
otrzyma si¢
1. a+b
No = 5111 a—b . (32)

Ostatecznie indukcyjnoé¢ ztobka o przekroju eliptycznym o pdlosiach a i b wyraza si¢
wzorem (30), gdzie cth2y, okre§lony jest wzorem (31) a 7, réwnaniem (32). Natomiast
sh2n, wyznacza si¢ ze wzoru

2ab

Uwzgledniajac (31) i (33) wzdr (30) przyjmie postaé
tol | a®>+b*  sin2a a? Z }
L= 87-:{ >ab + . P +8 ( cthpno 34
Dla matej wartosci asin2a ~ 2o i wzdr (34) ma nastepujacy ksztalt:
_ Mol ) 5a>—3b% 7 sin*pa
W= P {__—Zab + 8o 1 SOl cth pro¢- (34a)
7

Dlaa— b— R ny— oo (wzor 32) i zaleznosei (30), (34) i (34a) przechodza w réwnos¢:

_ ol 2 sin®pa
L= e {1 +8a 1 @y } 35
=

Wzdr (35) pokrywa si¢ z zaleznoédcia okreslajaca indukcyjnoéé #obka péizamknigtego
o przekroju kolowym, podana w pracy [4].
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9° 8 12° 15° 200 24° oc

Rys. 4. Zalezno§¢ bezwymiarowej funkcji f(et, 770) od parametréw zlobka a i 7o
| Rys. 4 sporzadzono na podstawie wzoru (36)

Tablica 1
WartoSci funkeji f(a, 70)
Tablicg sporzadzono wykorzystujac wzdr (36)
o
6° \ 8° l 10° 12° 14° 16° 18° 20° 22° 24°
7o

0,1 6,014 | 5866 | 5730 | 5,600 | 5474 | 5350 | 5228 | 5,107 4,988 | 4,869
0,2 3,174 | 3,066 | 2974 | 2,892 | 2,816 | 2,744 | 2,675 | 2,608 2,543 | 2,479
| 0,3 .| 2270 | 2,171 | 2,090 | 2,020 | 1,958 | 1,901 1,847 | 1,796 | 1,747 | 1,700
0,4 1,839 | 1,744 | 1,667 | 1,603 1,546 | 1,495 | 1,448 | 1,404 | 1,362 | 1,322
0,5 1,594 | 1,500 | 1,426 | 1,363 1,309 | 1,261 1,218 | 1,177 | 1,139 | 1,104
0,6 1,439 | 1,346 | 1,273 | 1,212 | 1,159 | 1,113 | 1,071 1,033 | 0,997 | 0,964
0,7 1,334 | 1,242 | 1,169 | 1,109 | 1,057 | 1,012 | 0,972 | 0,935 0,901 | 0,869
0,8 1,260 | 1,168 | 1,096 | 1,036 | 0,985 | 0,941 | 0,901 | 0,865 0,832 | 0,801
0,9 1,206 | 1,114 | 1,042 | 0,983 | 0,933 | 0,889 | 0,849 | 0,814 0,782 | 0,752
1,0 1,165 1,073 1,002 | 0,943 | 0,893 | 0,849 | 0,810 | 0,776 | 0,744 0,715
2,0 1,032 | 0941 | 0,870 | 0,812 | 0,763 | 0,720 | 0,683 | 0,650 | 0,619 0,592
0 1,014 | 0923 | 0,852 | 0,795 | 0,746 | 0,703 | 0,666 | 0,633 0,603 | 0,575

[483]
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Na podstawie wzoru (30) sporzadzono tablice 1 okreslajaca zalezno$é bezwymiarowej
funkeji f(a, 7o) od parametréw « i 7o, gdzie f(a, 7,) = Ll
Mo
_ 1 2sin20 Z sin?po
f((Z, ')’]o) = E{(Cth2770 -+ M + 8a £ ( )3 Cth_p?]o) (36)
Wykorzystujac tablicg 1 sporzadzono rys. 4 przedstawiajacy zalezno$¢ f(«, 7,) od o
i No-
23. Ztobek czeéciowo wypelniony uzwojeniem
Uzwojenie i zlobek maja ksztalt wspdtogniskowych elips (rys. 5), tzn.
¢ = af—bi = a®— b2 37

Potencjat wektorowy w obszarze zajgtym przez prad, 7 < 7, przyjmuje si¢ w postaci:

1
A= — 5 Mo Je? (ch2n +cos2y) + Z (A, chpn + Byshpn) cos py + Cn+4,,  (38a)

p=1
a w obszarze bezpradowym, 1; < % < 7o

[e2]
Ar = D) (D,chpy+E,shpy)cospy+Fq+D,. (38b)

p=1

A\

Rys. 5. Ziobek o przekroju eliptycznym czeSciowo zapeliony uzwojeniem

Sktadowe wektora indukcji wyznacza sie ze wzoréw:
W obszarze n < 1),

1 04y

By, = — i
" Vch2y—cos?y Oy (%)
By = — 1 04y (39b)

¢ }/ch?n—cos?y o’
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w obszarze 17; < 7 < 7o : .

By = —— e ) 39¢)
.‘n" cychip—cos’y (39)
o 1 o4
Byy = — " °. (39d)
cy/ch?p—cos?y I
Warunek brzegowy przyjmuje si¢ analogicznie jak w rozdz. 2.2 (wzor 16)
0 , o lpl >«
Bylymn, = mpo Jesh2n, vl < a. (40)

4o/ ch®y,—cosy

Uwzgledniajac wzor (20) otrzyma si@_

Jesh2: w‘j sinpo
Bylymne = HoJCSR ML [1 +22 ‘:: cospw]. 41y
p=1

41/ ch?no—cos?y p

Na granicy obszaréw (7 = ;) spelnione musza byé warunki ciaglosci potencjatu
wektorowego, sktadowej normalnej wektora indukcji oraz sktadowej stycznej wektora
natezenia pola magnetycznego. Opisuje to nastepujacy uklad réwnad

A=Ay dla =1y, (42a)
BIW = BIInI/ dla N =M. (42b)

Ze wzgledu na skoficzona warto$é By, ze wzoréw (38a) i (39b) wynika B, = C = 0. Pozo-
stale stale wyznacza si¢ ze wzoréw (38a, b), (39a, b, c, d), (41), (42a, b).

Ostatecznie: ' .
w obszarze < 1y

Ay = —%‘quc2 [ch217 +-cos 2y + 4sh 2 2 Spx chpncospy +

2
o & p*shpno
+ 29, sh29; —ch2n, + (cth2n, —cth27,)sh2n,ch2n cosZzp] +B,, (43a)
w obszarze 7y < 11 < 7o 7
1 2 4sh 2% S sinpa
An = — g Ho Je {2nsh2771 +— ps 27shprg chpncospy +
+ (cth254ch 2y —sh2y)sh2n, 00521/)]} +By. (43b)

Wzér (27) przyjmie obecnie postaé
7 2%

W =

262, [
- 1 f Antly = (44)

2
Jl; ff Ay(ch?n—cos?y) dndy — Jth_c4__
b 0
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*Ostatecznie indukcyjno$é wyrazi sie wzorem:

o0
_ ol 2sin2a sin?pa _
L= g [cth2770+ ash2n, + 8061,:51 ) cthpno +4(no—ny) |- 45)

Dla zlobka zapelnionego catkowicie, 7, = #;, wzér (45) przechodzi w (30).

Rys. 6. Ziobek o przekroju kolowym czesciowo zapehliony uzwojeniem jako graniczny przypadek zlobka
przedstawionego na rys. 5

Dla zlobka o przekroju kotowym (rys. 6) wypetnionego czeéciowo uzwojeniem
@y —=>b; >R oraz a->b->R, 7> ®, 9,00, Z zalefnosci (32) i (37)
wynikadlaa=b=R i a,=5b, =R, '

—p =1 R
No—M1 = nf{-
‘Wzér (45) przyjmuje postaé
ol R sin’pa :
L= S {1 +4ln—~R1 + SaP—El o | (45a)

‘Wz6r (45a) pokrywa sig z zaleznoscig, ktéra mozna wyznaczyé z postaci potencjatu wekto-
rowego podanej w pracy [9].

Przy wyznaczaniu indukcyjnosci ze wzoru (45) wygodnie jest postuzy¢ si¢ funkcja
S(&, o) wprowadzong dla ztobka wypelnionego catkowicie uzwojeniem (wzor 36)

T
Ze wzoréw (32), (37) i (46) otrzymuje sie:

1 a+b
L= ,“ol[f(‘x, "70)"'%111 m] 47
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24, Indukcyjnoéé zlobka rzeczywistego

Rzeczywisty ksztalt zlobka przedstawiony na rys. 7 odbiega nieco od zaloZzonego
ksztattu eliptycznego (rys. 1). Zaklada si¢ jednakowa wysoko$¢ obu zlobkow

2a = 2R+hy (48a)

oraz jednakowa powierzchnig

nab = nR2+2Rh;. (48b)
by

ng

/ B2

//R/////

Rys. 7. Oznaczenie wymiarow rzeczywistego ziobka owalnego

Ze wzoréw (48a), (48b) i (32) otrzyma si¢

1 2+2,55x
o = 7111 [1 + (0,727+x) x ]’ “9)
. — _1
gdzie x R
Opierajac si¢ na wzorze (49) sporzadzono tablicg 2 i rys. 8.
Ze wzoréw (48a) i (48b) mozna wyznaczy¢
Ab = b—R = 0,273R —, (50)
x+1
L
gdzie x = IR

Wzor (50) pozwala ocenié na ile ksztalt zastgpczego zlobka eliptycznego odbiega
od ksztattu zlobka rzeczywistego.

Na rys. 9 przedstawiono kontur rzeczywistego ztobka oraz zastgpczego dlax=1,2,4.
Z rys. 9 wynika, Ze zastgpczy Ztobek rézni si¢ tylko nieznacznie ksztaltem od Ziobka rzeczy-
wistego. Oznacza to, Ze teoria Ztobka eliptycznego podana w p. 2.2 i 2.3 moze by¢ z po-
wodzeniem zastosowana do wyznaczania indukcyjnosci rozproszenia zlobkowego zlobka
przedstawionego na rys. 7. W celu zilustrowania proponowanej metody rozpatrzony
Zostanie przyklad zaczerpnigty z pracy [l].



b
X=%

1

h
Rys. 8. Zalezno$¢ parametru 7; zastgpczej elipsy od wspélczynnika x = EI% okreélonego dla zlobka

2

3

4

5

rzeczywistego (tablica 2)

3

Tablica 2
Wartoéci parametru 7, zastepezej elipsy w funkcji wspélczynnika

7

h
X = ﬁ okreSlonego dla Zlobka rzeczywistego (wzér 49)

At

hy hy

T 2R flo T 2R o

0 0 1,0 0,645
0,05 2,02 1,5 0,505
0,1 1,67 2 0,417
0,2 1,34 3 0,311
0,4 1,02 4 0,249
0,5 0,925 6 0,178
0,6 0,846 10 0,113
0,8 0,734 15 0,078

[488]
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Ztobek o przekroju przedstawionym na rys. 10 zostaje zastapiony Ztobkiem z rys. 7
(wymiary podano w mm). Jako R przyjmuje si¢ Srednig arytmetyczna promieni Ry i R,

R, +R,

R="— 2 = 3,5.
Parametr x = 4L = 1,93
ara =g = 193
Z rys. 8 odczytuje si¢ parametr 7, zastgpczego Ztobka eliptycznego
770 = 0,427.

ab i

X =1 X=2 x=4

Rys. 9. Porownanie ksztaltéw rzeczywistego zlobka oraz zastepczego Zlobka eliptycznego
Rys. 9 sporzadzono przy zalozeniu jednakowej wysokosci oraz jednakowym polu obu zlobk6éw; wymiar 4b okresla wzér (50

hy =135

5D

</

Rys. 10 Ksztalt 7tobka zaczerpniety z pracy [1]
Wymiary zlobka podano w [mm]

Z tablicy 1 lub z rys. 4 odczytuje sig f(«, 7o) dla paru wartosci «. Itak dla ¢ = 6° L =
= 1,75uol, dla o= 12° L =1,52ul, a dla o =21° L =13luol.

Z nomograméw podanych w pracy [1] mozna odczytaé warto$¢ indukeyjnosci tego
ztobka

L = 1,30u,!.
Stosujac wzor podany w pracy [9]:
o 1 h1
= + 1
L ,uol[O,685+3 ZR] (51)
otrzyma sig
_ L = 1,33u,l.
Wedlug [10] indukcyjnosé rozproszenia tego Ztobka wyniesie

h1
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Srednia warto§¢ indukeyjnosci L = 1,31 4ol odpowiada katowi o = 21°. W pracy [1],
skad zaczerpnigto powyzszy przyklad, nie podano wartosci kata o, poniewaz indukcyjno$é
wyznaczano ze wzoru, ktéry nie byl funkcja kata «.

W przypadku Zlobka czgSciowo wypelnionego (rys. 11) indukcyjnosé wyznacza si¢
analogicznie jak przy ztobku wypelnionym catkowicie. Z podanych wymiaréw ztobka
wyznacza si¢ parametry

TSR T

Z tablicy 2 lub zrys. 8 odczytuje si¢ parametry 7, i %, zastgpczych elips (rys. 5). Ze wzoru
(46) oraz z tablicy 1 lub rys. 4 wyznacza si¢ warto$é indukcyjnosci zlobka wypelnionego

czesciowo.
h,
2o¢

hy

R
///
Rys. 11. Rzeczywisty zlobek czeéciowo zapelniony uzwojeniem

Dla przykladu wyznacza si¢ indukcyjno$¢ ztobka o danych:
2R = h; = 10 mm

oraz
r
7= 0,8, 07; 0,6.
Dla parametru x = ;l—]lz = 1 z tablicy 2 odczytuje si¢ 1, = 0,645. Z tablicy 1 lub rys. 4
dla o = 16° i 5o = 0,645 otrzymuje sie

f(“: 770) = 1905'

hl_h1R=i=1,25

r
Dla =08 x=o =or7 =08

Z tablicy 2 77, = 0,57. Ze wzoru (46) wyznacza sig L = 1,06u,/. Analogicznie dla %: 0,7

otrzyma si¢ L = 1,07u,l, a dla % =0,6 L= 1,08u,l.
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W wypadku wypelnienia catkowitego % = 1 otrzyma si¢ L = 1,05u,!. Wynika stad,.

ze cze§ciowe wypelnienie powoduje wzrost indukcyjnosci. I tak dla j;— = 0,8 indukcyjnos¢:

wzrasta o 1%, a dla % = 0,6 0 3%.

25. Dodatek
2.5.1. Obliczenie rot A w ukladzie wspélrzednych eliptyczno-walcowych

Rotacje wektora A w ukltadzie wspélrzednych (u,,u,,us) wyznacza si¢ ze wzoru.

[21 [3]

1 1 1
a;(g11)?  2,(822)? a3(g33)?
_ 119 0 0
rotA =g 2 Bus 2u, Buis (53)

1 1

1
1A1(g11)? Ax(g22)? A3(g33)?

Wspdtczynniki metryki g5, 822, 833 Wystgpujace w zaleznodci (53) wyznacza sig:

Z& wWZoru
ax\ [\ [ez ¥
gﬁ_(&ui) +(3ui) +(3ui) ' (54>

Wyznacznik macierzy wspélczynnikéw metryki g, dla ukladu wspétrzednych ortogonal--
nych, ma postaé

8 = 811822833- (55)
Dla ukladu wspétrzednych eliptyczno-walcowych (wzdr 2)
Uy =1; Uy =7Y; U3=Z. (56)
Wspélczynniki metryki, wyznaczone ze wzoru (54) przy uwzglednieniu wzoréw (2)-
i (56), wynosza
211 = &2 = ¢*(ch’n—cos?y), (57y
gs=1, g=(a1)*
Wektor A posiada tylko jedna sktadowa, zgodna z osia z, tzn.
Ay =A4,=0 i A;=4#0. (58)
Podstawiajac (57) i (58) do wzoru (53), otrzymuje si¢
1 04 _ 904 _ ]

ot A = —_——— ——

a,— ——ay}. 59
cych®p—cos?y Oy ' 9 v (%9
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2.5.2. Wyznaczenie elementu luku dx i elementu powierzchni w ukladzie wspéirzednych
eliptyczno-walcowych

Element tuku dv w ukladzie wspotrzednych ortogonalnych wyraza si¢ wzorem [2, 3]
(dv)* = g11(Au1)? +g22(duz)* +g33(dus)?.
Ze wzoru (56) dla n =9, i z = const otrzyma sig
dr = (g,2)¥dy.
‘Uwzgledniajac zalezno$¢ (57), uzyska sie
dr = cy/ch?n—cos®y dy. (60)
Element powierzchni w ukltadzie wspdtrzednych ortogonalnych wyraza sie wzorem
2, 3]
ds = (g11822) du, duz_.
‘Wykorzystujac zwiazki (56) i (57) otrzyma sie
ds = c*(ch?*n—cos?y)dndy. (61

3. ZLOBEK POLZAMKNIETY O PRZEKROJU PROSTOKATNYM

31. Uwagi wstepne

W pracy [7] przeanalizowano wplyw czeéciowego wypetnienia ztobka uzwojeniem
na warto$¢ indukcyjnosci rozproszenia oraz sit dzialajacych na uzwojenie. Do analizy
‘pola magnetycznego uzyto metody rozdzielenia zmiennych. Mimo uwzglednienia: czescio-
wego wypelnienia, w pracy [7] zakladano, iz uzwojenie dotyka $cianek bocznych zlobka.
Zalozenie to bylo konieczne, aby mozna bylo zastosowaé metode rozdzielenia zmiennych.
W przypadku, gdy pomigdzy uzwojeniem a $cianka boczng ztobka wystepuje szczelina,
‘metoda rozdzielenia zmiennych jest bezsilna.

Analiza tych przypadkéw jest mozliwa tylko przy uzyciu metod przybhzonych W roz-
-dziale tym omdwiona zostanie tylko jedna z metod przyblizonych — metoda wariacyjna
Ritza. .

Wdrozeniu metod wariacyjnych do analizy pola magnetycznego po§wiecono m.in.
‘prace [5], [6].

W rozdziale tym wariacyjng metode analizy pola magnetycznego ograniczono do pola
‘magnetycznego wewnatrz zlobka prostokatnego.

32. Rozwazania ogédlne

Potencjal wektorowy plaskoréwnoleglego pola magnetycznego pradu statego spelnia
réwnanie (1) dla jednego z nastgpujacych warunkéw- brzegowych :

Alp =0, Ar=w(p), . (262)
o4 ,,
anl, =0 . _ (62b)
A

| = 2@ T (62¢)
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Rozwiazanie zagadnienia Dirichleta (62a) dla réwnania Poissona (1) sprowadza si¢ do
minimalizacji nastgpujacego funkcjonatu [5], [6]

= 1f [ lgrad24—2uJA] dxdy. (63)
D .

W przypadku jednorodnego zagadnienia Neumanna (62b) funkcjonal wyraza s1q
wzorem (63) oraz musi byé spehnony dodatkowy warunek

ffAdxdy = 0. (62b;)
D

Rozwiazanie niejednorodnego zagadnienia Neumanna (62¢) dla réwnania Piossona (1)
jest réwnowazne minimalizacji funkcjonatu o postaci '

F=1{[] leradA—2u7d) dx dy—2 [ Ap(p) as}. (64)
D r R
Energi¢ pola magnetycznego pradu stalego mozna wyznaczy¢ ze wzoru (65) lﬁb (66)
W = ——ff AgJdx dy, (65)
W= + ff |By|2dx dy. (66)
2u 5

Symbol d uzyty we wzorach (65) i (66) oznacza warto$¢ dokladng tzn. rzeczywista.
Wrykorzystujac wzory =

o4 . 04

Bx = "‘a? 1 _By = _W’ (67)
stuszne dla pola plaskoréwnoleglego, wzér (66) przyjmie postac
w=_1 f f grad?4,dxdy. (662)
2u P

Potencjat wektorowy 4., jako rozwiazanie réwnania (1), realizuje minimum funkcjonatu
(63). Wykorzystujac ten fakt oraz wzory (65) i (66a) otrzymuje sig

Fwin _ yr_ow — _w,
2u
czyli
Fmin . ‘
==, (68)

Z zaleznosci (68) wynika wazna wiasno$¢ pola magnetycznego pradu stalego. A miano-
wicie, rozklad potencjalu wektorowego zapewnia maksimum energii magnetycznej.
Wrykorzystujac zwiazek migdzy indukcyjnoécia a energia

W= %-LIZ, (69)

14 Rozprawy Elektrotechniczne 2/75
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réwnanie (68) przyjmie nastgpujaca postac

. (0

Ze wzoru (70) wynika, Ze proces minimalizacji funkcjonatu odnosi sig bezposrednio
do wartosci indukcyjnosci. Tym samym metoda Ritza bezposredme_] minimalizacji funkcjo-
nalu jest szczegdlnie przydatna do wyznaczania indukcyjnosci. Zaleznosci (68) i (70)
sq stuszne réwniez dla funkcjonatu (64), tzn. dla niejednorodnego zagadnienia Neumanna
(62c) [6]. :

33. Dobér funkcji potencjalu wektorowego

Na rys. 12 przedstawiono przekrdj poprzeczny ztobka pétzamknietego maszyny elek-
trycznej.

b

I
P
[ 1
]
[ ] _
\\\\a\\ *

Rys. 12. Wymiary zlobka pdizamknigtego, prostokatnego analizowanego w rozdziale 3

Bx
. g_b

Rys. 13. Zalozony rozklad skladowej B, wektora indukcji w szczelinie powietrznej

Przyjeto nastepujace zatozZenia:
a) zlobek jest dostatecznie dtugi, aby zagadnienie mozna traktowaé jako dwuwymiarowe,
b) przenikalno$¢ ferromagnetyka jest nieskoriczenie duza, brak nasycenia,
¢) skladowa B, wektora indukcji w szczelinie powietrznej migdzy gléwkami quow jest
stata. ‘
Z zalozenia b) wynika brak skladowej stycznej wektora indukcji na granicy powietrze-
ferromagnetyk (od strony powietrza). Z zaloZenia ¢) oraz z prawa przeptywu wynika
rozklad sktadowej B, wektora indukcji dla wspélrzednej y = b, pokazany na rys. 13.
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Poszukiwany potencjal wektorowy powinien spelniaé nastgpujace warunki. brzegowe

o4 o4 o4
F M =M 0, (71a)
_ Mol
%ﬁ T2 K< (71b)
Y =t 0 , c<lxl<a.

Przyjmuje si¢ go jako wielomian zmiennych x i y bedacy parzysta funkcja zmiennej x
A= Ao+ A X+ A x* + Ay + As Y+ AsyxE+ Asyxt 4+ A, y2x* + Agy2x2,
Po uwzglednieniu warunkéw (71a), potencjal wektorowy przyjmie postaé

A = 4o+4,y* +4,y*(2a’x* — x*) + 45(2a®x* — x?). (72)

Ze wzgledu na nieciaglo§¢ warunku brzegowego (71b) zrezygnowano ze spelnienia go.

34. Ztobek wypelniony catkowicie uzwojeniem

Na rys. 14 przedstawione jest rozmieszczenie uzwojenia. Posta¢ warunkow brzegowych
oznacza, Ze wystepuje tu zagadnienie Neumanna.

4
2¢

NN

N
R

Rys. 14. Zlobek wypeiony calkowicie uzwojeniem

Minimalizowany funkcjonat wyraza si¢ wzorem analogicznym do wyraZenia (64)
F = ZIff[gradzA—ZyoJA]dxdy+fﬁogﬂfA]y=bdx. (73)
0 0 0

Pierwsze przyblizenie potencjalu wektorowego poszukuje si¢ w postaci v
A=Ay +A4:1y*+ 4,9 (2a’x?*—x%). 74

Wykonujac dzialania okre§lone wzorem (73), uzyskuje sie

214
= 272 2 2,6 2 a2
F= 4abl{ Aib® + A 1 4,b%a +A2b (5251) + 945 )+

w2 1 T :
2 2 202 _ -
+,u0J[3A1b +4,b (3a 5c 459 )}} (75}

14*
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Z ukiadu réwnan

oF JoF.

94, =0, 04, =0,

otrzymuje si¢

4 4__ 2.2
A = — oJ —ptod 49(3¢c* +7a*—10a%c?)

2 12842362 +2a%)  °
(76)
4 = J105(3c"’+7a4—.10a202) -

| | 2 = B0 T84 (307 1 247
Podstawiajac (76)-do wzoru (75), otrzymuje si¢
A 7(3c* +7a* — 10a%¢?) b?
Foin J)2.2 b
= (koJ)*-2abl [ 1282°(36° +22°) ]
Zgodnie ze wzorem (70) indukcyjno$¢ rozproszenia wyrazi sie zaleznoscia

' ) : T—10y2 +39%)%

Fo [ ,1676+9,13-10~ 510,667 ,. | W)

gdZie'
b c
a=F =7

Przyjmujac drugie przyblizenie w postaci (72) po wykonaniu obliczeni analogicznych
do tych, jakie przeprowadzono dla pierwszego przyblizenia, uzyska sig:

tod  poJ-49-(3c* +7a*—10a%c?)

A= —="5— 12842 (34> + 3b%) ’
: _ 105(3¢* +7a*—10a2%c?)
A2 = ol =0 G 207
21(3¢* +Ta*—10a2c?) (a® — b?
Ao = uos 2K )@ ~b%)

128a°%(3a2 +2b?)
i+ Indukcyjno$¢ rozproszenia wynikajaca z drugiego przybliZenia wyraza si¢ wzorem

£%+0,0041
B#+1,58
Zgodnie z praca [7], indukcyjno$é wyznaczona (przy tych samych zalozeniach) metoda
rozdzielenia zmiennych, ma postaé

=]
In2
L= ﬂoz[o,167ﬁ+ 0’(;3224 2 Smﬂ’j“” cthnr:ﬁ]. (79)
n=1 Lo ’
Dla zlobka o wymiarach § =8 i ¢ =05 L,= i,49yo I,

indukcyjno$é wyznaczona ze wzorédw (77) i (78) wynosi odpowiednio L; = 1,36u,/,
LII.= 1,37”0[,

Ly = Mol[0,167ﬁ+0,0136 (7—10y2+3y4)2]. (78)
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gdzie:
L; — indukcyjno$¢ wyznaczona z pierwszego przyblizenia metody Ritza,
L,; — indukcyjno$§¢é wyznaczona z drugiego’ przyblizenia metody Ritza.

Blad pierwszego przyblizenia wynosi 8,8%, a drugiego 8%. Jak wida¢ blad drugiego
przyblizenia rézni si¢ tylko nieznacznie od bledu pierwszego przyblizenia. Natomiast,
przy stosowaniu drugiego przyblizenia w znacznym stopniu wzrasta ilo$¢ obliczen. Z tego
powodu w nastgpnych przykladach korzystaé si¢ bedzie z przyblizenia o postaci (74).

Na ogét indukcyjno$é rozproszénia ztobkowego wyznacza sig¢ przy zaloZeniu jedno-
wymiarowego obrazu pola magnetycznego (wektor indukcji réwnolegly do dna Ztobka).
Przy tym zaloZeniu, indukcyjno$¢ wyrazi si¢ zaleznoscia [1], [9]

Lo = 0,167Buol. (80)

Wynik powyzszy mozna uzyska¢ na drodze wariacyjnej przyjmujac najprostsze przybli-
zenie A = Ay,+A,y? tzn. zakladajac w pierwszym przyblizeniu (74) 4, = 0.

Zalozenia poczynione przy wyprowadzaniu wzoréw (77), (78) i (79) sa blizsze prawdy
niz przyjecie jednowymiarowego obrazu pola. Uwaga powyZsza jest stuszna przy braku
nasycenia zebéw zlobka (wplyw nasycenia bedzie uwzgledniony w dalszej czesci).

Dla #lobka o parametrach y = — 1 B = 2 (zlobek o przekroju poprzecznym kwadrato-
wym) indukcyjnos$¢ wyznaczona poszczegolnyml metodami uklada si¢ nastgpujaco
L;=0,5u0l, Ly =045u0l, Lo= 0,33,uol.

Stad indukcyjno$é wyznaczona z przyjeciem jednowymiarowego obrazu pola obarczona
jest bledem 33%, a indukcyjnos¢ znaleziona na drodze wariacyjnej jest bliZsza prawdy —
blad wynosi 10%.

Przypadek powyzszy (catkowite wypelmenle 7tobka) zostat tak doktadnie rozpatrzony
z tego powodu, Ze znana jest dla niego doktadna warto$¢ indukeyjnosci (wzdr 79). Dzigki
temu mozna latwo okresli¢ dokladnoéé metody wariacyjnej. Natomiast, dla nast¢gpnych
przypadkéw brak jest w literaturze wzoréw okreslajacych indukcyjno§é przy zatoZeniu
dwuwymiarowego obrazu pola.

Potencjal wektorowy, wyznaczony na drodze wariacyjnej, pozwala obliczy¢ site dziala-
jaca na uzwojenia. W przypadku. zlobka przedstawionego na rys. 14 wystapi skladowa
sity, ktora wyznacza si¢ ze wzoru

ab
F, = ZIffodedy. (81)
0a
Ze wzoréw (67), (74), (76) i (81) wynika
2
F,=— ﬁ.o_lI_. .- (82)

4a

Zaleznoéé (82) jest identyczna z wyraZzeniem uzyskanym w pracy [7] przy uwzglednieniu
dwuwymiarowego obrazu pola metoda rozdzielenia zmiennych. Oznacza to, iz w tym
przypadku, metoda wariacyjna zapewnia dokladna wartoé¢ sity.
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3.5. Ztobek czedciowo wypeliniony uzwojeniem

Rys. 15 przédstawia rozmieszczenie uzwojenia w ztobku. Potencjal wektorowy poszukuje
si¢ w postaci (74).

%

7
/-u/—F // // X

Rys. 15. Ziobek prostokqtny wypelniony czgSciowo uzwojeniem

Minimalizowany funkcjonal wyraza sie wzorem

a b fd c
F = befgradzAdxdy——4M0Jl ffAdxdy+2 ’uo'”fA]y=,,dx.
0 a ) 0 e ¢ 0
Po wykonaniu minimalizacji otrzyma si¢

4 __ 2,2 4y 2 2 4 2,2 4
4 = J 49 d— f (3C 10a*c? +7a ) 3b2 (d +ed+e )(3f 10af +Ta )
1=

R (36 124 ~
1
3(d—e)|b* - —(d? 2
T ( e)[ 5 (@ +ed+e )] )
#ola 4p3 s
' 1
4_ 100202 4L o2 N (2fh 1202 .
R 3¢*~102%¢* +7a* — o (d +ed-+e?) (3~ 10a% +7a*)
s = ugd 100

128 a b a®(3b% +24?)
Indukcyjnos$¢ rozproszenia ztobkowego wyraza sie wzorem

L= ,uol{0,167(1,5—0,56)2/3 +9,13-1073 —L [G(y)— % G(e)] }, 84)

p*+0,667
., b _c. _ . - d*+ed+é? _ 2 .
gdzie: § = o v=g e= 6‘—- o G(x) = 7—10x2 +3x*.

Nalezy podkresli¢ fakt, ze w przypadku Zlobka jak na rys. 15 zawodzi metoda rozdzielenia
zZmiennych.

Dla szczegélnego przypadku e =8 =1 (uZWOJeme wypeima calkowicie Zlobek),
wzor (84) przyjmuje postaé (77).



Wykorzystanie metody rozdzielenia zmiennych 499

Sita dzialajaca na uzwojenie wyznaczona ze wzoru
fd
=2/ f f B dedy

oraz z zaleznosci (67), (74) i (83) zapisze si¢ nastgpujaco

G(y)— 5 G(e)
2
nol?l d+c 15— 055_{_49 3

F, = — da b 64(1 &) 24382 ) Y

gdzie oznaczenia jak we wzorze (84).
Gdy &= 6 = 1 (catkowite wypelnienie), wzdr (85) przechodzi w zalezno$¢ (82).

3.6 Asymetria w rozmieszczeniu uzwojenia

Rozpatrzony zostanie przypadek nlesymetrycznego rozmiieszczenia uzwojenia w Ztobku
(rys 16).

2¢

Rys. 16. Asymetria w rozmxeszczeniu uzwojenia

Poszukiwany potencjal wektorowy zaklada si¢ w posta01 (74) Minimalizowany funkcjo-
nal wyraza si¢ zalezno$cia

b c
F= ZIffgradzAdxdy—Z,qul ffAdxdy+2 ”ollfA]y=,,dx.
00 Zad 3
Po wykonaniu niezbednych obliczen otrzyma sie

7 7
4 . 202 — | — a3k — —a2h?>—-h3 4
a+h 49(a+h)[(3c +7a*—10a%c?) (3 a*h 74 h*—h3a+h )]

Av = —pol 7~ ol 25643 (362 +24%) ’

(86)
105(a+A) [(3c4 +7a%—10a%c) — (% ah— -;_ath —ka +h4)]
25647 (367 +22)

Az = ‘MoJ
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Indukeyjno$é rozproszenia ma postac

L= ,uol{o,167ﬂ +9,13-107% b [7—10p2 + 3y* —0,333(7E - 782 — 33 +3§4)]}, (87)

f*+0,667
gdzie
b c h
b= V= =

"Dlaé = % = 1 wzdr (87) przechodzi w zalezno$é (77).

Warto$¢ sily F, dzialajacej na uzwojenie znajduje si¢ ze wzoru

\
o
|g

oraz zaleznosci (67), (74) i (86). W wymku przeprowadzonych obliczen, uzyskano
o l?l 1 T7EBE -7 (E+1) 3ot
4a 64352 +2) 4

Na skutek niesymetrycznego rozmieszczenia uzwojenia, obok sily F, wystapi réwniez
sila F,

F,= —

-1oy2+7—§(5—1)-(352—7)]}. (88)

h b
F,= -1 [ [ B,Jaxdy. (89)

—-al
Wykonujac niezbedne obliczenia, otrzyma si¢

35u0I2B(E+1)(1—&)?

— E 2
F,= — 2562 12) [3y4—10y2+7——3—(1-—§) (7-3¢ )], (90)
gdzie:
b _c, _h
b 7= S5y

Dla‘é' = % = 1 skladowa sity F, = 0.

Znak minus wystgpujacy we wzorze (89) oznacza, ze skladowa sity F, skierowana jest
przeciwnie do zwrotu osi O,. Identyczna uwaga odnosi sie do wyrazend okreéléjaicych
skladowa sily F,.

W tym przypadku, podobnie jak w p. 3.5. zawodzi metoda rozdzielenia zmiennych.

3.7 Uwzglqdnlenle pola rozproszenia miedzy gltéwkami
Zegbow ztobka poélzamknigtego

W poprzednich obliczeniach zostala pominigta indukcyjno$¢ zwiazana z istnieniem
pola rozproszeniowego pomiedzy glowkami zebdw zlobka Zgodnie z oznaczeniami
(rys. 17) jest to pole wystepujace w obszarze

—c<x<c 1 b<y<d.
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Pole to mozna uwzglednié stawiajac warunek B, = const nie dla y = b jak to bylo-
czynione poprzednio, ale dla y = 4. o
Potencjal wektorowy poszukuje si¢ w postaci

A= Ao = Al(Zazxz—x4)+A2y2. (91)

Minimalizowany funkcjonat ma posta¢

a b cd c
F= ZIff (grad?4—2u,JA)dxdy +21 f f grad?Adxdy + f'u"TMJL f Aly_qdx.
00 0 H

2c,

//3»/

Z

X

‘0 0 a,
S
Rys. 17. Wymiary Zlobka przyijete do analizy uwzgledniajacej pole rozproszenia migdzy gtowkami z¢gbow-
W wyniku procesu minimalizacji otrzymano

ab(3c*—10a%c? +7c%)

A1 = o/ 5 T
16 [c (d-b) (Sa"' —6a%c® + - c“) + 7ba7]
: 92).
3ab (d2 — —b2)
Ay = —pod 3 .
4[c(d®—b%) +ab?]
Indukcyjno$¢ rozproszenia wynosi
4 2 2
s a[3 (%) —10(%) +7]
L = uol —6;-K1+1,83-10”3 5 K|, T (93)

S
R e [ O R I

Dla d = b wspéiezynniki K; i K, réwne sa jednosci. W tym przypadku wzdr (93)-
przyjmuje postaé, jaka otrzyma sie w punkcie 3.4, zakladajac w drugim przyblizeniu (72)
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b

NN S 1 N
‘wspolczynnik 4, = 0. Dla matych wartosci A (~ < 1) wspoltezynniki K, i K, wyrazaja si¢
‘wZzorami : ’ ’ ' l

K, =~ 1+6£, K, ~ 1.

Pierwszy czlon we wzorze (93) przyjmuje postaé

[_1.24__/1_
Hol\ea " a)

‘W rezultacie, uwzglgdnienie pola rozproszenia migdzy ghéwkami Zlobka spowodowato

'wzrost indukcyjnosci o czion pq/ %.

Poniewaz uwzglednienie pola migdzy gléwkami (przez postawienie warunku B, =
= const dla y = d) mocno komplikuje tok obliczerr, wygodniej bedzie przyjaé, ze pole
‘w szczelinie jest jednorodne. Stad indukeyjno$¢ zwiazana z polem magnetycznym w szcze-
linie powietrznej wyrazi si¢ zaleznoscia [1], [9]

h
Ly = o | %4)

Szczegélowa analiza indukcyjnosci szczerbiny ztobkowej zostala przeprowadzona w pracy
[13].
38. Uwzglednienie nasycenia zebdéw zlobka

W punkcie 3.3 czyniono zalozenie, ze rozklad skladowej indukcji B,),_, ma ksztalt

Jak na rys. 13. Powyzszy przebieg wynikal z przyjecia nieskoriczenie duzej wartosci przeni-
kalnosci magnetycznej ferromagnetyka.

Bx

y=h
-a a X

NN

Rys. 18. Zalozony rozktad sktadowe;j B, wektora indukcji w szczelinie powietrznej uwzgledniajacy nasycenie
glowek zeba

W rzeczywistodci, gtéwki zgbéw moga ulec nasyceniu. W tym przypadku nie mozna
Juz przyja¢ B,|,_, = 0 na odcinkach (—a, —c) oraz (c, a) (rys. 12 1 13). Pewnym przybli-
Zeniem stanu nasycenia bedzie przyjecie rozktadu indukcji w ksztalcie paraboli, jak na

rys. 18. Przebieg ten opisuje funkcja paraboliczna dobrana tak, aby bylo spelnione prawo
-‘przepltywu

= ol ), 0y
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Warunki brzegowe wyrazaja si¢ zaleznoSciami (7la) i (95). Potencjat wektorowy
poszukuje si¢ w postaci (74). Minimalizowany funkcjonat ma postaé

ab a
F = Zfo [gradZA - %"B{A] dxdy—4f B,|y—pA|y-pdx.
0°0 ' 0

Po przeprowadzeniu obliczen, otrzyma sig

3 50%+4b> 15 1
Av= —gmd i A2 = g o7 a*(30? +24%) °

Indukcyjno$é rozproszenia wyniesie

0,286
Dla. ztobka o wspdlczynniku g = g = 8, ze wzoru (96) uzyskuje sig
L = 1,34p,!.

Wyznaczona metoda rozdzielenia zmiennych, warto$é dokladna wynosi w tym przypadku
L, = 1,36u,!. Btad metody wariacyjnej wynosi zatem 1,5%. Mata warto$¢ bledu wynika
stad, ze zalozony rozktad indukcji jest funkcja ciagla (parabola). Przy ciagtych warunkach
brzegowych juz pierwsze przyblizenie daje zadowalajace wyniki. Natomiast zaloZenie
rozktadu indukcji w postaci funkcji nieciaglej, jak to czyniono w p. 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, daje
gorsza zbiezno$é metody wariacyjnej. Dla poréwnania, blad pierwszego przyblizenia
wp.34dlafg=8iy= % mial warto$é 8,8%, a blad drugiego przyblizenia 87;.

Poréwnujqc warto$¢ indukcyjnoéci wyznaczonej w tamtym przypadku, mozna stwier-
dzi¢, ze nasycenie spowodowalo zmniejszenie indukcyjnoéci o okoto 8,57.

4, WNIOSKI KONCOWE

Jak wynika z rys. 4, indukcyjnoéé ztobka eliptycznego jest funkcja zaréwno parametru
7o jak i kata a. Silna zalezno$é indukcyjnosci od kata o przenosi si¢ zatem na Zlobek
rzeczywisty przedstawiony na rys. 7. W dotychczasowej literaturze uwzgledniano wplyw
parametréw A, i R, natomiast pomijano zalezno$é indukcyjnosci od kata o. Natomiast
stopien wypelnienia Zlobka uzwojeniem (rys. 11) praktycznie nie wplywa na warto$¢
indukeyjno$ci — wynika to z rozpatrzonego przykladu liczbowego.

Z analizy dokonanej w rozdziale 3 wynika celowo$¢ stosowania metod wariacyjnych
do wyznaczania indukcyjnosci rozproszenia ztobkowego. Zastosowanie metod wariacyjnych
pozwolito rozwiazaé zagadnienia, w ktérych zawodzi metoda rozdzielenia zmiennych —
p. 3.5, 3.6, 3.7. Oprécz tego, istotne znaczenie posiada fakt prostej postaci koficowych
wzoréw, co umozliwia latwa ocene wplywu parametréw konstrukcyjnych na warto$é
indukcyjnosci i sit dynamicznych.
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J. PURCZYNSKI, R. SIKORA

ANALYSIS OF LEAKAGE FIELD IN SLOTS BY MEANS OF SEPARATION OF VARIABLES
METHOD AND VARIATION METHOD

Summary

The following two problems have been considered in the paper.

1° Leakage inductance of the slot with elliptical section has been determined by means of the va-
riables separation method. Obtained results have been applied for calculation of leakage inductance of
slot which can be applied in electrical engineering practice.

2° Variation method of calculation of leakage inductance has been introduced. By means of this
method has been determined leakage inductance of rectangular slot in the cases which cannot be solved
by use of the variables separation method. These cases include partly filled slot, asymmetry of dislocation
of windings, etc.

In the paper have been also determined forces acting on windings placed in rectangular slot.

J. PURCZYNSKI, R. SIKORA

APPLICATION DE LA METHODE DE LA SEPARATION DES VARIABLES ET DE LA METHODE
VARIATIONELLE A L’ANALYSE DU CHAMPS DE FUITE D’ENCOCHES -

Résume

On a consideré deux problémes. :

1. Apres avoir appliqué la méthode de la séparation des variables, on a détermine I'inductance de
fuite d’encoches avec la section transversale elliptique. Le résultats obtenus ont été utilisés pour calculer
Pinductance de fuite des encoches existants en pratique.

2. On'a présenté une méthode variationelle de calculer 'inductance de fuite d’encoches. Cette méthode
a permis & déterminer I'inductance de fuite d’encoches rectangulaires dans les cas, ou la méthode- de la
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séparation des variables avait failli de donner les solutions (entre autres: le cas du remplissage partiel
de Tencoche et le cas de I’asymétrie dans la dislocation des enroulements).

Dans D'article on a déterminé aussi les forces agissantes sur les enroulements mis dans l’encoche
rectangulaire.

J. PURCZYNSKI, R. SIKORA

AUSNUTZUNG DES VARIABLENTRENNUNGSVERFAHRENS UND DER VARIATIONS-
RECHNUNG ZUR ANALYSE EINES NUTSTREUFELDES

Zusammenfassung

In der Arbeit sind zwei Probleme untersucht worden.

1. Nach der Anwendung des Trennungsverfahrens der Variablen ist die Induktivitit der Nutstreuung
mittels eines ellyptischen Querschnitts bestimmt worden. Die erhaltenen Ergebnisse sind zur Berechnung
der in der Praxis auftretenden Induktivitit ausgewertet worden.

2. Fs ist die variable Methode der Induktivititsberechnung der Nutstreuung dargestellt worden.
Diese Methode hat es ermdglicht, die Induktivitit der Streuung einer rechteckigen Nut in diesen Fillen
zu bestimmen, wenn sich die Trennungsmethode der Variablen als unzuverlissig erwiesen hat, u.a. bei
einer Teilauffiillung der Nut, und auch bei bestehender Asymmetrie in der Wicklungsverteilung.

Im weiteren wurden auch die auf die in einer rechteckigen Nut untergebrachte Wicklung einwirkenden
Krifte bestimmt.

SA. IYPYBIHbCKH, P. CKOPA

MIPUMEHEHUE METOIA ®VYPLE U BAPMAIMOHHOI'O METOIA
K AHAJIH3Y IIOJIS ITA30BOIO PACCESHMA

Pezome

B crathe paccMOTpeHBI fiBe MpOGIeMBI.

1. Moce mpumeHenns merofa Dypbe OIpeneieHa MHAYKTHBHOCTh PACCEFHUST 1438 HMMEIOIIETO
smmarITIIecKoe cevenue. IloNyueHHbIe Pe3ybTATHI MPUMEHEHDBL K PacueTy MHAYKTHBHOCTY PacCeAHHdAd
BBICTYIAIOUMX Ha HPaKTHKE Na30B.

2. IlpeacTaBiieH BApHALWMOHHBLIL METOJ pacueTa MHAYKTHBHOCTH IIA30BOIO DaCCEAHHA. DTOT METOx,
CHe/la BOSMOXKHBIM PacueT MHAYKTUBHOCTH DAaCCesHHsA MPSMOYTONBHOTO 1asa B TeX CIYHasAX, KOr/a
metor, Dypse He [1aBajl Pe3yIbTATOB, HAIIPHMED B CTIyYae YaCTHYHOTO 3AMOJHEHNs 11a3a 1 aCHMETpIec-
KOro PacrioyIoyKeHUsT OOMOTKH.

B craThe OIpemereHbE TAKKE CUIIbI AeHCTBYIOIINE HA OOMOTKM YJIOMKEHHBIE B IIPAMOYTOMILHOM I1a3¢.
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Znieksztalcenia sygnaléw o waskopasmowej, sinusoidalnej modulacji
w liniowych obwodach selektywnych

ROMUALD NOWAK (WARSZAWA)
Instytut Radioelektroniki Politechniki Warszawskiej

Otrzymano 27.4.1974

Asymetria charakterystyk czestotliwosciowych obwodow selektywnych powoduje, nawet
przy dostrojeniu, powstanie znieksztalcen amplitudy i fazy sygnaléw zmodulowanych.
W artykule wyprowadzono wzory ogélnie, opisujace chwilowe wartosci amplitudy oraz od-
chylek fazy i czestotliwosci odpowiedzi obwodu selektywnego na wymuszenie o sinusoidalnej
modulacji amplitudy lub o sinusoidalnej, waskopasmowej modulacji kata.

Dla najczesciej stosowanych w radiotechnice obwoddéw selektywnych, jak zesp6i nie-
zaleznych obwoddw rezonansowych i dwa obwody sprzezone, dostrojonych do czestotli-
wosci nosnej, podano odpowiednie wzory obliczeniowe. Szczegélowo przedyskutowano
_przebiegi odchylek fazy i czestotliwoséci odpowiedzi pojedynczego, dostrojonego obwodu rezo-
nansowego na wymuszenie o sinusoidalnej modulacji amplitudy.

Wprowadzony w artykule wskaZnik asymetrii, okreSlony dla danego obwodu przez jego
charakterystyke przenoszenia, stanowi w praktyce dogodna miare wprowadzanych przez
obwdd znieksztalcen. Przedstawione wyniki moga znaleZé zastosowanie przy projektowaniu
odbiornikéw czestotliwosci wzorcowej, ktérej Zrodlem jest czestotliwosé nos$na sygnmatu
radiofonicznego. Moga byé one réwniez uzyteczne przy okreflaniu bledow w ukladach
pomiarowych, wykorzystujacych sygnaly o waskopasmowej modulacji kata.

1. WSTEP

Charakterystyka przenoszenia (transmitancja) liniowego obwodu selektywnego:
K(jw) = K(w)e v M
przyjmuje dla pewnej pulsacjii w, warto$¢ K, = K(w),, réwna ekstremalnej warto$ci
modutu tej charakterystyki. Typowy ksztalt zaleznosci modutu i argumentu charakterystyki
przenoszenia od pulsacji przedstawiono na rys. 1.

Gdyby modut charakterystyki (1) byt parzysta a argument nieparzysta funkcja odstro-
jenia od pulsacji w,, tzn. gdyby spelnione byly warunki zwane dalej umownie warunkami
symetrii:

K(w—w,) = K(w,—w),
P(w—w) = —yp(o.—o)

oraz gdyby fala noéna sygnalu zmodulowanego o pulsacji w spelniata warunek dostrojenia:

@

Wy = Wy, (3)
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‘to obwdd taki wprowadzalby dla przenoszonego za pomoca modulacji sygnatu tylko
znieksztalcenia wynikajace z ograniczenia pasma.

Naruszenie ktdéregokolwiek z warunkow, symetrii (2) lub dostrojenia (3), powoduje
‘powstanie znicksztalcefi nieliniowych przenoszonego sygnalu (tzn. obwiedni amplitudy

K(w)

9

@n

\W
a),.\- @

Rys. 1. Zalezno$¢ modutu K i argumentu ¢ od pulsacji dla typowej charakterystyki przenoszenia obwodu
selektywnego

ey

-dla sygnatéw o modulacji amplitudy i odchylki fazy lub czestotliwosci dla sygnaléw o mo-
‘dulacji kata) oraz znieksztatconej modulacji wtdrnej (tzn. kata dla sygnatéw o modulacji
amplitudy i amplitudy dla sygnatéw o modulacji kata). '

Znieksztalcenia sygnatu modulujacego oraz modulacja wtérna, wystgpujqce w obwodzie
niedostrojonym, byly juz wielokrotnie analizowane w literaturze. Np. znieksztalcenia
nieliniowe obwiedni szczegStowo opracowali Egidi i Oberto [1], [2], [3], a Tiewierowskij [4]
prébowat uja¢ w sposéb uproszczony wtdrng modulacje kata zachodzaca przy rozstrojeniu
obwodu. Natomiast problem wtérnej modulacji kata w obwodzie dostrojonym nie byt
dotychczas — o ile autorowi wiadomo — analizowany.

Tak stan rzeczy byt catkowicie usprawiedliwiony, gdyz znieksztalcenia i wtérna modu-
lacja, powstajace przy obwodzie dostrojonym, nie miaty wigkszego znaczenia praktycznego
jako efekty pomijalnie male. Dopiero powszechne wykorzystanie ogélnodostgpnych
wzorcow czgstotliwosci w postaci czestotliwosci nosnych sygnatéw o modulowanej ampli-
tudzie nadato tym efektom znaczenie praktyczne. Dotyczy to gléwnie wtérnej modulacp
kata powigkszajacej niestabilno$é czestotliwoéci odtwarzanego wzorca.

W artykule wyprowadzono, w dogodnej do dalszej analizy formie, wzory ogélne
okreSlajace chwilowe wartoéci amplitudy oraz odchylek fazy i czestotliwoci odpowiedzi
obwodu selektywnego na wymuszenie o sinusoidalnej modulacji amplitudy. Wzory te
stanowily podstawe wyjéciowa dla szczegSlowej analizy wtérnej modulacji kata wystepuja-
cej przy dostrojeniu. W analizie tej oparto si¢ na jednym, ogélnym zatoZeniu upraszcza-
Jjacym, iz stosunek czestotliwoéci modulujacej i nosnej jest znacznie mniejszy od jednosci.
Zatozenie to jest w sposéb niemal doskonaly spelnione dla wszystkich sygnaléw wasko-
pasmowych. Na zakoriczenie wyprowadzono zaleznoéci umozliwiajace bezposrednie wyko-
rzystanie poprzednich wynikéw réwniez do analizy znieksztalceri i wtérnej modulacji
w przypadku sygnaléw o waskopasmowej, (plytkiej) sinusoidalnej modulacji kata.
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2. ZALEZNOSCI OGOLNE PRZY MODULACIJI AMPLITUDY

Chwilowa warto$¢ w(f) wymuszenia o sinusoidalnej, liniowej modulééji amplitudy,
okresla suma trzech sktadowych — odpowiadajacych fali nosnej i dwém wstggom bocz-
nym: ' '

w(t) = ,,cos(w,,t+<p,.)+ 1 —mW, cos[(w,,+.Q,,,)t+<p,,]+ L —mW, cos[(w,, ,,,)t+ @nl,

gdzie: W,, g, w, oraz 2, oznaczaja odpowiednio amplitudg, fazg¢ poczatkows i pulsacjg
fali nosnej oraz pulsacje przébiegu .modulujacego, a m oznacza glebokosé modulacji
amphtudy W réwnaniu (4) wybrano poczatek skali czasu w taki sposob, aby poczqtkowy
kat fazowy kosinusoidalnego przebiegu modulujacego byl réwny zeru.

Chwilowa warto§¢ e(?) odpowiedzi obwodu liniowego o charakterystyce przenoszema
(1) na wymuszeme (4) okrefla suma- trzech analoglcznych skladowych ktéra moze byé
opisana rowmez w postaci przeb1egu waskopasmowego o zmiennej w czasie amplitudzie
E(t) i odchylce (p(t) fazy od fazy fali nosneJ

e(t) = E(t)coslont +gatp(@n) +9(0)] = W, nK(wn)cos[wat +@uty(ws)] +

WK (@ + Q) c0S[(@n + @)+ putp(0a+ 2] + ®)

+2_

imWnK(wn—Qm)cos[(w,,-—Qm)r+«pn+«p(wn—9m)1.

2
Zaplsumc odpowiedz (5) w posta01 sygnatu anahtyczncgo, a nastgpnie normalizujac
ten sygnat wzgle;dem skladowej o czestotliwo$ci nosnej?> otrzymuje sig zespolong funkcje
czasu, okre§lajaca chwilowe wartoci amplitudy E(z) i odchylki fazy ¢(r) w postaci:

Et —H(mt +4) =1 +chos(.Q t+ﬂ) +jmAcos(Qpt +a), (65
gdzie:
_ m K(w,+2,) _m -K(w,,—.Q,,,)
$= 2 Kw) * ‘77T K@y O

oznaczaja stosunki amplitud wstgg bocznych i fali no$nej odpowiedzi e(r), katy:

T = p(0p+2)—p(0n),

4 = p(o)—p@.—2) ®

ozhaczajq odpowiednio poczatkowe katy fazowe pomigdzy gérna wstega i fala nosng
oraz »fala no$na i dolng wstega boczna odpowiedzi obwodu, a E, = W,K(w,) oznacza

1 Normalizacja polega na podzieleniu sygnalu analitycznego odpowiedzi przez sygnalt analityczny
tadowej nosnej tej odpowiedzi. :

15 Rozprawy Elektrotechniczne 2/75
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amplitude skladowej nosnej tej odpowiedzi. Natomiast parametry 4, B, « i 8 okreslone sa
przez nastgpujace wzory:

dcosd—gcosI”
dsind—gsinl”’

dsind +-gsinI”
dcosAd+gcosl’”

(mA)? = g2 +d*—2gd.cos(I'-4), tga= —

)
(mB)? = g*+d*+2gd-cos(I'-4), tgf =

Kat I'—-A = yp(w,+82,) +y(w,—2,) réwna si¢ sumie przesuni¢é fazowych obu wsteg
bocznych, wprowadzonych przez obwdd selektywny.

Poniewaz wspélczynniki g i d, okre§lone wzorami (7), sa proporcjonalne do gigbokosci
modulagcji m, to.jak wynika z zalezno$ci«(9) parametry 4, B, o1 f s3.niezaleZne.od indeksu
m. Zaleza one tylko od wartosci charakterystyki przenoszenia obwodu dla czestotliwosci
no$nej i czestotliwosci obu wsteg bocznych.

Modut i argument zespolonej funkcji (6) wyznaczaja odpowiednio warto$ci chwilowe
unormowane_] amplitudy oraz odchylki fazy odpowiedzi obwodu selektywnego. Wartosci
te mozna wyrazi¢ w postaci nastgpujacych funkcji pomocniczej zmiennej katowe;j:

O = Q.t (10)
wprowadzonej dla skrécenia zapisu: ' B
2 .
[ E](E@) ] = [1 +mBcos(@+p)] + [mAcos(@ + a)]?, (11)
mAcos(® +a)
teg(6) = 1 +chos(@ +8) = = #(6). (12)

; Przybhzeme wystgpujqce po prawej stronie zaleznosci (12), jest stuszne gdy tgq)(@) < 1,
ktory to warunek jest dobrze spelniony w zastosowaniach praktycznych. Obejmuja one
bowiem wylacznie przypadki odstrojef fali nosnej o wartoéciach nie przekraczajacych
szeroko$ci pasma obwodu selekiywnego. W zwigzku z powyZszym znacznie upraszcza si¢
wzor na chwilowa wartoéé odchylki pulsacji 2(¢) odpowiedzi od pulsacji no$nej, wyzna-
czony za pomoca pochodnej:

o0)= 0 _ g, "‘f;g) : (13)
Stad:
‘Q(@') ;v—i-nA.Qm mBsin(o— f) +sin(@ + o) 1

[1+mBcos(® + B)]>

Interpretacje geometryczng wprowadzonych wyzej parametréw ujmuje wykres wska-
zowy zespolonej funkcji (6) przedstawiony na rys. 2. Wykres wykonano. dla chwili poczat-
kowej t = 0, przy zalozeniu dostrojenia obwodu do fali nosnej. Wykaz o dlugosci d,
umieszczony w lewej pélplaszczyZnie rysunku, jest obrazem geometrycznym wielkodci
sprzgzonej z unormowang skladowa funkcji (6), odpowiadajaca dolnej wstedze bocznej
odpowiedzi. Odchytka (14) wyznacza na tym rysunku chwilowa warto§¢ predkosci katowej
wskazu wypadkowego.



Znieksztalcenia sygnaléw o waskopasmowej modulacji 51t

. " Przy spelnieniu ‘warunkéw symetrii (2) i dostrojenia (3) zachodzilyby mnastepujace
zaleznoSci: ’
A4=0, a=0, B=mKw,+2,), B=I=A4A. 15y

W tym przypadku wskaz wypadkowy na rysunku 2, dzieki symetrii wskazéw wsteg bocz-
nych, spoczywatby nieruchomo na kierunku wskazu fali no$nej — zgodnie z zaloZeniami

.

Rys. 2. Wykres wskazowy unormowanej odpowiedzi obwodu selektywnego

dealnej modulacji amplitudy. Obwiednia. odpowiedzi pozostalaby nieznieksztalcona,
a odchylki fazy i czestotliwoéci bylyby tozsamo$ciowo réwne zeru. Natomiast naruszenie
powyzszych warunkéw powoduje automatycznie powstanie wtérnej, nieliniowej modulacji
kata przez sygnat modulujacy oraz odksztalcenie obwiedni — opisane przez funkcje (11),
(12)i (14). :

Jak latwo zauwazyé na podstawie rys. 2 i zaleznosci (6), (11), (12) i (14), wygodna,
globalna miara powstajacych znieksztalcen obwiedni i wtérnej modulacji kata jest warto$¢
parametru 4, zwanego dalej wskaznikiem asymetrii. Tloczyn mA jest réwny dtugosci wskazu
réznicowego:
’ ' md = |g-eil —d-el|, (16)
tzn. réwny modutowi réznicy unormowanych wskazéw wstegi gérnej i sprzezonego wskazu
wstegi dolnej. Przy m # 0, tylko warunek A = 0 eliminuje omawiane znieksztalcenia,
natomiast do iloczynu mA sa proporcjonalne chwilowe warto$ci odchylek fazy i czestotli-

15+
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woéci. - Jak juz wspomniano wyzej, .warto$¢ wskaznika asymetrii zalezy tylko:od ksztaltu
charakterystyki przenoszenia obwodu selektywnego — wskaZnik ten jest wigc parametrém
charakterystycznym obwodu:i jak si¢ dalej okaze.moze by¢, przy dostrojeniu obwodu,
Iatwo okreSlony w posta01 funkc_u stosunku czgstothwosm modulu_]qcej i noénej

Wspommane we: 'wstepie: prace Eg1d1 i Oberts" zawwrajq tablice [3]; pozwalajace wy-
znaczyé nie tylko wartosci'chwilowe obwiédni (24 punkty na okres), lécz réwiiiez zawarto§é
dwunastu pierwszych harmonicznych tej obwiedni. Tablice podaja powyzZsze dane dla 6270
kombinacji wartosci trzech parametré_w:-_g; 7 g-}— p i P;A
znieksztalcen obwiedni zostato praktyczme zamkniete i w dalszym ciagu tego artykulu
bedzie omawiana gléwnie wtérna modulaqa kata.

. W ten sposéb zagadnienie
3. PRZYPADEK POJEDYNCZEGO OBWODU REZONANSOWEGO
3.1. Obwéd o rezonansowej _ch’ara'lgt’erystyce przenoszenia

Dla dualnych obwodéw rezonansowych, -przédstawionych na rys. 3, imitancja obwodu
H, réwna odwrotnoéci charakterystyki prZenbszenia, okre$lona jest wzorem:

_H(a) .
TH. ~ L4~ 5 a
a) o t b) / o®
Zc) tEul o= e (D Z
¢

Rys. 3. Schematy prostych obwoddw rezonansowych: a —réwnoleglego ze Zrédlem. pradowym, b —
szeregowego ze zrédlem napigciowym

Dla obwodu rownoleglego z rys. 3a—konduktan03a rezonansowa H =, CQ, a dla

1
—, gdzie Q0 —
o8 o

— pulsacja rezonansowa. We wzorze (17)“Wprowadzono

obwodu szeregowego z rys. 3b —rezystancja rezonansowa H = w,L
dobroé obwodu iw,= ;
VLC

: : : 2) :
(1178
unormowane rozstrOJeme obwodu q= Q(— - —) Na rys.- 3 chw110wa warto§¢ wy-

~r

_? Przy analizie obwodéw selektywnych, dla niewielkich odstrojeri, powszechnie stosuje si¢ zalozenia

w —
upraszczajace: — =~ 1i¢g 2 2Q " ktére przewaznie symetryzuja catkowicie charakterystyke prze-

oy W,
noszenia. Dla dostrojonych obwodéw, przy takich zatozeniach, zmeksztalcema i wtorna modulaCJa nie
zostaja objete analiza.
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$zenia .w(z) reprezentowana jest:dla obweodu réwnoleglego przez Zrédlo pradowe, ‘a’dla
obwodu szeregowego przez Zrédio napigciowe. Odpowiednio, chwilowa warto§¢ odpowiedzi
e(t) oznaczono na rys. 3a jako napl@cw na obwodzie i na rys. 3b jako prad w obwodzie.

" 'Wartoéci poszczegolnych parametrow znormahzowane_] funkcji (6) sa w tym przypadku
okreslone przez wzory: :

B W _m i, gom I
" OHY1+¢2 T T 2 T+¢2’ 2 1+¢2°

I' = arctgg,—arctgq;, A = arctgg,—arctgy,, s
gdzie: R ;

oznaczaja odpowiednio. unormbwane rozstrojenia czgstothwosm nosneJ i gornej oraz
dolnej wstegi bocznej.:

Na podstawie WZOrOwW. (18) mozna wyznaczy¢ parametry 4, B, « i B oraz funkcje
okreslajqce chwilowe wartosci amphtudy, odchylek fazy i czqstothwosm dla dowolnego
odstrojenia obwodu od, ;czestotliwosci nognej. Otrzymane w. ten sposéb. funkcje sa bardzo
zlozone i malo. przydatne w zastosowamach praktycznych w ktérych obwdd pracuje
w warunkach dostrojenia. .

Przy dostrojenin ¢q, =0 i . E,= W, oraz:

(- CU He
1 4 +qa . da=Go . _ . o
A= — ;49 L tgo = =220 = tg(I'+ A), -
G e s l/(1+q)(1+q) e TR ) - (19)
B= _1_. @4 +4 ‘,’é;* (4= 91~ ad)
2'y.a +q3)(1+q3) q§+q§+2 |

Gdyby 1m1tanc_]a obwodu spelnlala warunki (2) to przy dostro_]emu suma qd +qg bylaby
réwna zeru i warto§¢ wskaznika asymetrii 4 bylaby réwniez zerowa. W rzeczywistosci:

,02

gdzie -
e Sm L O SRR @1
Wy @y

oznacza stosunek czqstothwoscx modulujacej i nosnej, réwny przy dostro;emu stosunkowi
czestotliwosci modulujacej i rezonansowej obwodu.
Na podstawie zaleznosci (20) otrzymuje sig nastqpujqce nieréwnosci:

lgd > lg,l, g>d, >0 2)

Poniewaz ponadto katy 4 i I” przybieraja warto$ci uJemne ‘wykres wskazowy dla omawia-
nego przypadku bylby lustrzanym odb1c1em wykresu z rys. 2.
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W praktyce czgstotliwo§¢ sygnatu modulujacego Jest zawsze znacznie mniejsza od
czgstotliwoscei fali nosnej. Spetnienie warunku:

2, _ o,

<1 (23)

pozwala, po dokladnym obliczeniu sumy 4, +q. wedlug wzoru (20), na dalsze uproszczenie -
wzoréw (19). Uproszczenie polega na wprowadzeniu przyblizonej warto$ci modutu unor-

2-v¢
G~ U2 7=y

2 24y 2
Oy . d I-v af,ld-.w, . 207— . ‘
_ -4 9 %l r-wl ¢
V2
LW 2Qv _2qv
7Q_

Rys. 4. Rozklad charakterystycznych wartosci unormowanego rozstrojenia ¢ na osi liczbowej

mowanego rozstrojenia wsteg bocznych wzgledem czgstotliwosci rezonansowej, réwnej
przy dostrojeniu czestotliwosci no$nej. Rozstrojenie to, zwane dalej w skrécie umownie
rozstrojeniem wstegowym, okre§lone jest w sposéb nastgpujqcy

r= tgg = 2Q‘v=

(24)

Kat ¢ = arctg r jest miara katowa rozstrojenia wstggowego?®.
Na rys. 4 przedstawiono rozklad wartoéci r, ¢4 i g, na osi liczbowej zmiennej g, co
pozwala na oceng nastgpujacych przybliZen:

v 2 r? _ 2+v -
%"‘Qd = _ZQ—I-—T & —20v% = T Qg—‘Q‘ng =,
" N , L o
2Qv o, q,,=Qv‘;’ 2., (25)
4—9o?
Qs = —Q0* 5> = —r2.

Przyblizenia (25) sprowadzaja wzory (19) do bardzo prostej postaci:

~ 1 rz 1 2 ~ 2r —_
Az E 1572 = Z—Q-sm o ,—arctg—l__—r2 = —20,

B W = C08gQ, = —arctgr = —p.

(26)

® Kat ten rowna si¢ wartosci bezwzglednej przesuniecia fazy kazdej ze wsteg bocznych wzgledem
nosnej, wprowadzanego przez pojedynczy dostrojony obw6d rezonansowy o symetrycznej charakterystyce.
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Odpowiednio znormalizowane funkcje E(@), ¢(0) i £2(6), po uwzglednieniu zaleznosci
(26), okre§lone sa wzorami:

o 1? 92 '
[EJ(E,, )] = [1+mcosg-cos(O—@)]* + [%sinzg . cos(G—Zg)] , 1))
. m sin’g-cos(6@—29)
7(6) = 4 14+mcosg-cos(@—p)’ (28)
0 Q2O)  m sin’e [singcosg—sin(@—2g)] (29)
0w, 8 cosg[l +mcosg-cos(@—0)]*
01 r-1
WO \mT gy \ -
A Am ] /7 ~ \ g
o= o ===
/r”-=747 \\\ refanZ /\
N X[/
-0.1 - ! % - el —
f o | N
9(§)~Fom8 \ / Goty Lot
v >(\ /
s 4 | |
_ 0] \
\V
60° 120° 80° 240° G=52.1 300° 360°

Rys. 5. Przebiegi unormowanej wartosci chwilowej odchyltki fazy odpowiedzi pojedynczego, dostrojonego
obwodu rezonansowego z rys. 3

Wykresy funkcji (28) i (29) dla wybranych warto$ci parametréw m i r = tge przedsta-
wiono na rysunkach 5 i 6. Opisywane przez te funkcje chwilowe wartoci odchylek fazy
i czestotliwodci sq periodycznymi funkcjami czasu z okresem réwnym okresowi przebiegu
modulujacego é—n Znieksztalcenia obu przebiegdw sa tym wigksze im wigksza jest warto§¢

m
glebokoéci modulacji m i mniejsza warto§¢ rozstrojenia wstegowego 7, proporcjonalnego
do czestotliwoéci sygnalu modulujacego. Obie krzywe sa niesymetryczne wzgledem osi
czasu (lub zmiennej pomocniczej ). Ekstremalne odchylenia w kierunku ujemnym sa
~wigksze niz w kierunku dodatnim. Tylko przy r — lub m — 0 ksztalt krzywych zbliza
sie do. sinusoidalnego. Pomimo asymetrii, odchytki fazy i czestotliwoéci sa przebiegami
o zerowych wartoSciach §rednich. Migdzyszczytowe wartoéci obu odchylek rosna wraz
ze wzrostem wartosci iloczynéw mr lub mA. (Jak wynika z réwnar (26) warto$¢ wskaznika
asymetrii ro$§nie monotonicznie ze wzrostem rozstrojenia wstggowego — por. Iys. 12).
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" W celu oszacowania rzedu wielkosci odchylek fazy i czestotliwosci ‘obliczono wartosci
migdzyszczytowe tych odchylek dla odpowiedzi obwodu o czgstotliwosci rezonansowej
1 MHz i dobroci 100 — przy dwéch wartosciach glgboko$ci modulacji 0,1-i 1 oraz trzech
wartodciach czgstotliwosci przebiegu modulujacego 0,5, 51 50 kHz. Wyniki obliczeri

: g RNV
Qj&)n i \ - r=\m=r 4/‘47’4 m=7
y / 8t - r=8m=7-\ \ /\/ /”;é Bl
- . ;

g se=flm=q7 - 1T [ Y | A 77
/f‘?7W=7 \ \ /& //55477 \."”‘”'7

\
; ==L " | r-gln=/ / >Y
=047 7 X " - LZ5L7
m=1 | r=47m=1 N - m=04
I 4 II‘”=_7 [lr=q7
P — : {1 A
o [ r-04m-1 ] /
-0,2 ’ /
’ =7 | r<8
N /
\i_,,_/—az%%swe 4//;]—_8,
Iy 120° 780° 240° 200° 9=, 360°

Rys. 6. Przebiegi unormowanej wartosci chwilowej odchytki czgstotliwosci odpowiedzi pojedynczego
dostrojonego obwodu rezonansowego z rys. 3

Tablica 1

Wartosc jmuedzyszczytowe odchylek fazy i czestotliwosci odpowiedzi dostrojonego obwodu rezonansowego
(z rys. 3) o dobroci 100 i czestotliwosci rezonansowej 1 MHz

Qn Warto$¢ miedzyszczytowa odchylk i
m r — : -
2n ) czestotliwosei v fazy
0,1 0,1 0,5 kHz C 2,9 mHz" © 5 prad >~ 17
0,1 1,0 5,0 kHz 1,2 Hz 250 prad ~ 50
0,1°| 10,0 | ‘50,0 kHz - . 250 Hz 500 prad ~ 1,77 = 100"
1,0 0,1 05 kHz 32,0 Hz : i 5 mrad ~ 17’
1,0 - 1,0 5,0 kHz 36,0 Hz . - 4,25 mrad x> 14,5
1,0 | 10,0 50,0 kHz 250,0 Hz 5,0 mrad ~ 17

zamieszczono w tablicy 1. Jak wynika z przytoczonych danych, wzgledne wartoéci odchylek
czgstotliwo$ci zawieraja si¢ w przedziale 3- 10~2+250- 10-5. Sa to wartosci znaczace
w przypadku czestotliwoéci wzorcowych.

Funkcje (27)+ (29), opisujace w unormowanej postaci chw1lowe warto$ci amphtudy
oraz odchylek fazy i czestotliwofci, mozna w przypadkach szczegélnych aproksymowaé
wyrazeniami bardziej prostymi. Funkcje aproksymujace dla réznych zakreséw warto$ci
parametréw m1 i r zestawiono w.tablicy 2. Przypadek r < 1im = 1 wydzielono specjalnie
Z uwagi na zerowanie si¢ mianownika wzoréw okreslajacych obie odchytki.
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0,3
9,
02 Ay
=00
o7
T
=07
e v M
14
Z

— 608 —m 10
\\ r-04
AN
~N

\
'0 7 %
-02 \
9z,
03 :
-04,
-0,5

Rys. 7. Zalezno$é ekstremalnych wartosci odchytki fazy od glebokosci modulacji m i roztrojenia wstegowego
r dla odpowiedzi pojedynczego, dostrojonego obwodu rezonansowego z rys. 3

Funkcja (28), opisujaca odchylki fazy, osigga wartosci ekstremalne dla argumentu
O = 0,, wyznaczonego przez warunek zerowania si¢ pochodnej, tzn. przez mlejsca zerowe
licznika funkcji (29): ‘

sin(@,—2p) = msing - cosp = —rzi_sinZQ. ' .(30)

Przy 6, = arcsin (—’271 sin29)+29 odchylka fazy osiaga warto$¢ maksymalng ¢, a przy

@, = —arcsin (? sin2g) +2¢ — warto$¢ minimalng ¢,,,. Obie te wartosci daja si¢ obliczyé

na pddstawie zaleznosci:
2 mr? 1 ‘
Q(Pmn = _ 4 Z —m ) (31)

mr
OPmx = y

zy+m’

gdzie

z, = ]/ A +r)2Z(mr)? =cos™ l/l - ; m?*sin22p » (32)
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Rys. 8. Zalezno$é mlqdzyszczytowych wartoéci odchylki fazy od glgbokosci modulacji m i rozstrojenia
“wstegowego r dla odpowiedzi pojedynczego, dostrojonego obwodu rezonansowego z rys. 3

ﬁelni rol¢ zmiennej pomocniczej wprowadzonej dla skrécenia zapisu. Natomiast warto$¢
miedzyszczytowa odchylki fazy okresla wzdr:
. mr? - Z4

2(14r2) 1+4r2—m?"

Q((pmx - ‘pmn) = (3 3)

Zaleznosei (31)i (33), tréktowane jako funkcje dwéch zmiennych r i m, zostaty wykreslo-
ne na rysunkach 7 i 8. Jak wynika z tych rysunkéw, w przedziatach (0 < m < NDi0<r<
< o), warto§¢ migdzyszczytowa odchylki fazy spelnia warunek:

1

Pmx— Pmn < —26, (34)

bardzo dogodny dla szacunkowych obliczen.
W celu wyznaczenia ekstremalnych warto$ci odchytki czestotliwosci nalezy obliczyé
drugg pochodna odchytki fazy:

40 d*p(@) _ 2mcosg - sin(@—g)[mcosg - sing— sin(@—2¢)] -
msin?g ~ dO> [l +mcosg - cos(@— )}

_ cos(@—20)[1 +mcosp - cos(@ —p)]
[1+mcos- gcos(@—)J?

(33

Okreslenie wartosci zmiennej pomocniczej @, przy ktdrej nastepuje zerowanie sig licznika
pochodnej (35) wymaga rozwiazania pelnego réwnania trygometrycznego czwartego
stopnia. Z tego wzgledu dokladne wyznaczenie wartosci ekstremalnych odchylki czestotli-
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wosci byloby maloprzydatne do szacunkowych obliczen praktycznych. Dla uzyskania
przyblizonych, lecz mozliwie prostych i fatwych:do 1nterpreta011 wymkow trzeba postuzyé
si¢ funkcjami asymptotycznym1 z tabllcy 2.Z postaci wyrazeni zamieszczonych w ostatniej
kolumnie tej tablicy mozna bezposrednlo wyznaczy¢ wzory® na amplitude odchylki czgsto-
tliwodci za wyjatkiem przypadkéw gdy r<lprzym<1lim=1.

a)

02 S— .
025?(5) p=1° | p2? 937 947 95" o-67]
Wn r=Q0175 \r-Q035 r402) r=007 4087 r-01,

TIVYRA aPh
HMNAN HH 0,,//
Wﬁ/ﬁ BianRRnN

180° O gl T0° - 1 T
N I i

" g2}

: d/\' (Mmf

= ——
. —
L
S

o \Aqu\ ?/‘='0,/ ,

Rys. 9. Przebiegi unormowanej wartosci chwilowej odchylki czestotliwosci, przy stuprbcénioﬁej ‘glebokosci
modulac_u i malych wartosciach rozstrojenia. wstegowego, dla odpowiedzi pojedynczych, dostrojonych
obwod6éw rezonansowych: a —z rys. 3, b—z rys. 10

Przypadek r < 1 przy m = 1 daje si¢ rowmez rozw1qzac z dobrym przybhzemem Jak
wynika z rys. 6 i odpowiadajacej temu przypadkow1 funkcji aproksymu_]qce], oba ekstrema
zachodzg przy wartoéciach zmiennej pomocniczej @ tylko nieznacznie rézniacej sie od .
Rozwijajac funkcje trygonometryczne, wystgpujace w réwnaniu (29), na szeregi w oto-
czeniu punktéw ¢ = 01 @ = = oraz pomijajac wyrazy o wyzszych pot@gach otrzymuje si¢
nastepujaca funkcje aproksymu_]ch

QO—7) _ r O—my—r
Wy 7 <r2,+ [(@_.n)_’.]2>2 _’ B L (36)

IIZ'

o*

“ Wzory te zostaly zebrane w tablicy 4. ..
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opisujaca . unormowanac odchylke pulsacji przy zalozeniach: o & r <1, m=11i 6 =«
Wyniki obliczei pokazuja, ze wartoéci. ekstremalne funkcji (36) wynosza w przyblizeniu
40,16, a maksimum i minimum tej funkcji zachodza przy wartosciach argumentu (6 —)
réwnych odpowiednio: r(l + —l/—_) ( ]_/1_5_)

Na rys. 9a zamieszczono rodzing krzywych obliczonych w oparciu o- funkcje (29)
przy m = lir < 0,105, w otoczeniu punktu & = . Wyniki obliczeni sa zgodne z przewidy-
wanymi na podstawie funkcji aproksymujacej ((36). Ekstrema odchylki czgstotliwo$ci maja
réwne wartoéci bezwzgledne — niezalezne, w rozpatrywanym obszarze, od wartosci para-
metru r. Jak wynika .z powyZsZego, obszar r & 0 i-m = 1 jest obszarem' granicznym,
w ktérym do oceny omawianych efektéw nie wystarcza znajomo$¢ tylko jednego para-
metru — wskaznika asymetrii 4. Z uwagi na zerowanie sig¢ mianownika w funkcjach
odchylek fazy i czestotliwosci -istotna:role zaczyna w tym zakresie odgrywaé réwniez
parametr B. W zastosowaniach praktycznych jednak szczytowe wartosci- glgbokosei
modulacji nie wystepuja nigdy przy minimalnej warto$ci czgstotliwosci modulujacje.

32 Obwod o} przeplchwej charakterystyce przenoszenla

Omowmny w p 3.1 przypadek obwodu o rezonansowe_] charakterystyce przenoszema
(17) ‘okresla: w zasadzie dolna granicg znieksztalcen-i widrnej modulacp w jednorezonan-

Rys. 10. Schemat obwodu rezonansowego. o przepieciowej charakterystyce przenoszenia

sowych obwodach sélektywnych Przy innych konfiguracjach obwodu rezonanso‘we'gd
odstepstwa charakterystyki przenoszema od warunkéw symetrii (2) sa jeszcze wigksze,
co powoduje, Ze wskazmk asymetru i zmeksztalcema oraz wtérna modulacja sa rowmez
w1qksze ,

_Schemat Jednego z takich obwodéw, o charakterystyce przenoszenia okreslonej przez
przepiecie na pojemnosci obwodu szeregowego, przedsta.w1a rys. 10. (Wymuszenie ma
postaé zrédta napigciowego a odpowiedzia jest napigcie na pojemnosci obwodu). Charak-
terystyka przenoszenia obwodu z rys. 10 ma posta¢ nastepujaca:

K(jg) _ o 1

A e | GD

Odstepstwa charakterystyki (37) od warunkéw (2) sg-fatwo zauwaiaine. Jak wiadomo,
maksimum modutu tej charakterystyki wystgpuje przy pulsacji w,, gdzie

»“q*_“"Vl-fz—gf. | -y
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ma warto$¢ nieco mniejsza od pulsacji rezonansowej. Argument charakterystyki (38)
Jest taki sam jak charakterystyki (17), natomiast modut zostaje powigkszony w stosunku
Wy
>
Przy dostrojeniu czgstotliwosci nosnej do rezonansowej obwodu mozna stosunek ten
zastapi¢ ulamkiem:

, 1 (39)

gdzie znak plus odnosi si¢ do gérnej, a znak minus do dolnej wstegi bocznej. Biorac pod
uwWge; 260 = —2’5 oraz Postépujic analogicziiie akw . 31, Stizymuje si¢ dia dostrojenia

(3) wzory okreslajace parametry 4, B, a i f zamieszczone w piatym wierszu tablicy 3.
Asymptotyczne przyblizenia amplitud odchylek fazy i czestotliwoéci dla omawianego
przypadku podaje piaty wiersz tablicy 4. :

Zalezno$¢ wskaznika asymetrii obwodu przepigciowego od rozstrojenia wstegowego
przedstawia na rys. 12 krzywa oznaczona napisem ,,przepiecie”. Jak wynika z tego rysunku,
wskaznik asymetrii obwodu przepieciowego jest zawsze wigkszy od wskaznika obwodu
zrys. 3 (okre§lonego przez krzywa oznaczona ,,p = 1”°). Oba wskazniki daza do wspOlnej

asymptoty o warto§ci %, lecz wskaznik dla przepigcia osiggamaksimum przy r = ry =
=2.
Funkcja aproksymujaca odchylke czestotliwodei odpowiedzi obwodu przepigciowego

W otoczeniu punktu @ = =, przy m = 1, r = 0 i w, = w, okreélona jest przez zaleznosé:

RQO-7) r? (O —m)>—2r
o~ 2 [@-m)-r+r P’ : 0

Q2

ktdrej wykresy przedstawiono na rys. 9b. Funkcja (40) wykazuje trzy ekstrema o wartos-
ciach —-0,25, 40,635 i —0,012 dla argumentéw réwnych odpowiednio: 2r, (]/ 3-1)r=
= 0,73ri1 — (]/ 3+ 1)r = —2,73r. Jak wynika z powyzszego maksymalne odchylki czesto-
tliwosci w kierunkach dodatnim i ujemnym maja rézne wartoéci. Unormowana warto§é
migdzyszczytowa odchytki réwna 0,885 jest prawie trzykrotnie wigksza od analogicznej
warto$ci dla pojedynczego obwodu o charakterystyce rezonansowej. Minimum funkcji
(40), wystepujace dla @—n = —2,73r, powoduje tylko dodatkowe odksztalcenie prze-
biegu. ‘

Dla rozstrojeri wstegowych o wartoéciach mniejszych od ]/ 2, odstgpstwa charakterystyki
przenoszenia (37) od warunk6éw symetrii sq najbardziej widoczne, poniewaz przy matych
warto$ciach r obie wstegi boczne wypadaja na tym samym, opadajacym zboczu modutu
tej charakterystyki. Mozna by si¢ bylo spodziewaé, Ze przy dostrojeniu fali no§nej do
czgstotliwosci w,, wyznaczajacej wierzcholek moduhlu charakterystyki, znieksztalcenia
odpowiedzi obwodu bgda odpowiednio mniejsze. Taki sposéb dostrojenia powinien
poprawi€ symetri¢ amplitudowa, przy nieznacznym tylko pogorszeniu asymetrii fazowej.
Jest on zreszta powszechnie stosowany w zastosowaniach praktycznych, poniewaz umozli-
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wia postugiwanie si¢ prostym wskaznikiem rezonansu w postaci woltomierza dolaczonego

do kondensatora obwodu.
Obliczone na podstawie wzoréw ogdlnych (18) wyrazenie okreflajace wskaznik asymetrii

dla warunku
Wy = g, - (41)
przy dodatkowych zalozeniach upraszczajacych:

o, r?

1
qf:z—Q—z—<1, Eq—gl, ‘Z)2<2‘D, Q <(l+l'2)2, (42)
ma postaé nastgpujaca:
2+r?
4= o+ (“43)

Krzywa QA(r), dla tego przypadku, bylaby krzywa monotonicznie malejaca od wartosci
0,5 przy r = 0, do warto§ci asymptotycznej 0,25 przy r — . Poréwnujac powyzszy
wynik z wykresami krzywych QA(r), zamieszczonych na rys. 12, latwo zauwazy¢, Ze:
warto$§¢ wskaznika (43) jest zawsze wigksza od odpowiednich wartosci nie tylko dla obwodu
z rys. 3, lecz réwniez dla dostrojonego obwodu z rys. 10. Wynika stad wniosek ogdlny,.
iz znieksztalcenia i wtérna'modulacja odpowiedzi obwodu o charakterystyce przepigciowej:
beda ogdlnie wigksze niz obwodu o charakterystyce rezonansowej.

Przypadek rozstrojonego obwodu przepigciowego analizowat Tiewierowskij [4]. Postu-

. 2
gujac sie przyblizajacymi zaloZeniami, w = o, = ©,, gdzie v, = w,-]/l - (-%Q—) — pul-
sacja drgan wlasnych obwodu, wyznaczyt ekstremalna warto$¢ dewiacji fazy

Aprs = mQ 12 =l @

wo
zachodzaca przy odstrojeniu:

. 2 . WF ' '
(60,,""‘600) = ‘Qm_ 4—Q2—- . (45)
Przy wspomnianych wyzej zalozeniach upraszczajacych, symetryzujacych charakterystyke:
przenoszenia i utozsamiajacych czestotliwoéei charakterystyczne obwodu, otrzymane przez.
Tiewierowskiego wyniki sa bardzo przyblizone a proponowana przez niego metoda nie
moze by¢ wykorzystana do analizy wtdérnej modulacji przy dostrojeniu.
Analizujac charakterystyki przenoszenia jednorezonansowych obwoddw selektywnych:
o innych schematach zastegpczych obwodu rezonansowego, jak np. obwéd réwnolegly ze
stratami skupionymi w gatezi indukcyjnej, czy obwdd szeregowy ze stratnym kondensa--
torem, mozna stwierdzié, ze odstepstwa od warunkéw symetrii sa dla tych obwodéw row--
niez wigksze niz dla obwodu z rys. 3. ObWéd selektywny o rezonansowej charakterystyce:
przenoszenia, zapewnia wiec najmniejsze z mozliwych znieksztatcenia i wtdrna modulacje:
kata dla sygnaléw o modulowanej amplitudzie.
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4.. WIELOREZONANSOWE OBWODY SELEKTYWNE"

4.1. Obwody selektywne z n1ezaleznym1 obwodam1 rezonan—
' sowymi

Charakterystyka przenoszenia czwoérnika, .zawierajacego p niezaleznych, identycz-
nych obwoddéw rezonansowych, pobudzanych zgodnie z rys. 3, okreslona jest rownamem

K(jg)

K.

UL Sp)

0,9 /

- 493 — 4

T
‘ ////':,1?4/4

N,

0,7 - /
y / / ]
%
4 7=qF;
0 02 04 g6 08 m 10

Rys. 11. Zalezno§¢ miedzyszczytowych wartosci
-odchylki fazy od glgbokoSci modulacji m i roz-

strojenia wstegowego r dla odpowiedzi obwodu-

selektywnego, skladajacego si¢ z dwdch nieza-

leznych, dostrojonych obwodéw rezonansowych, .

pobudzanych zgodnie ze schematem z rys. 3

1 .
o L~ /7;7 (/”‘M
i \1
0 1. [

g1 - \

p-liczba niezakznyeh |

.

obwoddw rezonansomyeh
0 7 3 4
r-Za 9’"

Rys. 12. Zaleznosé wskaznika asymetrii od roz-

strojenia wstegowego r dla obwodow selektyw-

nych zawierajacych p niezaleznych, identycznych

dostrojonych obwodéw rezonansowych, pobu-
dzanych .zgodnie z rys. 3

Krzywa oznaczona napisem ,,przepiecie” okreSla wskaZnik

asymetrii obwodu przepieciowego z rys. 10, dostrojonego
do czestotliwosci rezonansowej

Jak wiadomo, modut tej charakterystyki rowna si¢ iloczynowi moduléw charakterystyk
obwoddw sktadowych, a argument sumie argumentéw tych charakterystyk Wyprowadzo-
ne, podobnie jak poprzednio, wzory okreslajace parametry 4, B, & 1 B diz 2,31p 1den-
tycznych, dostrojonych obwodéw skiadowych zestawiono w tablicy 3. Zalezno$é wskgz—
nika asymetrii od rozstrojenia wstgpnego wykre§lono w postaci krzywych QA4(r) na rys. 12.
Dla p > 2 wskaZnika asymetrii bsiqga warto§¢ maksymalng 4, przy rozstrojeniu wstg-
gowym r,. Wartodci A, i r4 podano réwniez w odpowiednich kolumnach tablicy 3.
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W tablicy 4 zestawiono wzory dla unormowanych wartosci amplitud sinusoidalnych
funkcji aproksymujqcych odchylki fazy i czestotliwosci przy roznych zalozeniach uprasz-
czajacych. (W kolumnie odnoszacej si¢ do przypadkum = 1ir = 0, zuwagina odksztalcony
charakter przebiegéw, podano zamiast amplitud poléwki wartosci migdzyszczytowych).

Dla dostrojonego obwodu selektywnego o charakterystyce (46) ekstremalne i migdzy-
szczytowe wartosci odchylki fazy okreslaja stosunkowo proste wzory:

_ pmr?® 1 _ pmr? 1
Q‘me - 4 zp+m s Q(pmn - 4 Z,,—-m ]

@

_ _ pmr® z,
Qe — Pn) = 21 +r?) (1 +r3p-t—

gdzie z, — zmienna pomocnicza:
zp = Y A+ —(mr). (48)

- Wykresy zaleznoéci migdzyszczytowej odchylki fazy od parametréw mir zamieszczono:
dla obwodu dwurezonansowego (p = 2) na rys. 11. Podobnie jak dla obwodu pojedynczego
(p = 1), migdzyszczytowa warto$é odchylki fazy obwodu wielorezonansowego nie prze-
kracza rOwniez wartosci % Najwigksze odchylki fazy zachodza w obszarze m = 1
i r =~ 0. Poza tym obszarem, migdzyszczytowa warto§¢ odchytki fazy osiaga maksimum
przy pewnej wartosci rozstrojenia wstggowego (dla obwodu dwurezonansowego przy
r = I). Dla pojedynczego obwodu rezonansowego z Tys. 3 miedzyszczytowa warto$é
odchylki fazy rosnie monotonicznie - (por. rys. 8) ze wzrostem rozstrojemia wstggo-
wego.

Podobnie jak dla obwodu pojedynczego, mozna wyznaczy¢ funkeje aproksymujaca od-
chylki czestotliwosci w otoczeniu punktu 8 = wprzy m = 1ir = 0. Dla obwodu wielo-

- rezonansowego funkcja aproksymujaca ma postaé nastgpujaca:

g Q0= _prt  bomepr " 49)
T o, 2 [O—m—pr)*+pr)® "

3Y3 0,162
e
R2yp T Vp

. /D .
argumentu O—m) = (pi V P ) r. W zwigzku z powyzszym, miqdzyszczytowe wartosci

Funkcja (49) osiaga wartoéci ekstremalne réwne + przy wartosciach

odchylkl czestotliwosci, przy duzej glgbokosci modulacji i matych rozstrOJemach wste-
gowych maleja wraz ze wzrostem liczby obwoddw. :

Jak wynika z rys. 12, w zakresie matych wartoéci rozstrojenia wstggowego, warto$é
wskaznika asymetrii ro§nie wraz z liczba obwoddw. Pomlmo tego, przy m = 1, migdzy-
szczytowe wartoéci odchylek czgstotliwosci maleja wraz z liczba obwodéw. W tym szczegol-
nym obszarze wartosci parametréw m i r, jak to juz wspomniano w p. 3.1, o ekstremum
decyduje w znacznym stopniu réwniez parametr B = cos?g, determanchy mlmmum
mlanownlka funkcji (14).

16 Rozprawy Elektrotechniczne 2/75
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42. Obwéd selektywny z dwoma sprz¢zZonymi obwodami
rezonansowymi

Charakterystyka przenoszenia filtru pasmowego, zawierajacego dwa identyczne obwody
rezonansowe, o schemacie przedstawionym na rys. 13, jest okre§lona réwnaniem [5]:

® 2
1+ (-J:Qk)

, >
. )
(1 +jg)* + (w—,Qk)

KG9 _ (50)

gdzie k — wspolezynnik sprzezenia, dla sprzezenia transfonhatorowego jak na rys. 13, réw-
ny ALI— , czyli stosunkowi indukcyjnoéci wzajemnej do indukcyjnosci pojedynczego obwodu.

Zamieszczone w tablicy 3 wyrazZenie, okre§lajace warto$¢ wspolczynnika asymetrii dla
dostrojonego obwodu z rys. 13, zostalo wyprowadzone przy analogicznych jak w p.3.1

me)

Rys. 13. Schemat filtru pasmowego o dwdch sprzezonych obwodach rezonansowych

zatozeniach (23) i (25), po wprowadzeniu jak w p.3.2 zaleznosci (39). Wartosci pozo-
stalych parametréw, jak B, « i B, podane w tablicy 3 dla tego przypadku, wyznaczono
przy dodatkowym zatoZeniu upraszczajacym wprowadzonym do réwnania (50):

©
wr

Ok =~ Qk. : (51)

Dla poréwnania wyznaczono réwniez dodatkowo warto§é parametru 4 przy zaloZeniu
(51); okazala si¢ ona prawie dwukrotnie mniejsza od obliczonej bez tego zalozenia uprasz-
czajacego. Wskaznik asymetrii jest jednak parametrem wyjatkowo czulym na wszelkie
uproszczenia symetryzujace charakterystyke przenoszenia. Stosowanie zalozenia (51)
przy okre§laniu pozostatych parametréw jest catkowicie uzasadnione, umozliwiajac istotne
skrécenie niezbednych przeksztalcen.

Zalezno$¢ wskaznika asymetrii od rozstrojenia wstegowego, przy trzech wartosciach
parametru s = (Qk)?, ujmuje rodzina krzywych na rys. 14. Dla poréwnania, na rysunku
tym wykre§lono réwniez warto$ci wskaznika A dla obwodu dwurezonansowego o nie-
zaleznych obwodach rezonansowych (krzywa dla s = O identyczna zkrzywa p = 2 z rys. 12).

Jak wynika z rys. 14, w przypadku obwoddw sprzezonych wartosci wskaznika asy-
metrii sa zawsze wigksze niz dla obwoddw niezaleznych — bez wzgledu na sprzezenie.
Stanowi to istotng wskazéwke dla konstruktoréw urzadzen odbiorczych sygnaldéw czesto-
tliwosci wzorcowe;j.
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Rys. 14. Zalezno$é wskaznika asymetrii od rozstrojenia wstegowego r i sprzezenia miedzy obwodami s,
dla dostrojonego filtru pasmowego z rys. 13

5. ODPOWIEDZ OBWODU SELEKTYWNEGO NA WYMUSZENIE O WASKO-
PASMOWEJ MODULACIJI KATA

Wykorzystana w p. 2 metoda postgpowania moze by¢ z powodzeniem zastosowana
réwniez do wyznaczenia amplitudy oraz odchylek fazy i czgstotliwosci odpowiedzi obwodu
selektywnego na wymuszenie o sinusoidalnej, waskopasmowej (plytkiej) modulacji kata.
Dotyczy to sygnatéw o tak malej wartosci indeksu modulacji, Ze mozliwe jest pominiecie
sktadowych wsteg bocznych wyzszych rzedéw. W rezultacie takiego uproszezenia, chwi-
lowa warto§¢ wymuszenia o sinusoidalnej modulacji kata, dostatecznie dokladnie opisuje —
podobnie jak przy modulacji amplitudy —suma tylko trzech sktadowych, fali no$nej
i dwoch wsteg bocznych, w postaci:

w(t) = W,,cqs(w,,t +@n) + —;—mW,.cos[(w,, +8.)t+@.] — -%—mW,,cos[(w,,—.Qm)tMp,,] .

(52)

Funkcja (51) opisuje modulacjg czgstotliwosci przebiegiem cosf2,,t lub modulacje fazy
przebiegiem sin@,?, przy m < 1. Symbol m oznacza w tym przypadku indeks modulacji
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kata, rowny maksymalnej dewiacji fazy, a pozostale oznaczenia sa identyczne jak we
wzorze (4).

Zespolona funkcja czasu, opisujaca analogicznie jak funkcja (6) chwilowe wartosci
amplitudy i odchylki fazy odpowiedzi obwodu, ma w przypadku modulacji kata naste-
pujaca postaé ogdlna (0 = Q,,1):

E(6)
E

n

IO = ] 4 gelO+D_ de=i@+D = | +mGcos (@ +y) +jmDcos(6 +9), (53)

Rys. 15. Wykres wskazowy  funkcji (55) w chwnh poczatkowej

gdzw g d, I'i A sa okreSlone za pomoca WZOréw @ i (8).
Po dokonaniu odpow1edmch przeksztalcen otrzymuJe s1q nastgpujqce zaleznodci dla
parametrow G, D, yid: ‘

L ‘

| " s @

gdzie 4, B, « i B sa okreSlone whorari” ). Funkc_]a (53): z uwzglednieniem zaleznoéci
(54) przybiera postaé:

| E(0)

n

G=A, D=B, y_a—i

%0 = 1 {mdsin@+a)+imBsin@+p), (55
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a odpowiednie funkcje okreslajace chwilowe wartoéci amplitudy oraz odchylek fazy
i czestotliwoéci sa okre§lone przez nastgpujace wzory:

[ Eg)) ] = 1+ mAsin(6 + «)]* + [mBsin(0 + p))>, (56)
_ mBsin(6+p)
tep(®) = 1+mdsin(0+a) ~ (), (57)

B mAsin(c— ) +cos(6+8)
Q(6) = mB2, Mrmisn@+aF - (58)

Wykres wskazowy funkcji (55) zamieszczono na rys. 15.

Przyblizenie we wzorze (57) jest w dalszym ciagu dopuszczalne, poniewaz, jak wynika
z tablicy 3, parametr B spelnia zawsze warunek B < 1, a indeks modulacji m jest z zaloze-
nia znacznie mniejszy od jednosci. Upraszcza to, podobnie jak przy modulacji amplitudy,
obliczenie odchylki czestotliwosci za pomoca pochodnej odchylki fazy.

Jak wynika z ksztaltu funkcji (56--58), wskaznik asymetrii 4 pozwala i w omawianym
przypadku oszacowaé stopiefi wprowadzanych znieksztalced. Przy A = 0:

o(t) = mBsin(@nt+p), 2(t) = mBR2,cos(Qnt+p) (59)

i zaréwno modulacja fazy jak i czgstotliwosci pozostaja nieznieksztalcone. Natomiast
wraz ze wzrostem wskaZnika asymetrii. rosna znieksztalcenia sygnalu modulujacego
z uwagi na wplyw mianownika funkcji (57) i (58). Znieksztalcenia te moga by¢ obliczone

dla oméwionych wyzej obwodéw selektywnych przy wykorzystaniu wzoréw z tablicy 3
lub 4.

6. WNIOSKI I ZASTOSOWANIA PRAKTYCZNE

Przedstawiona w artykule analiza zloZzonych zjawisk fizycznych pozwala za pomoca
prostych §rodkéw formalnych uzyskaé interesujace w szczegélnych zastosowaniach prak-
tycznych wyniki. Wybrany sposéb ujecia zagadnienia jest dostatecznie ogélny. Obejmuje
on oddzialywanie wszystkich sygnaléw o waskopasmowej, sinusoidalnej modulacji na
dowolne obwody selektywne o znanych charakterystykach przenoszenia. Szeroko$¢ pasma
obwodu nie ma przy tym istotnego znaczenia. Wzory ogdlne z p. 2.1 moga by¢ stosowane
réwniez do analizy obwodéw rozstrojonych przy dowolnych, waskopasmowych wymu-
szeniach o trzech skladowych sinusoidalnych. Oczywiscie w tak ogllnym przypadku
wyprowadzenia wzoréw obliczeniowych wymaga do§¢ ziozonmych przeksztalcen.

W przypadku obwodu dostrojonego do fali noénej sygnatu o sinusoidalnej modulacji
wzory upraszczaja sig¢ tak dalece, ze moga byé wykorzystane bezpoSrednio do obliczen
projektowych. Warto ponownie podkreslié, ze jedynym, ogélnym zaloZeniem upraszcza-
jacym, przyjetym przy wyprowadzaniu tych wzoréw, jest warunek aby stosunek czgsto-
tliwo$ci modulujacej i no§nej byt znacznie mniejszy od jednosci. Warunek ten, calkowicie
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niezalezny od parametréw obwodow, jest z zalozenia spetniony dla wszystkich sygnaléw
waskopasmowych — a wigc dla wszystkich sygnaléw o modulacji analogowe;j.

Jak juz wspomniano we wstepie, przedstawione wyniki maja bezposrednie zastosowa-
nie praktyczne przy projektowaniu iacz dla transmisji sygnaléw czestotliwosci wzorcowej,
emitowanych za poSrednictwem fali no§nej sygnatéw radiofonicznych AM. Takim sygna-
lem jest np. sygnat Warszawskiej Radiostacji Centralnej na falach dtugich.

W nadajniku radiofonicznym modulacja amplitudy jest z reguly realizowana w kon-
cowym stopniu wzmacniacza mocy. Sygnat zmodulowany jest wiec przed wypromieniowa-
niem przenoszony tylko przez dwa obwody selektywne — obwéd wyjsciowy modulatora
i anteng¢ nadawczg. Obwody te, a w szczegSlnosci obwéd wyjsciowy, moga juz po stronie
nadawczej lacza wprowadzié wtornq, mepozqdanq modulac_]q kqta powigkszajacg nie-
stalo$¢ czestotliwoéei wzorcowe;.

W odbiorniku, po wstgpnym, selektywnym wzmocnieniu sygnatu odebranego, nalezy
usuna¢ modulacje w'celu odtworzenia przebiegu wzorcowego w postaci sinusoidalne;j.
Do realizacji tego zadania wykorzystuje sie cztery podstawowe metody:

— liniowa selekcj¢ czgstotliwosciowa skladowej nosnej sygnatu za pomocg quko—
pasmowego filtru w.cz. — zwykle elektromechanicznego (kwarcowego),

— ograniczanie amplitudy, polegajace na nieliniowym odksztalceniu sygnalu po-
laczonym z czestotliwo$ciowa selekc_]q sktadowych podstawowych: nosnej i sttumionych
wsteg bocznych,

— synchronizacj¢ przez sygnal odebrany specjalnego generatora lokalnego (o czesto-
tliwosci nominalnej réwnej czqstothwosm nosnej) za pomoca petli fazowej regulacp czesto-
thwosm

— parametryczna stabilizacje amphtudy odbieranego sygnatu, za pomoca petli szyb-
kiej, automatycznej regulacji wzmocnienia.

W dwéch pierwszych metodach selekcja czestotliwosciowa odbywa si¢ za posrednictwem
obwoddéw selektywnych, ktdrych asymetria bedzie powodowata wtérng modulacje kata,
W przypadku metody drugiej modulacja ta bedzie mniejsza wskutek splycenia modulacji
amplitudy przez ogranicznik. Jednakze nieliniowe warunki pracy ogranicznika stwarzajg
niebezpieczefistwo dodatkowej modulacji kata, powstajacej w obwodach ogranicznika
przy niedostatecznym sttumieniu niepozadanych efektéw nieliniowych. Np. powstajace
w obwodzie ogranicznika sktadowe sygnalu modulujacego moga przez zmiang punktu
pracy elementu nieliniowego powodowaé poglebienie si¢ wtérnej modulacji kata.

W metodzie trzeciej selekcja czestotliwosciowa jest realizowana za pomoca filtru dolno-
przepustowego petli automatyki. Ten sposéb selekcji eliminuje wprawdzie catkowicie
wplyw asymetrii lecz wprowadza nowe efekty niepozadane. Aby powstajace w detektorze
bledu petli (detektorze fazy) skladowe sygnatu modulujacego nie powodowaly bezposred-
niej modulacji czgstotliwosci generatora lokalnego (synchronizowanego —przestrajanego
napigciem wyjSciowym filtru), filtr musi charakteryzowaé si¢ niska czestotliwoscia gra-
niczng i doskonalym tlumieniem w pasmie zaporowym. Przewaznie thumienie bedzie tym
lepsze im niZsza jest czgstotliwo$é graniczna filtru. ObniZanie czestotliwosci granicznej
pociaga jednak za soba wzrost krétkoterminowej niestabilnoci czestotliwosci napigcia
wyjSciowego. Jak wiadomo, petla automatyki nie nadaza za fluktuacjami fazy generatora
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synchronizowanego o widmie lezacym poza pasmem przepustowym filtru. Im niZsza
jest czestotliwo$é graniczna tego filtru, tym wigkszy wplyw na niestabilno$é czgstotliwosei
odtwarzanego przebiegu wzorcowego ma wlasna niestabilno$¢ generatora lokalnego.

Realizacja metody czwartej w zasadzie nie wymaga stosowania ani obwoddéw selektyw-
nych ani takich elementéw nieliniowych, ktére mogtyby powodowaé dodatkowa modu-
lacj¢ wtérna. JednakZe przy matych nateZeniach pola sygnalu konieczne jest wstepne,
selektywne wzmocnienie tego sygnalu. Wzmacniacz wstgpny mozZna wlaczyé do petli
automatycznej regulacji wzmocnienia, lecz w takim przypadku sygnal bedzie narazony
na wplyw asymetrii obwodow selektywnych. Ponadto, poniewaz petla musi reagowaé
na duza dynamike zmian amplitudy w stosunkowo szerokim pasmie czestotliwosci (cate
pasmo sygnatu modulujgcego) oraz z uwagi na blad statyczny petli, osiagniecie sku-
tecznej stabilizacji bedzie nastreczalo znaczne trudnoséci techniczne.

W przypadku wzorcéw czestotliwosci wysokiej klasy optymalnym rozwigzaniem bedzie
oczywiscie zlozone rozwiazanie kompromisowe, wykorzystujace w maksymalnym stopniu
zalety kilku powyzszych metod, przy jednoczesnym utrzymaniu na dopuszczalnym po-
ziomie charakterystycznych dla nich efektéw niepozadanych. Wskazéwki i zaleznosci
zawarte w niniejszym artykule moga znacznie ulatwi¢ wybdr i optymalizacje obwodow
selektywnych, wchodzacych w sklad takiego rozwiazania iub zastosowanych we wstgpnym
wzmacniaczu odbiornika i wyjSciowym wzmacniaczu nadajnika.

Zaproponowany, jako globalna miara wtérnej modulacji kata, wskaZnik asymetrii
wydaje si¢ by¢ parametrem bardzo uzytecznym przy wyborze optymalnego obwodu
selektywnego. Szczegélnie latwo za pomoca tego parametru mozna pordwnaé rozne
obwody selektywne. Im mniejsza warto$¢ wskaznika asymetrii tym ogdlnie lepszy jest
dany obwdd z omawianego punktu widzenia. Wymienione w p. 3.1 i 4.1 ograniczenia
zakresu stosowalnoéci takiej miary znieksztalcen, wystepujace przy bardzo glgbokiej
i powolnej modulacji amplitudy nie sa istotne w omdwionych wyZej zastosowaniach
praktycznych. W praktyce, chociazby ze wzgledu na ograniczenie od dotu pasma sygnalu
modulujacego, nie wystepuja koincydencje szczytowych glebokosci modulacji i minima-
Inej warto$ci czestotliwosci sygnalu modulujacego.

Przytoczone w tablicy 3 wzory pozwalajg na obliczenie wskaZnika asymetrii dla naj-
czesciej spotykanych w radiotechnice obwodéw selektywnych, a krzywe z rysunkow 12
i 14 umozliwiaja szybka ocene jako$ci wybranego rozwiazania. Uzyteczne sa réwnieZ
wzory aproksymujace amplitudy odchylek fazy i czgstotliwosci dla przypadkéw kraico-
wych, zestawione w tablicy 4. Przypadek malej glgbokosci modulacji (m < 1) dobrze
opisuje wspolprace obwodu z ogranicznikiem amplitudy. Przypadek duzego rozstrojenia
wstegowego (r > 1) odpowiada dziataniu obwodu z rezonatorem elektromechanicznym
o duzej dobroci. Warunki pracy obwodu wyjsciowego nadajnika ( o niewielkiej dobroci
skutecznej) ujmuje w przyblizeniu, dla skrajnych glebokosci modulacji, zatozenie matych
warto$ci rozstrojenia wstegowego (r <1, m<1l) i (r=0, m=1).

Zamieszczone w artykule wyniki analizy teoretycznej pozwalaja w praktyce na osza-
cowanie minimalnych, mozliwych do uzyskania w danym rozwiazaniu, wartosci odchylek
fazy i czestotliwosci powstajacych w obwodach selektywnych. Te minimalne warto$ci
stanowia -dla danego rozwiazania teoretyczng granicg mozliwosci technicznych. Poniewaz
najmniejsza modulacje wtérng spo§réd rozpatrywanych obwodéw wprowadza pojedynczy
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-obwod rezonamsowy, pobudzany zgodnie z rys. 3, odchylki wyznaczone dla takiego
-obwodu wyznaczaja granice ostateczne dla rezonansowych obwodéw selektywnych.

W zastosowaniach technicznych nalezy uwzgledni¢ stopiefi idealizacji obwodu z rys. 3.
‘W fizycznych obwodach rezonansowych odstgpstwa od rozmieszczenia strat powicksza
.asymetri¢ obwodu. Zachodzace w czasie eksploatacji — pod wplywem zmian warunkéw
klimatycznych lub efektu starzenia — rozstrajanie obwodéw bedzie powodowato poglebia-
nie si¢ modulacji wtérnej. Z poglgbianiem modulacji wt6rnej nalezy si¢ réwniez liczyé
-przy nieliniowych warunkach pobudzania obwodu.

Na podstawie rozwazan z p. 5, przytoczony w poprzednich rozdziatach materiat daje
si¢ réwniez wykorzysta¢ do analizy znieksztalcenn sygnaléw o waskopasmowej plytkiej,
sinusoidalnej modulacji kata w obwodach selektywnych. Sygnaly o takiej wlagnie mo-
.dulacji stosuje si¢ migdzy innymi w specjalnych urzadzeniach pomiarowych — np. w mi-
krofalowych dalmierzach geodezyjnych. Przedstawione wyniki moga w tym przypadku
usprawni¢ okreflanie bledéw pomiarowych wprowadzanych przez asymetri¢ obwodéw
selektywnych, a postugiwanie si¢ wskaZnikiniem asymetrii niewatpliwie ulatwi wybor
-obwodu optymalnego
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R. NOWAK
DISTOTRIONS OF NARROW-BAND AM AND FM SIGNALS IN LINEAR SELECTIVE CIRCUITS

Summary

A transmission curve asymmetry causes amplitude and phase distortion of AM and FM signals.
"The paper describes an undesirable angle modulation of AM and FM signals. The paper describes an
undesirable angle modulation of AM signals and distortion of FM signals in conditions of narrow-band
:sinusoidal modulation. Phase and frequency deviations, arising in a single resonant circuit, are detail
discussed. Formulas are given for multiresonant circuits with independent resonators and for two coupled
-resonators. An asymmetry index, proportional to the absolute value of a vector difference beetwen upper
-and conjugate lower sideband vectors, is introduced. This index is a useful measure of distortion and can
be used for comparison of various selective circuits. The conclussion of the paper can be useful in the
«esign of standard frequency receivers.
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R. NOWAK

DEFORMATION DES SIGNAUX AVEC LA MODULATION SINUSOIDALE DANS LES
CIRCUITS SELECTIFS LINEAIRES

Résumé

L’asymétrie des caractéristiques de fréquence des circuits sélectifs a pour conséquence, mem si la
syntonisation est appliquée, les déformations de Pamplitude et de la phase des signaux modulés. Dans
Particle on a dérivé les formules générales pour les valeurs instantanés de Pamplitude et de la déviation
de la phase et de la fréquence de la réponse du circuit sélectif A un signal avec la modulation sinusoidale
de ramplitude ou avec la modulation de I'angle.

On a présenté les formules permettantes & effectuer les calculs pour les circuits sélectifs utilisés dans
la radiotéchnique le plus souvent, c’est & dire pour un ensemble contenant des circuits de résonance in-
dépendants et deux circuits accouplés, conformes a la fréquence portative.

On a fait une analyse détaillée de Ia déviation de la phase et de la fréquence de la reponse d’un signal
avec la modulation sinusoidale de Pamplitude.

L’index d’asymétrie, introduit dans l'article et déterminé pour un circuit donne par sa caractéristique
du déplacement, constitue en pratique une mesure commode des déformations introduites par le circuit.

Les résultats présentés peuvent &tre appliques & la préparation des projet des émetteurs de la fré-
quence modéle, qui a pour le source la fréquence portative du signal radiophonique. Ces résultats peuvent
aussi étre utiles pour déterminer les erreurs dans les systémes de mesurages utilisants les signaux avec
la modulation de l'angle.

R. NOWAK

VERZERRUNGEN DER AM- UND FA-SCHMALBANDSIGNALE
IN LINEAREN SELEKTIVSTIMMKREISEN

Zusammenfassung

Die Asymmetrie der Ubertragungskurve veranlalit die Entstehung von Verzerrungen der Signalamp-
litude und -phase. In diesem Artikel sind die sekundire Phasenmodulation der AM-Signale und die
Verzerrungen der FM-Signale (bei der Voraussetzung sinusférmiger Schmalbandmodulation) beschrieben
worden.

Eingehend wurden die Phasen- und Frequeznabweichungen fiir den einzelnen Schwingungskreis
diskutiert. Es wurden Formeln fiir Selektivstimmkreise mit unabhingigen bezw. zwei gekoppelten Schwin-
gungskreisen aufgestellt. Ein zum Vergleich verschiedener Selektivstimmkreise dienender Asymmetrieindex
wurde eingefiihrt.

Das Endergebnis dieser Arbeit soll beim Entwerfen von Empfangssiebketten fiir Normalfrequenzsig-
nale Hilfe gewihrleisten.

P. HOBAK

HCKAXEHHMS Y3KOITOJIOCHBIX AM U UM CHUTHAJIOB
B U3BUPATEJIBHBIX LEIISX

Peswome

AcuMMETpHA YaCTOTHBIX XapaKTePHCTUK OGYCJ’IaBJMBaeT BO3HMKHOBEHHE AMIUIMTYAHBIX U (baSOBI:]X
HCKa)KEeHWI! CHTHAJIOB. B craTee, IpH yCOJIOBHAX CHHYCOI/IIIaJIBHOﬁ, YSKOIIOJIOCHOI?I MOIyJIALAM, paccMaT-
PHBAIOTCA: BTOPHYHAA YrioBasg MOXYJAIHA CHATHAJIOB aM M YCKaXKEHHSA CHTHAJIOB YM. HOJIPO6H0
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00Cy»XAeHBI YacTOTHEIE ¥ (ha30BEIC OTHIJIOHEHMA, BOSHUKAIONINE B OJJHOM PE30HAHCHOM KOHTYpe. BrIBe-
JeHe! (hopMyJIEI I MSOHPATEILHBIX IIeNel C HeSABUCHMBIME KOHTYPaMU U [UIS CBASAHHBIX KOHTYPOB.
Beenen noxasarelb acCHMMETPHH, NPOHOPIMOHANBHBI MOZYII0 DasHMI(E! KOMITIEKCHBIX BEKTOPOB G0-
KOBBIX IOJIOC (BEpXHEH M CONPSDKEHHON HIDKHEH), OH ABJACTCA YOOGHOM MepOll BOSHMKAIOIIMX MCKa-
sxeHmniA. Mcmmone3ysa STOT IOKa3aTeslb MOXKHO OBICTPO CPaBHHTH pasHble nenw. IIoJydyeHbI 3aKIIIOUEHUST
IIOJIE3HBIE TPH NPOEKTUPOBAHMI IPHEMHBIX YCTPOMCTB CHrHAJIOB CTAHHAPTHOM YaCTOTHI.
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Maksymalizacja wieloskladnikowych przeplywéw statycznych
w warunkach uszkodzeni galezi sieci

WOJCIECH MOLISZ (GDANSK)
 Instytut Informatyki Politechniki Gdariskiej

Otrzymano 8.5.1974

W pracy niniejszej, dotyczacej zakresu analizy przeplywdw w sieciach wieloweztowych,
zwrdécono uwage na niedoskonalosé modeli deterministycznych. Zainteresowano si¢ proble-
mem wieloskladnikowych przeplywéw statycznych i wprowadzono losowy model prze-
pustowosci galezi. Sformulowano probabilistyczny problem przeplywow i sprowadzono
go do rownowaznego zadania deterministycznego programowaniaAlin_,i'owego.‘

1. WSTEP

W ostatnich latach obserwuje sie¢ niestabnace zainteresowanie metodami i modelami
sieciowymi. Tlumaczy si¢ ono potrzebami wynikaja;cymi z szybkiej rozbudowy sieci ener-
getycznych (rurociagi naftowe, gazomqgl, sieci wysoklego napiecia), komumkacyjnych
a zwlaszcza telekomunikacyjnych. :

Badania teoretyczne nad sieciami prowadzone 53 réwnolegle w dwéch ‘nurtach: analizy
i syntezy. Przedmiotem zainteresowania sa zaréwno przeplywy statyczne jak i dynamiczne.
Jak sie wydaje, najdonio§lejszym rozwiazanym dotychczas w literaturze zagadnieniem
z zakresu analizy przeptywéw statycznych jest problem maksymalizacji przeplywow wielo-
skladnikowych w warunkach deterministycznych. Zajmowali si¢ nm miedzy innymi
Baliniski [1], Ford, Fulkerson [4], Hartman, Lasdon [6], Tomlin [7], Wollmer [8], Zangwill
[9]. Wszystkie te prace zawieraly jednak wylacznie modele deterministyczne. Z kolei prace
uwzgledniajace uszkodzenia galezi sieci po§wigcone byly analizie niezawodnos$ci struktu-
ralnej, a zagadmema przeplywéw pomijaly zupelnie. Tymczasem analiza przeplywow
statycznych w warunkach niedeterministycznych dostarcza praktycznie wazne dane o mozli-
wosciach dzialania zawodnej sieci. Dane te s3 bardziej warto§ciowe w stosunku do wynikéw
analizy idealnego modelu deterministycznego, ponlewaz model probablistyczny sieci jest
lepszym przyblizeniem rzeczywistosci.

Niniejszy artykul napisano z myslg o sieciach telekomumkacyjnych W tym kontekscie
przeptywy wieloskladnikowe pojawiaja si¢ w nastqpstWIe powstawania w Zrédle ruchu tkm.
potrzeb adresowanych do réznych odplywéw. Uszkodzenia galezi sieci, niezaleznie od
ich charakteru zmniejszaja mozliwosci realizacji tych potrzeb. Jezeli wolno wprowadzi¢
model probabilistyczny zachowania si¢ zawodnych galezi, a ich wiasnoéci statystyczne sa
Znane, “'wéwczas bedzie 1nteresujqce znalezienie odpowiedzi na jedno z dwéch réwnowaz-

nych pytan: . :
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1) jak sterowaé rozptywem strumieni ruchu w galeziach sieci, by zrealizowaé okreslone
z gory potrzeby w mozliwie najwigkszym procencie przypadkéw (Scislej: nalezy znalezé
przeplywy galeziowe maksymalizujace prawdopodobiefistwo realizacji okre§lonych potrzeb
iios’ciowych),

2) jak sterowaé rozplywem strumieni ruchu w galeziach sieci, by w danym z gory
procencie przypadkéw zrealizowaé potrzeby w maksymalnym stopniu (Scilej: znalezé
takie przeplywy galeziowe, ktore z okre§lonym prawdopodobiefistwem pozwola na spelnie-
nie potrzeb w stopniu maksymalnym),

W obu sformutowaniach zwrotu ,,procent przypadkéw’ uzyto w sensie statystycznym;
w modelach sformalizowanych odpowiada mu prawdopodobienistwo. Artykut jest po-
$wigcony metodzie znalezienia odpowiedzi na drugie z przedstawionych pytan.

Znaczenie symboli uzytych.w artykule

A — macierz incydenciji
F — dystrybuanta
K —nominalna ilo§é laczy w wiazce
M —ilo$¢ wezldw w sieci
N —ilo$¢ gatezi
O — macierz M.N zlozona z samych zer
P(z) — prawdopodobieristwo zdarzenia z
Q — calkowita ilo§¢ sktadnikéw ruchu tkm. w sieci
b — wektory odpowiadajace potrzebom Zrédet i odptywéw
¢ — przepustowo$¢ galezi (zm. losowa)
e —ilo§¢ czynnych laczy w wiazce (tj. w galezi); zmienna losowa
J — wydajnosci Zrédet — zapotrzebowania odplywow
k,m, n, g — biezace indeksy zmiennych o zakresie zmiennoéci od 1 do odpow1edmej
duzej litery
p(a) — gestosé prawdopodobiefistwa zmiennej losowej a
p — prawdopodobieristwo uszkodzenia dowolnego lacza w wiazce
s — prawdopodobiefistwo poprawnej pracy dowolnego lgcza w wiazce
r — realizacja zmiennej losowej
y — przepustowo$¢ pojedynczego tacza w w1qzce
¢ — odchylenie standardowe zmiennej losowej
— — kreska nad symbolem — warto$é §rednia zmiennej losowej
~ — wezyk pod symbolem — zmienna losowa
— gwiazdka nad symbolem z prawej — rozwigzanie optymalne

2. MODEL GALEZI SIECI

W modelu sieci telekomunikacyjnej wezly reprezentuja centralne telekomunikacyijne,
a galezie — wiazki laczy miedzy centralnymi. W sieci krajowej migdzy réznymi centralami
mi¢dzymiastowymi wystepuja rézne liczby laczy w wiazkach. Trzeba zaznaczyé, Ze tak
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zbudowane galezie nie wyczerpuja wszystkich mozliwosci polgczenn miedzy centralami,.
ale dla naszych potrzeb pozostaniemy przy tym opisie. W zwiazku z powyZszym przepu-
stowo$¢ dowolnej gatezi sieci zalezy od iloSci czynnych laczy w wiazce. Z réznych przyczyn.
lacza te moga ulegaé uszkodzeniom, w. wyniku czego przepustowo$¢ galezi bedzie sie
zmieniaé. Dobrym modelem przepustowo$éi zmieniajacej si¢ w taki sposob jest zmienna.
losowa. Rozklad gestosci prawdopodobienistwa tej zmiennej okre§limy podobnie, jak sig
to sig¢ czyni w analizie niezawodnos$ci systemu technicznego.

Niech n-ta galez sieci bedzie zbudowana z K, laczy w okres§lonej relacji. Nie wnikajac
w realizacje techniczng tych laczy zatozymy, Ze kazde z nich moze ulec uszkodzeniu z praw-
dopodobienistwem P, (k = 1, ..., K,), przy czym uszkodzenia sg statystycznie niezalezne

103
o)y

.0'2

7 ] 7]

Rys. 1. Znormalizowany rozklad gestosci prawdopodobienistwa losowej przepustowosci galezi zlozonej.
z 20 jednakowych laczy o prawdopodobienstwie uszkodzenia kazdego z nich réwnym 0,1

(przypadek uszkodzen zaleznych rozpatrzymy pézniej). Podkre§lamy tutaj, Ze to uprasz-
czajace zalozenie jest podyktowane jedynie checia wprowadzenia przejrzystego sformuto-
wania pierwszego przyblizenia. Prawdopodobiefistwa Py sa trudne lub niemozliwe do
okreslenia w sposéb Scisty. W praktyce podczas badania niezawodnoéci znanych sieci
komputerowych (jak np. amerykanskiej — Advanced Research Projects Agency of the
Department of Defense, w skrécie ARPA) przyjmowano Py z zakresu <0,1;0,3}.

Dla sieci o zaostrzonych wymaganiach niezawodnosciowych przyjmuje si¢ P, = 0,1..
Jezeli wolno przyjaé, ze prawdopodobienistwa uszkodzefi Iaczy sa jednakowe, tj., ze P, =
=pdlak =1, ..., K,, to mozemy okre§li¢ prawdopodobienistwo, Ze uszkodzeniu ulegnie
zadne, jedno, dwa,..., wszystkie lacza. MozZna rowniez okreslié rozktad prawdopodobien-
stwa czynnej ilosci laczy w wiazce. Jest to rozktad dwumianowy. Jezeli przez s oznaczymy
prawdopodobiefistwo poprawnej pracy pojedynczego tacza (s = 1—p), to rozktad prawdo-

podobienistwa poprawnej pracy 0, 1, ..., K, laczy n-tej galezi okreslony jest przez zalezno$¢:
Ple.=k) = (12')“‘ (BN (1)

Z zaleznoéci 1) otrzymujemy rozklad gestosci prawdopodobienstwa losowej przepusto-
woéci galezi n-tej. Punkty rozkladu e, = £ w (1) okre$laja bowiem wartosci skokow
rozkladu p(c) dla wartosci ¢, = k- y, gdzie y jest przepustowoscia pojedynczego lacza.
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Rozktad p(c) jest rozkladem zmiennej losowej ciaglej, ale jest nieciagla funkcja swego

argumentu (uskoki spowodowane uszkodzeniami laczy). Przykladowy rozklad p(c) dla

K, = 20 i prawdopodobiefistwa uszkodzenia tacza p = 0,1 przedstawiony jest na rys. 1.
Momenty rozkladu zmiennej ¢, sa nastepujace:

‘Warto$¢ §rednia:

¢, = syK,, 2)

-odchylenie standardowe: , , _
o = [ea(l=5)y]"/% : €)
Jezeli prawdopodobieristwa uszkodzeri taczy w wiazce nie sa jednakowe, lecz wystepuje
kilka grup laczy o réznych prawdepedobiefistwach poprawnej pracy, wéwezas rozklad
prawdopodobiefistwa P(e, = k) jest uogdlnionym rozkladem dwumianowym. Punkt
rozkladu ¢, = k znajduje si¢ przez zsumowanie prawdopodobiefistw wszystkich mozliwych
ukladéw zlozonych z k jedynek i K,—k zer. Obliczenie rozkladéw p(c,) staje sie jeszcze
bardziej ucigzliwe, kiedy grupy laczy posiadaja nie tylko rézne prawdopodobienistwa
uszkodzefi, ale i réine przepustowosci. Jednakze w kazdym konkretnym przypadku

potrafimy je obliczyé.

3. SFORMULOWANIE PROBLEMU MAKSYMALIZACJI PRZEPLYWU

Struktura analizowanej sieci jest opisana przez macierz incydencji weztdw i galezi,
0ZNACZong przez A.

Sie¢ ma M wezldw i galezi N, stuzy do przestania Q sktadnikéw .ruchu tkm. JeZeli.
przez x,, oznaczymy welko§¢ przeplywu g-tego skladnika przez m-ta galeZ, -to warunki
zachowania c1qg10501 przeplywu zaplszemy W postaci:

AO.. .0 X11 b, o

0OA...O : : : R

: ;] ,_ @

OA .. A XoN bQ

‘gdzie: ' '
‘0O — macierz M.N zlozona z samych zer,

—fq — dla zrédta g-tego skladnika,

b, — wektor M.1 | +f,— dla odplywu q-tego skladmka
o elementach: |0 — dla innych weziéw,
‘ g=1,..,0.

~ Uklad réwnati (4) okresla réwnecze$nie warunki zgodnosci przeptywoéw z zapotrzebo-.
‘waniami zrédet i odplywéw; f, jest wielkoscia zapotrzebowania w ¢-tym odplywie, a wige
zgodnie z tym co powiedziano we wstgpie _]est to zapotrzebowanie na g-ty skladnik rachu
tkm. Skladniki te s bowiem identyfikowane przez adresy wezléw przeznaczonia, czyli
numery odplywéw. Zapotrzebowanie na g-ty sktadnik wykazuje SIQ réwniez w Jego zrédle,
stad dwukrotne f, ze znakaml plus i minus.
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Oprécz warunkéw ciaglosci przeplywéw w wezlach (wezly posrednie nie gromadza
i nie wytwarzaja sktadnikéw) przy analizie sieci obowiazuja warunki nieujemnosci:
Xm= 0 &)
oraz ograniczenia przepustowosci galezi. .
Ze wzgledu na to, ze nie wiadomo z géry, jak uksztaltuja si¢ konkretne realizacje
zmiennych ¢y, ..., ¢,, zaZzadamy, aby wymagane przeplywy mogly by¢ zrealizowane
z okreslonymi prawdopodobiefistwami. Wobec tego ograniczenia przepustowosci przyj-
muja postac:

P(i1 Xan < gn) N (6)
=1

gdzie P, — liczby dane z géry 0 < P, < 1) dlan=1,..,N.

W ten sposéb zagwarantujemy, Ze statystycznie biorac w P, 100%; przypadkéw zdo-
tamy zrealizowaé przeplywy w galezi n, wynikajace z natozonych wymagan, a jedynie
w (1—P,)- 100% przypadkéw wskutek uszkodzen taczy w galezi 1 nie bedziemy w stanie
przestaé wszystkich wymaganych skladnikéw ruchu. Nie wnika si¢ przy tym w jakim
stopniu sie¢ nie podola wymaganiom, lecz stwierdza sie tylko fakt mozliwosci lub nie-
moznoéci realizacji tych wymagan.

Do pelnego sformutowania problemu przeptywdéw brak jeszcze funkcji celu. Przyjmuje

ona postaé:
o N
z= Z 2 Fan: 7

gq=1n=1
Funkcja z dana przez (7) jest catkowitym przeptywem w sieci i dlatego podlegac
bedzie maksymalizacji. Przeplyw ten oznacza maksymalna liczbg laczy realizowanych
w warunkach uszkodzed. A wigc problem przeplywéw wielosktadnikowych polega na

znalezieniu przeplywéw x¥% (¢ =1,...,0; n=1,...,N) maksymalizujacych:
Z= 2 2 Xan>
q n
przy warunkach:
' 'A0..07 [x.] [».
OA...O : :
......... A=l ®)
Oo ves A AxQN, bQ

4. ROZWIAZANIE PROBLEMU PRZEPLYWOW

‘Zadanie (8) nalezy do klasy zadafi programowania probabilistycznego, nazywane;
programowaniem z ograniczeniami losowymi. Twoércami tej klasy byli Charnes i Cooper
[2], [3] okoto 15 lat temu. Ich podejscie i wigkszo§¢ metod pochodnych uzaleznia rozwigza-

17 Rozprawy Elektrotechniczne 2/75
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tiie optymalne od realizacji zmiennych losowych wystepujacych w zadaniu. W przypadku
zadania (8) oznaczaloby to zaleznoéé:

xg(eT) = h(e) ®
(gdzie r oznacza realizacje wektora losowych przepustowosci €), przy czym funkcie
nalezy znaleZ¢.

My postawimy sobie zadanie skromniejsze z obliczéniowego punktu widzenia. Znaj-
dziemy xJ, jednorazowo, uniwersalne w seénsie statystycznym, tzn. bedace rozwiazaniem
(8), statystycznie spetniajacym co najmniej w P, 1009 przypadkach (tj. tealizacjach ¢”)
relacje (6). Zwiazek (6) mozna zapisaé w postaci:

2
1-Plea< Y x,) > P (10)
g=1
Wariancja o7 jest dodatnia i mozemy znotmalizowaé (10), otrzymujac:

[¢]
- Z an —Cy
a=1

Cn—Cn <
X
On Oy

i-P > P, an

Ale (11) wyznacza taki obszar dopuszczalny przeplywéw x,,, w ktérym dystrybuanta
spelnia zwiazek:

Q

hi _

2, X~
Fle=l

<1-—-P,.
o <1-P, (12)

Z (12) otrzymujemy ograniczenie calkowitych przeplywéw galeziowych:
o
D xan < Gy, (1P,
g=1

(13)
n=1,...,N.

A wigc problem probabilistyczny (8) zostal sprowadzony do problemu deterministycznego
polegajacego na znalezieniu przepltywdéw x3,, maksymalizujacych:

przy warunkach:

......... 3 I E A (14)
00 ..A XoN bQ

qun < En+an_i(l~Pn),

o
i
-

n=1,..,N,
¥4 B 0 dla wizystkich g i .
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Problem (14) ma liniowa funkcje celu i liniowe ograniczenia; zadanie probabilistyczne
sprowadzilo si¢ do deterministycznego programowania liniowego dzigki temu, Ze losowe
sg tylko przepustowosci galezi.

Zastanéwmy si¢ teraz, jaki wplyw moZe mieC usunigcie zatoZenia o niezaleznogci
losowych uszkodzen laczy. W przypadku sieci telekomunikacyjnych fizyczne uzasadnienie
zaleznoéci statystycznej uszkodzeni jest oczywiste. Jezeli dla przykladu galaZ sieci stanowi
linia kablowa realizujaca wiele taczy, to uszkodzenie izolacji, powloki, przeciecie kabla,
zerwanie w wyniku robét ziemnych itd. eliminuje z pracy kilka lub nawet wszystkie lacza.
Tutaj realizacja laczy we wspdlnych liniach powoduje wspdtzalezno$é uszkodzex.

Hinsler [5] podal wzdr na prawdopodobienistwo uszkodzenia galezi zlozonej z / jedna-
kowych réwnoleglych taczy:

P = Pi—a(l-l)’
gdzie: ;
P, — prawdopodobienstwo uszkodzenia pojedynczego lacza,
o — wspdlczynnik majacy sens stopnia korelacji miedzy uszkodzeniami laczy
0ax,
o = 0 — odpowiada uszkodzeniom niezaleznym,
o = 1 — pelna korelacja (np. przeciecie calej galtezi).

Zalezno$¢ Hinslera moze jednak dostarczyé tylko jednego punktu rozkladu p(c)
w przypadku zaleznych uszkodzen Iaczy. Jezeli niekt6re zmienne losowe przepustowosci ¢,
oraz ¢; sa skorelowane ze soba (co przy przyjetym modelu moze si¢ zdarzy¢ w praktyce
bardzo rzadko), wéwczas musimy rozpatrywaé rozklad prawdopodobieistwa wektora ¢,
traktowanego jako N-wymiarowa zmienna losowa. Zwiazki analogiczne do (13) nalezy
traktowaé wowczas jako prawdopodobiefistwa brzegowe.

5. PODSUMOWANIE

Na wstepie stwierdziliémy nieadekwatno§é znanych dotychczas deterministycznych
modeli przeplywow statycznych w sieci do sytuacji, w ktdrej wystepuje mozliwo$é uszkodzeti
galezi. WprowadziliSmy wigc losowy model przepustowoSci galezi dla interpretacii tele-
komunikacyjnej. Korzystajac z tego sformulowaliSmy probabilistyczne zadanie maksy-
malizacji statycznych przeplywéw wielosktadnikowych w sieci.

Zadanie to sprowadzilo si¢ do deterministycznego programowania liniowego. Zmienna
losowa bedaca modelem przepustowos$ci galezi sieci miala przy tym rozklad gestosci
prawdopodobienstwa zalezny od przyjetych zaloZeri, przy czym:

1° — w najprostszym przypadku niezaleznych i jednakowo niezawodnych laczy byt

to rozktad wynikajacy z rozktadu dwumianowego,

2° — dla taczy o réznej niezawodnosci, lecz niezaleznych statycznie, byt to uogblniony

rozktad dwumianowy,

3° —dla Iaczy zaleznych statycznie byl to odpowiedni rozkiad brzegowy.

Dzigki temu, ze adekwatny problem deterministyczny jest liniowy, otrzymali$my
atrakcyjne narzedzie, umozliwiajace optymalizacje przeptywéw dla szerszej klasy sieci
niz dotychczas.

17*
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W. MOLISZ

MAXIMIZING MULTICOMMODITY STATIC FLOWS IN CONDITIONS OF NETWORK
' BRANCH DEFECT

Summary

This paper considers the analysis of the multicommodity network. After a discussion of the accuracy
of deterministic network models a random model of branch capacity is introduced. A probabilistic multi-
commodity flow problem is formulated; it is shown that its deterministic equivalent is the linear program-
ming problem.

W. MOLISZ

MAXIMIZATION DES ECOULEMENTS STATIQUES A COMPOSANTES MULTIPLES QUAND
DES BRANCHES DU CIRCUIT SONT ENDOMMAGES

Résume

Dans Particle on considére le probléme des écoulements statiques & composantes multiples et on
construit un modéle aleatoire de ces écoulements dans les branches du circuit. On formule un probléme
probabilistique des écoulement et puis on le transforme en un équivalent probléme de la programmation
linéaire.

W. MOLISZ

MAXIMIERUNG MEHRBESTANDTEILIGER STATISCHER DURCHFLUSSE BEI
BESCHADIGUNGEN VON NETZZWEIGEN

Zusammenfassung

In der Arbeit wurde der DurchfluB in Netzen analysiert, und es wurde auf die Unvollkommenheit
deterministischer  Modelle aufmerksam gemacht. AuBerdem wurde das Problem mehrbestandteiliger
statistischer Durchfliisse betrachtet, und fiir die Durchsatzleistung der Zweige ein w111kuxhches Modell
eingefiihrt. ey :
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Das probabilistische Problem der Durchfliisse wurde formuliert, und auf die Basis einer dquivalenten
linearen Programmierung gebracht.

B. MOJIAII

MAKCHUMAJU3AIIMS MHOTOKOMITOHEHTHBIX CTATHYECKUX ITOTOKOB
B VCJIOBUSIX ITOBPEXXIEHUU CETEBBIX BETBEN

Pesmome

B paGoTe OCBAIIEHHON aHATMSY IOTOKOB B MHOTOY3JIOBBIX CETAX OOPAIlCHO BHUMAHKE Ha HECOBEP-
IIEHCTBO AETEPMMHHCTHIECKIX MOfeeli cerr. PaccMorpena npobiema CTATHHYECKUX MEOTOKOMIIOHEHTHBIX
[IOTOKOR ¥ BBeeHA BEPOATHOCTHAA MOJENb IPOILYCKHOM CIIOCOGHOCTH KaHAJIOB — BeTBeil CeTH. Cdopmy-
JMpoBaHA BEPOSTHOCTHAS 3alaua IIOTOKOB, KOTOpasA CBEAEHA K 3ajlaue JIMHEHHOTO [IPOrpamMMupoBaHts.
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621.396.4

Optymalizacja niesynchronicznych systeméw wielodostgpowych
ze zwielokrotnianiem dwuetapowym

WOJCIECH SOBCZAK (GDANSK)

Instytut Telekomunikacji Politechniki Gdarskiej
Otrzymano - 19.4.1974

Praca dotyczy systemdéw wielodostepowych, w ktérych przesylane sa informacje analo-
gowe, za$ sygnaly nadawane zaleza od parametr6w biernych. Jako kryterium optymalizacji
przyjeto bledy Sredniokwadratowe decyzji. Podano wzory umozliwiajace wyznaczanie blgdow
$redniokwadratowych optymalizowanych regut odbioru.

1. OPTYMALIZACJA REGUL ODBIORU

W pracy niniejszej zaklada sie, Ze istnieje M Zrédet informacji wysylajacych wiadomosci
bedace elementami zbioréw jednowymiarowych ciagtych. Proces zwielokrotniania jest
realizowany w dwu etapach. Z kazdym Zrédiem informacji zwiazany jest nadajnik wysy-
tajacy sygnal sktadowy. Sygnaly skladowe sumuja si¢ tworzac sygnal zlozony, ktdry jest

S (tx, @)
Sz(z;"/z.sz)

%

I (Z1), ]‘—Xz—lilmdq/hik/\{.
[ (z0), P Naaginix A,

™

| Z7,, !———l Nadaintk N,,

Rys. 1. Ogdlna struktura systemu wielodostgpowego ze zwiclokrotnianiem dwuetapowym

przesylany przez wspdlny kanal KW. Struktura omawianego systemu pokazana jest na
rysunku 1. Systemy o powyZszej strukturze opisane sa np. w pracach [1], [2], [3] i [4].
W cytowanych pracach nie uwzgledniano wplywu parametréw biernych na sygnaly nada-
wane. Wobec powyzszego przyjmiemy teraz, Ze sygnaly skladowe sa funkcjami czasu;
zaleza ponadto od adresu (czyli numeru Zrédla informacji), wiadomosci (ktéra aktualnie
przenosza) oraz od parametréw biernych [5]. Jako model sygnatéw nadawanych przyjmuje
si¢ funkcie Sm(f, Xm» Om), gdzie On = (O, 0P, ...,0P) tworza zespSl parametréw
wplywajqcych na postaé sygnaléw nadawanych. Zakladamy dalej, ze parametry bierne
Q1 R Q2, cees Q u 52 przypadkowe i statystycznie niezalezne. Sygnaty skladowe maja posta¢

Sm(t’ xm:gm) = Xm m(ts Qm)a O < t\ T: m = la 2’ eeey ’ (1)
gdzie funkcije &,(t, Om) tworza rodzing funkcji liniowo niezaleznych.
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Wynika stad, Ze sygnal zloZzony jest teraz nastgpujacy

M
5t X1, X3y ooy X203 015 B2y ooy Ont) = ) %nPu(t, Om), 0 <1< T. o)
m=1

Odnoénie kanatu zaklada sie, Ze sygnal odebrany y(¢) jest suma sygnatu nadawanego
oraz bialego szumu gaussowskiego. W celu znalezienia optymalnych regut decyzyjnych,
nalezy wczeéniej wyznaczy¢ warunkowa gesto§¢ prawdopodobienistwa nadawanych wiado-
moféci przy ustalonym sygnale odebranym y(z). Poniewaz sygnatl ztozony jest funkcja nie
tylko wiadomodci, ale réwniez parametréw biernych, wobec tego warunkowa gesto$¢
prawdopodobienistwa sygnaléw odbieranych przy ustalonych wiademes$ciach nadanych
(x1, X3, ..., Xp) Wyraza sic wzorem '

Pyl (lxe, ooy Xl =
= [ [ 2O 5y 2103 s o, Ouilp s oo Gl s ¥40) 40 .., dDre )
M :

2,
gdzie Q,, (m = 1,2, ..., M) jest obszarem zmiennoéci parametréw Q.
Ze wzoru (3) wynika, ze o
Pxlxes o5 xmly ()] = @
= C f vee fpy[y(')lxl, cees XM le L] QM]p(xl, s XM Q1> “tes QM)dQI, [ARE] dQM'
QM

2,
Poniewaz w kanale wystgpuje bialy szum gaussowski, wobec tego

py[y('),xla ceen XM Ql; "':_QM] =

= Cyexp { - 21T0 fT [y(t)— f Bt Q’,,,)]2 dt}' ®)
0 m=1

Podstawiajac wyrazZenie (5) do wzoru (4) otrzymujemy

Palxs, ooy xply()] = C’f f[éXP{?j%fT[y(t)—
M o

2

o , (6
- meém(ta ém)] dt}]p('xl’ ooy XM Ql, mee éM)dél, "',‘[QM
m=1

Jezeli wiadomoéci maja rozktad réwnomierny oraz wiadomosci i parametry bierne sa
statystycznie niezalezne, wowczas '

b, s Tl (] =

- C! ;i {SLOOT[y(t)— é::;m@m(t, Qrﬁ)]q,)l(t’ 0) } exp._{—,_z%ff[y(t)_v )

M S
S Z xmdsm(tg ém)] dt}P(é1 AR —QM)dQI’ et déMy . . ‘
m=1 ’ ) ‘

1=1,2,.., M. -
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Wynika stad, ze optymalne decyzje sa rozwigzaniami nastgpujacego ukladu M réwnan

f f{f[)’(t) ZM‘xm(Dm(t,Qm)] Dz, Ql)dt}exp{ a5 T[y(t)_

2 (%)%

(®)
- Z xm¢m(t, Qm)] dt}P(le vy éM)d§19 L) dQM = Oa
m=1 .

Z uwagi na trudnoéci znalezienia rozwigzan powyzszego ukladu réwnan w przypadku
ogblnym, przyjmiemy zaloZenie upraszczajace. Zakladamy, Ze stosunek sygnatu do szumu
o jest na tyle duzy, ze

M

exp{——ils—o fT [y(t)— me@m(t, Qm)]zdt} ~ 1. 9)
0

m=1

Przy powyzszym zalozeniu, réwnania (8) upraszczajg si¢

T M
f aes f{f [y(t)— 2 xmém(t, Q,m)]dal(t’ él)dt}P(él’ "'9éﬂl)d§1’ (AR dQM = 0’ (10)
Q1 o 0 m=1

Po prostych algebraicznych przeksztalceniach mozna je spsowadzi¢ do postaci

M
N [ f fqz..(z 0 Pi(t, 0p(Gus O tdnds =
m=1

Qm 2
T

f y(@)Du(z, Ql)p(Ql)dtdQIa €8))

[
b

Q

WprowadZmy upraszczajace oznaczenia
Ay = f f f (2, Qm)@n(t 000G, 01 dtd0,,d0,. (12)
Qm 21
Podstawiajac je do réwnan (11) otrzymujemy

M T
N amrn= [ [ 9Oz, 0)p(©@:)dtd:, (13)

m=1 2 0

I=1,2,....M
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Quasi-optymalne decyzje (z uwagi na zaloZenie (9)) sa rozwiazaniem powyzszego

uktadu réwnan, a zatem

T
Auy e Optmer Qf Of y(0)Du(t, Or)P(Om)dtd0rs Orpme 1 --- Aaanas

gdzie

4] =

za$ elementy a,; (m,1 = 1,2, ..., M) sa okre§lone przy pomocy wzoru (12).

2. JAKOSC REGUL QUASI-OPTYMALNYCH

Zakladamy teraz, ze nadany zostal zesp6t wiadomosci (x7, ..., x,,). Sygnal odebrany

jest wowczas realizacja procesu stochastycznego
. o )
Y(0) = Y %0 ®ult, O) +Z(0). (1)
m=1
Z wzoru (14) widaé, ze quasi-optymalne decyzje sa liniowymi kombinacjami funkcjonatéw
liniowych sygnaléw odbieranych. Podstawiajac proces stochastyczny (15) do wzoru (14)

otrzymujemy:
) =
T M R . R .
1 a1 - Am—1 Qf of [k; x. D2, Qk)"‘Z(t)] D, (¢, Qp(Q)dAtdQ;: aimyiy ... Gy
= IAT .......................................................................................................

T M
1o OMm—1 91{ Of [kél X Pult, Q) +Z(1)] Pui(t, Ore) P(O1e) A0t Appses.- Grans
16)

Wariancje zmiennych X (m = 1,2, ..., M) sa bledami $redniokwadratowymi decyzji.
Stwierdzimy to znajdujac wpierw wartosci §rednie decyzji. W tym celu podstawmy proces
(15) do réwnan (13)

M

2 le*(

T M :
[[ D) u®ut, 0 +Z(0)| @it 0)p(01) dtd0:, an
2 0 m=1 .

1=1,2,..,M.
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Wobec powyZszego

M
2amlEX*(x) -
a T o o
Z f l(ta Ql)p(Ql)[E@m(t9 Qm)] dtdQl: (18)
m=1 21
czyli
EX¥(X) = x, m=1,2,.., M. (19)

Warto$¢ Srednia decyzji jest réwna wiadomo$ci faktycznie nadanej, a zdtem blad
sredniokwadratowy decyzji jest wariancja decyzji
E[X3(X)~xp]? = War[XER)], m=1,2,.., M. (20)

Poniewaz E[Xk(%")—x,]* zalezy od wiadomosci nadanych (xi, x3, ..., X3s), zatem

E( Xrﬁ* Xm)z — VWar | <o . (21)

gdzie

bi = ZM X | j f D1, O P (t, Q)P (@) drdD)] +

m=1 2,

T
+ | [ zt)®ut, 8)p(@))drdD:. 22)
Qi O

Q
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W. SOBCZAK

ANALYSIS OF TWO STAGE MULTIPLEXING SIGNAL SYSTEMS WITH UNCONTROLLED
COMPONENT SIGNAL FORMING RULES

Summary

In the multiple access systems discussed here messages are elements of one dimensional sets. Since
it is assumed that component signals depend on passive parameters, we have the uncontrolled component
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signal forming rules case. The additive white Gaussian noise is operating in the channel. Mean square
errors are criteria of the system quality. Estimated solutions of the optimization problem are found and
mean square errors for them calculated.

W. SOBCZAK
OPTIMISATION DES SYSTEMES ASYNCHRONIQUES A ACCES MULTIPLES

Résumé

Dans Particle on considére les systémes & accés multiples, ot on transmet des informations et les
signaux remis dépendent des paramétres passifs. Comme le critére de optimisation on a choisi les erreurs
carreés d’une décision. On a donnée des formules qui permettent 3 déterminer les erreurs carrées des régles
de la réception optimisées.

W. SOBCZAK

OPTIMIERUNG NICHTSYNCHRONISCHER MEHRABSTANDIGER SYSTEME
MIT ZWEIETAPPENMASSIGER VERVIELFACHUNG

Zusammenfassung

Die Arbeit betrifft mehrabstindige Systeme, mit deren Hilfe Analoginformationen itberwiesen werden,
wobei die Sondersignale von Passivparametern abhéngig sind.
Es wurden Formeln gebracht, die es ermdglichen, eine Fehlerbestimmung mittelquadratischer opti-

mierter Empfangsregeln zu bestimmen.

B. COBYAK
OIITUMU3ALINI ACHUHXPOHHBIX MHOI'OBXOIHBIX CHUCTEM
C IBYXDTAITHON MVJIETUILIUKAITUEN

Pezmome

PaboTa mocBsAIeHa METOXOM ONTHMMH3alMi MHOTOBXOMHBIX, HENIPEPLIBHBIX, ACHHXPOHHBIX CHCTEM.
,D;J’IS-I OIICHKM KauecTBa IPUHATO CPEAHESKBAAPATHICCKYIO onm61<y. HaiigeHbl ONTUMAIBHBIE CTPYK-
TYPbl IPUEMHHAKOB ¥ OLICHECHO HX Ka4eCTBO.
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Wykorzystanie metody badan statystycznych
do oceny niezawodnoéci systemow teletransmisyjnych

OLGA CHOREN (GDANSK), MARIAN ZIENTALSKI (GDANSK)

Instytut Telekomunikacji Politechniki Gdaniskiej
Otrzymano 6.4.1974

W artykule oméwiono zastosowanie metody modelowania statystycznego (Monte-
-Carlo) do rozwiazywania zagadniefi niezawodno$ciowych systemow teletransmisyjnych.
Jako przyklad okreslono podstawowe charakterystyki niezawodnosci stacji koficowej opra-
cowanego w kraju systemu telefonii nosnej 960-krotnej.

1. WPROWADZENIE

Metody analityczne stosowane do okre§lania niezawodno$ci systeméw zlozonych,
Pomimo ze sa metodami do§¢ ogélnymi, sa bardzo klopotliwe do wykorzystania w obli-
czeniach inzynierskich. Wynika to z faktu, Ze aparat matematyczny tych metod jest bardzo
zlozony [2], a rozwiazanie w postaci zamknigtej udaje si¢ otrzymaé jedynie dla pewnych
przypadkéw szczegdlnych.

Konieczno$é naltozenia wielu ograniczefi i uproszczen moze znieksztalcié obraz nie-
zawodnosci, a w wielu przypadkach doprowadzi¢ wrecz do blednych wynikéw i wnioskow.
Dlatego wykorzystanie metod ogélnych, czy opracowanie pewnych szczegélnych modeli
matematycznych nie rozwiazuje na razie problemu stworzenmia inZynierskiej metodyki
okre$lenia niezawodnodci systeméw zioZonych.

W tej sytuacji bardzo interesujace wydaje si¢ wykorzystanie dla oceny niezawodnosci
system6w ztozonych metody modelowania statystycznego, zwanej réwniez metoda Monte-
Carlo. Metoda ta pozwala na wyeliminowanie wielu wad cechujacych metody analityczne.
Zostala ona wykorzystana w Instytucie Telekomunikacji PG dla oceny niezawodnosci
krajowego systemu telefonii 960-krotnej TN-960.

2. OGOLNY OPIS METODY MODELOWANIA STATYSTYCZNEGO

Istota metody modelowania statystycznego ‘(Monte-Carlo) polega na zbudowaniu
modelu probabilistycznego rozpatrywanego zagadnienia, realizacji tego modelu na elektro-
nicznej maszynie cyfrowej oraz przyjeciu otrzymanych wynikéw jako przybliZonego
rozwigzania zadania, Ogélny schemat blokowy statystycznego algorytmu modelowania
procesu funkcjonowania systemu metoda Monte-Carlo przedstawiono na rysunku 1.

Poszczegdlne bloki algorytmu spelniaja nastgpujace funkcje.

18 Rozprawy Elektrotechniczne 2/75
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Blok I. W zaleznoici od postawionego zadania, w bloku tym generowane sg pro-
babilistyczne charakterystyki zgodnie z przyjetym schematem niezawodnoéciowym.
W przypadku systeméw o szeregowej strukturze niezawodnoéciowej dzialanie bloku
polega gtéwnie na formowaniu ciagéw niezaleznych liczb losowych (czaséw poprawnej
pracy i czaséw odnowy) o zadanych rozktadach. W przypadku systeméw o réwnoleglej
strukturze niezaw__odno§ciowej ‘zachodzi konieczno§¢é formowania losowych wektoréw
i losowych proceséw o zadanych charakterystykach ‘probabilistycznych, modelowania
zaleznych zmiennych losowych, formowania macierzy korelacyjnych, itd.

I+ . . - -IT. I
?[’/ﬁﬂgﬂﬂ(b Moaelowa— Ocena
lanych po-1 Ve schema: - Obrébka
-c2qtho- [Vt funkgion] | AL mSeH—= wynikow
— wyoh systemu wymkdw

Rys. 1. Stafystyczny algorytm modelowémia procesu funkcjonowania systemu metoda Monte-Carlo

Przy sporzadzaniu podalgorytmu bloku I korzystamy z metod formowania ciagéw
liczb losowych o rozktadzie réwnomiernym [4, 7], a nastepnie z metod przeksztatcania tych
ciagéw.w niezbedne zaleznosci stochastyczne [4].

Blok II. W przypadku systeméw nieodnawialnych blok II realizuje zalezno$ci
pomiedzy losowymi czasami poprawnej pracy poszczegélnych elementéw T;, (i = 1, 2, ...
..., 1), a ogblnym czasem poprawnej pracy systemu T,: »

v.:X, > Y,, 1

gdzie:
X, = {T;, T,, ..., T,} — zbi6r czaséw poprawnej pracy poszczegSlnych elementéw
systemu,
Y; = {T,} — zbidr jednoclementowy, sktadajacy si¢ z czasu poprawnej
pracy systemu,
¥, — funkcja odwzorowujaca zbiér X,, w zbidr Y,, ktérej
postaé zalezy od rodzaju systemu.

Przy badaniu systeméw odnawialnych zadanie bloku II bedzie polegélo na okresleniu
wartoéci losowego czasu poprawnej pracy T, oraz losowego czasu odnowy T, systemu
w zaleznosci od wartosci losowych czaséw poprawnej pracy T; (i = 1, 2, ..., n) i losowych
czaséw odnowy T,; (i = 1,2, ..., n) poszczegdlnych jego elementdéw, czyli w przypadku
tym blok II realizuje zaleznosci:

7, X,-Y,, )
{Wszxz > Ys, | ®
gdzie: ‘ :
X, = {T{,Ts, ..., Ty 3 Tots Tozs ..., Ton} — zbilr czaséw poprawnej pracy i czaséw
’ odnowy poszczegdlnych elementéw

systemu,
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X = {Ts} '
Y3 = {Tas}
¥, i ¥, — funkcje, odwzorowujace odpow1edmo Zbi6t X2 W zbiér Y, oraz zbiér X2
w zbioér Y;. ,

Blok II W bloku tym, zaréwno dla "systemc’)w o0 szeregowej strukturze niezawodno$-
ciowej; jak. i Systemow -o. rOwnoleglej strukturze niezawodno$ciowej, zachodzi ocena
doktadnosei  otrzymanych wynikdéw, na podstawie ktorej podejmuje si¢ decyzje o. kon-
tynuowaniu lub przerwaniu procesu modelowania.. Teoretyczng podstawa okreélenia
dokladnosm wynikéw rozwiazania zagadmen metoda Monte-Carlo jest prawo wielkich
hczb i teoria estymac_]l [3, 8]

§redma arytmetyczna i 2 T, z N-elementowej proby ma rozklad asymptotycznie

normalny N ((E(T), W o T), gdzie E(T) i o7 oznaczaja warto$é przecietng i odchylenie

standartowe rozkladu teoretycznego modelowanej zmiennej losowej T. Dla zadanego
poziomu ufnoéci « i dla z gory danej wartoéci ¢ (blad metody Monte-Carlo) mozemy
wyznaczy¢ liczno$¢ N préby, tak aby spelniony byt warunek:

P(%ZNT,-—E(D‘ < s) =a @
I=1

Korzystamy w tym celu z centralnego twierdzenia Lindberga-Levy’ego i stwierdzamy,
Ze jezeli zachodzi:

édzie ) x I’
D(x) = Vo f exp( - ‘2—) dt, | : (%

to warunek (4) jest spetniony. Jezeli wariaﬁcja o2 nie jest znana, to we wzorze (5) mozemy

. L . . : A .o~ 1 . .
ja zastapi¢ empiryczna wariancja: sz = ]ﬁ Z (t,—1)?, gdzie t = v Z t;, bo liczno$é
: : T =1 =1

proby jest duza.

Nalezy podkreslié, ze przy rozwiazywaniu zagadnied niezawodno$ciowych na EMC
nie nalezy dazyé do zbyt duzej dokladnosci, gdyz same dane poczatkowe juz obarczone
sa pewnym bledem. W zwiazku z tym dokladno$é kilku procent jest do przyjecia, co w spo-
s0b istotny zmniejsza liczbe dos§wiadczen.

Blok IV. Blok ten okrefla. wymagane charakterystyk1 niezawodnos$ci systemu.
Obrébka informacji przeblega w sposOb nastepujacy. Pobieramy N-elementowa prosta
probq losowa (f51, 2525 --v 5 EsN)s gd21e tq jest realizacja zmiennej losowej Ts w I-tym doswiad-
czeniu, ( = 1,2, ..., N).

18*
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Przedziat [0, t,, ], gdzie ¢,,.,. = max {ty}, dzielimy na r rozlacznych przedzialéw
1=1

(zwanych przedzialami klasowymi) o dtugosci:

t
At = ==
: ©
Liczbg przedzialéw r wybieramy w taki sposob, aby przy prébee informacji mozna
stosowaé istniejace testy zgodno$ci [3, 7]. Jako jeden ze wzoréw na okreSlenie liczby
przedzialéw, mozna zaproponowaé nastgpujacy:

r=1+331gN. : @)
Kolejne przedzialy maja numery odpowiednio od 1 do r, wéwczas numer przedziatu,
do ktorego trafi l-ta realizacja czasu poprawnej pracy systemu #; okre§limy wg wzoru:

k= 1+entier(%), k=1,2,..,0), ®

At
W ten sposdb po przeprowadzeniu N niezaleznych do§wiadczen otrzymamy w kazdym
z r przedziatéw liczby, charakteryzujace czesto$¢ trafienia zmiennej losowej T do danego
przedziatu. Stad mozna okresli¢ podstawowe charakterystyki poprawnej pracy systemu:
1) czgsto$é uszkodzen a*(t,):

. . ts 7 . . t
gdzie: entier (—’—) oznacza czg§¢ calkowita liczby (Zs;_)

M
A4 N’

gdzie my — liczba uszkodzeth w k-tym przedziale;
2) prawdopodobieristwo poprawnej pracy systemu R¥(z,):

a;k(tk)= (k= 1,2,...,"), . (9)

Riw) = 2T (10)

k
gdzie: m, = Zm, k=1,2,...,n;
I=1

3) §redni czas poprawnej pracy systemu T3¥:

T¥ = *=L , (11)

gdzie t, — §rodek k-tego przedziatu klasowego;
4) intensywnos¢ uszkodzen A¥(#,):

13 (t) =

k—1
gdzie n,_; = Z m; — sumaryczna liczba uszkodzen na poczatku rozpatrywanego
1=1 -
przedzialu czasu.

my

m k=12..,n, (12)



Wrykorzystanie metody badan statystycznych 557

W maszynach cyfrowych mozna modelowa¢ réwniez procesy naprawy systemu. W tym
celu zakres zmian czasu odnowy (0, Zosmax) rozbija si¢ na r, przedziatéw o dlugosci 4z,.
Numer przedziatu, oznaczony przez k,, okre§lamy wg wzoru:

k, = 1+entier( ’"‘), (o =1,2, ....70), (13)
At,
gdzie ¢,5, — czas odnowy w /-tym do$wiadczeniu. '
Wéwczas $redni czas odnowy okreflimy wg wzoru:

ro
2 te i,

¥ .. ko=1
T = B=l—, a4)

gdzie:
N, — 0g0lna liczba napraw systemu,
my,, — liczba napraw systemu w k,-tym przedziale,
1, — Srodek k,tego przedzialu klasowego.
Na podstawie przytoczonych wyzej relacji mozna okresli¢c réwniez inne charakterystyki
niezawodnoéci, np. wspStczynnik gotowosci do pracy Ky, wspdlczynnik przestoju K
itd.:

——Ts* 15
Koo = TraE >
Kys = 1—K,. (16)

Dla systeméw o szeregowej strukturze niezawodno$ciowe]j posta¢ funkcji ¥y, ¥, ¥
nie zalezy od liczby elementéw wchodzacych w sklad systemu. W zaleznosci od liczby
element6éw zmienia si¢ tylko ilo§¢ czasu maszynowego, potrzebnego dla przeprowadzenia
jednego do§wiadczenia, a w zwiazku z tym réwniez ogdlny czas rozwigzywania posta-
wionego zadania, natomiast charakter wykonywanych operacji pozostaje taki sam.

Przy badaniach systeméw o réwnoleglej strukturze niezawodnosciowej wykorzystujemy
fakt, ze skladaja sie one z podsysteméw o szeregowej strukturze niezawodnosciowej,
ktére sa podstawa dla okreslenia niezawodnoéci i efektywnoéci catego systemu. Stochas-
tyczne operatory opisujace sformalizowany schemat funkcjonowania podsystemoéw o szere-
gowej strukturze niezawodnosciowej sa operatorami uniwersalnymi, dlatego proces
okreglenia niezawodnosci i efektywnoéci systeméw o réwnoleglej strukturze niezawodnos-
ciowej polega na wykorzystaniu tych operatoréw przy jednoczesnym uwzglednieniu
charakterystycznych cech funkcjonowania rozpatrywanego systemu.

' Metoda badan statystycznych posiada szereg zalet, ktére wyrézniaja ja sposréd innych
znanych obecnie metod obliczeniowych, poniewaz:

a) umozliwia ocene niezawodnoéci systeméw o dowolnym stopniu zloZonosci,

b) umozliwia rozwiazanie zagadniefr oceny niezawodno$ci systemow przy o0golnych
zatozeniach odno$nie czasu pracy i czasu odnowy,

c¢) posiada prosty schemat obliczeniowy,

d) umozliwia latwa oceng dokladnoéci otrzymanych wynikéw,

€) wykazuje mala czulo§é wzgledem poszczegSlnych bledéw,

f) charakteryzuje sig¢ brakiem kumulacji bledéw.
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" Jednakze postugujdc si¢ metoda Monte-Carlo naleZy pamigtac, ze oprécz. wielu zalet
pos1ada ‘ona réwniez wady, ogramczajqce w nlektorych przypadkach Je_) Zastosowame
Sa to: : C : Lt
1) korelacja wynikéw pojawiajaca sig ze wzrostem hczby dosw1adczen, w zw1qzku
ztym, w przypadkach wykorzystania generatorow liczb pseudolosowych, nalezy uwzglednié
cykliczno$é ciggu otrzymanych liczb,

2) konieczno$¢ realizacji okreSlonej liczby dosw1adczen w celu- otrzymanla, zqdanej
doktadnos$ci, co moze doprowadzi¢ do bledéw wymlemonych w pkt.'1;

3) konieczno$¢ spelnienia wymagania o riezaleznoéci do$wiadczen.

Mimo szeregu wymienionych wyzej wad,, metoda modelowania statystycznego jest

godnym i waznym narzedziem w dz1edz1nle rozwigzywania zagadnieri niezawodnoscio-
wych, poniewaz pozwala sprowadzi¢ ogrom tych zagadnien do stosunkowo niewielkiej
liczby uniwersalnych algorytmdw charakteryzujacych si¢ prostota i latwoscia realizacii
na nowoczesnych maszynach cyfrowych. W _przypadku systeméw zlozonych jest to naj-
korzystniejsza metoda otrzymania rozwigzania.

.- Zastosowanie metody Monte-Carlo:do oceny mezawodnosm systemow teletransml-
syjnych pokazano na‘przykladzie stacji koficowej systemu telefonii nosnej 960-krotnej.

3. OCENA NIEZAWODNOSCI STACJI KONCOWEJ SYSTEMU TN-960

~31.Postawienie problemu

~ Przy ocenie niezawodnoéci systeméw teletransmisyjnych powszechme przy_]muJe 31@
szeregowa strukture niezawodnosciowa, tzw. model ,»»Najgorszego elementu”, w ktérym
uszkodzenie dowolnego elementu powoduje uszkodzenie systemu w calosci. Jest to model
bardzo uproszczony, mozliwy do przyjecia tylko jako pierwsze przyblizenie w poczatkowym
okresie opracowywania systemu. Przy przyjeciu tego modelu otrzymujemy zazwyczaj
wyglrowane wymagania niezawodnosciowe w stosunku do poszezegllnych elementSw
systemu, ktérych spetnienie jest bardzo kosztowne i w wielu przypadkach nie ma uzasad-
nienia.

Dlatego w przeprowadzonej ocenie niezawbdnoéci syst_emu' TN-960 quziefny "roz'é
patrywac stacje koricowa jako system odnawialny o réwnoleglej strukturze nieza_wbdnoéf
ciowej. Wowczas jako§é funkcjonowania systemu okreslimy za pomoca funkcji efektywnosci
®(¢), ktéra stanowi wartosc przecmtnq efektu wy_]sclowego systemu 0[H( ), t] [8]
w funkcji czasu:

. M-1 . )
B() = E@H(-), 1} = D, SDOPIHOW], (1]
j=0 . .
gdzie: B : :
DU(r) — realizacja funkcjonaty #[H(+), t]w stanie HP (j =0, 152, ..., M =1),
P[HY(t)] — prawdopodobieristwo znajdowania si¢ systemu w. stanie HO). .
Funkcja @Y(r) okresla efekt wyjsciowy systemu w stanie HD (j=.0,1,2,..., M—1),
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Nalezy podkreslié, ze w praktyce beda interesowa¢ nas nie §rednie wartosci efektywnosci
funkcjonowania systemu, lecz progowe. RzeczywiScie, okreflenie. sumarycznego efektu
pracy systemu w przypadku bardzo matych @V)(¢) nie wydaje sig-by¢ celowe. Uwzgledniajac
natomiast-techniczne, fizyczne i inne wlaSciwosci systemu, mozna w:kazdej. chwili czasu ¢
wyznaczyé dla @UN(t) wartosé dopuszczalng Py,,(¢). Wowezas te stany, dla ktérychefekt
pracy systemu jest mniejszy od efektu dopuszczalnego@y,, (¢) beda traktowane jako uszko-
dzenia systemu. ‘

Proces okreSlenia mezawodnosm i efektywnosm stacji kOIlCOWC] systemu 7TN-960
polegat na:

— wyborze modelu uszkodzen i odnowy poszczegolnych elementow elektromcznych
stacji konicowej,

— okre$leniu wskaznikéw niezawodno$ci poszczegdlnych zespoldéw stacji koricowej,

— zbudowaniu zgodnie z ustalonq efektywnoscia modelu niezawodnosciowego stacji
koticowej jako systemu o réwnoleglej strukturze mezawodnoscwwej,

— okre§leniu prawdopodobietistwa znajdowania si¢ systemu w poszczegdlnych stanach,

— obliczeniu niezawodnodci i efektywnosci funkcjonowania systemu.

32. Wybér modelu niezawodnos$ciowego
3.2.1. Uszkodzenia elementéw -

" Czas poprawnej pracy elementéw elektromcznych uwarunkowany Jest Jakosc1q produkcji
(bledy konstrukcyjne i technologlczne), warunkami eksploatacji oraz procesami starzenia.
Mozna przy tym wyroznlc uszkodzenia eleméntéw, spowodowane dziataniem bodzcéw
skokowych (uszkodzenia nagle) oraz uszkodzenia spowodowane dziataniem bodzcow
kumulujacych sig. : :

"W pierwszym przypadku mechanizm pojawienia si¢ uszkodzenia polega na tym,
ze w pewnej losowej chwili czasu wystgpuje nagle duze odchylenie parametru robdczego
elementu od wartosci dopuszczalneJ, ktére zwigzane jest z przebiciem, przerwa lub innym
fizycznym zniszczeniem elementu. Mechanizmowi pojawienia si¢ uszkodzerd na skutek
oddziatywania bodZcéw kumulujacych sie odpowiada sytuacja, w ktdrej uszkodzenie
powstaje w wyniku stopniowego starzenia si¢ lub zuzywania elementu. Istotnie, jakkolwiek
doskonata bylaby konstrukcja elementu, a takze jego technologia i materialy, ulega on
z biegiem czasu okre§lonym zmianom nieodwracalnym. Zmiany te, to korozja, stopniowa
deformaqa i zmeczenie materiatéw, dyfuzja jednego materialu w drugi itp. Procesy te
nakladaja si¢ na siebie, oddzialywuja wza]em:me i w wyniku koncowym prowadza do
zmiany charakterystyk roboczych elementu.

Najbardziej typowa dla praktyki jest sytuacja, w ktore_] element poddany jest dzxalamu
kilku niezaleznych bodzcéw uszkadzajacych.

Ww1elu pracach dotyczacych niezawodnofci element6w elektronicznych [1,7] wykazano,
e czas poprawnej pracy i-tego elementu T; (i = 1,2,...;n) jest dobrze opisywany za po-
moca rozktadu Weibulla. Wéwczas dystrybuanta zmiennej losowe] T; ma nastepujaca postaé

e\ a,>0 bi>0
F(t)—l—exp[ (a)] e a8)
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gdzie:
" @i b; — parametry rozkladu,
n— ogélna liczba elementow.
Na podstawie (18) mozna wyznaczyé nastgpujace charakterystyki niezawodnosci
elementéw: :
1) prawdopodobiefistwo poprawnej pracy R;(¢):

Ri(t) = exp[; (ai)b] (=1,2,..,n), (i9)
‘ 2) intensywnoéé uszkodzen A ()
1) = b—‘i(é)bi_l (=1,2,..,n), (20)
3) §redni czas poprawnej pracy‘T,-: |
T; = aiF(l +bi,) (i=1,2,..,n), | 1)

gdzie I (1 + bl) jest funkcja gamma.

Przy okrefleniu parametréw a;i b; dla rozkladow czasu poprawnej pracy poszczegolnych
elementéw elektronicznych wzigto pod uwage fakt, ze bierne zespoly (filtry, transformatory),
jak réwniez obwody wejéciowe wzmacniaczy pracuja przy niskich poziomach sygnatu,
a érednie obciazenie elementéw wynosi 10+20% obciaZenia nominalnego. W zwiazku
Z tym mozZna uwazaé, ze dominujaca przyczyna powstawania uszkodzen beda nie przecia-
Zenia elementéw, lecz procesy starzenia. One réwniez beda decydowaé o wartodciach
wspolezynnikéw a; i b;. ‘

Jako podstawowy material do wyznaczania wspdlczynnikéw a; i b; wykorzystano dane
dotyczace intensywnos$ci uszkodzen elementéw urzadzen telefonii noénej [6]. Zgodnie
z tymi danymi elementy zostaly podzielone na trzy zasadnicze grupy, w ktérych inten-
sywnosci-uszkodzen wynosza odpowiednio:

— dla grupy I (oporniki) —1-10~° [h™'],
— dla grupy II (kondensatory, elementy indukcyjne, tranzystory, diody) — 1-10~8 [h~1],
— dla grupy III (potencjometry, przekazniki, filtry, zlacza stykowe)—1-10~7 [h™!].

Jako maksymalny czas zycia elementéw przyjmuje si¢ okres 25-30 lat, gdyz jest to
okres maksymalnej eksploatacji urzadzen telefonii no$nej. Wybor takiego wlasnie okresu
eksploatacji podyktowany jest kwestia moralnego zuzycia urzadzeri, zwiazanego z szybkim
rozwojem nowych technik i technologii produkcji elementéw oraz 6gélnym postepem
technicznym. :

Po przeprowadzeniu obliczenn ustalono nastgpujace rozklady czasu poprawnej pracy:

-1) dia elementéw I grupy:

[ . 3,8
F,(t) = l—exp[—(ﬁato—ob—) ], ' (22)
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2) dla elementéw II grupy:

r 3,87
t
Fz(t) = l—exp L - (m) ] N (23)
3) dla elementéw III grupy:
3 ¢ 3,87
Fs(t) = l—exp L_ (—8‘,73‘0—6—') ] . (24)

3.2.2. Uszkodzenia zespoloéw

Przy wyborze modelu niezawodno$ciowego zespoléw stacji koficowej systemu TN-960
poczyniono nastepujace zaloZenia:

1) uszkodzenia elementéw sktadowych sa niezalezne,

2) kazdy zespSt rozpatrujemy jako nieodnawialny system o szeregowej strukturze
niezawodnodciowej, tj. uszkodzenie dowohiego elementu powoduje uszkodzenie zespolu
w calosci,

3) czasy poprawnej pracy elementéw skladowych zespoléw maja rozklady opisane
wzorami (22), (23), (24).

Przyjecie szeregowej struktury niezawodnosciowej zespotdw jest uzasadnione, poniewaz
uszkodzenie elementu we wzmacniaczu, filtrze, modulatorze itp. spowoduje zmiang para-
metréw wyjsciowych zespoléw poza dopuszczalne tolerancje. Wéwczas zmienng losowa T,
reprezentu_]acq czas poprawnej pracy zespolu, okreSla si¢ wzorem:

T, = min{T,, T, ..., Ta}, (25)
gdzie: ;
T;(i=1,2,...,n)—zmienna losowa reprezentujaca czas poprawnej pracy i-tego:
elementu, '

1 — liczba elementéw zespotu.
Spelnienie nieréwnosci T, > ¢ wymaga jednoczeSnie spelmenla nieréwnosci T, > ¢,
T, >1t,...,T, >t. Zatem dystrybuante zmiennej losowej okre§limy wedlug wzoru:

F(t)=P{T, <t} =1-P{T, >, T, >1¢,...., T, > t}. (26)

W przypadku, gdy zmienne T; (i = 1,2, ..., ) sa niezalezne, otrzymamy:

F0) =1- [ [u-F, @7
i=1

gdzie Fi(t) (i=1,2,...,n) — dystrybuanta czasu poprawnej pracy i-tego elementu.
Wykorzystujac wzér (27) i uwzgledniajac fakt, ze wszystkie podstawowe elementy
elektroniczne zostaly podzielone na trzy grupy o rozkladach czasu poprawnej pracy,.
opisanych wzorami (22) + (24), otrzymujemy:
: 3

3,8 '
F, (1) = l—exp[— Z Ci, (ai) ], ' (28)

k=1
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gdzie: . - CeaeT
F,,(t) — dystrybuanta czasu poprawnej pracy m-tego zespolu,

e (E=1,2,3) — liczba elementéw w k-tej grupie m-tego zespotu,

a,, (k = 1,2,3) — parametr rozkladu Weibulla dla elementow k-teJ grupy

Przedstawiajac wzor (28) w postaci: - :

3,8
Fzm(t) = 1—expg[— ( a" ) : ] (29)
gdzie:
g il N EO -
Zm 531 Ckzm % ’
otrzymujemy $redni czas poprawnej pracy m-ego zespoh T.,.:
= S . (30
T = a1+ 55 o

Korzystajac z podanych zaleznoéci, obliczono prawdopodobienistwa poprawnej pracy
Ry, (t) oraz §rednie czasy poprawnej pracy T;, zespoléw stojakéw: generacyjnegb—
S8G, przemiany kanalowej-— SPK, przemiany grup pierwotnych — SPGP i przemlany
grup wtornych — SPGW stacji koficowej systemu TN-960.

W celu okre§lenia .rozktadu czasu odnowy V() wykorzystano dane dotyczqce nier
zawodnosci eksploatacyjnej, uzyskane z eksploatacji urzadzen stacji koficowej systemow
o mniejszej krotnosci. Podyktowane jest to faktem, Ze opracowany w kraju system TN-960
Jjest obecnie badany na trasie do§wiadczalnej i uzyskanie pelnych informacji dotyczacych
niezawodnofci eksploatacyjnej tego systemu bedzie mozliwe po uruchomieniu produkcji
seryjnej i wdrozeniu systemu do eksploatacji. Szereg stojakéw urzadzen koricowych
systemOw o mniejszej krotnosci (np. SPK, SPGP SPGW'i czqsc1owo SG) jest wykorzysty-
wanych w systemie TN-960.

W wyniku obrébki danych wysunieto hipoteze, ze rozklad czasu odnowy oplsywany
Jjest za pomoca rozkladu Welbulla

¢ 0,4915 '
V() = l—exp[—. (W) ] AP €Y
Sredni czas odnowy T, zgodnie z (31) révna sie:
T, = 0,86[h] ~ 50[min], (32)

co pokrywa si¢ ze §rednia §wiatowa, ktéra wynosi 30+ 60 minut.

3.2.3. Model niezawodnosciowy stacji koncowe] systemu TN-960 - '

Przy opracowaniu modelu niezawodno$ciowego stacji koncowej systemu TN 960
kierowano si¢ przestankami fizycznymi i techniczno-ekonomicznymi, stanowigcymi pod-
stawe dla okreSlenia niezawodnoéci i efektywnosci systemu.
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W przypadku: ogdlnym. efektywno$¢ systemu w stanie HYD (j=0,1,.., M—-1) jest
_funkcja czasu i okrelenie. jej _]est skomplikowanym problemem. W praktyce jednakze
wiele systemow informacyjnych o réwnoleglej strukturze niezawodnosciowej nalezy do
tzw. system6w z dodawaniem funkc_]l [8],:tj. system6éw w ktérych kazdy kanal odgrywa
samodzielng rolg, a liczba poprawnié dzialajacych kanatéw jest wskaznikiem jakoSci pracy
systemu. Podobna sytuaqa ma miejsce w przypadku urzadzen koncowych systemu 7N-960.
Dla takich systemow s}uszna jest nast@pujqca .zaleznosé

2¢k(t)_1 IR (33)

gdzie: :
D.(t)— efektywnosc systemu w przypadku dziatania tylko jednego k-tego kanatu,
K
Przy okresleniu granicy dopuszczalnej funkc_u @‘”(t) dla stacji koncowej systemu TN-960
poczyniono nastgpujace zalozZenia: : : -
1) ‘stacje koricowa rozpatrujemy Jako system o rownoleglej strukturze mezawodnoécxo-
wej z dodawaniem funkji, :
 2) dla rozpatrywanych okreséw czasu pracy systemu przeplyw 1nformac_]1 w systemle
jest staly, niezalezny od czasu,
3) jako prog uszkodzenia przytho uszkodzeme na poziomie grupy wtornej (60 kanalow
telefonicznych). »
Zgodnie z zalozeniem 2 efektywnosc systemu w stanie HY(j=0,1, ..., M— 1) jest
niezalezna od czasu i moze byé okreflona jako stosunek liczby poprawnie dmaiajacych
kanatéw akustycznych n; do ogdlnej hczby kanaléw N:

oW = L : : 34
. Zgo.dnie.z-. zalozeniem 3 dopuszczalna wartoéé parametru V) wynosi:

60 1 '
. ¢dop = -966— = -1? R ) » (35)

Uzyskany na podstaw1e anahzy pracy systemu schemat blokowy dla obhczema nie-
zawodnosci i efektywnosci. stacji. koricowej systemu 7N-960, przy ustaleniu progu uszko-
dzenia stacji na poziomie grupy. wtdrnej, przedstawiono na rys. 2. Poszczegdlne bloki
schematu maja szeregowa strukture niezawodnosciowa.

Przy sporzadzaniu schematu kierowano si¢ nastgpujacymi zasadami:
— schemat blokowy sporzadza si¢ na podstawie funkcjonalnych i elektrycznych schematow

systemu, ' S
— schemat blokowy stuzy tylko do pokazama wplywu poszczegolnych zespoldw na
' ogolna niezawodno$¢ systemu, ‘ . :
— zespoly, ktérych uszkodzenie obmza efektywnosc systemu, przedstawione Zzostaja

w postaci blokéw polaczonych réwnolegle; A
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Rys. 2. Schemat blokowy do obliczenia niezawodnosci i efektywnosci stacji koficowej systemu TN-960
zawierajacy: SG — stojak generacyjny (podstawowy i rezerwowy), ZP — zesp6l przelaczajacy, ZG
SPGW)— zespoly generacyjne stojaka SPGW, W 341, 351 — wzmacniacz sygnalu zbiorczego w pasmie
liniowym, U 161 — zesp6t pomocniczy, ZG (SPGP)—zespoly generacyjne dla stojaka SPGP; ZT1, ZT2,
ZT3 — zespoly transmisyjne nr 1, 2, 3 ’

— kanal niezawodno$ciowy przedstawia soba ciag blokow polaczonych szeregowo
(z uwzglednieniem rezerwacji),

— bloki niezbedne dla poprawnej pracy kilku innych réwnolegle polaczonych blokéw
zamieszcza si¢ na schemacie przed tymi blokami i wlgcza si¢ szeregowo wzgledem
calej grupy rownolegle potaczonych blokéw,

— uszkodzenia poszczegdlnych blokdw sg niezalezne,

— przy sporzadzaniu schematu blokowego dla obliczenia niezawodnosci i efektywnosci
stacji koficowej nie sa uwzglednione urzadzenia pomocnicze z punktu widzenia tran-
smisji, takie jak generatory pradéw pilotowych, odbiorniki pilotéw, itd.,

— w przypadku niezaleznoéci uszkodzeri ciag blokéw mozna zamieni¢ jednym blokiem,
przedstawiajacym sume tych blokéw, polaczonych szeregowo w sensie niezawodno-
Sciowym.

W wyniku przeprowadzonej analizy otrzymano nastgpujace wzory do obliczania nie-
zawodnoéci R,(2) i efektywnosci @, (¢) stacji koricowej TN-960 jako systemu nieodnawial-
nego:

R,() = exp[—(io’g—z) | ] (36)

13,8 to-
D:(1) = exp[— (1—37126) _ ] 3D

Wrykresy funkcji R, (t) i D,(t) przedstawiono na rysunku 3.
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p¥
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Rys. 3. Wykresy funkcji Rs(#) i @s(t) w zaleZnosci od czasu

Zgodnie z (36) i (21) §redni czas poprawnej pracy stacji konfcowej T wynosi:
T, = 1891 [h], (38)

czyli érednio co 79 dni na stacji bedzie wystgpowato uszkodzenie.

W wielokrotnych systemach telefonii no$nej bardzo waznym wskaZnikiem jest §redni
czas poprawnej pracy jednego kanatu telefonicznego. Niezawodno$§¢ stacji koricowej
TN-960, zawierajacej 960 dwutorowych zakoficzeri kanatowych, pod warunkiem, Ze
uszkodzenia poszczegdlnych kanaléw sa niezalezne i niezawodno$¢ kanaléw jest jednako-
wa, obliczymy w sposéb nastepujacy:

. 3,8
R,(1) = exp[—960 (;—) ] (39)

gdzie @, — parametr rozkladu Weibulla czasu poprawnej pracy w przeliczeniu na jeden
kanat telefoniczny.

Uwzgledniajac (36) i (21) otrzymamy wzdr na obliczenie czasu poprawnej pracy jed-
nego kanatu telefonicznego T:

T, = /960 2092I'(1,263) = 11516 [h], (40)

czyli w jednym kanale telefonicznym uszkodzenie bedzie powstawato Srednio co 16 mie-
siecy. '

33. Okreélenie niezawodno$ci stacji koficowej systemu
TN960 z uwzglednieniem proceséw odnowy

Rozpatrywany system telefonii 960-krotnej, jak zdecydowana wigkszo$¢ systemow
technicznych jest systemem odnawialnym. Rozwigzanie zagadnienia oceny niezawodnosci
stacji koficowej systemu TN-960 uzyskano droga modelowania statystycznego. Poczyniono
przy tym nastepujace zatoZenia: ‘
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1. proces odnowy rozpoczyna si¢ natychmiast po wystapien‘iu uszkodzenia zespolu;
w przypadku zespoléw rezerwowanych odnowa rozpoczyna s1q przed wystapieniem
uszkodzenia calej grupy rezerwowej, : :

2) z chwila zakoficzenia odnowy zespét natychmlast jest wlqczony do pracy,

3) uszkodzenia poszczegSlnych zespoldw sa mezalezne ' i

4) rozklad czasu poprawnej pracy stojaka generacy_]nego (podstawowego 1 rezerwo-
wego) opisany jest wzorem:

T 3.8
t
FSGPodst, rez ®=1 —e;(,p [ - (W) ] s 4n

5) rozklad czasu poprawnej pracy stz}ej'vi koncowej Fs. () (bez zespoléw stojaka gene-
racyjnego) opisany _]est wzorem:

R@=1- exp[ (o) | @)

6) rozklad czasu odnowy oplsany jest wzorem (31) i Jest jednakowy dla wszystkwh
zespoléw stacii,

-T) czas pracy i czas odnowy s3 zmiennymi losowymi niezaleznymi.

W celu okreslenia niezawodnosci i efektywnoéci stacji koricowej TN-960 na poziomie
uszkodzenia grupy wtornej nalezy zamodelowaé na maszynie cyfrowej wektor losowy
X, Xz = {T1, Tz, ..., Ty; Toy, Tozs ..., Ton}), przedstawiajacy soba zbiér czaséw po-
prawnej pracy i czaséw odnowy poszczegSlnych blokéw, pokazanych na rys. 2, oraz
zrealizowaé zaleznosei (2) i (3).

Wektor losowy X, zawiera 54 elementy sktadowe. W zwiazku z trudnoécmml natury
technicznej (ograniczenia pamieciowe i niedostateczna szybko§¢ obliczef)) rozpatrzono
tylko ten przypadek, dla ktérego efektywno$éé systemu réwna sie jednosci, czyli okre§lono

Sé:aod

6

rez

Rys. 4. Schemat blokowy dla obliczenia niezawodnosci stacji koricowej systemu TN-960 z uwzglednieniem

procesu 0dnowy: SGpogs: —stojak generacyjny podstawowy, SGy.;— stojak generacyjny rezerwowy,

S’—po!qczone szeregowo w sensie niezawodno$ciowym zespoly stacji koficowej (bez zespoléw stojaka
generacyjnego)

niezawodno§¢ stacji koricowej z uwzglednieniem odnowy poszczegdlnych blokéw. Wow-
czas schemat blokowy dla obliczenia niezawodnoéci stacji bedzie miat postaé Jak na
(rys. 4. ~
Zgodnie z poczynionymi wyzej za%ozemaml moZemy przedstawi¢ diagram czasowy
losowej sytuacji powstalej w procesie funkcjonowania stacji koncowej, Jak na’ rys 5.
Wartoéci t(-’) t(.i) t(]) t(i) 1 t(J) (G=1,2,..) .

or ?
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z rysunku 5 oznaczaja czasy poprawnej pracy i czasy odnowy odpowiednich zespoléw

w j-tej realizacji, natomiast wartosci =3, 7, ©{) oraz (), v\, {1}, — odpowiednio
chwile wystapienia j-tego uszkodzenia oraz chwile zakonczenia j-tej odnowy zespol6w.

SGpod L

| A
Y ,',,,ZZ” %%)t,_(z) :2‘2)’3"65’ r 5';‘;03’ 204 %ot
© SGrez [ [ | o | 1 i
' T T T ' TR T T T
o (A G g STF T
l ‘ SR
T T T o @ >
s LD £ eyl g e T
o R e I

Rys. 5. Diagram czasowy losowej sytuacji powstalej w procesie funkcjonowania stacji koricowej

Na podstawie wzoréw (2) i (3) mozna napisaé:
T: {Tpa Tr’ Ts'; Topa Tor, Tos'} - {Tps}s

TS: {Tp’ Tr, Ts’; Top’ an: Tos’} - {Tos}5

gdzie:
T,, T, —losowe czasy poprawnej pracy odpowiednio stojakéw generacyjnych

podstawowego i rezerwowego,

T, — losowy czas pracy stacji koficowej bez uwzglednienia stojakéw gene-
racyjnych,

Tops To,, Tosr — losowe czasy odnowy wymienionych wyzej zespolow,

Tps — losowy czas poprawnej pracy pomiedzy uszkodzeniami stacji koricowe;j,

T, — losowy czas odnowy stacji. o .

W rozpatrywanym przypadku zachodzi konieczno§é zamodelowania na elektronicznej
maszynie cyfrowej 6-wymiarowego wektora losowego o zadanych rozkladach poszczegdl-
nych sktadowych wektora. Jako wynik modelowania uzyskano:

— rozklad czasu poprawnej pracy stacji koficowej pomigdzy uszkodzeniami Fp(f);
— $redni czas pracy stacji pomiedzy uszkodzeniami T; »

— rozklad czasu odnowy stacji V(¢);

— Sredni czas odnowy stacji T;;

— wspdlczynnik gotowosci stacji koficowej do pracy K.

W celu okredlenia wymienionych wskaznikoéw niezawodnoéci nalezy wyznaczyé losowe
chwile zmiany stanu stacji konficowej 77 i ¥ (i=1,2,...) i okreslié charakter tych
zmian (uszkodzenie lub odnowa). J

Schemat blokowy algorytmu, okre$lajacego wymagane charakterystyki niezawodnosci
przedstawiono na rys. 6. Celem wygenerowania czaséw poprawnej pracy i czasow od-
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F0f”

Rys. 6. Schemat blokowy algorytmu obliczenia niezawodnosci stacji korficowej systemu 7N-960

nowy poszczegblnych blokéw wykorzystanb nastepujacy generator programowy liczb
losowych o rozkladzie réwnomiernym:

a) %, =7333-4,., 0=1,2,..),

b) 7, = x,—entier (x,), | | 43)
c) 4, =t, .
;gdzie:

t, — v-ta realizacja zmiennej losowej T o rozkladzie réwnomiernym,
A, —pewna zmienna, ktdrej warto$¢ poczatkowa A, wynosi 0,7724538509.
Procedura (43) jest procedura rekurencyjna, w wyniku realizacji ktérej otrzymujemy
ciag liczb {t,,1,,...} o rozkladzie réwnomiernym. Na podstawie otrzymanego ciagu
‘generujemy losowe czasy poprawnej pracy t$, t9, 12 (j=1,2...) i losowe czasy od-
nowy 1), 1D, 1 (j=1,2,...) zespotéw SGpea, SGrez, S
Obliczenia wskaznikéw niezawodnoéci stacji koficowej systemu TN-960 zostaly prze-
‘prowadzone na elektronicznej maszynie cyfrowej ,,Elliott 803”. Dane dotyczace rozkladow
.czasu poprawnej pracy i czasu odnowy stacji oraz wyniki obliczef charakterystyk nie-
zawodno$ci metoda Monte-Carlo przedstawione zostaly w tablicy 1.
Weryfikacja rozktadéw czasu pracy pomiedzy uszkodzeniami F,s(f) i czasu odnowy
V,(t) wykazata, Ze sg to rozklady Weibulla o nastepujacej postaci:

3,622]
Fpu() = l—exp[ = (ZZtW) ] “

¢ 0,4894
Vi(t) = 1—exp[—— (—m) ] © o (45)

‘Wykorzystujac wzory (44), (45) i (15), okreslimy $redni czas prac pomigdzy uszkodzeniami
T,s, §redni czas odnowy T, i wspSiczynnik gotowosci do pracy- K, stacji koficowej sy-
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Tablica 1
Wyniki modelowania procesu funkcjonowania stacji koncowej systemu T'N-960
Charakterystyki zdolnodci stacji koncowej Charakterystyki zdolnosci stacji koficowej
systemu TN-960 do pracy bez uszkodzeh systemu TN-960 do odnowy
N = 5000 N = 5000
r=15 ro =28
At = 300 [h] At, = 60 [min]
o - R | Tl o m, | Ve) | Tos min]
[h] [min] ° °
0300 0 1,0000 0+=60 3360 0,6721
300+ 600 4 0,9992 60120 741 0,8204
600900 37 0,9918 120+ 180 486 0,9175
900+ 1200 140 0,9658 180+240 143 0,9461 54,04
1200+ 1500 380 0,8878 240+ 300 92 0,9646 (0,9006 [h])
15001800 637 0,7608 300+ 360 76 0,9797
18002100 907 0,5794 360-=-420 49 0,9895
2100--2400 1052 0,3690 420480 53 1,000
2400+ 2700 895 0,1900 2101,5
2700+ 3000 586 0,0728
3000-=3300 265 0,0198
3300-- 3600 82 0,0340
3600+ 3900 16 0,0000
3900+ 4200 0
4200+ 4500 0
Kys = 0,99956

stemu TN-960. Otrzymamy:

T,, = 2054 [h],
T, = 0,89 [h],
K, = 0,99957.

(46)
@7
(48)

'Z poréwnania (46)-(48) z wynikami przedstawionymi w tablicy 1 wida¢, ze réznice
pomiedzy odpowiednimi wspSiczynnikami nie przekraczaja 2,5%. Blad metody Monte-
Carlo, obliczony wedlug wzoru (5) na poziomie ufnosci « = 0,95 przy og6lnej liczbie
do$wiadczedt N = 5000, nie przekracza 17;.

4. ZAKONCZENIE

. .Przedstawiona w artykule i wykorzystana dla opracowanego w kraju systemu telefonii
960-krotnej TN-960 metodyka oceny niezawodnosci umozliwila przyblizona oceng nie-
zawodnoéci teletransmisyjnych urzadzen stacji koricowej na etapie ich opracowywania
i produkcji prototypu. Brak danych statystycznych, charakteryzujacych proces funkcjono-
wania tego systemu podczas eksploatacji, wymagal przyjecia zalozeni potwierdzonych
w eksploatacji systeméw o mniejszej krotnosci do TN-60 wlaczenie.

19 Rozprawy Elektrotechniczne 2/75
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- Jako model matematyczny, opisujacy rozklad czasu poprawnej pracy elementéw elektro-
nicznych wybrano rozktad Weibulla. Parametry rozkladu dla poszczegéinych elementéw
okre§lono na podstawie §rednich §wiatowych wartosci intensywnosci uszkodzen, przyje-
tych obecnie dla obliczer mezawodn0501 sprzetu teletransmisyjnego, a takze opierajac
si¢ na czynniku moralnego zuzycia si¢ urzadzen. Podejscie takie wydaje si¢ uzasadnione,
poniewaz znaczna cz¢§é wykorzystywanych w systemie elementéw .'jest_:pochodzenia zagra-
nicznego, lub produkcji krajowej opartej na licencji zagranicznej.-

Na podstaw1e rozktadéw czasu poprawnej pracy elementoéw ustalono rozklady czasu
poprawneJ pracy poszczegSlnych zespoldw, a takze catych stojakéw przemiany i generacji
stacji konicowej systemu TN-960. Zakladano przy tym, Ze rozpatrywane. zespoly maja
szeregowa strukture niezawodnosciows i niezaleznymi uszkodzemaml i nie sg odnawxane
Oczywiscie model ten nalezy traktowaé jako pierwsze przybliZenie, poniewaz pommlqto
zagadmenle funkc_]onalne_] zaleznosci pomiedzy poszczego]nynu elementami, czyli to naj-
wazniejsze, co odréznia konkretny zespot od przypadkowego zbioru elementow. W rze-
czywisto$ci kazdy zesp6t, kazdy uklad elektroniczny wymaga wnikliwej analizy struktu-
ralnej, opartej na teorii graféw i aparacie matematycznym algebry Boole’a [1]. Jest to
skomplikowane zagadnienie, wykraczajace poza ramy tej publikacji.

Uwzgledniajac niewielki wplyw stanéw, charakteryzujacych si¢ mata liczba poprawnie
pracujacych kanatéw telefonicznych, na ogélna efektywno$é pracy stacji koricowej, obli-
czono efektywno$¢ stacji na poziomie uszkodzenia grupy wtérnej, zawierajacej 60 kanaléw
telefonicznych. Przyjecie tego zalozenia pozwoli na uniknigcie problemu wielowymiaro-
wosci, a otrzymany wynik bedzie stanowil ocene ,,z dotu” efektywnosci systemu, ktéra
w rzeczywistoéci bedzie wigksza. Poniewaz dla systeméw telefonii wielokrotnej bardzo
waznym wskaznikiem jest jako$¢ pracy jednego kanatu telefonicznego, obliczono $redni
czas jego poprawnej pracy, ktéry wynosi ok. 16 miesiecy.

OkreSlenie rozkladu czasu poprawnej pracy stacji w calosci pozwala na wyzhaczenie
optymalnych okreséw przeprowadzenia. ptac profilaktycznych, minimalizujacych prze-
cigtny koszt obslugi stacji w rozpatrywanym przedziale czasu.

.- Oceniajgc niezawodno$¢ stacji koficowej z uwzglqdmemem odnowy, obliczona metoda
modelowama statystycznego, uzyskano srednl czas poprawne_] pracy StaCJl WYNnoszacy
85 dm Z obliczer .wynika, ze srednl ‘czas pracy stacji z uwzglt;dmemem odnowy ‘jest
w1kazy od sredmego czasu poprawnej pracy stacy _]ako systemu meodnawxalnego ktory
wynosi 78 dni.

Wykorzystana do obliczenia charakterystyk niéiéWodnos’ci stacji koficowej nieto'da"
Monte-Carlo wykazala bardzo dobra zbieznosé, gdyz dla 5000 realizacji blad na poziomie
ufnosci o = 0,95 nie przekracza 1%.:Kolejne uproszczenie przy okresleniu charakterystyk
mezawodnosc1 stacji koficowej TN-960 polegalo na zalozeniu, Ze czas poprawnej pracy
iezas odnowy sa zmiennymi losowymi niezaleznymi. W rzeczywistosci jednak sa to zmienne
skorelowane; a: ‘najbardziej -oczywista korelacja wystgpuje: pomigdzy czas€m poprawnej
pracy 0 po’ (j—1)-szej odnowiea czasem trwania tej odnowy t{) oraz pomigdzy czasem
poprawnej pracy tY) a czasem kolejnej j-tej odnowy #%); Uwzglednienie tego typu korelacji
jest szezegdlnie wazne przy przew1dywan1u prawdopodOblenstwa wykonania wymaganych
funkcji w zadanym okresie czasu. C : - .
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Reasumujac nalezy stwierdzié, Ze przedstawiona metoda pozwolita na dokonanie
przyblizonej oceny niezawodnosci urzadzen teletransmisyjnych stacji koficowej systemu
TN-960 na etapie “ich- opracowania i produkcji prototypu. Uzyskanie doktadniejszych
danych wyj§ciowych do obliczen bgdzie mozliwe po zakoficzeniu badan eksploatacyjnych
na trasie dosw1adczalneJ TN-960, ktore pozwolq na uzyskanie dodatkowych lnformaCJl
dotyczqcych :

1) rzeczyw1stych warunkéw pracy elementow takich jak temperatura w11gotnosc‘
obc1qzen1a elektryczne itp., -

2) rozkladéw czasu poprawnej pracy elementow i zespoldw z uwzgl@dmenlem warun-
kéw pracy,

3) zaleznoéci pomiedzy niezawodnoscia poszczegélnych elementéw a niezawodnoécia
zespolow. :

4) strategu odnowy uszkodzonych elementow, ‘

5) korelacji pomiedzy czasem poprawnej pracy i czasem odnowy zespolow

Uwzglednienie powyzszych czynnikéw pozwoli na dokladniejsze okreslenie charaktery-
styk niezawodnoéci oraz podjecie -odpowiednich decyzji w trakcie kolejnych rewizji do-
kumentacp opracowanych urzadzen TN- 960 mancych na celu zabezpleczeme wymaganego
poziomu jakoéci systemu.: : : -

Zwigkszenie jakosci systemdw zloZonych jest nie tylkd problemem technicznym, ale
réwniez skomplikowanym problemem natury ekonomicznej. Zagadnienie optymalnego
doboru niezawodnosci elementow systemu z uwzglednieniem aspektéw ekonomicznych
zostanie przez. autorow omowxone w odrgbne_] pubhkac_u
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0. CHOREN, M. ZIENTALSKI

APPLICATION OF MONTE CARLO METHOD TO EVALUATE MULTIPLEX SYSTEMS
RELIABILITY

Summary

This paper discusses an application of Monte Carlo method for solving reliability problems of multiplex
systems. As an example some basic reliability characteristics of the multiple telephone network automatic
voice, type TN-960 are computed.
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O. CHOREN, M. ZIENTALSKI

APPLICATION DE LA METHODE DE LA RECHERCHE STATISTIQUE A L’ESTIMATION
DE LA FIABILITE DES SYSTEMES A COURANTS PORTEURS

Résumé

Dans Iarticle on a décrit I'application de la méthode du modélage statistique & la solution des problémes
de 1a fiabilité du systéme a courants porteurs. En titre d’exemple on a déterminé les principales caractéristi-
ques de la fiabilité des équipements terminaux du systéme & courants porteurs pour la télephonie a 960
voies réaliseé en Pologne.

‘0. CHORERN, M. ZIENTALSKI

AUSNUTZUNG DER METHODE STATISCHER PRUFUNGEN ZUR BEURTEILUNG DER
ZUVERLASSIGKEIT VON UBERTRAGUNGSTECHNISCHEN SYSTEMEN

Zusammenfassung

Im vorliegenden Artikel wurde die Anwendung der statischen Modellierungsmethode (Monte Carlo)
zur Losung von Zuverldssigkeitsproblemen iibertragungstechnischer Systeme behandelt, Beispielsweise
wurden Grundcharakteristiken der Zuverlidssigkeit einer Endstation des in Polen bearbeiteten 960-maligen
Trigerfrequenzfernsprechsystems bestimmt.

O. XOPEHb, M. 3EHTAJILCKU

IMPUMEHEHUE METOIOB CTATUCTHUYECKUX WCCJIEIOBAHUY ITPU
OUEHKE HAIOEXHOCTH TEJIETPAHCMHNCCHOHHEIX CHCTEM

Pesome

CraTbs 1ocBsALIeHa IpobiieMe NPHMEHEHHs METOAA CTATHCTHUECKoro MoAenupoBaina (Monre-Kap-
J0) K PEIIEHMIO 3aayu onpefe/IcHUA HaNe)KHOCTH. B KauecTBe IIpuMepa pacCMOTPEHA KOHEUHAA CTAHLIMSA
960-KanaypEOM cucremsl faibHel cBsAsn TN-960 1 onpezieseHbl OCHOBHBIC XapaKTEPUCTHKH HAXEKHOCTH
CTAHIMH,
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Proces projektowania struktury sieci telefonicznej jest bardzo zlozony. Wstegpna dekom-
pozycja struktury sieci prowadzi do uproszczenia problemu. Pozwala to na szybkie uzyskanie
rozwiazania suboptymalnego. W niniejszym artykule zaproponowano pewna metode dekom-
pozycji struktury sieci telefonicznej opierajaca si¢ na znanych sposobach stosowanych do
analogicznych probleméw wystepujacych w sieciach elektrycznych o stalych skupionych
2]

Oméwiona tu metoda zostala zaprogramowana na maszyn¢ matematyczng ODRA 1204
w Instytucie Organizacji i Kierowania.

Na zakoriczenie artykulu podano dwie struktury danych zwiazanych z projektowana siecia
telekomunikacyjna i rozwiazania uzyskane za pomoca maszyny matematycznej.

1. WSTEP

Projektowanie sieci telefonicznej jest czynnoscia zmudna. Wynika to ze zlozonoSci
problemu spowodowanej koniecznoscia wzigcia pod uwage duzej ilosci réznorodnych
czynnikéw. Dotychczasowe do$wiadczenia projektantow wykazaly, ze proces projektowa-
nia mozna podzieli¢ na kilka etapéw. Na poczatku nalezy zebraé dane dotyczace obszaru,
dla ktérego projektowana jest sie¢. Beda to migdzy innymi dane demograficzne pozwalajace
na przewidzenie zapotrzebowania na ustugi telefoniczne. Po korekcie tej prognozy uczy-
nionej z uwagi na wzgledy finansowe mozna utworzy¢ specjalne mapki rozwazanego
terenu. Na ich podstawie wyznacza sig¢ geometrig sieci, to znaczy granice rejonéw obstugi-
wanych przez poszczegdlne centrale oraz polozenie poszczegblnych central.

Nastepnie, na przyklad postugujac si¢ metoda wspélezynnikéw zainteresowania,
okresla si¢ macierz [4;;] rozptywu ruchu migdzycentralowego. Znajac miejsca lokalizacji
central mozna na podstawie mapki terenu okresli¢ macierz [/;;] diugosci ewentualnych
potaczen miedzycentralowych. Na marginesie nalezy zauwazyé, Zze macierz dlugodci
polaczenn weale nie musi byé réwna macierzy wzajemnych odlegloci. Znajac te dane
przystepuje si¢ do okreSlenia struktury sieci miedzycentralowej. Jest to zagadnienie doéé
zlozone. Szczegdlnie trudno je rozwiazaé gdy znaczna jest liczba central w sieci.

Dla ulatwienia procesu projektowania dokonuje sig czesto wstgpnej dekompozycji
struktury sieci sieci, tzn. wyodrebnienia z niej pewnych zespotow cetral. Celem niniejszej
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publikacji jest opisane jednej z metod dekompozycji, ktéra moze ulatwié rozwigzanie
skomplikowanego zagadnienia, jakim jest analiza sieci telekomunikacyjne;j.

Prezentowana metoda dekompozycji sieci oparta zostala na pracy F. Luccio, M. Sami
[2], odnoszacej si¢ jednak do sieci elektrycznych o statych skupionych. Metode za-
proponowana przez wyzej wymienionych autoréw. mozna wykorzysta¢ réwniez w odnie-
sieniu do sieci telekomunikacyjnych. Po raz pierwszy dokonano tego w Instytucie Orga-
nizacji i Kierowania — PAN [1]. Podana tu metoda zostala praktycznie wykorzystana
w odniesieniu do sieci telefonicznych. Moze ona réwniez znalezé zastosowanie w dekom-
pozycji najnowocze$niejszego rodza_]u sieci telekomunikacyjnych, jakimi sg sieci teleinfor-
matyczne. W tego typu sieciach (mo ga nimi by¢ takze sieci telefoniczne)®, przeznaczonych
do transmisji informacji cyfrowe_], szczegolnego znaczema nablerajq problemy analizy
sieci, wynikajace z koniecznosci racjonalnego sterowania przeplywem strumieni 1nformac11
w sieci [4].

2. DEKOMPOZYCJA GRAFU METODA ZESPOLOW MINIMALNYCH

W rozdziale tym przedstawiona zostanie metoda dekompozycji grafu nieskierowanego
opierajaca si¢ na definicjach tzw. zespotéw minimalnych. Spos6b wykorzystania tej metody
przy projektowaniu sieci telefonicznej, jak réwniez fizyczna interpretacje uzytych tu pojeé,
charakterystycznych dla aparatu teorii- graféw przedstawiono ‘w nastepnym rozdziale.

Zalézmy na wstepie, ze dany jest graf G, zupelny, meskxerowany i bez petli wlasnych,
opisany m-wymiarowa macierza W = [w,,] wag krawqdm grafu. Z wlasnosci grafu G
wynika, Ze macierz W jest symetryczna oraz Ze elementami gléwnej diagonali sg zera.

Definicja 1. Dowolny podzbidr m—elementowego zbioru wierzchotkéw grafu
nazywac bedziemy zespolem.

Dla oznaczenia zespotu stosowac bedziemy symbol G;. Oznaczymy przez g; naste-
pujaca sume:

8= Z Wiz
iel, jet;
gdzie:
I; — zbiér wierzchotkéw nalezacych do G,
J; — zbidr wierzcholkdw nie nalechych do G;.

Definicja 2. Zespél G; nazywaé bedziemy zespolem minimalnym, jezeli dla
kazdego podzespotu G; = Gy, j # i, g; > g;. Pojedynczy element uwazamy jako zespdt
minimalny z definicji.

W mysl powyzszej definicji za zespdt minimalny bgdzmmy uwazaé taki podzbiér
wierzchotkéw grafu G, dla ktérych suma wag krawedzi liczona w obrebie tego podzbioru
jest wigksza niz suma wag krawedzi taczacych wierzchotki dane go podzbioru z pozostatymi
wierzchotkami grafu G. Jezeli wage krawedzi grafu interpretowaé jako miare uzaleznienia
wierzchotkéw grafu migdzy soba, to réwnowaznym powyzszemu stwierdzeniu jest, ze zespol

D Chodzi o systemy telefoniczne oparte na modulacji 1mpulsowo-kodowe_1 (PCcM) stanowmce podstawe
przysztych sieci zintegrowanych.
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minimalny to taki zespdl, dla ktérego sumaryczne uzaleznienie wierzcholkéw od siebie
jest wigksze od sumarycznego uzaleznienia wierzchotkéw tego zespotu z pozostatymi
wierzcholkami grafu. .

Zdefiniowane w powyzszy sposb zespoly minimalne grafu maja szereg interesujacych
wlasnoéci. Przytoczone ponizej dwa twierdzenia ilustruja najistotniejsze z nich. Twierdzenia
podane zostaty bez dowodu, a zainteresowanych odsyla si¢ do prac cytowanych w biblic-
grafii [1, 2].

Twierdzenie 1. Niech Gg i Gy, beda minimalnymi zespotami w grafie G, takimi Ze
Gx ¢ GLi Gy & Gx. Wtedy Gy oraz G musza by¢ zespotami roztacznymi, tj. Gx N GL =
= . '

Powyisza whasno§é stanowi o przydatnoéci pojecia zespotu minimalnego do zadania
dekompozycji grafu. Istotnie, znalezienie zespoléw minimalnych w grafie, w my$l tego co

zostalo powiedziane powyzej, gwarantuje uzyskanie roztacznych podzbioréw wierzchotkéw
grafu G dobranych tak aby suma wag krawedzi lqczqcych te podzblory byla moz11w1e
mala.

" Nastepne twierdzenie pozwala na skonstruowanie efektywnego algorytmu wyznaczama
zespotéw minimalnych grafu metoda iteracyjna. - -

Twierdzenie 2, Niech Gn, Gz, ..., Gjn beda minimalnymi- zespolaml (n = 2), takimi
ze polqczeme dowolnych m zespolow sposrod nich (2 < m < n) nie jest zespolem mini-
malnym. Dalej niech G;'= Gy, - u G,2 U.. U G,,, i g, < g,l, gjz, . ,g,,, Wtedy G, Jest
zespo%em minimalnym. o - '

‘Schemat algorytmu przedstawia sig W sposob nast@pujqcy )

1. START. Algorytm wykorzystuje cztery robocze listy L, Lz, Lji L4 Poczqtkowo
lista- 'L, Zawiera wszystkie pojedyncze wierzcholki grafu stanowiace poczqtkowe zespoly
mlnlmalne Natomiast Ly, L; i L, sa puste.

-2. Wszystkie zespoly w L, sa testowane parami w celu stwierdzenia czy suma ich wag
tworzy zespdt minimalny (twierdzenie 2). Jezeli tak, to zespoly te eliminowane sq z L;,
a nastgpme laczone w jeden wspdlny zespdt, ktéry wpisywany jest na listy-L, i Ly.

3. Jezeli L, = O, tzn. me znaleziono w kroku 2 zadnych nowych zespolow mmlmalnych
fo przejdz do 8.

4. Wszystkie zespoly z 11sty L,, a nastepnie zespoly z list L, i L, s3 testowane parami
w celu stwierdzenia, czy ich suma tworzy zesp6t minimalny (tw1erdzen1e 2). W przypadku
stwierdzenia, Ze ktéra§ z testowanych par tworzy zespol minimalny, zespoly tworzace
te pare sa eliminowane z L, lub z L, i L,, a nast¢pnie chzone w jeden wspdliny zespol,
ktéry wpisywany jest na listy Lj i L,.

5. Wszystkie zespoty z listy L, sa dolaczone do L, i ehmmowane z L, (Lz = @).

6. Jezeli lista L jest pusta, przejdz do 8.

7. Wszystkie zespoty z hsty L, s przenoszone na 11stq L2 i eliminowane z L3 (L; = 9).
Prze_]dz do 4. .

9 Jezeh J nie jest mniejsze od hczby zespolow na liscie Ll, przesz do 13

10. J = J+1. S

11. Generowane sa kolejno wszystkie J-elementowe sumy zespolow z listy L1 Jezeli
J-elementowa suma zespoléw bedzie zespolem minimalnym (twierdzenie 2), to zespoly
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te s3 eliminowane z L, a nastgpnie laczone w jeden zespol, ktéry wpisywany jest na liste
L, oraz L, i nastgpuje przejécie do 4. Jezeli nie, to generuje si¢ nastepna J-elementowa sume
zespolow.

12. Przejdz do 9.

13. STOP.

3. ZASTOSOWANIE DEKOMPOZYCJI GRAFU METODA ZESPOLOW MINIMALNYCH DO
ANALIZY SIECI TELEFONICZNEJ

W rozdziale tym uwaga bedzie skoncentrowana na nieskierowanych unigrafach bez
petli wlasnych. Inaczej méwiac, brane beda pod uwage takie grafy, w ktérych zadnej
z krawedzi nie przypisano orientacji. Poza tym zalozy sie, ze dwa rézne wierzchotki grafu
moze taczy¢ co najwyzej jedna krawedz. Ponadto odrzucona bedzie mozliwo$é wystapienia
petli wlasnej, to znaczy takiej krawedzi, ktdrej korice stanowi jeden i ten sam wierzcholek.
Wyzej oméwione grafy bedzie mozna w prosty i naturalny sposéb interpretowaé jako
strukture sieci telefoniczne;j.

Tak wige zachodzi nastepujace wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie: centrali
telefonicznej odpowiada wierzcholek, a polaczeniu migdzycentralowemu, czyli wiazce
taczy, krawedZ w grafie. Na wstepie mozna zatozyé, co uprosci dalsze rozwazenia i zapisy,
ze rozwazany graf odpowiadajacy sieci jest grafem zupelnym, to znaczy kazde jego dwa
wierzcholki maja bezposrednie polaczenie w postaci krawedzi.

Teraz nalezy si¢ zastanowic, w jaki sposSb przypisaé¢ wagi poszczegélnym krawedziom.
Oczywistym jest, ze powinny one nie$¢ informacje o oplacalnosci budowy bezposrednich
polaczen migdzycentralowych. Z drugiej strony musza one odzwierciadlaé oddziatywania,
ruchowe pomiedzy poszczegdlnymi centralami. Trudno bez dokladnych badan nad istnie-
Jjacymi sieciami oraz bez wykorzystania metod symulacyjnych podaé postaé funkcji, przy
pomocy ktérej byloby mozna policzyé rozwazane wagi. Wiadomo jedynie, ze im wieksze
ciaZenie pomigdzy centralami, tym bardziej potrzebne jest bezpoérednie polaczenie pomie-
dzy nimi. Z drugiej strony zachodzi wrecz przeciwna zalezno$é miedzy kosztem budowy
danej relacji, a celowoscia jej budowy. Tak wiec z dobrym przybhzemem dla wag krawedzi
mozna napisac [1]:

a;(A;;+4;)
bo+(by+b.m)u(lip)l; °

Wiy =

gdzie:

Ai; —ruch generowany w i-tej i kierowany do j-tej centrali,

l,,—dlugos’é ewentualnego polaczenia pomiedzy i-tg a j-ta centrala,

— koszt polaczenia migdzycentralowego niezalezny od jego dlugo§01 oraz ilosci laczy

w wiazce,

b, — najnizszy koszt jednostkowy polaczenia miedzycentralowego zalezny jedynie od
dtugoéci relacji,

b, — najnizszy koszt jednostki diugosci jednego acza,
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m — ilo$¢ laczy w wiazce; zalezy ona od A4;;+4;,

u — funkcja, wskazujaca na przyrost kosztu jednostkowego w zaleznoéci od diugosci
relacji [1, 3]; jesli najnizszy koszt jednostkowy wynosi b, a koszt jednostkowy relacji.
o dlugoéci r wynosi b,, to r = b,b~* (najczgsciej jest funkcja niemalejaca o wykresie:
schodkowym [1, 3]),

a; — stala.

Nie kazdy graf wazony mozna zdekomponowa¢ za pomoca metody opisywanej w tym:
artykule. Dlatego tez struktury niektdrych sieci telefonicznych mozna nazwac niedekom-
ponowalnymi. Produkty dekompozycji moga tez byé rézne. Mozna otrzyma¢ rodzing
zespotéw minimalnych zawierajacych si¢ jeden w drugim. Najczesciej ten przypadek.
wystepuje, gdy rozpatruje si¢ sie¢ telefoniczng wielkiego miasta i satelitarnych osiedli.
Na koniec wynikiem dekompozycji moze by¢ kilka parami roztacznych zespoléw mini-
malnych.

Wytyczne do dalszego projektowania struktury sieci po zastosowaniu opisywanej.
metody dekompozycji umieszczono ponizej.

Rys. 1. Przyklad sieci z szeScioma centralami

1. Struktura sieci telefonicznej jest niedekomponowalna przy wagach krawedzi danych:
przedstawionym wyzej wzorem. Jest to przypadek z praktycznego punktu widzenia naj-
bardziej niekorzystny. W razie jego wystepowania zaleca si¢ zmieni¢ sposéb wyznaczania
wag lub badaé strukturg sieci metoda bezposrednia, na przyklad rozpatrujac wszystkie
mozliwe warianty.

2. Sieé sklada sie z kilku roztacznych zespoléw minimalnych central. Taka struktura.
sieci pozwala na oddzielne zajecie si¢ kazda jej sktadowa, a dopiero potem na agregacje
uzyskanych wynikéw. Mozna przy tym, w fazie scalania rozwigzan czastkowych, rozpa-
trywaé kazdy zespét minimalny jako jedna centralg.

3. Sie¢ sklada si¢ z zespoléw minimalnych zawartych jeden w drugim. W takim razie
analiz¢ jej struktury naleZzy rozpoczaé od najmniejszego (zawartego we wszystkich po-
zostalych) zespotu minimalnego. Nastepnie kontynuowaé, kolejno modyfikujac rozwig-~
zania, proces analizy rozszerzajac jej zakres do coraz to wigkszych zespoléw minimalnych.

Na koniec podane zostana przyktady zastosowania metody zespotéw minimalnych
do grafu odpowiadajacego sieci.

Na rys. 1. pokazano sieé szesciocentralowa z zaznaczonymi niezerowymi wagami
przy krawedziach. Krawedzie z zerowymi wagami zostaly pominigte. Pogrubiona linia
wyrdzniono zespoly minimalne. Obliczenia tej sieci dokonane przy pomocy maszyny
matematycznej ODRA-1204 trwaly 3 sekundy.
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Ponizej podano macierz wag w grafie odpowiadajacym sieci o pigtnastu centralach:

002 41 00 0 2 1 0 0 O0 1 1
003 0 22 200 0 0 0O0O0OUO
230 0 0 0 000 2 0 0010
400 0 002 210 0 0 0O OO
120 0 0101010 0 0 1 1 1 0 O
020 010 02010 5 2 3 3 0 00
020 21020010 5 2 3 3 0 0 0
Wy=]000 2101010 0 0 0 0 0 0 0 O
20010 0 55 0 0 0 10 10:15 25 30
102 0 0 2 2 0 0 0115120 0 0 0
000 0 1 3 3 010115 0 112 30 25 10
000 0 1 3 3 010120 112 0 5 8 114 ...
000 0 1 0 0 015 0 30 S5 0 5 20
101 0 0 0 0 025 0 25 8 5 0 6
100 0 0 0 0 030 0 10 1120 6 0

Wynik procesu dekompozycji przedstawiono na rysunku 2. Nie uwzgledniono na nim
polaczeri migdzycentralowych, a to w celu uzyskania wigkszej przejrzystosci. Zespoly
‘minimalne zostaly wyréznione pogrubiona linia.

Rys. 2. Wynik dekompozycji sieci .z pietnastoma centralami

.Obliczenia dotyczace tej sieci podobnie jak poprzedniej, przeprowadzane byly na
" maszynie ODRA-1204. Czas przetwarzania w tym przypadku wyniést 290 sekund.
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1. KALISZEWSKI, T. NOWICKI, W. STANCZAK

ON THE TELEPHONE INTEREXCHANGE NETWORK STRUCTURE DECOMPOSITION USING
THE METHOD OF MINIMALLY INTERCONNECT ED SUBGRAPHS '

Summary

" The process of the telephone network structure design is very complex. Initial decomposition of net-
work structiire leads to simplification of the problem. It permits one to obtain quickly a suboptimal solution.
In thé presented paper there was proposed some method of telephone network structure decomposition
based on the known method applied in analogous problems appearing in lump parameter electrical net-
works [2]. The method described here was programmed on the computer ODRA 1204 at Institute of Organi-
sation and Management. At the end of this paper there were given two data structures connected with
design telecommunication network and solutions obtained with the help of the computer.

I. KALISZEWSKI, T. NOWICKI, W. STANCZAK

LA DECOMPOSITION DE LA STRUCTURE DU RESEAU TELEPHONIQUE A L’AIDE DE LA
METHODE DES ENSEMBLES MINIMES

Résumé

La préparation du projet d’un réseau télephonique représente un probléme trés compliqué. La décom-
position préliminaire de la structure du réseau permet 4 simplifier ce probléme at & obtenir rapidement
une solution suboptimale. Dans cet article on présente une méthode de la décomposition de la structure
du réseau télephonique basée sur le procédé utilisé dans la théorie des circuits électriques [2]. Cette méthode
a été programmée sur I'ordinateur ODRA 1204, a I'Institut de 'Organisation et de la Direction.

A la fin de I’article on a présenté deux structures des données correspondantes & un réseau de télé-
communication en projet et les solutions obtenues a I'aide de I’ordinateur.

1. KALISZEWSKI, T. NOWICKI, W. STANCZAK

ZERSETZUNG DER STRUKTUR EINES ZWISCHENAMTFERNMELDENETZES MITTELS
KLEINSTAGGREGATMETHODE

Zusammenfassung

Der Projektierungsprozess fiir die Bauart eines Fernmeldenetzes ist eine sehr komplizierte Angelegen-
heit. Eine einleitende Zersetzung der Netzstruktur fithrt zur Vereinfachung des Problems. Das gestattet
eine schnelle suboptimale Losung. Im vorliegenden Artikel wird eine Methode fiir die Zerlegung der Fern-
meldenetzstruktur in Anlehnung an die bekannten, bei analogen theoretischen Problemen des Strom-
kreises angewandten Methoden [2] vorgeschlagen.

Die hier behandelte Methode wurde im Institut fiir Organisation und Leitung der Polnischen Wissen-
schaftsakademie und des Ministeriums fiir Hochschulwesen und Technik zwecks Berechnung auf dem
Digitalrechner ODRA. 1204 programmiert.

Im letzten Teil des Artikels wurden zwei Strukturen der mit dem projektierten Fernmeldenetz zusam-
menhéingenden Daten angefiihrt, und mit Hilfe des Digitalrechners hierfiir Losungen erzielt.
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Y. KAJJMIIEBCKH, T. HOBUUIKU, B. CTAHBYAK

O JEKOMIIO3UIUU CTPYKTVPEI TEJIE®OHHON CETU MEXCTAIIMOHHBIX
COEIUWHUTEJNBHBIX JINHUM C UCIIOJIE30BAHUEM METOIA
MYHUMAJIBHBIX B3AMMO-CBA3AHHBIX ITIOOTPADOB

Pesome

TIponecc mpoeKTHPOBAHUS CTPYKTYPH! TeneOHHOH ceTH ABJNAETCST OUEHb CIIOMKHBIM IIPOIIECCOM.
IIpenBapurensHas AEKOMIOO3HIUA CTPYKTYPBI CETH MO3BONSIET YIPOCTUTD STOT NPOLECC ¥ OBICTPO IONy-
YnuTh CYGONTHMAJBHOE pPENIEHHE,

B oroif crarbe npepyaraeTcA HEKOTOPHIA METOA JeKOMIOSHIMM CTPYKTYPHI TejtedoHHOE ceT 060-
CHOBaHHEI Ha Gase M3BECTHBIX METOJOB, KOTOPhIE IPUMEHAIOTCS AJIsI PellieHHsI aHAJIOTUUHBIX TIpobiem,
BBICTYIAIOIUX B SJEKTPHYECKHX Uemax [2].

ITpennaraemeni meTon GBDI 3aMporpamMUpOBaH Ha BHIUACIMTEIBHYI0 Mammay ODRA-1204 B Iu-
cruryre Opraumsamuy 1 Ynpaeneauss AH ITHP, B saxkiroucHHe CTaThi IPUEEAEHEI BE CTPYKTYPhL JaH-
HBIX CBASAHHBIX C IIPOCKTHPYEMOH CETHIO CBA3M H PEIUCHUS IIOJIYUYCHHbBIE C MOMOINBI0 BHEIUNCIIMTENBHOMN
MAaIIHHBI.
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7. Streszezenia. Do kazdej nadsylanej pracy nalezy dolaczy¢ krotkie streszczenie (analize)
w jezyku polskim (w 5 egz.) oraz streszczenia w jezykach obcych: angielskim, francuskim, nie-
mieckim i rosyjskim. W razie niemoznosci przygotowania streszczenn w jezykach obcych Autor po-
winien przynajmniej poda¢ niezbedna do wykonania thumaczenia obcojezyczng terminologie.

8. Literatura. Po zakonczeniu artykulu nalezy poda¢ wykaz literatury, wymieniajac w na-
stepujacej kolejnosci: pierwsze litery imion, nazwisko autora, po czym po przecinku pelny tytut
dzieta lub artykutu; dalej, w przypadku ksiazki — wydawce, miejsce wydania i rok, a w przy-
padku artykuln — tytut czasopisma, numer zeszytu, rok wydania i ewent. numer strony. Pozycje
wykazu powinny by¢ ponumerowane.

Uwagi

1. Niezastosowanie sie Autora do podanych wyzej wytycznych pociagnie za soba konieczno$é
potracenia z honorarium autorskiego kosztow zwiazanych z doprowadzeniem dostarczonych ma-
terialow do postaci wymaganej przez Redakcje.

2. Autorowi przyshuguje bezptatnie 25 egz. odbitek pracy. Dodatkowe egzemplarze Autor moze
zamowi¢ w Redakcji na wiasny koszt.

3. Autoraobowiazuje korekta autorska, kt6ra nalezy zwraca¢ w ciggu 3 dni pod adresem Redakcji.
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621.37

Og6lny model struktury RC o étalych roztozonych
1 jego parametry macierzowe

ANDRZEJ CHYRCZAKOWSKI (TORUK)
Instytut Podstaw Elektroniki Politechniki Warszawskiej

Otrzymano 15.12.1974

-+ ‘Opisano model struktury & —% —NZ o stalych roztozonych, ktérego jednostkowa im-
pedancja szeregowa z i jednostkowa admitancja réwnolegla y okre§lone sa odpowiednio
przez funkcje wspolrzednej przestrzennej: ‘

px)EC, px)#0 i g eC,

na calej dlugosci struktury. Przedyskutowano ogdlne wiasciwosci réwnan opisujacych
przedstawiony model struktury oraz wyznaczono ogélna postaé admitancyjnej macierzy
nieoznaczonej struktury & —®% —NZ% jako clementu.o czterech zaciskach niezaleznych,
umozliwiajaca dalsze badanie jej wlasnosci.

‘1. WSTEP

W dostepnej w jezyku polskim literaturze na temat struktur RC o stalych roztozonych
[1]+ [4] wlasciwoéci ich omawia si¢ niemal wylacznie na przykladzie struktury jedno-
rodnej, a wigc najprostszego typu. Sciste wyraZenia na parametry macierzowe takiej
struktury daja si¢ uzyskaé w stosunkowo prosty sposéb. Oprécz struktury jednorodnej
istnieje pewna klasa struktur o funkcjach ksztattujacych okre§lonych przez warunki na-
rzucone na réwnanie struktury, przy ktérych wyraZenia na jej parametry macierzowe
daja si¢ uzyska¢ w zwartej postaci, jak czyni sie to na przyklad w pracy [5].

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie ogdlnego modelu struktury o statych rozio-
zonych, w ktdrej sposéb uzaleznienia parametréw jednostkowych od wspdtrzednej prze-
strzennej podlega jedynie pewnym ogdlnym ograniczeniom, zgodnym z warunkami fizycz-
nej realizowalnoéci struktury. Wykorzystywana metoda wyznaczenia parametréw ma-
cierzowych omawianego modelu przedstawiona zostala przez Ghausi’ego i Kelly’ego
w [6].

2. STRUKTURA RC O STALYCH ROZELOZONYCH

Przez strukturg RC o stalych rozlozonych rozumieé bedziemy element, w ktérym ma-
gazynowanie ladunku elektrycznego (zjawisko pojemnodci elektrycznej) wystepuje lacznie
z rozpraszaniem energii (zjawiskiem opornosci) w kazdym punkcie struktury. Pojemno$é
I opornos¢ elektryczna nie sa tu wige rozdzielone 1 nie wystepuja jako parametry skupio-
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Rys. 1. Realizacja struktury RC o stalych roztozonych

a) przekrdj podiuiny przez warstwy struktury i jej oznaczenie schematowe, b) uksztaltowanie geometryczne warstw

ne w réznych miejscach ukladu, lecz sa rozlozone na calej dlugosci tego samego elementu.
Najprostsze realizacje struktury RC o stalych roztozonych wykonane by¢ moga w postaci
natozonych na siebie na przemian warstw: oporowej lub przewodzacej, dielektrycznej
i oporowej tworzacych uklad pokazany schematycznie na rys. la.

Na schemacie ideowym strukture taka oznacza si¢ symbolem przedstawionym na rys. 1b,
w ktérym gérnej warstwie oporowej odpowiada symbol opornoici R, dolnej — NR. Po-
miedzy obydwiema warstwami o charakterze rezystancyjnym wystgpuje roztozona pojem-
no$é oznaczona symbolicznie przez C.

W warstwach rezystancyjnych struktury wlaczonej za posrednictwem kontaktow do
obwodu elektrycznego plyna prady przewodzenia, a w warstwie dielektryczne; — prad
przesuniecia. Rozklad wektora gestosci pradu w kazdej z warstw zalezy, -ogdlnie biorac,
‘od uksztaltowania geometrycznego warstw struktury, wiasnosci materiatu, z ktérego
zostaly wykonane, ich grubosci itp. Zakladajac, ze mozliwe do pominigcia sa wszystkie
wplywy zewnetrzne oraz ze warstwy skladajace si¢ na strukture sa jednorodne, tzn. warstwy
rezystancyjne charakteryzuja si¢ stala wartoscig rezystywnosci powierzchniowej na calej
swej powierzchni a warstwa dielektryczna zapewnia stala wartosc pojemnoéci na jednostke
powierzchni na calym obszarze struktury, mozemy rozplyw pradéw i rozklad pola elek-
trycznego w strukturze uwazaé za zwigzane jedynie z ksztaltem geometrycznym jej warstw.

Podchodzac do analizy wlasnoéci struktury w sposéb catkowicie ogélny, nalezy roz-
patrywaé ja jako element tréjwymiarowy. W praktyce wystarczajacy jest model oparty
o dwuwymiarowy polowy opis zjawisk elektrycznych zachodzacych w jej warstwach [6];
do opisu obwodowego przechodzi si¢ nastgpnie na podstawie wynikéw analizy polowe;j.

Dia rozpatrzenia ogélnych wlasciwosci struktury o stalych roztozonych jako elementu
obwodu mozna postuzy¢ sig¢ prostszym, jednowymiarowym modelem elektrycznym struk-
tury, wprowadzajacym od razu opis obwodowy, a wigc postugujacym sie pojeciami na-
piccia i pradu. W opisie tym interesowa¢ si¢ bedziemy zalezno$cia parametréw jednostko-
-wych 7 i ¢ struktury od jednej jedynie wspdirzednej przestrzennej x, zwigzanej z obranym
ukladem wspétrzednych. Dla struktur posiadajacych symetrig osiowa —a jest to prawie
zawsze spotykany przypadek — o§ wspolrzednej x odpowiada z zasady osi symetrii struk-
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Rys. 2. Rozklad potencjatu i przeplyw pradu w strukturach o réznych rodzajach zbieznosci
a) struktura jednorodna — prostokatna, b) struktura o zbieznosci liniowej — wycinek pierécienia kolowego, ¢) struktura o zbiez-
nodci geometrycznej ws (x) 1-— linie przeplywu pradu, 2 —linie réwnego potencjalu, 3 — powicrzchnie przekroju struktury, od-
powiadajace wycieciu jej elementarnego odcinka Ax

tury (rys. 2). Wspdhrzedne przestrzenne traktowaé mozna bezwymiarowo, normalizujac
je wzgledem odcinka obranego za jednostke. ‘

' Parametry jednostkowe stuza do scharakteryzowania wlasnosci elektrycznych elemen-
tarnego odcinka struktury ograniczonego przez linie ekwipotencjaine pola elektrycznego
w jej warstwach rezystancyjnych W ZWIQZku z tym prawidlowe okreflenic parametréw
jednostkowych zaklada znajomosé przeblegu linii ekwipotencjalnych w tych warstwach.
Parametry r; = ry(x) (i = 1, 2) oraz ¢ = c(x) okreslone sg nastgpujaco:

. — jednostkowy opor szeregowy warstwy rezystancyjnej I:

. ARy (x) ‘
ry(x) = Al)lglo “Ax (1)
gdzie AR,(x) — catkowity opor odcinka warstwy I pomiedzy przekrojami x i x+Ax
struktury, poprowadzonymi zgodme z przebiegiem linii ekwipotencjalnych
(rys. 2¢)
i odpowiednio
- — jednostkowy opor SZETegowy warstwy rezystancyjnej 2:

BERT A.R2 (x)
ry(x) = };1_1)10 “Ax @
z AR,(x) okre§lonym analogicznie jak AR, (x);
— jednostkowa pojemno$é
' - AC(x)

(3)

el = 4}}3—130 dx °

gdzie C(x) — catkowita pojemno$é wystgpujaca pomiedzy odcinkami warstw I i 2 ogra-

, - miczonymi przez przekroje x i x+4x (rys. 2c).

- Za powierzchnie ekwipotencjalne odpowiadajace punktom x = 0 i x = d, gdzie d jest
dlugoscia -struktury mierzong wzdluz osi x, uwaza¢ mozemy powierzchnie metalicznych
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kontaktéw natozonych na koricach warstw rezystancyjnych, przy zatozeniu, ze wykonane
sa one z doskonale przewodzacego materiatu. W fizycznych realizacjach struktur kontakty
te nalozone sa, ze wzglgdéw technologicznych, najczesciej na lub pod warstwami rezystan-
cyjnymi, w zwiazku z czym winny one by¢ dostatecznie waskie w stosunku do wymiaru
podtuznego struktury w celu umozliwienia pominigcia zaktdcen rozptywu pradéw w prze-
kroju podiuznym warstwy w poblizu kontaktéw (rys. 3). Zatozenie o waskich kontaktach

Linie wektora
gestosci pradu

Rys. 3. Przeptyw pradu w warstwie rezystancyjnej w poblizu
kontaktu

a) przy idealnym umieszczeniu kontaktu, b) przy kontakcie umieszczonym
na warstwie rezystancyjnej

umozliwi¢ ma takze pominigcie wptywu pojemnosci skupionych, wystgpujacych w zwiazku
z obecnoscia kontaktéw na kranicach struktury. '

Z okreslen parametréw jednostkowych ri(x) (i = 1,2) i e(x) (1)+(3) wynika, Ze sa
to odpowiednio szybko§ci przyrostu catkowitego oporu Ri(x) (i = 1, 2) warstw rezystan-
cyjnych i calkowitej pojemnosci C(x) wystepujacej pomigdzy warstwami struktury, liczo-
nych od jej poczatku do przekroju odpowiadajacego powierzchni ekwipotencjalnej od-
leglej od poczatku struktury o x, przy przesuwaniu si¢ z x wzdtuz przyjetej osi wspoirzed-
nych (rys. 2¢):

rix) = R(X), i=1,2; C))

c(x) =+ C (x).

Jak wynika z powyzszych okredlefi, wymiarami parametrow jednostkowych warstw
rezystancyjnych i dielektrycznej fizycznej realizacji struktury RC o stalych roztozonych

sa odpowiednio [g] i [ﬁ;] Jesli wspohrzedne geometryczne struktury traktowaé be-

dziemy jako wspdtrzgdne znormalizowane, a wigc bezwymiarowo, wielkos$ci te przyjma .
wymiar [Q]1i [F].

Najprostszy sposéb uzaleznienia parametréw jednostkowych struktury RC o stalych
rozlozonych od wspéirzednej przestrzennej polega na odpowiednim, jednakowym uksztal
towaniu warstw wchodzacych w jej sktad zgodnie z pewna funkcja w(x) (rys. la), ksztal-
tujaca tzw. zbiezno$é geometryczng struktury. W zaleznosci od funkcji tej wyrdznia si¢
struktury o zbieznoéci wykltadniczej, hiperbolicznej itp. Gdy w(x) = wo = const, strukturg
nazywamy jednorodna; ma ona ksztalt prostokata. W strukturze tej linie ekwipotencjalne
sa prostymi prostopadtymi do jej osi podiuznej i gestos¢ pradu jest stata w kazdym prze--
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kroju poprzecznym kazdej z warstw rezystancyjnych (rys. 2a). Dla przypadku tego mozna
stwierdzi¢, ze

r(x) = rp = const,

¢(x) = ¢y = const;
pa catym odcinku [0, d] osi x-i warto$ci parametréw jednostkowych r i ¢ zwiazane sg

w prosty sposéb ze stalymi materialowymi poszczegdlnych warstw oraz ich szeroko$cia
w(x) = wey. Dla struktury jednorodnej jest oczywidcie

¥
ri(x) = —f(:

(52)
) = S0
r2(x) Wo
gdzie v, i rg, — rezystywnosci powierzchniowe warstw 1 i 2
oraz
c(x) = coW, (5b)

gdzie ¢, — pojemno$é na jednostke powierzchni warstwy dielektryczne;j.

Latwo zauwazyé, ze niezaleZnie od szerokos$ci w, struktury, stale pozostaja iloczyny
ry¢c =rg,Co, Iy€ = Ip,Co OIAZ Ze ry i r, znajduja si¢ w stalym stosunku wzajemnym
n_rom_y

ry o,
czyli

r2=Nr1. (6)

Dla struktur niejednorodnych, wobec jednakowego uksztaltowania obydwu warstw
rezystancyjnych 1 i 2, réznigcych si¢ miedzy soba jedynie wartoScia rezystywnosci powie-
rzchniowej, przebieg linii ekwipotencjalnych jest w warstwie 7 i 2 taki sam, i sposéb
uzmiennienia parametréw r,(x) i r,(x) pozostaje dla nich takze jednakowy, pozwalajac
na napisanie

ri(x) = -9

p(x) ,
o, )
p(x)’

ry(x) =

gdzie p(x) jest funkcja okreslajacq zmienno$¢ jednostkowego oporu szeregowego struktury
w funkcji wspolrzednej przestrzennej x.
Stad dla struktur niejednorodnych takze

ra(x) = Nry(x), N =182 (6
I'Dl

co thumaczy symbol NR uzyty na rysunku 1b.
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-+ Strukture taka:nazywamy struktura typu R—C—NR [7]; [8]; jako element dualny

do niej wprowadzi¢ mozna strukture typu C-—R-—-NC [7], trudniejsza do realizacji ze wzgle-
du na wigksza liczbg warstw.

Funkcja w(x), ksztaltujgca strukture niejednorodna, nie okresla, w przypadku ogdlnym,
bezpoérednio zmienno$ci parametréw r i ¢ struktury, czyli jej ksztaltu elektrycznego.
Wezmy pod uwagg wycinek struktury rozpatrywany przy okreSlaniu parametréw jedno-
stkowych ri(x) ({ = 1, 2) i ¢(x) (1)=(3). Linie ekwipotencjalne ograniczajace ten odcinek
majg charakter krzywych odlegtych od siebie na osi struktury o Ax (rys. 2c). Dla struktury
niejednorodnej interesowaé si¢ mozemy jej ,,szerokoscia” w(x) liczona wzdtuz linii ekwi-
potencjalnej odpowiadajacej punktowi x na osi. Przy wyznaczaniu oporu AR;(x) (i =
=L, 2) wyst¢pujacego w wyrazeniach (1), (2) konieczna jest znajomos$¢ rozktadu wektora
gestoéci pradu przewodzenia na obszarze interesujacego nas odcinka. Rozklad ten nie
jest réwnomierny na calej szerokosci struktury i wigkszej odlegloéci miedzy liniami ekwi-
potencjalnymi odpowiada mniejsza, gestos¢ pradu. Tym samym poszczegdlne czesci wy-
cinka z rys. 2c przedstawiaja soba rézny opdr. Opér catkowity AR;(x) wyraza si¢ ilorazem
réznicy potencjaléw miedzy rozpatrywanymi liniami ekwipotencjalnymi i calkowitego
pradu i(x), réwnego calce z gestosci pradu po calej szerokosci struktury. Wyznaczajac
r1(x) 1 r2(x) zgodnie z (1) 1 (2), wartosci te sa $cif§le odwrotnie proporcjonalne do w(x)
tylko w przypadku stalej gestosci pradu wzdluz calej linii ekwipotencjalnej, co odpowiada
stalej odlegtosci migdzy sasiednimi liniami ekwipotencjalnymi na calej szeroko$ci struk-
tury. Parametry r,(x) i r,(x) okre§lone sa wigc, ogélnie, przez pewna funkcje p(x) rézna
od w(x):

N Fos . ”
ri(x) = p_(x_)’ i=1,2. (5a)

Pojemno$¢ AC(x) wystepujaca w okresleniu pojemnosci jednostkowej (3) jest pro-
porcjonalna do powierzchni calego wycinka pomigdzy przekrojami x i x+ Ax. Przechodzac
do granicy zgodnie z wyrazeniem (3) warto$é c¢(x) jest, w ogdlnym przypadku, rézna od

o - w(x) ze wzgledu na rézna odleglo$¢ miedzy sasiednimi liniami ekwipotencjalnymi

na szerokosci struktury. Ogdlnie warto$¢ ta okre§lona jest przez pewna funkcje g(x)
zalezng od konkretnego uksztaltowania geometrycznego warstw

c(x) = coq(x), (51;)

gdzie g (x) # w(x).

Funkcje p(x) i g(x) sa identyczne z szerokoscia w(x) struktury liczona wzdtuz linii
ekwipotencjalnych jedynie w przypadkach stalych odlegloéci miedzy sasiednimi liniami
ekwipotencjalnymi na calej szerokosci struktury. Warunek ten spelniony jest dokiadnie
tylko dla struktur o regularnych ksztaltach: prostokatnej oraz bedacej wycinkiem pier-
Scienia kolowego (rys. 2a, b). Struktura prostokatna jest wspomniana juz struktura jedno-
rodna; struktura pierScieniowa z rys. 2b realizuje elektryczng zbiezno$¢ liniowa [6]. W przy-
padku tym zbiezno$é elektryczna struktury jest jednakowa dla obydwu parametrow
jednostkowych r(x) i ¢(x):

PO = q(9) = w(x) = 1+ ;"0
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i iloczyn ri(x)c(x) = rp,co pozostaje staly niezaleznie od x, podobnie jak w strukturze
jednorodne;j. -

We wszystkich pozostalych przypadkach fizycznych realizacji struktur niejednorod-
nych przy pomocy plaskich struktur warstwowych zasadniczo nie daje si¢ uzyska¢ uzmien-
nienia parametréw r(x) i ¢(x) przy pomocy tej samej funkcji p(x), reprezentujacej szero-
ko$¢ elektryczng struktury. Szerokoéci elektryczne p(x) i g(x) sa dla obydwu rodzajéw
parametréw jednostkowych rézne. W praktyce jednak warunek ri(x)- c(x) = const,
a wigc stalos¢ odlegloéci migdzy sasiednimi liniami ekwipotencjalnymi. spetniony jest
w sposOb przyblizony, lecz z wystarczajaca dokladnoscia dla struktur o niezbyt duzym
stopniu zbieznoéci [6]. Mozna przyjmowaé wiec, ze parametry jednostkowe struktury

X Xx+Ax

L atx) rrx)ax i(txdx)

i |
%’ ult,x) cofx)Ax== Tu |(z‘, x+Ax)
| |
N

, o
i2(tx) pigax  l2(tx+4%)
| SO

AX

Rys. 4. Model elemsntarnego odcinka Ax niejednorodnej struktury R—C—NR

okreslone sa jedng funkcja ksztaltu elektrycznego p(x), jak czyni sie to powszechnie w li-
teraturze. Ksztalt geometryczny struktury odpowiadajacy danemu ksztattowi elektryczne-
mu daje si¢ praktycznie wyznaczy¢ takze jedynie przy pomocy metod przyblizonych.

Aby przy wyznaczaniu wlasciwego ksztaltu geometrycznego struktury mozliwe byto
pominigcie wptywu niejednorodnosci pola elektrycznego na brzegach warstwy dielektrycz-
nej, ktére moga by¢ zrédlem dodatkowej niedoktadnoéci w uzyskanym ksztalcie elektrycz-
nym, warstwy struktury winny mie¢ dostatecznie mala grubos¢ w stosunku do jej po-
zostalych wymiaréw. W realizacjach cienkowarstwowych struktury- RC warunek ten
mozna uwazaé za spelniony.

Celem wyznaczenia zaleznoéci rézniczkowych, wiazacych ze soba prady i napiecia
wystepujace w rozpatrywanej strukturze o stalych rozlozonych, przedstawimy — przyj-
mujac model jednowymiarowy — elementarny odcinek struktury o diugoéci Ax w postaci
zastgpczego ukladu o stalych skupionych; dla omawianej struktury schemat takiego
ukladu pokazany jest na rys. 4.

W oparciu o prawa Kirchhoffa mozemy dla ukladu z rys. 4 napisaé¢ zespSt réwnan

u(t, x+Ax)—u(t, x) = —r (x)Axi, (t, x)+ry(x) Axiy (¢, x),
Ou(t, x+4x) )

il x+ Ax)—iy(t, x) = =i, X+ Ax)+i5(t, x) = —c(x)dx = ,
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ktéry po obustronnym podzieleniu przez Ax i przejiciu z Ax do 0 sprowadza si¢ do uktadu
réwnan rézniczkowych czastkowych

2D @i, D6,

. ) ®
0iy(t,x) _ 0i(t,x) ou(t, x)

- Ey Pl O

Uklad ten mozna poddaé jednowymiarowemu przeksztalceniu Laplace’a wzgledem
czasu otrzymujac ukltad réwnan rézniczkowych zwyczajnych o zmiennych wspéiczynnikach,
wiazacych ze soba wielkosci operatorowe — transformaty napigcia i pradéw. Przy za-
loZeniu zerowych warunkow poczatkowych mamy

ﬂ%x_) = _rl(x)il(s’x)+r2(x)i2(s, x),
G ; ®)
dllfisx’ x) _ dzzf;, x) _ _se()uts, .

Zmienna zespolona s wystepuje w ukladzie tym jako parametr.

Jednowymiarowy model elektryczny struktury pozostaje wystarczajaco doktadny w za-
kresie czestotliwosci, przy ktérych wymiary geometryczne struktury sa pomijalne w sto-
sunku do diugosci fali odpowiadajacej czgstotliwosci pracy. Przy czgstotliwosciach, dla
ktorych wymiary geometryczne struktury RC o statych rozlozonych staja si¢ poréwnywal-
ne z dlugoscia fali, opis obwodowy przestaje by¢ sluszny takze w stosunku do innych
elementéw obwodu elektrycznego, w ktérym pracuje struktura z uwagi na poréwnywal-
nos$é ich wymiaréw z wymiarami fizycznych realizacji struktury.

Nalezy zauwazyé jeszcze, ze postgpujac w nakreslony wyzej sposéb traktujemy struk-
ture RC jak linig transmisyjna zasilang w zwykly sposéb, pozwalajacy na wprowadzenie
modelu jej elementarnego odcinka Ax, pokazanego na rys. 4. Tymczasem struktura ta
jest elementem o czterech zaciskach niezaleznych i moze by¢ w ogélnym przypadku za-
silana sko$nikowo, czyli przyjmujac np. zaciski /—3 za wejSciowe, 2—4 za wyjsciowe itp.
W odniesieniu do tak zasilanej struktury stuszno$¢ przyjetego schematu zastgpczego
elementarnego odcinka /x jest ograniczona. Jezeli jednak dlugos¢ struktury jest pomijal-
nie mala w poréwnaniu z dlugoscia fali odpowiadajaca czestotliwosci pracy, co praktycznie
jest zawsze spelnione chociazby z uwagi na zakres czgstotliwo$ci pozwalajacy na stosowa-
nie jednowymiarowego modelu struktury, prowadzone w ten sposéb rozwazania pozwa-
laja na uzyskanie poprawnych wynikéw [14].

3. STRUKTURA &—% —NZ

Po oméwieniu, tytulem wprowadzenia, struktury R—C-—NR o statych roziozonych
przystapimy do rozpatrzenia wlasnosci struktury ogdlniejszej, ktérej parametry jednostko-
we sa odpowiednio jednostkowg impedancja szeregowa z(s, x) i jednostkowa admitancja
réwnolegla 4(s, x). Analogicznie do schematu pokazanego na rys. 4, schemat zastgpczy
elementarnego odcinka Ax takiej struktury przedstawi¢ mozna w postaci ukladu o statych
skupionych (rys. 5). Wystepujace tutaj napigcie u(x) i prady i,(x), i,(x) sa wielko$ciami
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operatorowymi, bedac transformatami Laplace’a odpowiednich napig¢ i pradow w struk-
turze:

u(x) = u(s, x) = Lu(z, x)],
ii(x)zij(sax)= g[ii(t’x)]’ j= 1,2

O przebiegach czasowych u(z, x) i i; (¢, x) (j = 1, 2) zakladamy, Ze sq one transformowa-
Ine w sensie Laplace’a.

(10)

i) Zﬁlx_)jx Fyxe2)
| |

alx)  yxax E{(x«-Ax)
zp(x)4x |
™ 1

by

Rys. 5. Niejednorodna struktura Z—%—NZ i model
jej elementarnego odcinka Ax

Parametry jednostkowe struktury Z—% —NZ okreSlamy podobnie jak w przypadku
struktury RC; beda one, obok zaleznosci od wspétrzednej przestrzennej x, takze funkcja
zmiennej zespolonej s:

— jednostkowe impedancje szeregowe z;(x) i 22(x):

A
21(x) = 2.(s, X) = 11_)0 fi”] x(x) dxgl(x), o
) A% d
() = 2205, %) = lim 220 _ 4 .,

gdzie: A%;(x) — catkowita impedancja szeregowa odcinka ,,warstwy”’ impedancyinej j
(j= 1, 2) pomiedzy przekrojami ekwipotencjalnymi x i x4+ Ax struk-
tury (rys. 5),

% ;(x) — calkowita impedancja warstwy j (j = 1, 2) wystgpujaca pomigdzy po-
czatkiem stxuktury a przekrOJem ekw1potenCJalnym w odleglo$ci x
od jej poczatku;

— jednostkowa admitancja rownolegla

W= = im GO - Lew, @



596 - A. Chyrczakowski

gdzie: A% (x) — catkowita admitancja réwnolegla. wystepujaca pomigdzy odcinkami
warstw I i 2 ograniczonymi przekrojami ekwipotencjalnymi x i x+4x
struktury, _ ‘
% (x) — catkowita admitancja réwnolegta pomiédzy warstwami I i 2 na od-
cinku od poczatku struktury do przekroju w odleglosci x.

‘Przyjety: w ten sposéb model jest réwniez modelem jednowymiarewym; dla rozpatry-
wanej w ten sposob struktury &-—%-—NZ spelnione musza wicc byé takze zaloZenia.
gwarantujace stuszno$¢ takiego modelu.

W strukturze Z—% —NZ% mowi¢ mozemy — w miejsce warstw rezystancyjnych i die-
lektrycznej — o ,,warstwach™ impedancyjnych i ,,warstwie’’ admitancyjnej. O jednostko-
wych impedancjach szeregowych (s, x) i admitancji réwnoleglej 4(s, x) odpowiednich
warstw wystarczy w przypadku ogdlnym zatozyé, ze dla kazdej wartoéci wspdlrzednej
przestrzennej x z przedziatu odpowiadajacego dlugosci struktury sa one funkcjami holo-
morficznymi w pewnym obszarze D plaszczyzny zmiennej zespolonej s, ciaglymi w ob-
szarze domknietym D, a dla kazdej wartosci s z tego obszaru funkcja okreslajaca ich za-
lezno$¢ od x jest mierzalna i ograniczona [9]. Analogicznie do struktur C—R—NC [7],
[8] mozna wprowadzi¢ koncepcje struktury % —% —N%.

Ogolniejsza od R—C—NR postaé struktury F—&—NZ pozwala na uwzglednienie
takze zjawiska roztozonej indukeyjnosci szeregowej oraz uptywnosci réwnolegltej modelo-
wanego przez nia elementu o statych rozlozonych. Moze to by¢ element o konstrukcji
innej niz konstrukcja warstwowa przedstawiona na rys. 1; od jego konfiguracji przestrzen-
nej wymaga¢ nalezy jedynie, aby pozwalala na przyjecie jednowymiarowego modelu
elektrycznego. Ze wzgledu na prowadzenie rozwazan pod katem ich przydatnosci do
okreslenia wlasnosci struktur RC o stalych rozlozonych przyjmiemy dodatkowo, ze —
analogicznie jak r,(x) i r,(x) w strukturze R—C—NR — parametry e,(x) i e2(x) struk-
tury % —@—fo zwigzane sg ze sobg za]eznosmq

EZ(S’ x) = NZI(S, X), ey (139

gdzie N — liczba rzeczywista dodatnia.

W fizycznie realizowanych strukturach RC o stalych rozlozonych indukcyjnoéci sze-
regowe warstw rezystancyjnych sa na tyle male, ze efekt ich wystepowania zaczyna byé
zauwazalny dopiero przy czestotliwosciach, przy ktérych model jednowymiarowy przestaje
obowigzywac i struktura rozpatrywana by¢ musi jako element przestrzenny, przy pomocy

z1(‘:{’) L 1(;‘) ] 0, ‘ 2

14
22(x) = ry(x) = Nr;(x) = Ney(x)

i uczynione zalozenie odpowiada w pelni warunkom fizycznym.

W strukturach RC istotne moze by¢ natomiast zjawisko uplywnosci réwnoleglej zwia-
zanej ze stratnoScig warstwy dielektrycznej. Jednostkowa admitancja réwnolegla ¢(x)
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przyjmuje w tym wypadku postaé
- 4 () = g()+5c(x) = (g0+5¢6) g (). (15)
Struktury, w ktdérych zjawisko to uwzgledniane jest na réwni z opornoécia i pojemnoscia
rozlozona, nazywane sa strukturami RCG.

4. ROWNANIA STRUKTURY Z—¥—N%

Poczyniwszy powyZsze uwagi moZemy napisaC, w oparciu o oznaczenia wprowadzone
na rys. 5 z uwzglednieniem zwiazku (13)

22(x) = Ney(x) = Ne(x),
réwnania dla schematu zastepczego elementarnego odcinka Ax struktury &—%—N%
analogicznie do réwnan (7) dla struktury R—C—NR. Obowiazuje przy tym réwniez

uwaga poczyniona na temat stusznosci przyjetego schematu zastepczego odcinka Ax przy
skoénikowym zasilaniu struktury. Réwnania te bgda mialy postac:

l_l(x_l_Ax)—ﬂ(x) = —z(X)A)ClTl(X)+N2(x)Ax{2(x):

{?1(x+Ax)—’i1(x) = —(x+Ax)+(x) = —y (W) dxu (x+4x), 4o
W = —2 ([, (x)—Ni,(x)],
- 7 ) 3 an
zl(x+zi]x)2 hx) _ 12(X+AAX£ ) i A).

Réwnania (16) i (17) wiaza ze soba od razu wielko$ci operatorowe #(x) i i(x), o ktérych
wspomniano juz wcze$niej (10), 1 w napisanej postaci stuszne sa przy zaloZeniu zerowych
warunkow poczatkowych. Dokonujgc przejécia granicznego przy Ax — 0 dochodzimy
do zaleznoéci obowigzujacej w kazdym przekroju struktury:

B o W -NEW,
- - (18)
D) _ D) _ ),

gdzie i;(x) i i,(x) oznaczaja transformaty Laplace’a pradéw odpowiednio w gérnej i dolnej
warstwie struktury (rys. 5), w odlegtoici x od jej poczatku. Jak tatwo zauwazy¢ z drugiego
z réwnan (18), wielkoéci te zwiazane sa ze soba réwnaniem

L()+5() = D, (19)

L Okreslenie jednostkowej przewodnosci (uplywnosci) rownoleglej g(x) struktury RC o statych roz-
fozonych jest w pelni analogiczne do okreSlenia pojemnosci jednostkowe;j:

4G
2G) = Tim 299
dx—>0 Ax

gdzie AG(x) — catkowita uplywnoéé wystepujaca pomiedzy odcinkami warstw rezystancyjnych I i 2 ogra-
niczonymi przez przekroje x i x+4x (rys. 2c),

Warto$é AG(x), jest, tak samo jak AC(x), proporcjonalna do powierzchni wycinka struktury ogra-
niczonego przekrOJaml ekwipotencjalnymi. Wynika stad proporqonalnoéc wartosci parametrow jedno-
stkowych c(x) i g(x). oo
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gdzie D = D(s) nie zalezy od x bedac jednoczesnie w przypadku ogélnym funkcjg zmien-
nej zespolonej s, ustalang w zaleznoséci od warunkéw brzegowych narzuconych na rozwia-
zania ukfadu réwnan (18).

Pamlqta_]qc o zwiazku (19) mozemy zamiast i, (x) iiy(x) wprowadzm do rozwazan
wielko$é

(x) = i1 (x) = Nip(x), 20

bedaca kombinacja. llmowq praddéw ll(x) iiy(x). Poslufru_]qc si¢ mq doprowad71my uklad
(18) do postaci

dfi;X) - _2(;? x)%(X),’ @n
dz:l’.ch) ~u s %) A+N)E (). |

Jest to uklad dwéch réwnan rézniczkowych liniowych I-go rzedu o zmiennych wspol-
czynnikach, zaleznych od parametru zespolor@ s. W przypadku, gdy rozwazana struk-
tura typu F—¥%—NZ modeluje strukture RC (RCG) o stalych rozlozonych, funkcje
z(s, x) 1 ¢ (s, x) maja postac okre§lona wczesniej przez

v 1 | |
P(x)° 22)
¢ (s, %) = g(x)+s¢(x) = (go+sco)q (x).
Znaczenia poszczegdlnych symboli wyjaénione zostaly poprzednio. Jest to postaé typu

e(s,x) = r(x) = rg,

1
z2(s, x) = z(s)m,

g (s, x) = ¢ ()q (),
przy czym z(s) i ¢(s) sq funkcjami holomorficznymi w calej plaszczyinie zmiennej ze-

23)

spolonej s. Jesli wigc —— i ¢q(x) sa claglymi funkcjami zmiennej x w calym przedziale

()

[0, d] — co oznacza ciaglo§¢ p(x) i g(x) wraz z warunkiem p(x) # 0 dla x € [0, d] — wéw-
czas wnosi¢ mozemy o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwiazan u i v uktadu (21), ich cia-
glodci i rézniczkowalnosci wzgledem x w przedziale [0, d] oraz analityczno$ci wzgledem s
na calej plaszezyznie zespolonej, na podstawie odpowiednich twierdzen o istnieniu i wia-
snofciach rozwigzan ukladu réwnafi rézniczkowych liniowych (patrz np. [10]).

Uklad réwnan (21) o wspéiczynnikach okreslonych wzorami (23) zastgpié mozna
réwnowaznym réwnaniem II-go rzedu przez wyrugowanie funkcji v(x). Trzeba dodatko-
wo zazadaé przy tym, aby p(x) wystepujaca w wyrazeniu (23) byla funkcgq rézniczko-
walna wzgledem x dla x e [0, d]. Otrzymujemy w ten sposéb :

[ ( )d“(")] —2 (g () (1+N)g(®a(x) = 0, 24
gdzie '
P dE(x) 1 du(x)

eG) A G0 ax ~ e 25
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Réwnanie o tej postaci znane jest jako réwnanie Sturma [11]. Mozna doprowadzi¢ je
do postaci

. o e

T L EOESD 3y 1 +M ) = o, 6)
z ktérej wynika dodatkowy warunek istnienia i jednoznacznosci jego rozwiazan, w postaci
ciagloéci pochodnej p’(x) dla x € [0, d].

W podsumowaniu mozemy wiec napisac: jezeli funkcje ksztaltu p(x) # 0 i g(x), okre-
Slajace zbieznos¢ elektryczng struktury & —%—NZ sa odpowiednio klasy: p(x) € C*[0, d]
i g(x) € C[0, d], gdzie d — dlugos¢ struktury, to o wlasnoéciach rozwigzan ukladu réw-
nant struktury (21) wnioskowa¢ mozemy na podstawie whasnosci rozw1qzan réwnania
Sturma (24).

Do réwnania (24) odnosi si¢ cala teoria Sturma, ktdrej zarys przedstawiony jest np.
w [11].

Warunki p(x) # 0, p(x) e C* i g(x) e C w [0, d] narzucane na funkcje ksztaltu nie
wprowadzaja praktycznych ograniczen na rodzaj zbieZznofci struktury. W wypadku, gdy
p(x) lub g(x) nie jest ciagla na odcinku [0, d] (ze wzgledu na warunki fizycznej realizowal-
nosci moga one posiadaé jedynie skoficzong liczbe nieciaglosci I-go rodzaju) i x; (i =
= 1,2, ...,n) sa punktami nieciaglosci, wystarczy podzieli¢ przedziat [0, d] na cze$ci
w punktach x; i bada¢ zachowanie si¢ rozwigzan rownania w kazdej z tych czesci oddziel-
nie. Podobnie uczyni¢ mozemy, je§li w przedziale [0, d] wystapia punkty niecigglosci
pochodnej p'(x). Warunki fizyczne nie wykluczaja tu jednak, w odréznieniu od funkcji
p(x), punktéw nieciagtosci II-go rodzaju, np. x;, j = 1, 2, ..., m. Podzial odcinka [0, d]
moze by¢ wéwczas przeprowadzony w punktach x; +¢, € > 0, a o wlasnosciach rozwigzan
ukladu (21) w punktach x; wnioskowaé bedziemy na podstawie przejscia granicznego
przy ¢ — 0 ze wzgledu na ich ciagto$é, w stosunku do ktdrej nie ingeruje fakt nieistnienia
pochodnej p’(x)|x=xj. Zatozenie p(x) # O spelnione jest zawsze z warunkéw fizycznych.

Rozwiazanie réwnania (24), jako liniowego rdwnania rézniczkowego II-go rzedu,
przedstawi¢ mozna — jak wiadomo — w postaci kombinacji liniowej dwu niezaleznych
liniowo rozwiazan, tworzacych uklad fundamentalny (i, #5):

(s, x) = am () + b (). @7

Uktadéw tych jest nieskonczenie wiele. Operator rézniczkowy typu

L@) = w[k ()2 ] () 28)

wystgpujacy w réwnaniu (24) jest operatorem samosprzezonym [6], [11], [12].
Funkcje u; i 4y bedace w przedziale [0, d] liniowo niezaleznymi rozwigzaniami row-
nania

L@ =0, 29)
w ktérym L(u) jest operatorem typu (28), spelniaja tzw. tozsamos§é Abela [6], [11]:
P ) [m () un(x) —u(x)un(x)] = p ) [#:(0) 1 (0) — %1(0) u(0)] = const, (30)

dla kazdego x € [0, d], gdzie (') oznacza rézniczkowanie wzgledem x.
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Tozsamo$¢ t¢ otrzyma¢ mozna ze znanego wzoru Liouville’a

x

, - [ bgyds 31
W lui(x), un(x)] = Wy (0), un(0)] e ° s
gdzie Wiy, uy] jest wyznacznikiem Wronskiego rozwiazan liniowego réwnania réznicz-
kowego I-go rzedu:

2
sz +b(x) +c(x) =0. (32
p'(x)
p(x)
tozsamo$¢ (30). Wzor (30) uzyskaé mozna takze bezposrednio z réwnania (29) L) = 0
o L(u) danym wyrazeniem (28) [11]. Tozsamo$é Abela (30) bedzie przydatna w toku
dalszych obliczen.

Jesli dane jest rozwiazanie #(s, x) rownania struktury (24) w postaci (27), ze zwiazku
(25) znalez¢ mozemy wyrazZenie na v(s, x) = le(x) —Niy(x), po czym, korzystajac z po-
czynionej wczeSniej uwagi (19), uzyskaé zesp6t wyrazen na napigcie #(s, x) oraz prady
ii(s, %) i i,(s, x) w strukturze. Wyrazenia te beda mialy postaé

W wypadku rozpatrywanego przez nas réwnania b (x) = , skad wynika wprost

u(s, x) = auy(s, x)+buy(s, x),

- 1 _, -, N
i(s,x) = — TG [au(s, x)+bun(s, x)]+ 1+ND(S) (33)
ir(s, x) = m[aﬁ{(& X)+biin(s, )]+ i T D),

gdzie u; 1 uy oznaczajag odpowiednio pochodne u; i u; wzgledem x. Zawieraja one trzy
stale dowolne a, b i D bedace — w przypadku ogdélnym — funkcjami zmiennej zespolo-
nej s i okredlane w zaleznoéci od warunkow brzegowych narzucanych na napigcie i prady
w strukturze w okre§lonych warunkach pracy.

Oprécz wymienionych trzech wielkosci 4, i, i, wygodnie jest wyznaczyé jeszcze dwie
inne: napiecia wzdluZzne u,(x) (,,gérne”) i u,(x) (,,dolne”) miedzy przekrojem — odpo-
wiednio goérnej lub dolnej warstwy struktury — odleglym o x od jej poczatku i przekrojem
poczatkowym tej warstwy. Napiecia te daja sie wyznaczy¢ z rys. 4 jako

Hiig(x) = —e (W) AxE, (x),  dity(x) = —e ()T (x)dx,
{Am(x) ~ —Ne()Axi(x),  diy(x) = —Ne(0)()dx, (34
skad
By(x) = — f e (97, (x)dx,
' (35)

() = —N f )5 (x)dx,



