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Z tego i z (14) wynika x,, = —xi,; wprowadzamy tez x = [k.|. W strukturze bezstratnej
ruch falowy trzeba zainicjowaé; jesli fale b(x, t) potraktujemy jako padajaca, to na po-
czatku rozpatrywanej struktury (x = 0) mamy b0, t) = B,, a(0, ) = 0. Z tymi warun-
kami brzegowymi rozwiazanie ukladu (14) dla 4 = 0 bgdzie mialo postaé:

Kab

- CxD (g t—k,x)sinkx, | (%))

a(x, t) = Bo

b(x, t) = Byexp (iwyt—kyx)coskx.

Dla 4 # 0 wzory sie komplikuja [27], jednak wynika z nich, ze dla A # 0 sprz¢Zenie staje
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Rys. 7. Prz_ebiegi amplitud fal @ i b w réznych warunkach dostrojenia ,,w przodd” [27]

sie coraz stabsze i dla 4 > x4 staje si¢ ono pomijalnie mate. Obrazuje to rys. 7. Dla fal -
przeciwbieznych warunek zachowania energii:

' a 2 2y —
(42— |B1») = 0, (18)

z czego wynika, Ze Kg = Kig.

Wprowadzamy analogicznie warunki brzegowe dla x = 0: b(0, f) = B,, przy czym
struktura zaburzona rozciaga si¢ na obszarze x e (0, L). Fala a(x, t) powstaje wskutek
zaburzenia w calym tym przedziale x. Fala b(x, r) przekazuje swa energie fali a(x, 1),
sama tracac energig (tak aby w sumie spetni¢ (18)). Fala @ porusza si¢ w kierunku przeciw-
nym do b1 jest zainicjowana przez b, tak wicc w miejscu x = L musimy zalozy¢ jej poczatek,

Cczylia(L, t) = 0 i potem a stopniowo wzrasta zbierajac energie od b na swej drodze, ale

réwnoczesnie przekazujac czesé swej energii zwrotnie do b — proces ten opisujg réwnania
(14) (ewentuakie (15)). »
Rozwiazujac uklad (14) z omdéwionymi warunkami brzegowymi ofrzymujemy dla
4=0
Kapshx(x—1L)
xch(xL) °

chr(x—L)

ch(xL)
Zaleznos$é (19) obrazuje rys. 8. Dla wigkszych x mamy duze argumenty funkcji hiperbo-
licznych i mozemy je zastapi¢ eksponentami. Nalezy tu jeszcze raz podkresli¢, ze ekspo-

A(x) = B(0)
(19
B(x) = B(0)
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nencjalny wzrost lub zanik funkcji falowych jest efektem wymiany energii miedzy nimi
a nie stratnoscig lub aktywnodcia osrodka. Problem osrodkéw aktywnych: rozpatruje
sie osobno startujac od uktadu (15) i odpowiednich warunkéw brzegowych. Np. dla osrod-
kéw aktywnych, w ktérych rozwija si¢ samoistnie akcja laserowa (pod warunkiem oczy-
wiscie, ze uda si¢ wymusi¢ aktywno$¢ osrodka), mozemy zatozyé a(L, ¢) == 01 5(0, 1) = 0,
jako ze lasera nie wzbudza si¢ z zewnatrz $wiatlem. Nastepnie po zainicjowaniu akcji
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Rys. 8. Przebiegi amplitud fal a i b przy sprzeZeniu ,,wstecz” [27]

laserowej na skutek wymuszanych inwersja obsadzen przej$¢ promienistych fale a i b
poruszajac si¢ przeciwbieznie przekazuja sobie wzajemnie energie (co opisuje uktad ( 15))
i amplituda obu z nich narasta. Oczywiscie nie moze byé tu zachowany warunek (18),
ktory dotyczy os$rodkow pasywnych.‘ Symetryczne warunki brzegowe i symetria lasera
DFB pozwala przewidzie¢ symetri¢ ruchu falowego, czyli identyczno$¢ przebiegu A(x)
i B(x) z wyjatkiem tego, ze kierunki narastania 4 i B sg przeciwne.

Zat6zmy réwnanie falowe podane wzorem (3). Rozwigzaniem takiego réwnania moga
by¢ fale opisane wzorem (13), (13a). Podstawiajac superpozycje tych fal do réwnania
(3) i zakladajac sprzezenie slabe (mala warto$¢ x oraz 4 ~ 0) na tyle aby stuszna byla
nierdwnosc¢: ‘

0?4 0A

Ec'i_ < ka_a;
(co oznacza, ze zmienno$é amplitudy — obwiedni fali jest znacznie wolniejsza niz zmien-
nos¢ ;,nosnej” samej fali) dochodzimy do uktadu réwnan typu (14). Jednak w tym otrzy-
manym uktadzie warto$ci x, 1 165, beda jawnie uzaleznione od postaci zaburzenia (czyli
funkcji (e —¢o) we wzorze (3)) i od rozkladu poprzecznego fali. Czyli trzeba rozpatrywaé
a(x, y, t) i b(x, y, t) zamiast a(x, t) i b(x, t), gdzie wlasnie element funkcji falowej zalezny
od y obrazuje ten rozklad poprzeczny. . :

Faktycznie w rZeczywistym falowodzie ($wiattowodzie) fala porusza sie pod pewnym
katem od kierunku falowodu poprzez kolejne odbicia od jego krawedzi (krawedziami
w $wiatlowodach sg skokowe nieciagloéci wspdlczynnika zalamania — rys. 9). Powoduje -
to, ze wektor falowy np. fali a(x, y, t) ma postaé

K, = kax+kay, ) (21)

(20)

czyli
KZ = k2. +kZ,. (21a)
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Rys. 9. Tor ruchu fali a(x, y, t) w $wiattowodzie
Warunek prowadzenia fali: n, > (ny, ns)

xY

Zaleznie od kgta padania fali na granice o§rodkéw réznie bedzie sie dzielit wektor
K na swoje sktadowe k, i k, — to lezy u podstaw struktury modéw poprzecznych $wiatto-
woddéw (ruch falowy w cienkich §wiattowodach bedzie omoéwiony w czesci 3).

Wracajac do oszacowania wspdtczynnika sprzezenia x: zakladajac opisany ruch zZyg-
zakowy fali w §wiatlowodzie oraz zakladajac, ze (e(x)—eo) jest funkcja prostokatng o wy-

pelnieniu % i okresie /{, Amnon Yariv w swojej pracy [27], podat nastepujace oszaco-

wanie dla x

Tk (3= (_g (14 300la) 3(hofa)? @2
T3l t 2nm3-nd)V? " Ani(mi—n}) |’
gdzie:.
) 27 . ot
= =7 — wektor falowy §wiatla w prézni,
Q

| —rzad zaburzenia,
a — gleboko$¢ rowkéw zaburzenia (rys. 10),
t — grubo$é¢ $wiattowodu.
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Rys. 10. Ilustracja do wzoru (22)

Wzér (22) stuszny jest dla eksponencjalnych zmian amplitudy ruchu falowego danych
réwnaniami (19) przy wartosci 4 ~ 0. Trzeba zauwazyé, ze warunek (20) wynika z zato-
Zenia, e x jest male, czyli réwniez teoria modéw sprzezonych jest stuszna tylko dla malych
zaburzef (bo wielko$é x wyniknie z wielkoSci operatora zaburzajacego w (3)).

Widzimy wige, ze rozwigzujac réwnanie falowe zaburzone z funkcjami typu (13) jako
postulowanymi rozwigzaniami dochodzimy do pary réwnan sprzgzonych (14) i z tego
W oparciu o teori¢ modéw sprz¢zonych mozemy okreslié doktadnie ruch falowy w perio-
dycznej strukturze.
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Wréémy jeszeze do periodycznych o§rodkéw aktywnych. Sprzezenie migdzy dwoma
uco
2y
reprezentuje aktywno$é o§rodka, czyli zdolnosé wzmacniania $wiatla i odpowiada ujemnej
przewodnosci {1, 171

Zaklada si¢ periodyczno$é zmian &(x) (czyli takze wspolczynnika n) oraz «. Aby za-
chowaé warunek (20) zaktada si¢ znéw, ze dewiacje (wzdtuz kierunku x) n i o s3 male
w poréwnaniu ze $rednimi wartosciami 7 i «. W teorii laseréw DFB (bo takie sa na ogo6t
realizacje aktywnych struktur periodycznych) zaktada si¢ z gory spetnienie warunkdéw
Bragga, czyli mamy

podstawowymi modami opisuja tam réwnania (15). W réwnaniach tych « = —

koe = —kpy o012z kox—(—kpx) = I8 = l%ln— = 2k, v 23)
Wstawiajac przyjete funkcje na » i o do réwnania (2) otrzymamy, ze [1, 17]:
k2(x) = k2, +i20k,y+4xk,,cos (Bx), ' (24)
gdzie
nl . “-I
K = —z*kax'i'lT (25)

jest wspolczynnikiem sprzezenia, oraz n' i o 53 amplitudami periodycznych dewiacji ni «.
Dla uproszczenia rozpatrzony jest tylko pierwszy rzad zaburzenia oraz ruch falowy
w przestrzeni nieskoficzenie rozciaglej w kierunku z i y, tak ze k = k.
Wypadkowy ruch falowy postuluje si¢ w postaci superpozycji fal opisanych wzorami
(13); problem sprowadza si¢ do poszukiwania A(x) i B(x). Z powodu aktywnos$ci ofrodka
i niewzbudzania falg zewnetrzna przyjmuje si¢ symetryczne zerowe warunki brzegowe

a(——L—, H = b(%, 1) =0, jak to poprzednio rozpatrywano. Przy tych zalozeniach
rozwigzanie (15) daje

Alx) = sh'y(x+ —%—L) )

(26)

B = ishy(x——lz—L>, |
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Rys. 11. Rozklad amplitud sprzezonych ze soba fal przeciwbieznych a i b w laserze DFB [17]
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co obrazuje rys. 11, gdzie v jest zespolonym (wskutek aktywnosci oSrodka) wektorem
falowym spelniajacym relacje dyspersji :
y? = k¥ + (a—id)>. A (X))

Posta¢ (27) otrzymujemy wladnie z rozwiazania uktadu charakterystycznego dla uktadu
(15); 4 jest rozstrojeniem od warunku Bragga.

Interpretacja réwnania (27) jest trudna dla zespolonej wartosci x, dlatego z osobna
rozpatruje sie przypadek gdy x jest rzeczywiste (czyli Zrédlem sprzezenia sa wylacznie
dewiacje n) i gdy x jest urojone (sprzezenie pochodzi od dewiacji «). Oba te przypadki
graficzne przedstawia rys. 12, ale pamigtaé trzeba, ze w rzeczywistosci na ogét takiego

b) Im /"‘,é/

Rys. 12. Charakterystyki dyspersyjne w o§rodkach stratnych lub aktywnych (lasery DFB)
a) dla &k rzeczywistych — dla réznych wartosci a/k, b) dla k urojonych — dla réznych afk [17]

rozgraniczenia przeprowadzi¢ nie mozna, gdyz z powodéw technologicznych wprowadza-
jac zaburzenia na ogdét wplywa si¢ na wszystkie parametry materialu. Rys. 12 wskazuje
na wspomniana na poczatku czesci 2.4 wzajemno$é zjawiska dyspersji.

Wykorzystujac réwnania (26), (27) i (15) mozna wprowadzi¢ zaleznosci migdzy wiel-
koSciami x, a i 4 wskazujace na wlasno$ci charakterystyk spektralnych lasera DFB.
W szezegdlnosci mozna udowodnié, ze wzmocnienie progowe wzrasta. w miare oddalania
si¢ od wartoéci k spelniajacej warunek Bragga, czyli w miarg wzrostu A, co oznacza, e
im dalej od preferowanej czestotliwosci, tym wigksze musi byé pompowanie lasera w celu
zapewnienia wymaganego wzmocnienia progowego. Zatem teoretycznie istnieje taki za-
kres poziomdéw pompowania, ze osiaga si¢ wzmocnienie progowe dla czgstotliwoéci prefe-
rowanej, podczas gdy dla pozostalych modéw wzmocnienie jest niewystarczajace dla
wzbudzenia akcji laserowej, zatem praca jest jednomodowa. Obliczenia szacunkowe
[17] wskazuja, Ze poszczegSlne mody sa od siebie oddalone o stala réznice czestotliwosci
odpowiadajaca wektorowi falowemu ;—} To oszacowanie zaklada, ze zaburzenia sg
naniesione na diugosci L, ktéra jest réwnoczes$nie dlugoscia lasera, a poza laserem jest
osrodek o znacznie réznigcym si¢ wspSlczynniku zatamania. Wynikajacy z teorii wniosek
o0 mozliwosci pracy jednomodowej jest potwierdzony praktycznie w wielu publikacjach
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[3, 20, 12] z tym, ze spektrum nie jest nieskoriczenie waskie, bo poza dyskretnymi linia-
mi — modami przewidzianymi teoretycznie istnieje przeciez ciggle widmo przejsé¢ promie-
nistych w pewnym pasmie.

Selektywno$é struktur wzrasta oczywiscie ze wzrostem ich dlugosci. Wiasnosci selek-
tywne w laserach DFB obrazuje rys. 13; dotyczy on wynikéw teorii.

W teorii moddéw sprzezonych zatozenie malej wartosci x zapewnia teZ, ze amplitudy

2
nie sa zbyt duze, zatem osrodek aktywny zachowuje liniowosé, czyli « # f(A4(x), B(x)).

9
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Rys. 13. Rozklad modéw i potrzebne wzmocnienie progowe
a) dla k& rzeczywistego, b) dla k urojonego [17]

Dlatego cala analiza jest liniowa. Taki przypadek jednak praktycznie jest stuszny tylko
dla pracy lasera tuz ponad progiem, przy silniejszych pompowaniach (nawet dla malych
k) o$rodek aktywny wskutek zjawiska nasycenia absorpcji staje si¢ nieliniowy i cala opi-
sana tu liniowa teoria modéw sprzezonych wymaga dodatkowych korekcji.

3. RUCH FALOWY W CIENKICH §WIATEOWODACH

Rozpatrzmy $wiatlowod dielektryczny jak na rys. 14. Dla uzyskania efektu prowadze-
nia fali §wiatla trzeba spetnié¢ warunek n, > (ny, n3), przy tym n, i n; moga si¢ od siebie
dowolnie rdznié. :
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W $wiatlowodzie o skoficzonej grubosci # fala porusza sie zawsze ruchem zygzakowa-
tym jak wspomniano w czesci 2 (rys. 9) [7, 8, 10, 27, 40]. Przy kazdym odbiciu pojedyn-
czego ,,promienia §wiatla” od powierzchni nieciagtosci zachowywana jest sktadowa stycz-
na wektora falowego (prawo Sneliusa):

Ko”z Sin o= Konl Sin ﬂ. . . @ (28)

yh
y=f\\\\\\::\A\\\\\\\\\\\\ L
\.\u & N Zyitowsd
- n, *

T podleze
Kn, sinot=Kn,sing

Rys. 14. Zaleznosci miedzy wektorami falowymi na granicy oérodk(')w Hy~Ha

Przy calkowitym wewnetrznym odbiciu YCWO) niezbednym dla uzyskania efektu
prowadzenia fali mamy Kon, sin « > Kyn,, zatem sin g > 1; kat B staje si¢ zespolony.
Podobnie Kyn, sin o > Kyn,.

Przy CWO w gtadkim $wiatlowodzie (rys. 14) wektor E fali prowadzonej $wiatla jest
rozwigzaniem réwnania (1) w postaci

E(x,y) = A exp + (i(Kon, sin 0)x )y,(»),
w ktérej  p;(¥) = (v, = exp(xp) — w obszarze 1 (podloze); y < 0,
¥, = sin(yy+0) — w obszarze 2 (§wiattowdd); y € ©, 1), (29)
Y3 = exp —»(y—1)— w obszarze 3 (nad §wiattowodem);
: y>1

- gdzie %, y, v sa wektorami falowymi skladowej poprzecznej (do kierunku prowadzenia

x) ruchu falowego zwigzanymi zalezno$ciami:
(Konzsina)? 4 2 = (Kon,)?,
(Konasina)®—#2 = (Kon,)?, (30)
(Konzsina)® —v? = (Kons)?,
odpowiednimi do wzoru (21). Widaé¢ ze wartoéci » i » sa urojone co wynika z prawa
Sneliusa. Funkcja y;(y) obrazuje strukture modowsg poprzeczng ruchu falowego w $wia-
ttowodzie, [41] (rys. 15).

Przy zadanych (np. przez warunki technologiczne) wartosciach ny,;,3 mozna znalezé
tak mate katy o, ze warunek CWO nie bedzie spetniony. Zachodzi to dla katéw o, < arc

NEZRT . [n . . , .
sm(;—) iay < arcsin (—3) Mniejszg z wartosci o, ,3 0ZNACZYMY Ay -
2 ny
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Dla katéw « < O, nastgpuje ,,wyciekanie fali” (leaky waves) przez obie krawedzie
$wiattowodu. Dla a; < o < a3 ,wyciekanie” bedzie jednostronne [4, 7] Przy spelnieniu
warunku CWO prawie cala energia fali jest prowadzona w $wiatlowodzie. Czgs¢ energii
prowadzona poza $wiatlowodem w kierunku x a zawarta w wyktadniczo zanikajacych
»ogonach” fugkcji w(y) jest w optyce zintegrowanej wykorzystywana do sprz¢gania fali

|
I
I
I
] I -

7 7 207 7

Rys. 15. Rozklady poprzeczne pola E w $wiatlowodzie cienkowarstwowym
a) dla podstawowego modu poprzecznego TE,, b) dia drugiego modu poprzecznego TE;, ¢) dla modu TE
Im wigksza jest réznica (ni—ny) na granicy ofrodkéw, tym skuteczniejsze jest pulapkowanie energii w $wiatlowodzie

$wiatta prowadzonej w danym $wiatlowodzie do innego §wiattowodu (analogicznie do
rezonansowych obwodéw sprzezonych LC). Efekt prowadzenia czgéci strumienia wektora
Poyntinga poza $ciankami swiattowodu nazwano tunelowaniem optycznym [7, 10, 11, 29].

7 warunkéw brzegowych na ciaglosé funkcji v;(») 1 jej pochodnej na granicach osrod-
kéw [41] mozna wyznaczyé dopuszczalne rozklady poprzeczne (ksztalty- wi(y)). Okazuje
sie [42], ze dla ustalonej grubosci ¢ istnieje dyskretny zbidr wartoéci x (oraz odpowiednio
% i » dla danego Kj) reprezentujacych poszczegdlne mody poprzeczne §wiattowodu [41].
Dla zadanych n, ,,, 5 zbidr ,,tréjek” wartosci (g, #, ») zalezy wylacznie od ¢ dla danego Ko.
Zbiér ten powigksza si¢ ze wzrostem #. Dla bardzo cienkich $wiattowoddéw moze istnie¢
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tylko jedna trdjka (x, #, v), wtedy $wiatlowdd ma jednomodows strukture poprzeczng,
co jest pozgdane w wielu wypadkach gdy chodzi o waskie charakterystyki spektralne
(up. w laserach).

Rys. 15 przedstawia orientacyjny rozklad poprzeczny fali trzech kolejnych moddw
poprzecznych.

cztery mody
dozwolone

_| Jeaen mod

| dozwolony
|
f T
{<dy Xmin X4 z/2 x
Ucreczka swialla
ze Swiatlowodu % i~ (1132072773 )

Rys. 16. Zaleznosci dopuszczainych katow odbicia fali od granic ofrodkéw w §wiattowodzie od grubosci
$wiattowodu, dla trzech pierwszych modéw poprzecznych
Widaé, ze dla grubszych swiatlowodéw moze wystapié kilka rozkladéw poprzecznych jednocze$nie [10]

Poprzez zalezno§¢ (30) wartosci y (x,v) jednoznacznie odpowiada wartos¢ o. Rys.
16 przedstawia zalezno§¢ grubosci §wiattowodu ¢ od « dla czterech pierwszych modéw
poprzecznych. Wida¢ jak ze wzrostem ¢ roénie ilos¢ moddw poprzecznych mozliwych do
utrzymania w §wiatlowodzie. W rys. 16 przyj¢to zalozenie n, > n; > n,.

4. SPRZEZENIE STRUMIENIA SWIATEA DO SWIATEOWODU PRZY POMOCY STRUKTURY
PERIODYCZNEJ

Czeéé trzecia nie dotyczaca bezpoérecinio struktur periodycznych jest w analizie tych
struktur nieodzowna, poniewaz — pomyslane jako podstawowe elementy w optyce zin-
tegrowanej — struktury periodyczne sa obecnie realizowane prawie wylacznie jako cienko-
warstwowe, a wiec fale sg tam prowadzone tak jak w cienkich $wiatlowodach. _

Jesli z podloza lub z oérodka nad $wiatlowodem pada na powierzchnie $wiattowodu
(czyli na powierzchni¢ niecigglosci n) pod pewnym katem fala Swietlna (plaska), ktérej
energia ma by¢ nastepnie wprowadzona do $wiattowodu i utrzymana w nim, to od razu
pojawia sie skladowa normalna do kierunku $wiattowodu.
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Zalézmy, ze fala pada pod katem 4. Cze$c fali odbije sig, czg$¢ wniknie do $wiatto-
wodu — czeciowe wnikanie jest tu zawsze mozliwe bo fala przechodzi z oSrodka o mniej-
szym n do $wiattowodu o wigkszym n (n, > n, > n3). Nalozenie struktury periodycznej
~ w miejscu padania fali spowoduje, ze poprzez zaburzenie sktadowa réwnolegta do $wiatto-
wodu zostanie sprzezona do innej diugosci fali spetniajacej warunek Bragga (wzor 6).

oSrodek 3
73

——

Sswiatlowdd

Na n,

L
podloze ]

Rys. 17. Ruch falowy w §wiatlowodzie zaburzonym
p — fala padajaca na $wiatlow6d (P — amplituda fali p), p’ — fala odbita, ¢t — fala transmitowana do podioza, @ —fala wpro-
wadzona do $wiattowodu wskutek czesciowego odbicia fali p od granicy swiatlowéd-podtoze (jest to fala wyciekajaca), b — fala
sprzgzona do a poprzez zaburzenie, d — fala wyciekajaca w przypadku gdy fala b nie jest prowadzona

Fala o tej nowej dlugoséci bedzie prowadzona w $wiattowodzie o ile kat migdzy kierunkiem .
fali danego odcinka toru zygzakowego a kierunkiem $wiattowodu bedzie jedna z wartosci
dozwolonych przy zatozonej grubosci warstwy $wiattowodowej ¢. -

Rozpatrzmy sytuacje jak na rys. 17. Z zewnatrz (z o$rodka 3) pada plaska fala $wietlna
wzbudzajaca pod katem 6. Zalézmy dlugo$¢ obszaru zaburzonego réwna L, przy czym
padajaca fala pokrywa czgéé tego odcinka od x = 0 do x = W. Zatem dla x € (0, W)
pojawi si¢ strumieni odbity od powierzchni zaburzonej — dokfadnie od skladowej stalej
funkgji opisujacej powierzchni¢ sprzegacza, odpowiadajacej usrednionej za odcinek L
powierzchni gtadkiej. To jest pierwszy strumiefi (précz padajacego) jaki zawsze mozna
zaobserwowaé w oérodku 3. Poza tym strumieniem pojawiaja si¢ tez inne jako produkty
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interakcji poszczegélnych rzedéw zaburzenia ze strumieniem padajacym (wlasciwie jego
sktadowa réwnolegia). Strumieri odbity od powierzchni obserwuje sie oczywiscie pod katem
6. Dla uproszczenia przyjmujemy jako osrodek 3 — powietrze — 1y = 1. _

Dia fali padajacej o wektorze K — w §wiatlowodzie otrzymujemy wektor 7,K, ktérego
skladowa réwnolegta (do kierunku §wiattowodu) wynosi K sin § = n,K sin o, z tego

o= arcsin( sind ) . 31

ny .
Wida¢, ze o < 4. Zatem jest to prosty przypadek przejécia strumienia §wiatla przez plytke
plasko-réwnolegla jaka jest rozpatrywany cienkowarstwowy $wiatlowdd. Kat § jest tu
_1zeczywisty, a wigc nie jest spemiony warunek prowadzenia fali wymagajacy aby kat pod
jakim porusza si¢ fala poza sw1atlowodem po przejsciu przez granice oSrodkéw byt zespo-
lony. Poniewaz n, > ns, wiec kat y pod jakim po przejiciu granicy sw1atlowod-podloze
porusza si¢ fala ‘wzbudzajaca w podiozu jest mniejszy od 8, réwniez rzeczywisty. Wpraw-
dzie na granicy tej nastepuje czeSciowe odbicie z powrotem do $wiatlowodu (rys. 17a),
ale nie jest catkowicie wewnetrzne odbicie w §wiatlowodzie, wigc czesS¢ tej energii odbitej
przeniknie do powietrza. przy kolejnym dojéciu do miedzypowierzchni $wiatlowéd-po-
wietrze, i tak po niewielkiej iloéci odbié efekt prowadzenia zanika zupehie, co bedzie
widoczne jako stopniowe zanikanie $wiatla emitowanego z powierzchni §wiatlowodu
poza obszarem pdkrytym przez strumien wzbudzajacy (czyli dla x > W). Dla x > W
ale bliskich W strumiei prowadzony jest jeszcze stosunkowo znaczny; zatem i znaczoy
jest strumien ,,wyciekajgcy” przez powierzchnie §wiattowodu, ale dla rosngcego x maleje
on. Jednak tempo zamkama tego strumienia wyciekajacego maleje w miare wzrostu x,
czyli gdy amplituda fali' prowadzonej maleje wlasnie wskutek wymekanla Opisuje to
réwnanie:

_A_ 4 ' (32)
ox

gdzie: 4 — amplituda fali prowadzonej (pamietamy, ze jest to jakby szczatkowe prowa-
dzenie przy niespelionym warunku catkowitego wewngtrznego odbicia), o — wspét-
czynnik strat danej prowadzonej fali zalezny od dlugosci fali, jej struktury poprzecznej,
od grubosci $§wiattowodu, ksztattu zaburzenia, strat niepromienistych w materiale itd.
W szczegotach analizujg to np. Marcuse [4] i Ogawa ze wspSipracownikami [16].
Rozwiazaniem (32) jest opis zanikajacej w $wiatlowodzie fali pochodzacej od strumlenla
wzbudzajacego .

A = Ay exp —(a'x). ) ' (33)

Opisana dotad sytuacja jest niezalezna od gratingu, jest to opis fali padajacej i prze-

nikajacej cienka warstwe w ukladzie n, > n, > n,. Wldac ze padajac na gladki swiatto-
wod fala nie moze by¢ do niego sprz¢zona.

Natomiast w obecnosci gratingu Jako sprzqgacza sprzezenie _]est mozliwe. Dany jest

gratlng o okre31e podstawowym A -(czy1i wektor falowy: 16 = l_/T’ gdzie | — numer

1z¢du zaburzenia). Dla zaburzenia pierwszego rzedu skladowa réwnolegta fali wzbudza-
jacej (czyli mod podiuzny o wektorze falowym K sin &) zostanie ‘sprzezona do modu
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podtuznego o wektorze (K sin 6+ f). Przy tym zmieni sie sktadowa poprzeczna wektora
falowego tak, aby zachowata si¢ wartos¢ catkowitego wektora falowego n,K. Aby ta nowa
fala mogla byé catkowicie wewnetrznie odbita (CWO) potrzebne jest aby :

[Ksind+p| > n, K. : (39

Warunek (34) méwi, ze dla osiggnigcia sprzezenia do $wiattowodu potrzebna jest
pewna minimalna dlugo$¢ wektora falowego nowej fali. Modut po lewej stronie (34)
oznacza, ze dopuszczalne jest sprzezenie do fali wspbibieznej i przeciwbieznej. Widac,
7e warunek jest tym latwiejszy do spelnienia, im wigksza jest réznica {wspétczynnikow
zatamania podloza i warstwy prowadzacej $wiatto; oznacza to, ze dopuszczalne jest wtedy
sprzezenie pIzy SZerszym zakresie katéw padania. »

Spelienie warunku prowadzenia fali sprzezone; (CWO) dla miedzypowierzchni
podloze-§wiattowéd gwarantuje tez speinienie potrzebnego warunku na granicy §wiatto-
wodu z powietrzem, poniewaz n; > ns = L. '

Przeprowadzona analiza dla pierwszego rzedu zaburzenia moze byé powtdérzona dla
kazdego z wyzszych rzgdéw. Przy tym, jesli na pierwszym rzedzie zaburzenia uzyskujemy
sprz¢zenie ,,W przod”, to poczawszy od pewnego wyzszego rzedu zaburzenia sprzgZenia
beda sie odbywaty do fali przeciwbieznej (rys. 5); jesli na pierwszym rzedzie zaburzenia
sprzezenie bedzie do fali przeciwbieznej, to na wyzszych rzedach takze.

W cienkich §wiattowodach dla danej grubosci ¢ (rys. 17) i dla danego n,K istnieje dy-
skretny zbiér dopuszczalnych katéw, pod ktérymi porusza si¢ prowadzona fala sprzg¢zona
w stosunku do $cianek §wiattowodu i nie dla wszystkich wartosci prowadzenie moze by¢
zrealizowane (przy CWO). Fala sprzgzona (poprzez grating — do- fali wzbudzajacej)
porusza si¢ w §wiattowodzie poprzez odbicia pod katem nalezacym do okreslonego dy-
skretnego zbioru, zatem dyskretny musi by¢ tez zbior 8. Dlatego strukiura periodyczna
jest sprzegaczem kierunkowym (w sensie kierunku padania strumienia wzbudzajacego).

‘W strukturze periodycznej fala wzbudzajaca a przekazuje energi¢ (popizez zaburzenie)
do innej fali, b — o wektorze (K sin d—p) (sktadowa réwnolegta). Réwnoczesnie zachodzi
proces odwrotny — fala sprzgzona do padajacej przekazuje swa energie zwrotnie do fali
wzbudzajacej (przez ten sam rzad zaburzenia) oraz do innych modéw (K sin 6—I8) po-
przez wyzsze rzgdy zaburzenia. Proces otrzymywania i oddawania energii opisuje réwnanie

B
— 5= KkB—Ed, . (36)

gdzie x bpisuje straty energii fali sprzgzonej na korzyéé fali wzbudzajacej oraz innych mo-
déw (K sin 6—1B); & opisuje przyrost amplitudy wskutek sprzezenia fali sprzezonej z fala
wzbudzajaca [11]. . : :

~ Réwnanie (36) jest jednym z ukladu réwnan (15). Drugie réwnanie (zawierajacce

%ﬁ—) jest zb¢dne, poniewaz 4 = const, jako amplituda fali padajacej z zewnatrz réwn&-.

miernie na caly odcinek x € (0, W). Rozwiazaniem (36) jest opis przebiegu amplitudy
modu sprzezonego dla x € (0, W): - o

B(x) = i’f— (l—exp.-—(lcx)).; , (37
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Dla x € (W, L) mamy 4 = 0; wtedy réwnanie (36) przypomina réwnanie (32) i roz-
wigzanie go przy zastosowaniu wyrazenia (36) jako warunku brzegowego dla x = W daje
opis fali sprzgzonej w strukturze periodycznej poza obszarem wzbudzenia:

B(x) = %—(I—exp (—xW))exp (—x(x—W)), o (38)

gdy x e (W, L).
W miejscu x = L:

B(L) = i—A(l —exp (—W))exp (—1c(L—W)). e

Opisane rozwiazanie jest uniwersalne o tyle, Ze fala sprzezona moze tu by¢ prowadzona
(edy 6 nalezy do wspomnianego dyskretnego zbioru i przy spelnieniu (34)), lub moze
,»wyciekaé” ze §wiattowodu podobnie jak fala wzbudzajaca gdy (34) nie jest speiiona.
Wtedy précz strumieni wskazanych na rys. 17a pojawia si¢ nowe wyciekajace strumienie
odpowiednie do fali sprzgzonej (w takim przypadku warto$¢ x musi tez uwzglednié straty
na ucieczke energii do o§rodkéw I i 3). Strumienie te moga wyplywaé do oSrodkdw 11 3
lub tylko do I (podloza). Obrazuje to rys. 17b, gdzie te nowe strumienie wyplywajg pod
katem p, przy tym moze to byé ot przy sprzezeniu ,,w przéd” lub o~ przy sprzezeniu
,»wstecz”, Je§li warunek prowadzenia nie jest spelniony przy sprzgzeniu na pierwszym
rzedzie zaburzenia, to moze zosta¢ spelniony na wyzszych rzedach, o ile sprzgzenie bedzie
wystarczajaco silne. . :

Jesli dana fala sprzg¢zona jest prowadzona, to dla x > L zachowuje ona amplitudg
B(L) (39) na calej diugosci gladkiego $wiatlowodu. Jesli sprzggacz zaprojektowany zosta-
nie tak, ze cata jego powierzchnia jest naswietlona strumieniem wzbudzajacym (W = L),

to wtedy

B(L) = SITA (1—exp(—xL));

jest to najwiekszy mozliwy poziom sprzezenia w sprzggaczu o dlugosci L. Strumien sprze-
zony do tego poziomu jest przekazywany ze sprzggacza do $wiatlowodu.

B(L) ) jest:

Sprawno$¢ sprzegacza proporcjonalna do (

A
_ (1—exp(—kL))? ,
n =" L . (40)
— — 2
Maksymalizujac wyrazenie Q—E{Pi(—i) otrzymujemy
Nmax = Mo " 0,407 dla &L = 1,25. 41)

Opisany sprzegacz ze struktura periodyczna jest jedynym z trzech typéw sprzegaczy
stosowanych w optoelektronice i optyce zintegrowanej, poza tym stosowane sa jeszcze
sprzggacze pryzmatyczne [7, 11]i ostrzowe [7, 12, 11]. Cecha charakterystyczng sprzega-
cza periodycznego jest to, ze sprzgzenie do $wiattowodu odbywa si¢ lacznie z konwersja
moddw, czego udowodnienie byto zamiarem czesci 4. Sprawno$é tego sprzegacza jest
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tego samego rzgdu co dwéch pozostalych typéw (zawsze 7 = 7, - 0,407, gdzie 7, zalezy
od wiasnosci materiatu, dhugosci $wiatla, wartoéci x, struktury modéw poprzecznych
[16, 4]). Teoretycznie sprawno$¢ 7o moze osiggnac 81%.

5. PASYWNE STRUKTURY PERIODYCZNE W OPTYCE ZINTEGROWANEJ
W optyce zintegrowanej struktury periodyczne pasywne moga by¢ stosowane do

realizacji operacji nieliniowych zwigzanych z przemiang czestotliwosci na danym kierunku
oraz do ukierunkowywania ruchu fali §wietlnej.

ny=1 P !
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Rys. 18. Zastosowania struktur periodyczaych w optoelektronicznych ukladach cienko-
warstwowych




Struktury periodyczne i ich zastosowanie 215

Przemiana czgstotliwosci zwigzana jest oczywiscie z konwersja modéw. W tej czesei
artykutu bedziemy zakladali, ze fala inicjujaca proces w strukturze periodycznej jest fala
prowadzona w $wiattowodzie, ktdry zostat na pewnym odcinku periodycznie zaburzony,
co wlasnie wytworzylo rozpatrywang strukture. Taka sytuacja moze by¢ zrealizowana
réznymi sposobami; np. falg §wietlng przed wprowadzeniem w grating mozna sprzegngé
do $wiatlowodu stosujacego sprzegacz pryzmatyczny (rys. 18a) Iub ostrzowy (rys. 18b).
Mozna tez w pewnych przypadkach nie wprowadzaé $wiatla z zewnatrz, lecz uvaktywnié
pewien odcinek §wiattowodu i poprzez natozenie gratingu otrzymaé na tym odcinku akcje
laserowa w laserze DFB (rys. 18c). Mozna tak zrobi¢ gdy w materiat $wiattowodowy
udaje si¢ wprowadzi¢ material aktywizujacy. Takim aktywatorem mogg by¢ czastki barw-
nika (np. Rhodamina 6G) wprowadzone do warstwy zelatyny lub glicerolu, ktéra spetnia
role $wiattowodu [3, 25].

Tak wigc struktura. z rys. 18c jest uktadem scalonym generatora optycznego z kon-
werterem modéw (czgstotliwosei). Sytuacje podobna w GaAs réwniez mozna sobie wyob-
razi¢ w wersji nigjako odwrotnej, tzn. obszar laserowy bedzie odcinkiem z GaAs z nalo-
Zonym gratingiem a poza tym obszarem mozna w celu otrzymania o$rodka §wiattowodo-
wego nieabsorbujacego $wiatla o energii kwantu 1.38 [eV] przeprowadzié implantacje
Al; otrzymamy §wiattowdd GaAlAs, w ktérym z kolei mozna zrealizowaé pasywna struk-
ture periodyczna jako konwerter. Caly ten uklad moze byé naniesiony na podloze GaAlAs,
ale z takg zawartoscig Al, aby podtoze miato mniejszy wspolczynnik zalamania niz GaAlAs
warstwy Swiattowodowej (rys. 18d) [30].

Fala $wietlna o wektorze falowym (jego sktadowej réwnoleglej) réwnym k& (struktura
poprzeczna jest taka, ze fala ta jest prowadzona) jest wprowadzona w obszar periodycznych
zaburzen. Poprzez zaburzenie fala wejsciowa jest sprzgzona do modu podtuznego o wek-

A

! —rzad zaburzenia. Struktura poprzeczna fali sprzezonej jest inna niz fali padajacej,

Y

torze alowym (k1. girie f—wektor falowy podsiavowego zaburzenia (5= 27 ),
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Rys. 19. Ugicgcie fali w strukturze periodycznej

a) przy sprzezeniu ,,wstecz”, b) przy sprzezeniu ,,w przéd”
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ale fala sprzezona moze byé réwniez prowadzona. Jesli wektor (k—If) bedzie za krétki
w stosunku do wektora poprzecznego aby utrzyma¢é catkowite wewngtrzne odbicie w §wia-
tlowodzie, to zaobserwujemy szybko zanikajace strumienie $wiatla wyciekajacego przez
powierzchnig §wiattowodu — sytuacja podobna jak dla fal sprzgzonych nie spetniajacych
warunku prowadzenia poza obszarem naswietlenia z zewnatrz w sprzqgaczach Przypadek
ten jest jednak mato ciekawy.

Pozostanmy przy fali sprzgzonej prowadzonej. Rozpatrzmy sytuacje jak na rys. 19a —
fala wprowadzona jest pod pewnym katem © do kierunku gratingu: ¥ (X, f) =

Sktadowa wektora fali wprowadzonej réwnolegla do §: k = K cos &, zatem sprzezenie
nastapi do fali prowadzonej o wektorze réwnolegtym (X cos O —18) = 9; dla fali padaja-
cej sktadowa poprzeczna (czyli réwnolegla do prazkéw gratingu) wynosi Ksin @ = y.
Natomiast kat, pod ktérym poptynie fala sprzgzona zachowujgca warunek dopasowania
wektoréw réwnoleglych (czyli np. warunek Bragga), bedzie wynosit £ # 0. Struktura
dziata wiec jak element odbijajacy fale z konwersja skladowych wektora falowego. Gdy
zachowana bedzie symetria skladowych réwnoleglych, tzn. k—If = —k, to otrzymamy

doktadnie odbicie (@ = Q); odbicie to rézni si¢ od lustrzanego tym, Ze jest ,,roztozone”
na cala dlugosé obszaru zaburzonego (L).

Z kolei rys. (19b) przedstawia ugigcie fali wejsciowej, réwniez z konwersja sktadowych
wektora falowego. Dla sktadowej podtuznej zachodzi zalezno§¢ podobna jak poprzednio:

= (Kcos @—If), z tym, ze dla tej samej wartoSci K — aby otrzymaé sprzezenie
,,W przéd” — warto§é If musi byé znacznie mniejsza niz w sytuacji gdy chcemy otrzymac
sprzezenie ,,wstecz”. W tych sytuacjach musi by¢ 4 > 01i ¢ <0— odpowiednio.

Dla fali wprowadzonej z katem @ = 0 otrzymamy réwniez sprzgzenie ,,w przo6d”
lub ,,wstecz”, a kat £ = 0. Ta sytuacja zostala juz oméwiona poprzednio; ma ona za-
stosowanie w laserach DFB, oczywiécie dla sprzgzenia wstecz z zachowaniem symetrii
sktadowych réwnoleglych. Grating spelnia w laserze role zwierciadla ,,rozlozonego” na
catej dtugosci, na ktérej jest natozony (w wigkszosdci realizacji oznacza to caly dhigosé
lasera), zatem roztozone jest tu sprzgzenie zwrotne — tak jak w kazdym laserze roztozone
jest wzmocnienie na calej jego diugosci. Stad nazwa laser z ,.roztozonym sprzezeniem
zwrotnym® (distributed feedback — DFB). '

Analizujac wzér (22) — przy ustalonym #,, n, ny — widaé, ze wspélezynnik sprzezenia
zalezy od a, czyli od glgbokosci gratingu.” W opisanych dotad strukturach wytworzony
" jednorazowo grating (technologia wytwarzania gratingu w GaAs, GaAlAs bedzie opisana
w czedcl 7) miat stata warto$¢ a. Mozna jednak skonstruowag struktury ze Zmiennym Sprze-
seniem: w strukturze pasywnej bylby to uklad o regulowanym tlumieniu, a w strukturze
aktywnej pracujacej ponizej progu akcji laserowej — o regulowanym wzmocnieniu.

Jako czynnik zaburzajacy w tych strukturach mozna zastosowaé¢ uklad stojacy fal
akustycznych, czyli fal drgafi mechanicznych krysztatu (np. podioza lub $wiattowodu)
wytworzonych poza obszarem zjawisk optycznych W podobny sposob mozna wykorzy-
sta¢ efekty: magnetostrykeyjny i piezoelektryczny (przy zastosowaniu odpowiednich
podlozy) wymuszane za pomoca grzebieniowego ukiadu elektrod, do ktérych przylozony
sygnal bylby zrédtem energii drgaii fal stojacych w podiozu. Zmienno$¢ sygnatu powodo-
walaby zmiany amplitudy fal stojacych, czyli wlanie a (wzér 22). Zaleznie od natury fal
stojacych w krysztale méwi sig o przyrzadach akustooptycznych, elektrooptycznych i mag-
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- netooptycznych. Sa to odpowiedniki ukladéw parametrycznych elektroniki ukladowej.
Z przyczyn technologicznych zjawiska te mozna wykorzystaé tylko w optyce podczerwieni,
dla fal diugosci ok. 10 um i dluzszych. Wielo§¢ mozliwoéci jakie stwarza zastosowanie
struktur periodycznych stacjonarnych i niestacjonarnych wskazuje na ich znaczenie w op-
toelektronice, szczegblnie zintegrowanej.

6. LASERY DFB

Zasada dzialania lasera DFB zostala opisana juz przy okazji omawiania réznych aspek-
téw periodycznego zaburzenia. Pozostaja do omdwienia zagadnienia bardziej szczegd-
lowe. , : ’

Jednym z wazniejszych probleméw w laserach DFB jest konieczno§é wykluczenia
wplywu zwierciadet powstajacych na koncach wneki laserowej na pracg lasera. Efekt
ten powstaé moze szczegdlnie w laserach pSlprzewodnikowych, ktére sg bardzo krétkie
(ulamek milimetra), a nieciaglo§é parametréw materiatu na korficowych $ciankach wiaze
sie ze znacznym skokiem n (w laserze GaAs pracujacym do powietrza skok # jest z 3.6 do 1).

Mimo, ze w laserach DFB nie stosuje si¢ przelamywania krysztalu (co zapewnia, ze
ewentualne zwierciadla nie beda wysokiej jakosci), to jednak powstajacy mimo wszystko
efekt czesciowego odbicia moze mie¢ udzial w tworzeniu calkowitego sprzezenia zwrot-
nego tak znaczny, ze popsuje efekty jakich dostarcza sprzezenie roziozone (tzn. glownie
rozréznialnoéé modéw). W przypadkach szezegdlnie silnego pompowania, gdy wzmocnie-
nie jest duze, to pasozytnicze sprz¢zenie moze wystarczy¢ do wzbudzenia akcji laserowe;.

Zatem istnieja dwa zrédia sprzezenia zwrotnego: Zrédio roztozone (grating) i dyskretne
(zwierciadla). Punkt pracy lasera DFB dobrad trzeba zatem tak, aby dominowato to pierw-
sze. Z drugiej strony nalezy dazy¢ réznymi metodami do wyeliminowania efektu zwiercia-
dlanego. : ‘

Odnosnie punktu pracy staramy si¢ wytworzy¢ silne sprzezenie zwrotne (czyli gleboki
grating, mozliwie duza warto$¢ (n, —ns) i w miar¢ mozliwosci technologicznych — praca
na pierwszym rzedzie zaburzenia lub innym z najnizszych), tak aby warunek generacji
KB =1 byt spehmiany przy mozliwie malym- K. Oznaczono tu catkowite wzmocnienie
K = exp («L) (gdzie & — wzmocnienie logarytmiczne na jednostke diugodci wneki lase-
rowej) i wspdlczynnik sprzgzenia zwrotnego f tez za calg diugo§é wneki. Jesli K bedzie
male, to iloczyn KB’ (gdzie §’ ~— wspélczynnik dyskretnego SZ) bedzie znacznie mniejszy
od jednosci, ‘co wykluczy wplyw sprzezenia dyskretnego. Mozna si¢ bowiem spodziewaé
zawsze, ze na skutek bardzo zlej jakosci nieprzelamywanych zwierciadet g’ < g.

Aby jeszcze obnizy¢ f mozna na §cianki koficowe wngki laserowej nalozy¢ warstwy
przeciwodbiciowe oraz zeszlifowaé te $cianki pod pewnym katem do plaszczyzny zigcza
(najlepiej pod katem Brewstera o ile to- mozliwe dla danego materiatu).

Na wlasciwosci rozréznialnosci modéw (selektywno$é) maja tez wptyw trudne do kon-
troli w procesie produkcji zaleznosci miedzy dtugo$cia wngki a okresem zaburzenia,
symetria uloZenia gratingu wzgledem $rodka wneki laserowej itp. Dokfadniejsze zalez-
nosci na ten temat s3 podawane teoretycznie [31], ale ich wplyw na konstrukcj¢ nie jest
duzy wilaénie z powodu trudnoéci w realizacji wskazafi wynikiych z tych analiz. Jest to
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malo istotne, tym bardziej, ze ostatnie konstrukcje [15, 14, 12] sg realizowane w ten sposéb, -
ze plytka GaAs jest wycigta na dlugosé np. 1,5+2 [mm] i na calej tej dlugoSci mozna
nawet wytworzy¢ grating, ale pompowana jest tylko cze$é tej dlugosci (np. 0,7 [mm])
zaczynajac od jednej z krawédzi (rys. 20). W czesci niepompowanej warstwa aktywna
GaAs (w ktérej w obszarze pompowania zachodza przejécia promieniste) jest silnie strat-

J |
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Rys. 20. Laser DFB z obszarem stratnym zapobiegajacym sprzezeniu przez zwierciadla

na, tak ze na pozostatym odcinku: 1,5—0,7 = 0,8 [mm)] $wiatlo zanika na tyle, ze odbicie
od koricowej $cianki nie ma juz znaczenia; w ten sposéb przerwana jest petla dyskret-

- nego SZ.

Z drugiej jednak strony polaczenie sprzgzenia zwrotnego dyskretnego i rozlozonego
pozwala uzyska¢ przyrzady mniej selektywne, ale o niskich progach i ustalonej do$é $cigle
diugosci fali emitowanego $wiatta. Jesli w dodatku na $cianki koficowe nalozy sie warstwy
metaliczne jako zwierciadla, to laser taki nie moze emitowaé $wiatla normalnie, tzn.
z krawedzi, gdyz warstwy metaliczne sa lustrami o wspdtczynniku odbicia okoto 100%.
Wtedy $wiatlo moze by¢ generowane w kierunku prostopadtym lub ukosnym do powierz-
chni ztacza, $wiatto przechodzi wige przez podioze GaAlAs lub (najczeiciej) przez warstwe
GaAlAs nad warstwa aktywna. Jest to wigc po prostu opisana w czesci IV fala ,,wycie-
kajaca” — niesprzezona do §wiattowodu; powstaje ona na niskim (np. pierwszym, dru-
gim lub trzecim) rzedzie sprzezenia poprzez grating z falag prowadzong. Natomiast na
czwartym rzg¢dzie zaburzenia powstaje fala sprzezona przeciwbiezna o wektorze falowym
réwnym co do dtugosci wektorowi falowemu fali prowadzonej inicjujacej, tak wiec sy-
metryczne sprzgzenie potrzebne dla akcji laserowej DFB powstaje tu na czwartym rzedzie
zaburzenia oraz oczywiscie poprzez odbicie lustrzane. Laser taki opisali Scifres, Burnham
1 Streifer [32, 36] a takze Alferow i wspéipracownicy [33]; generuje on $wiatto o 100%
polaryzacji (co w laserach péiprzewodnikowych zdarza si¢ raczej rzadko) i w bardzo
dobrze skolimowanej wiazce — o rozbieznosci okoto 0,35° mierzonej w kierunku wyzna-
czonym przez kierunek gratingu.

Jak wiadomo dlugo$¢ fali emitowanej przez DFB laser jest w pierwszym rzedzie uza-
tezniona od okresu gratingu i od wspdSlczynnika zalamania (wedtug zal. (5)). Zmiany
temperatury zmieniaja okres gratingu nieznacznie, pozostaje zalezno$é temperaturowa
wspolezynnika zatamania. Podobnie nie maja wplywu na okres zaburzenia zmiany ge-
stosci pompowania optycznego lub gestoéci pradu pompujacego Dlatego przy obu tych
zmianach lasery DFB wykazuja male — w poréwnaniu z laserami ze sprzezeniem dy-
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skretnym — zmiany dlugosci generowanego §wiatta. Pomierzone charakterystyki podaja
autorzy prac [14] i [15]. W ogdlnosci wynika z nich, ze zmiany temperaturowe dtugo$ci

fali: % (wokét 20°C) sa okolo trzy- do szeSciokrotnie mniejsze w laserze DFB niz

w laserze z wneka Fabry-Perota i wynikaja gtéwnie z zalezno$ci n(T). JednakZe, poniewaz
charakterystyka spektralna przejé¢ spontanicznych przesuwa sie wraz z temperaturg
w kierunku wickszych A zawsze — niezaleznie od zastosowanej konstrukecji, wigc laser
DFB stabilizujacy dlugosé fali zaczyna (przy duzych zmianach T') pracowaé na zboczu
charakterystyki przejé¢ spontanicznych, co musi by¢ przyczyna podwyzZszenia progu
akcji laserowej. Tak wiec w laserach DFB obserwuje si¢ wymienno$¢ temperaturowej
stabilnosci dlugoéci promieniowania za niestabilno$¢ temperaturowa prgdéw progowych.
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Rys. 21. Charakterystyki temperaturowe pradu

- 8600 progowego i dlugosdci emitowanej fali (2) dla la-

sera DFB (linia ciagta) i dla lasera Fabry-Perota

(linia pogrubiona) wykonanym w tym samym
procesie epitaksji [15]

|
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W laserach z dyskretnym SZ prég réwniez silnie roénie z temperaturg, ale w laserach
DFB efekt ten jest znacznie silniejszy, przy tym dla kazdego z modéw poprzecznych cha-
rakterystyka I, = f(T) jest nieco inna; mod najnizszy (zerowy) wykazuje najdhuzszy
odcinek, w ktérym charakterystyka ta przebiega w poblizu analogicznej charakterystyki
dla lasera z dyskretnym SZ, poza tym odcinkiem 77, bardzo szybko roénie (rys. 21).
Bardziej szczegdlowy opis stosowanych rozwiazaf laseréw DFB wymaga osobnego
opracowania.

7. TECHNOLOGIE OTRZYMYWANIA STRUKTUR PERIODYCZNYCH

O trudnoéci wytworzenia gratingu decyduje wymaganie bardzo krétkiego okresu za-
burzenia. Ogdlnie struktura geometryczna jest prosta, jest to przeciez zbidr prostych,
réwnoleglych prazkéw i to pozwala zastosowaé metody optyczne wytworzenia gratingu.
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Wykorzystuje si¢ mianowicie falg stojaca powstdjaca przy nakladaniu dwdch strutnieni
monochromatycznego §wiatla biegnacych z przeciwnych kierunkéw (rys. 22). ‘Na ogét
zaklada sig, ze oba strumienie padaja na eksponowana powierzchnie pod tym samym
katem 6. Jesli dlugo$é $wiatla wynosi 4, to poniewaz o okresie fali stojacej decyduja wek-
tory falowe przeciwbiezne (a wigc réwnolegle do eksponowanej powierzchni), wiec dhu-
204¢ fali stojacej wynosi
S 1

A= 2sin@® ’

(42)

strumeert 1 stramuers I

. , !
powterzchmia eksponowana |

Rys. 22. Ekspozycja holograficzna dla wytworzenia gratingu

Powierzchnig eksponowang moze byé warstwa kopiowa naniesiona na powierzchnie
§wiattowodu, na ktorej chcemy wytworzyé grating (cz‘yli np. GaAs — warstwa epitaksjal-
na na podiozu GaAlAs). Na powierzchni fotorezystu, na ktdrej wytwarza sie fala stojaca
(obszar 4 —1ys. 22), jasne prazki wywolujg fotorezyst; w miejscu ciemnych prazkéw
(gdzie fale $wiatla znosza sig) fotorezyst nie jest utwardzony i po zakoficzeniu naswietla-
nia mozna go z tych miejsc wyptukaé. W ten sposéb na powierzchni GaAs powstaje maska
fotorezystywna odtwarzajaca ksztalt gratingu jaki chcemy wytworzyé w GaAs.

0,85
3,6
runek dopasowania wektoréw falowach (wzdér 23) wymagane jest éby okres gratingu
wynosit A ~ 0,12 [um]. A zatem gdy strumienie I i II skierujemy prawie dokladnie prze-

Fala $wiatla w GaAs ma dlugosé okolo

= 0,24 [pm]. Zatem aby spetni¢ wa-

ciwsobnie (tak e @ = —) to wymagane jest zrédlo §wiatta monochromatycznego o 1 &

~ 0,24 [um], czyli musi to by¢ laser ultrafioletowy o rzadko spotykanej diugoéci fali.
Laser jest wymagany ze wzgledu na potrzebna moc do wywolywania fotorezystu i dla za-

pewnienia monochromatycznosci. Poza tym stosowanie @ = % jest praktycznie trudne.

Zastosowanie szklanego pryzmatu [34] ulatwia nieco problem (rys. 23a, b). Wspdt-
czynnik zatamania §wiatla dla szkla: n, = 1,5, zatem wymagany jest laser o dlugosci fali

okoto 0,36 [um]; w praktyce potrzebne jest §wiatto nieco krétsze dla realizacji 0 < %

Wymagania takie spelnia laser heIowokadmowy o linii A = 2350 [A], wystarczajgca jest
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moc rzedu 10 [mW]. Czas ekspozycji okoto 7 [s], [34]. Technicznie wygodniejsze jest
zastgpienie pryzmatu kostkg prostopadloscienng [35], wtedy strumienie I i IT mogg byé
wprowadzone pod. ostrzejszym katem (rys. 23b), co jest dalszym ulatwieniem.
Poniewaz migdzy podstawa pryzmatu (kostki) a powierzchnia fotorezystu moga po-
wsta¢ szczeliny wskutek niedopasowania obu powierzchni — co mogloby zaburzyé roz-

9
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7 7,

Rys. 23. Ekspozycja holograficzna umozliwiajaca uzyskanie matej wartosci A [35, 36]

kfad $wiatla wywolujacego fotorezyst — nalezy calo$¢ zanurzyé w plynie dopasowujacym
n. Plyn ten powinien mie¢ n =~ 1,5 czyli dopasowany do szkla, ponadto nie powinien
reagowaé chemicznie z fotorezystem ani szklem. Warunki te spetniajg niektdre oleje oraz
ksylen [34]. - v ) :

Jako fotorezyst w tym zastosowaniu najlepiej nadaje si¢g Shipley 1350, 1350B.

Po wywotaniu i wyptukaniu nieutwardzonego fotorezystu przez powstala maske foto-
rezystywng mozna przeprowadzi¢ bombardowanie ‘odkrytej powierzchni GaAs cigzkimi
jonami, np. argonu. Bombardowanie powoduje wybicie pewnej iloéci atoméw z powierzch-

bombardowanie ArX d
C o’ - ~
! / N, 7 \ g | F;
d r_._/ | ;/;’ N/
]
o A h
a b o o
p—GaAs
p-Albads

Rys.. 24. Bombardowanie jonowe dla wytworzenia gratingu w GaAs
a) pierwotna powierzchnia GaAs, b) ksztalt gratingu na powierzchni GaAs po bombardowaniu, ¢} pierwotny ksztalt maski foto-
rezystu, d) ksztalt maski po bomibardowaniu
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ni niezamaskowanej, zatem w tym miejscu powstana rowki. Na ogdt dlugosé rowka jest
nieco wicksza niz przerwa miedzy nimi, poniewaz w trakcie bombardowania fotorezyst
nieco sie uszkadza i jest poczawszy od krawedzi — odkrywany (rys. 24). Stosowane gle-
bokosci rowkéw sa rzedu 300+ 1500 [A]. o

Opisany sposéb otrzymywania gratingu jest stosowany w konstruowanych przyrza-
dach najcze$ciej. Praktycznie obszarem periodycznie zaburzonym jest tu tylko pas o gru-
bosci d (rys. 24). Poniewaz jednak w cienkim swiattowodzie ruch falowy odbywa sig¢ zZygza-
kiem poprzez odbicia od miedzypowierzchni, zatem wplyw tego plytkiego zaburzenia
rczcigga sig na caly $wiattowod. Co wiecej, mozna nawet nie wykonywaé gratingu na
warstwie aktywnej §wiattowodowej p-GaAs, lecz na nastepnej cienkiej warstwie p-GaAlAs
natozonej uprzednio epitaksjalnie na warstwe GaAs. Wtedy o sprzezeniu decyduja ,,080-
ny” zanikajacych eksponencjalnie -funkcji falowych poza $ciankami §wiattowodu (czyli
fale o urojonym wektorze falowym — prostopadle do $wiatlowodu); tak interpretuje
dziatanie tego rozwigzania D. R. Scifres [13]. Inna interpretacja teoretyczna polega na
dowodzie, ze periodyczne zmiany grubosci warstwy ,,przykrywajacej” $wiattowod sa
réwnoznaczne wprowadzeniu periodycznych zaburzef w sam $wiattowdd; dowdd taki

przeprowadzit Wang [18].
Powaznym problemem technologicznym jest jeszcze natozenie warstwy epitaksjalnej

na wytworzony grating; ten proces jest konieczny aby otrzymaé lasery pompowane elek-
trycznie. Warstwa aktywna jest typu p; aby otrzymaé ztacze p-n i réwnocze$nie utworzy¢
biheterostrukture, konieczne jest nalozenie minimum jednej warstwy. Pominigcie tego
etapu umozliwia co najwyzej konstrukcje elementéw pasywnych DFB ilaseréw DFB pom-
powanych optycznie. ‘

Nakltadanie warstwy epitaksjalnej moze spowodowac znaczne lub catkowite zniszcze-
nie gratingu. Je$li nawet to nastapi w matym stopniu, wtedy zaburzenia strukturalne
materialéw w miejscu osiadania warstwy epitaksjalnej beda powodowaly duze straty nie-
promieniste, co mocno pogarsza parametry lasera i praktycznie uniemozliwia pracg w tem-
peraturze pokojowej [15]. Zastosowanie dodatkowej warstwy epitaksjalnej i usuniecie
obszaru zaburzen strukturalnych poza $wiattowdd znacznie poprawia parametry i umoz-
liwia prace w temperaturze pokojowej [13, 15, 14].

Innym rozwiazaniem technologicznym w miejsce wytwarzania masek fotorezystywnych
i bombardowania argonem jest trawienie selektywne powierzchni GaAs zanurzonej W 10z-
tworze trawiacym — poprzez bezposrednie naswietlanie tej powierzchni ukladem fal
stojacych z dwoch przeciwsobnych strumieni $wiatla monochromatycznego (rys. 22).

Wydaje sie, ze problem nalozenia warstwy epitaksjalnej jest tu najpowazniejszy. Na-
lezy jednak pamietaé, ze opisany sposob wytwarzania gratingu jest jednym z wielu.

Dotychczasowe osiagnigcia w technice laserow DFB wskazuja jednak, ze trudno$ci
technologiczne sa do przezwycigzenia, a wlasnosci tych przyrzaddw i szerokie perspekty-
wy zastosowania sktaniaja do zainteresowania nimi.

Autor sklada serdeczne podziekowanie Panu Doc. Tadeuszowi Janickiemu za cenne uwagi
dotyczqce pracy oraz za opieke nad rozpoczetymi pracami
technologicznymi.
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A. MALAG

PERIODIC STRUCTURES AND THEIR APPLICATION IN SEMICONDUCTOR
OPTOELECTRONIC DEVICES

Summary

A short description of optoelectronic periodic structures is presented. First, methods of theoretical
analysis of light waves motion in media with periodic variations of optical properties are described. These
methods are applied to the description of wave motion in thin-film vaweguides with periodic surface
disturbance. Next, the presentation of possibilities of a-light-beam-to-a-waveguide-mode-coupling and
also a coupling between waveguide modes by periodic structures is made.

Also some applications of active and passive periodic waveguides to the construction of Integrated
Optics Devices (periodic couplers, DFB lasers) are presented. At last methods are described of technologic-
al realizations of periodic structures in GaAs-GaAlAs optoelectronic devices.
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A. MALAG

STRUCTURES PERIODIQUES ET LEUR APPLICATION DANS LES DISPOSITIFS DE
L’OPTO-ELECTRONIQUE DES SEMICONDUCTEURS

Résumé

On a donné une description sommaire des structures opto-électroniques périodiques. D’abord on
a décrit les méthodes de I'analyse théorique du mouvement ondulatoire (onde lumineuse) dans les milieux
aux propriétés optiques changeant périodiquement. Ces méthodes sont appliquées A la description du
mouvement ondulatoire dans les couches minces des conduits de lumiére avec perturbations périodiques
a la surface. .

Ensuite on a présenté les possibilités du couplage du flux lumineux avec le conduit de lumisre ainsi
que du couplage intermodale des modes menés dans le conduit de lumiére par les perturbations périodiques.
On a décrit aussi I’application de la perturbation périodique dans la construction des dispositifs & couches -
minces de I'opto-électronique intégrée (accoupleurs périodiques, lasers DFB dans les conduits de lumiére
actifs). A Ia fin, on a présenté les méthodes technologiques de la réalisation des structures périodiques dans
les dispositifs opto-électroniques de GaAs-GaAlAs.

A. MALAG

PERIODISCHE STRUCTUREN UND IHRE ANWENDUNG IN OPTOELEKTRONISCHEN
HALBLEITERVORRICHTUNGEN

Zusammenfassung

Es wird eine Kurzbeschreibung von optoelektronischen periodischen Strukturen gebracht. Am Anfang
werden die Methoden einer theoretischen Analyse der Wellenbewegung (der Lichtwelle) in Medien mit
periodisch wechselnden optischen Figenschaftén beschrieben. Die Methoden werden zur Beschreibung
der Wellenbewegung in diinnen Schichten der Lichtwellenleiter mit periodischen Oberflichenstorungen
angewandt. Im weiteren werden Kupplungsmoglichkeiten der Lichtstrdmung mit dem- Lichtwellenleiter
dargestellt, und auch der im Lichtwellenleiter durch periodische Stérungen gefiihrten Zwischenmoden-
kupplungen von Moden. Es werden auch Anwendungsmoglichkeiten, periodischer Stérungen bei Er-
zeugung von diinnschichtigen, integrierten, optoelektronischen Vorrichtungen beschrieben, wie periodische
Kuppler, DFB-Laser in aktiven Lichtwellenleitern. Tm letzten Teil des Artikels werden technologische
Erzeugungsmethoden periodischer Strukturen in optoelektronischen GaAs-GaAlAs-Vorrichtungen erdrtert.

M. MAJILOHT

TIEPUOIVYECKHE CTPYKTVYPBI I UX IIPUMEHEHWE B OITTOJJIEKTPOHHBIX
IIOJIVIIPOBOOHNKOBBIX IIPUBOPAX

Pesome

IIpescraBieno COKpaleHHOE ONHCAHME ONTOIIECKTPOHHBIX IIEPHOAHUECKHX crpykryp. OnmcaHbr
METO[BI TEOPETHYECKOrO aHANM3a IPOXOXKIECHHA CBETOBOH BOJHBI B CPEfe € IEPHUONMUECKM H3MEHI-
IOIHUMHCST OITHYCCKUMY CBOHCTBAMY. DTH METOBI IPMMEHEHLI K OMMCAHMIO TPOXOYKIEHHT CBETOBOM
BOIHEI YePEs TOHKUE IUIEHKH CBETOBOJA € NEPHOAMIECKUME HAPYIICHNAMY HoBepxHocTH. IIpeacraniieHst
BOSMO)XHOCTH YCTPOMCTB CBA3H CBETOBBIX IOTOKOB K CBETOBO/Y M MHTEPMOZAILHON CBASK MOLOB BEO-
MBIX B CBETOBOJE IYTEM NEPHOOUUECKHX pactpoiicte. ONMCAHO TAKIKe NPHMEHEHHE TIEPHONMUECKHX
BOBMYIIEHHH K Peanusamyy TOHKOIUICHOUHBIX IPHGOPOB HHTErPHPOBAHHON OIITO3NEKTPOHUKY (TIEpHO-
AudecKas CBsISb, Jlasepsl, DFB B aKTHBHBLIX CBETOBONAX). B saxsmoucHme TUPEACTABIIEHB] TEXHOJIOTHYE-
CKHE METOJ(bl Deai3alfyl NEPUOJUUYECKUX CTPYKTYD B ONTOIEKTPOHHLIX mpubopax ¢ GaAs-GaAlAs,
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Wykorzystanie metody rozdzielenia .2miennych' do analizy
pdl magnetycznych

JAN PURCZYNSKI (SZCZECIN)

Instytut Automatyki Przemyslowej Politechniki Szczeciniskiej

Otrzymano 22.11.1976

W pracy omowiono wykorzystanie metody rozdzielenia zmiennych do analizy p6l

magnetycznych pradu stalego. Szczegdélowo rozpatrzono wyznaczanie rozwigzania szczegol-

- nego rownania Poissona. Analize przeprowadzono dla kilku ukladdéw wspolrzedaych.
Uzyskano wyniki stanowiqceA rozszerzenie materiatlu zawartego w pracy [16].

1. WSTEP

Wyznaczanie pola magnetycznego wytworzonego przez przewody z pradem stalym
sprowadza si¢ do rozwigzania w obszarze bezpragdowym réwnania Laplace’a, a w obszarze
zajetym przez prad — réwnania Poissona. Jedna z metod analitycznych stosowang przy-
wyznaczaniu pdl magnetycznych jest metoda Rotha [27, 28]. Metoda ta operuje podwdj-
nym szeregiem Fouriera. Wyniki uzyskane ta metoda, w przypadku dwuwymiarowym,
zapisuja sie podwdjnym szeregiem trygonometrycznym. Wolna zbleznc?c tych szeregéw
stanowi istotna wade tej metody [2, 10].

Inng metoda analityczng wyznaczania pola magnetycznego wytworzonego przez prad
staly jest metoda przeksztalced calkowych [12, 13, 14,15, 31, 34, 35, 40]. Metoda ta
zostala zastosowana do nastepujacych uktadéw wspdlrzednych: prostokatnych, kotowo-
-walcowych i kulistych. Obok szeregu zalet metoda ta posiada dwie istotne wady. Po
pierwsze, stosuje si¢ ona do obszaréw o przenikalnosci 4 = uo — obecnoéé ferromagnetyka
nalezy uwzglednié przez wprowadzenie warstwy pradowej [38]. Powoduje to pewne ut-
rudnienie natury obliczeniowej. Po drugie, metoda przeksztalceri calkowych zostala opra-
cowana dla trzech wyzej wymienionych ukladéw wspétrzednych. Rozszerzenie jej na inne
uklady wspéirzednych napotyka na znaczne trudnosci.

Wspomnianych wad nie posiada metoda rozdzielenia zmiennych. Jest to najbardziej

. rozpowszechniona metoda rozw1qzywan1a réwnania Laplace’a. Metodg te mozna z powo-

dzeniem zastosowaé do rozwiazywania ‘téwriania Poissona [16]. W tym przypadku roz-

wiazanie poszukuje si¢ jako sume rozwigzania szczegdlnego réwnania niejednorodnego

(Poissona) oraz rozwigzania ogdlnego réwnania jednorodnego (Laplace’a).
Wyznaczanie rozwigzania szczegblnego rownania Poissona nastrgcza nieraz powazine

_ trudnosci. Omawiajac powyzsza metodq autorzy pracy [16] ogramczyh sie do przypadku

AA = —K = const,
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tzn. do stalej warto$ci prawej strony réwnania Poissona. Przy podanym ograniczeniu
wyznaczyli oni posta¢ rozwiazania szczegélnego w nastgpujacych uktadach wspéirzed-
nych: prostokatnym, kolowo-walcowym, kulistym, eliptyczno-walcowym, paraboliczno-
-walcowym.

Niniejsza praca ma na celu rozszerzy¢ zakres omawianej metody na przypadki, gdy
prawa strona rownania Poissona jest funkcja wspotrzednych.

Praca stanowi przeglad dotychczasowych publikacji dotyczacych wykorzystania metody
rozdzielenia zmiennych do analizy p6l magnetycznych. Dokonujac tego przegladu ograni-
czono si¢ do zagadnienia wyznaczania rozwiazania szczegdlnego rownania Poissona w réz-
nych uktadach wspdirzednych.

2. POSTAC ROZWIAZANIA SZCZEGOLNEGO ROWNANIA POISSONA W WYBRANYCH
UKEADACH WSPOLRZEDNYCH '

2.1. Uktad kartezjanski

Na rys. 1 przedstawiono wyidealizowany model transformatora z uzwojeniem kraz-
kowym [2, 26, 39]. Zaktada sie, ze pole magnetyczne jest plaskoréwnolegle. Potencjal
wektorowy pola magnetycznego spelnia w obszarze I i ITI réwnanie Laplace’a

A4 =0 1)
oraz w obszarze II réwnanie Poissona
5 A4 = —pod(). @
Y
7 Y
i
7
I
ad
7
b /‘ 2 o Rys. 1. Przekroj poprzeczny wyidealizowanego
//}//////ﬁ //////// modelu transformatora z uzwojeniem krazkowym

Gesto$¢ pradu w obszarze II jest funkcja zmiennej y. Funkcje te rozwija si¢ w szereg
Fouriera

[ee]
J(y) = 2 C,,cosn%y. (3)
n=0
Rozwiazanie szczegdlne réwnania

024 024 <
T+ LI —onC,,cosﬁg—y (@)
n=0

0x? 0y?
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przewiduje si¢ w postaci

o0
A, = ZAncosn%y- &)
n=0

Podstawiajac zalezno$¢ (5) do wzoru (4) wyznacza sig stale A4,,.
Ostatecznie, rozwigzanie szczegdlne réwnania Poissona (4) zapisze sie

=\? C, nw
Agr,. = po ] 7‘3057)’- 6)
n=0

Nastgpnie uwzgledniajac rozwigzanie réwnania Laplace’a [16, 17] oraz wypehiajac
warunki brzegowe (zerowanie si¢ skladowej stycznej wektora indukcji na powierzchni
ferromagnetyka) znajduje si¢ rozklad pola magnetycznego w calym obszarze [2, 26, 39].

.

22. Uktad wspdirzednych walcowych
2.2.1. Pole plaskoréwnolegle

Na rys. 2 przedstawiono przekrdj poprzeczny ukladu przewodéw wiodacych prad staly
[33]. Zaklada sig, ze przewody sa dostatecznie dlugie w kierunku osi z, aby zagadnienie
mozna bylo traktowaé jak\o dwuwymiarowe. Poszczegolne obszary tworza wspélosiowe
rury. W obszarze II plynie prad wzdhuz osi z. Zaklada sie, ze gesto$é pradu nie zalezy od
wspotrzednej r i jest rozwijalng w szereg Fouriera funkcjg kata ¢:

J(@) = Bo+ Z (4,sinng+ B,cosng). @)
n=1

K>
VIl g

Rys. 2. Przekroj poprzeczny ukladu przewodow
wiodacych prady staly

Ostatnie zalozenie ogranicza stosowalno§¢ metody do przewodéw o przekroju poprzecz-
nym bedacym wycinkiem pierscienia. Zalezno$ci podane w tym punkcie moga byé latwo
przeniesione na przypadek, gdy gestoé¢ pradu jest funkcja potegowa (™) zmiennej
7 (analogicznie jak w p. 2.5).

Potencjat wektorowy spelnia w obszarach I i III réwnanie Laplace’a a w obszarze II
réwnanie Poissona:

0%A;; 1 04y 1 024

[ee]
a2 + s + "}72'——5(;{2— = —lo [B0+ 2A,,spnq;+3,,coan7]. ®)

n=1
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Rozwiazanie szczeg6ine réwnania (8) przewiduje si¢ w postaci

Arre = D) Frale) Ausinng+ ) Fou(r) Bacosng +£3() Bo. ®
n=1 n=1 .

Podstawiajac zalezno$é (9) do réwnania (8) otrzymuje si¢ nastepujgcy uklad réwnan:
dﬂ,,. ldfl,, n? ‘

=R S L i C U (10a)
Pfyn , 1 dfen 1
2 T g S =t (10b)
d2f3 1 dfs _
@ g T e (10)
Z postaci réwnan (10a) i (IOb) wynika, ze f; = f,.
Mnozac réwnanie (82) obustronnie przez r?, otrzymuje si¢
2 @%fin dfin ‘ '
28w B pf oy an

Roéwnanie (11) jest niejednorodnym réwnaniem Eulera [36]. Dokonujac podstawienia
r = ¢ uzyskuje sie:

d2 ' .
'—?d“t‘f‘i_ "nzfl = —"uoezt .» (12)

‘Réwnanie (12) posmda réwnanie charakterystyczne
x2—n?=0.

Stad rozwiazanie réwnania jednorodnego:

fin = C1&"+Che7™. (13)

Ostatnia zalezno$¢ okresla postaé rozwiazania réwnania Laplace’a.
Rozwigzanie szczegélne réwnania (12) znajduje si¢ metoda wspolczynnikéw nieoznaczo-
nych. Rozwigzanie to przewiduje si¢ w postaci
fin = Cie¥. (14)

Po podstawieniu zaleznosci (14) do réwnania (12) wyznacza si¢ stala C,

R i
Y - G= 4-—p2"
F.St_egdv rozwigzanie quiegélne féwnaﬁia (12) dla n # 2 ma postaé ' f
| 9o Mo o Mo 2
fln - 4—712 e 4""”2 re, (n 7“- 2)'

- Dla n = 2 funkcja e?' wystgpujaca po prawej stronie réwnania (12) pokrywa si¢ z jednym
z rozwiazah réwnania jednorodnego (wzér 13). v - :
Stosujqc metodq wspolczynmkow nieoznaczonych, funkcije f;, przewiduje si¢ w postaci
36]
fin = Czte” dla n=2. ’ : (15)
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Podstawiajac zalezno$é (15) do réwnania (12) uzyskuje sig

czyli

fi= — o porr ——%O—rzlnr.

Ostatecznie, funkcja f'1, wyrazi sig¢ zaleznoécia:

74—%;—’5—1‘2 dla n#2,
Jin = _ (16)
-2y dla n=2.
. 4 1
Przyjmujac w réwnaniu (10a) # = O otrzymuje si¢ réwnanie (10c). Stad, po podsia-
wieniu n = 0 do zaleznosci (16), u_zyska‘siqz

Sy = —%"—ﬂ. . (163)
Po uwzglednieniu wzorow (16).i (16a) oraz zaleznosci f; = f3 wyrazenie (9) przyjmie
postac: ‘ ‘
1 1 . |
Agr,, = —por? [—4— By + 2 i (4,sinng + B,cosng) +

n#2

+ —‘lt—ln l‘(AZSiIlztp-i-BQCOSle)]. R EY))

Rozwiazanie ogdlne réwnania Laplace’a w uktadzie wspdtrzednych walcowych ma postac
[10, 16, 17] ’ '

”18

A= (Cusinng+ D,cosng)(Eys*+Fp~"+Gnr+H. (18)

—

n= J

W obszarze bezpradowym rozwigzanie przewiduje si¢ w postaci (18), natomiast w ob-
szarze pradowym w postaci sumy wzoréw (17) i (18). Wypehiajac warunki brzegowe
wyznacza sig¢ rozklad potencjalu wektorowego.

Opisang wyzej metoda wyznaczono w pracy [33] pole magnetyczne ukiadu przewodow
zamknigtych pier§cieniem ferromagnetycznym. Uklad taki posiada duze znaczenie prak-
tyczne, m.in. wystepuje w zespole odchylajacym lamp kineskopowych.

W przypadku przewodu o przekroju kolowym z réwnomiernie rozmieszczong gestoscia
pradu nalezy przyja¢ we wzorze (7) By = J; A, = B, = 0. Wzér (17) redukuje sie¢ do
postaci: ' N

A, = ——i—yo.]rz. 9
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Postaé rozwiazania szczegdlnego réwnania Poissona okre§lona wzorem (19) zostata wy-
korzystana w pracy [23], gdzie wyznaczono indukcyjnos¢ oraz sile wystepujaca w ztobku
o przekroju kotowym nie catkowicie wypetnionym uzwojeniem (rys. 3).

A L

N
Q{{\‘\\\\\;\\‘ R1 4Rz
»N

A
Rid 8 Pritlosi pbpessny 2i6bia, czdseions:

zapelnionego uzwojeniem

2.2.2. Pole osiowo-symetryczne

Na rys. 4 pokazano przekrdj poprzeczny wyidealizowanego obwodu magnetycznego
rdzenia kubkowego [6, 25, 32]. Obszar II (zakreskowany) zajety jest przez uzwojenie,
przez ktore ptynie prad o stalej gestosci J. Wektor gestosci pradu, a tym samym potencjat
wektorowy, posiada jedna sktadowa — skierowana zgodnie ze wspotrzedna ¢.

Réwnanie Poissona ma postac:

824, e Y U a2y

e e it o @)
Rozwiazanie szczegblne réwnania (20) przewiduje sie w postaci
Ag, = Pr2. 21

Podstawiajac zalezno$¢ (21) do wzoru (20) wyznacza sie stala P. Ostatecznie, rozwiazanie
szczegllne zapisze sie

1
e 02
As: = ?Iuojl . (22)

zZ A
3 Nnns \\
N NN \ N
A NN BRI
N N\ / RIS 1
- \ S
N N\ R

N\ R85
N MR
«\ bE R
N R N
NN\ R N\ 255 \
N\ N Ei N
R }J\ N
: SR \
N \ \Q\
N N \
NN ‘ R§ r
AN A\ 20

Rys. 4. Przekrdj poprzeczny wyidealizowanego obwodu magnetycznego rdzenia kubkowego
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Rozwiazanie jednorodnego réwnania (20) (prawa strona rowna zeru) przewiduje si¢
w postaci [32]: '

A = Cor+ Dot D [BLy(@ur) + Gy (@ar)] 05,2, 23)
n=1
gdzie:
_m
Ouim et

Postaé (23) obowiazuje w obszarze I i III, natomiast w obszarze II potencjal wektorowy
nalezy zatozy¢ w postaci sumy wyrazen (22) i (23). Wypelniajac warunki brzegowe oraz
warunki ciagloéci na granicy obszaréw wyznacza si¢ nieznane state Co, Do, B, i C,.

~ Opisana metoda wyznaczono w pracach [6, 25, 32] pole magnetyczne oraz indukcyj-
nos$¢ rdzeni kubkowych. Podobna posta¢ potencjalu wektorowego zalozono w pracach
[1,29], w ktérych wyzhaczono sil¢ przyciggania elektromagnesu garnkowego.

W pracy [21] rozpatrzono straty mocy w piercieniu obejmujacym przewéd z pradem
przemiennym. Zakladajac slabe zjawisko naskérkowosci, Wyznaczenle strat sprowadza si¢
do rozwigzania réwnania Poissona:

O, i LR o 02T

(65
Rt ) AP P PR B o
ore Uy or r? o 0z2 r: (24)

Funkgcja 7, w interpretacji fizycznej, jest réwnoznaczna z natezeniem pola magnetycznego
wytworzonym przez pierwsza reakcje pradéw wirowych [3].
Rozwigzanie szczegdlne réwnania (24) przewiduje si¢ w postaci
I. = f(r)a ' (25)
tzn. przyjmuje si¢ rozwigzanie w postaci funkcji tylko zmiennej r. Z réwnan (24) i (25)
otrzymuje sie niejedno_rodne réwnanie Eulera

2
,2_f;+r£l£ f=.Cr}

ktérego rozwiazanie szczegdlne ma postac [36]

fir) = —1 Inr = Ip:. (26)

Natomiast rozwiazanie réwnania jednorodnego ma postac [16, 21]

A
I,= 22 1 Byr 4 > Auy(@)+ BN Gr)Ichan . 27)
n=1
Catkowite rozwigzanie réwnania (24) przewiduje si¢ w postaci sumy wyrazen (26) i (27).
Wypehiajac warunek brzegowy, ktéry w rozpatrywanym przypadku sprowadza sig
do jednorodnego zagadnienia Dirichleta [21], wyznacza si¢ nieznane stale 4q, By, 4, i B,.
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23. Uktad wspdtrzednych eliptyczno-walcowych
i

Przewéd o przekroju eliptycznym i przenikalnosci 4 znajduje si¢ w o$rodku o prze-
nikalnoSci magnetycznej u,. Przez rozpatrywany przewod plynie prad staly. Wymiary
przewodu podane sa na rys. 5 [30, 31].

Rys. 5. Przewod o przekroju eliptycznym wiodacy
; prad staly

Zaklada si¢, ze przewdd jest dostatecznie dhugi, aby zagadnienie mozna fraktowad
Jjako dwuwymiarowe. Potencjat wektorowy A spetnia we wnetrzu przewodu (oznaczonym
na rys. 5 jako obszar I) réwnanie Poissona

A4, = —uJ, (28)
a na zewnatrz przewodu (obszar II) réwnanie Laplace’a.
W celu zastosowania metody rozdzielenia zmiennych wprowadza sie uktad wspotrzed-
nych eliptyczno-walcowych okreslony réwnaniem
x = Cchy cosyp, y = Cshysiny, z=z. 29)
W uktadzie tym brzeg przewodu zapisuje sie réwnaniem
7 = 7o = const.

Operator Laplace’a w uktadzie wspéirzednych eliptyczno-walcowych przyjmuje postaé
[16] :

1 0’4 %4
— 2 i 0
44 C?(ch*n—cos?y) ( on? 2 61/)2) _ (30)
Ze wzoréw (28) i (30) otrzymuje si¢ nastepujaca postaé réwnania Poissona
0%4; 0%4, 1 5
| W+W_ -—ZTMCJ(chZV/—cos}zp). (€1}
Wzér (31) sugeruje nastepujaca posta¢ rozwigzania szczegélnego [16]
AIS: = fl(n) +f2(1/’) . (32)
Ze wzoréw (31) i (32) otrzymuje si¢ nastepujacy uktad réwnafi:
difie A e ho
dn? 7t {3
d2 2 1 Py
—d;pr‘ = + 7y,]C~co§2zp,

ktérego rozwigzanie ma postaé

fi=— —é—,ul.fczchb),

S

- éf,ulchcosZ'lp.
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Ostatecznie
Arge = — %,ulJCZ(ch 25 +cos 29). (33)

Rozwiazanie réwnania Laplace’a przewiduje si¢ w postaci [30, 31]
Ay = Do+ (Dy ch 2n+ D, sh 2n) cos 2y + Dj,
natomiast w obszarze I potencjal zapisuje sig

Ay = Co+(C, ch 25+ C, sh 2p)cos 2y + Cy — %‘ulJCZ(ch 2n+cos 2y).

Wypelniajac warunki ciaglosci potencjalu oraz skladowej stycznej wektora natgzenia
pola magnetycznego, jak réwniez uwzgledniajac skorficzona warto§¢ wektora mdukcy
wewnatrz przewodu, wyznacza si¢ stale C;, D; (i = 0,1, 2, 3).

Opisana wyzej metoda pozwolila wyznaczy¢ pole magnetyczne wytworzone przez
prad plynacy przez przewdd o przekroju eliptycznym o dowolnej przenikalno$ci magne-
tycznej. Na przykladzie tym wida¢ wyraznie przewage metody rozdzielenia zmiennych nad
metoda przeksztalcen catkowych, ktéra to metoda nie pozwala w sposob bezposredni
uwzgledni¢ obecnosé ferromagnetyka.

Rozwiazanie szczegdlne okreslone wzorem (33) zostalo wykorzystane réwniez w pracy
[24], w ktérej wyznaczono pole magnetyczne oraz indukcyjnosé rozproszenia Zlobka
owalnego. Bardziej zlozona postaé rozwigzania szczegélnego réwnania Poissona w ukda-
dzie wspélrzednych walcowo-eliptycznych wyprowadzono w. pracach [7, 8].

Na rys. 6 przedstawiono przekrdj poprzeczny ukfadu anlizowanego w pracy [8]. Po-
tencjal wektorowy spelia w obszarach I i III réwnanie Laplace’a, a w obszarze II (zaje-
tym przez prad réwnanie Poissona

‘ Addn = —uoJ(y). o (34) -
gh
u m /z;/=consf
g
bo | 1
-C c X
=g
Rys. 6\. Uktad przewodow analizowany w pracy [8] R=r

Zaklada sie, e gesto§é pradu J jest funkcja kata y rozwijalna w szereg Fouriera

o0
J@) = Bo+ ), (Ausinny +B,cosny), » (35)
n=1
gdzie wspolczynniki 4,, B,, Bo okresla wzor (7). -

Ze wzoréw (30), (34) i (35) otrzymuje sig

PAn %4 1 C
TnilL + 01/)2” =-5 C?uo(ch2y — cos2y) [Bo + 2 (A4,sinny + B, cosmp)]-
n=1
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Po przeksztalceniach otrzymuje sie

azA[[ azAI] 1 ” .
e JE 507 = — ?C-,uoch277 [Bo + Z (4sinny + B, cosmp)] -

n=1

1 1 ;
E C?uq [BOCOSZw + o Z (4nsin(n—2)p+ B, cos(n —2p)+

n=1

o
1 ;
+ = 2 (4usin(n+2)p+ B, cos(n+2) w)] . (36)
n=1
Ze wzoru (36) wynika przewidywana postaé rozwigzania szczegSlnego

o0 " o0
Are: = fi() N Apsinnp-+f;(n) ' Bycosny +f3(n) Bo+g1(9) Bo+

n=1 n=1

+fa(n) 2 Ansin(n—2)p +1s(n) Z Aysin(m+2)p+fs(n) Z B,cos(n—2)p+

n=1

+f2(n) S B,cos(n+2)yp. 37
n=1

Ze wzoréw (36) i (37) otrzymuje si¢ nastepujacy uktad réwnan

-%;le—-nZﬂ(ﬂ) = ——;CZMOCth dy{, —n*fo(y) = ; 2poch 2y,
~(‘2;:7L23 = —%C%(’Chzn’ ! %‘_(”“2)74(’7) = %Cz,uo,
dfs —(+2)*fs(n) = —C?pu,, Zz—ﬁ — (1=2)f(n) = %C"‘ﬂo,
"%27{2— —(n+2°f2(n) = —4~C2,uo, % = _;_Czluo c08 2. 39)

Z postaci réwnan (38) wynika, ze f; =125 fa=fe; fs=/f.
Ostatecznie, funkcje 17, f3, f4,fs, g Wyraza sie zalezno$ciami

[ 2(52 ch2y dlan#2,
Ji=
[— 3 ol 7ch2y dla n = 2;
f cecgie Shals C21u0 .
vy 4(n+2)’
2
’— 2(%% dla n # 2, (39)
Ja = 1 k
l”g‘czluO"’]Z dlan=2;
2
fi= = Cs'uocth;
2
g = - C U —5—COS2yp.

8
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Ze wzoréw (37) i (39) otrzymuje sig:

Cc> \ A,sinny+ B,cosn
Allsz == g‘o |:4Ch277 2)2_4 & T
n#2

, 5’ A,sin(n—2)y+ B,cos(n—2)yp _22 Aysin(n+2)yp+ B,cos(n+2)p
- (n—2)* =1 (n+2)* :

—nsh 21(A ,sin 29+ B,c0s2y) — Bo(ch2 %+ cos2y) + 97232] . (40)

Rozwiazanie réwnania Laplace’a przewiduje si¢ w postaci:
@«
A= 2 (Cichnn+ Dishnn)(A,sinny+ B,cosny)En+ F*, (41)
n=1 :

gdzie i = I, I1, III.

W obszarze II potencjal wektorowy zapisuje si¢ w postaci sumy zaleznosci (40) i (41).
Wypehiajac warunki ciaglosci potencjalu oraz sktadowej stycznej wektora natezenia
pola magnetycznego jak rowniez uwzgledniajac skonczona warto$¢ wektora indukcji
w calym obszarze wyznacza si¢ state C}, D}, E*, F' (i = 1, II, III). Réwniez i w tym przy-

- padku metoda rozdzielenia zmiennych pozwolita, w sposéb bezposredni, uwzglednié

obecno$¢ ferromagnetyka (obszar III).

24. Uktad wspotrzednych dwuwalcowych

Na rys. 7 pokazano przekrdj poprzeczny linii dwuprzewodowej [4, 41, 5]. Zatozono,
ze przewody o réznych przenikalno$ciach magnetycznych (u; i u,) sa dostatecznie diugie,
aby zagadnienie mozna traktowaé jako dwuwymiarowe.

p=0

I

Rys. 7. Przekroj poprzeczny linii dwuprzewodowej wraz z ukladem wspolrzednych dwuwalcowych

Obliczenia prowadzi si¢ w uktadzie wspétrzednych dwuwalcowych [16]

ashn | asin®

' chn—cos® ’ L chn—cos@;

zZ=12Z,

Powierzchnie boczne przewoddw pokrywaja si¢ z linig 7 = const.
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. )
W obszarze zajetym przez prad potencjal wektorowy spelnia réwnanie Poissona, ktére
w ukladzie wspdirzednych dwuwalcowych zapisze sig:

2 o2 2 ) *
0°4 4 _ nla _ “2)

~on? + o6 (chy—cos®)?
Rozwiazanie réwnania Laplace’a ma postaé [16, 17] .
» .
A= Y (4L shpy+ Bl chpn)(Chsinp®+ Dicosp@)F -+ Ab, 43)
n=1 .
(¢ =111, II).
Wzoér (42) sugeruje nastgpujaca postaé rozw'iaczaniav szczégélnegb:
filp+£0)
— 2
A = —pJa ch#n—cos@ ° (44)
Ze wzoréw (42) i (44) otrzymuje sig
Hilm) =3 chn, - f2(0) —'-—cos@
Ostatecznie rozwiazanie szczegdlne réwnama (42) przyjmuje postac:
. 1 , chn+cos®
Ase = = pla chn—cos® 49

. ‘W obszarze zajetym przez prad (I i I1) obowiazuje suma rozwiazani (43) i (45).

Z warunkéw ciaglo$ci potencjatu oraz skladowej stycznej wektora natgzenia pola
magnetycznego a takze uwzglqdmajqc skoficzong warto$¢ indukcji w calym obszarze wyz-
nacza sie stale Ap, Bi, C;,, Di, Fi, A5, gdzie i = I, 1L, IIL.

Opisang metoda wyznaczono w pracy [4] pole magnetyczne wytworzone przez uktad
przedstawiony na rys. 7, a w pracy [5] obhczono 1ndukcyjnosc oraz sity wystepujace w tym
ukiadzie. : :

25. Uktad wspodirzednych kulistych

Na rys. 8 pokazano przekrdj poprzeczny cewki kulistej. Cewka ta posiada duZe zna-
czenie praktyczne, m.in. wchodzi w skiad obwodu magnetycznego silnika o trzech stop-
mach swobody [19].

A Rys. 8. Przekr6j poprzeczny cewki kulistej
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* Wektor gestoéci pradu, a tym samym potencjal wektorowy, maja tylko jedna skladowa
 skierowana wzdhiz wspohzc;dnej @

=1,4; J(O) =1, J(O). (46)
Uwzgledniajac wzory (46), potencjai wektorowy spe}nia réwnanie
0%4 2 04 4 1 324 1 04
2 — . —_—
Vid = or? + r or rZsin? | r2 00? s r? ctg@ e
) { OJ(@) w obszarze II, (472)
0w pozostalych obszarach. (47b)

Rozwua_]qc funkcje J(O) w szereg stowarzyszonych funkcji Legendre’a otrzymuje sie

J(6) = JZ C, PL(cos®), . (48)
gdzie J oznacza stala warto§¢ gestosci pradu piynacego przez przekrdj poprzeczny cewki
P
s a(R3-R)H

Na rys. 9 pokazano przebieg gestosci pradu J(0) jako funkcje kata ®. Wspdlczynnik
C, wystgpujacy we wzorze (48) wyznacza sig z zaleznoéci [16, 37] '

2n+1 f L '
G =, i) T J(®)PL(cos@)sin@do. 49
TS
Je

Rys. 9. Gestos¢ pradu J(@) jako funkcja wspoliizednej 0]

'Z rysunku 9 wynika

’ w2 n2+a o
_ 2n+l [ f . f 1 . ]
C= 5Ty D) Pi (cosO) sm@d@+ J Pl(cosO)sin@dO|.

Wykorzystu;qc wlasnosci funkcn Pi{cos®) [37]
Pi(—cos®) —( D*-1P(cosB),

uzyska sie
177
_ “2n+1 f L .
C, "G T . P,? (cos@)sin@de,

gdzie n=1,3,5...
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Podstawiajac w = cos® otrzymuje si¢

sina
2nE A ey
G J Pi(w)dw. (50)
Wyrazenie (50) mozna zapisaé przy pomocy funkcji trygonometrycznych sine i cose.
W pracy [19] zamieszczono dziewie¢ pierwszych wyrazéw wzoru (50) (C;, Cj ... Co).
Ogdlniejsze wyniki mozna uzyska¢ zakladajac, ze gesto§¢ pradu jest nastepujaca funkcja
wspotrzednych r i @

J(r,0) = 72 Y C,Pi(cos6). (51)

n=1

Zgodnie ze wzorem (47b) potencjal wektorowy w obszarze II spetnia réwnanie

4,04 4 o4
52 T wncl T 002

2

o0 .
04 -
tg@a—@— = _ﬂojrm,% C,P}(cos®). (52)
Rozwigzanie rownania (52) przewiduje si¢ w postaci
A= f(r)Pi(cosd). (53)
n=1

Podstawiajac zalezno$é (53) do réwnania (52) oraz wykorzystujac wlasnosci stowarzy-
szonych funkcji Legendre’a
d?[P}(cos®)] & d[P}(cos®)]
ae? do

ctg® + [n(n+ 1)— sinlz@] Pl(cos®) = 0, (54)

otrzymuje sig

r? ZZ +2r§{- —nn+1)f = —uoJr"C,. (55)
Przez podstawienie ‘
ro=ret; (56)
niejednorodne réwnanie Eulera (55) sprowadza si¢ do postaci
[ +f =+ D)f = —poJCue™. (57)

Rozwiazanie ogdlne réwnania jednorodnego

fr4f =na+1)f =0

ma postac
fi = a,e"+be "t = g 1"+ 7,,b+1-. ’t58)
Ze wzoréw (53) i (58) uzyskuje sie
®
A= E (a,,r"+ r,ll):l ) PL(cos®). (59
n=1

Zaleznosé (59) okresla postaé potencjatu wektorowego spetniajacego réwnanie jednorodne.
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Rozwigzanie szczegolne réwnania (57) przew1du1e sie w postacl

o fo=d.e A (V)
Podstawiajac wzérr(lGOA) do (57) 'otrzymuJe sug )
dy = ot Co dangm 7 (6]

(n—-m)m+m+ 1)
Dla n = mnalezy przyjac f, w postaci. S S S
f 2 = dm temt~ (62)

Ze wzoréw (62) i (57) uzyskuje sig v
: Cm
_ _ dn = ol 527 2m+1" , ®3)
Z réwnah (60), (61), (62) i (63) oraz podstawxema (56) wynika
_Cr dia n# m
. +m +1 a i m,
t6) = o) (D (64)
: = Tmtl Inr dla n = n?;
Ze wzordw (53) i (64) otrzymuje si¢
 m C,Pl(cos®) CnPi(cos®) |
Asz = proJr [ e n—mmp+m+1) 2m+1 orf. (65)

Wzdr (65) okresla rozwigzanie szczegolne réwnania (52). Zalezno§¢ (65) umozliwia wyz-
naczenie pola magnetycznego dla gestosci pradu zmlenlajqce] sie w funkcji wspdirzednej
r zgodnie ze wzorem (51).

W ogdlnym przypadku, gdy gestos¢ pradu jesf‘dowolnq funkcja wspé6irzednej r, nalezy
rozwinaé te funkcje w szereg potegowy zmiennej r. Zastosowanie wzoru (65) oraz zasady
superpozycji umozliwia znalezienie rozktadu pola.

Gdy gesto§é¢ pradu nie jest funkcja » (m = 2) wzdr (51) przyjmuje postaé wzoru (48)
a zalezno$¢ (65) zapisuje si¢

(66)

C,Pi(cos®)  C,Pi(cos®) In r]

Asz=,u0Jr2[ . —
21 =D +3) 5

Dla cewki jak na rys. 8 umieszczonej symetrycznie wzgledem $rodka ukiadu wspdtrzed-

nych C, = C, = C¢ = ... = 01 wzor (66) upraszcza si¢ do postaci
‘ C, Pl(cos®)
A, = thoJr? SRR L 67
Hao r i (n_z)(n+3) ( )

Zgodnie ze wzorem (59) rozwigzanie réwnania Laplace’a w poszczegdlnych obszarach
zapisze sig

Z (A:,i " ,,+1 )P‘(cos@), | (68)

n=

e

gdzie i = I, IIL

2 Rozprawy Elektrotechniczne
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Potencjal wektorowy w obszarze i = II bedzie suma rozwiazan (67) i (68). _

Wypelniajac warunki ciaglosci potencjatu oraz skladowej stycznej wektora natezenia
pola magnetycznego a takze uwzgledniajac skoriczong warto$¢ 1ndukc_|1 w calym obszarze,
wyznacza si¢ stale A, B} (i = I, II, II]).

Opisana metoda w pracy [19] wyznaczono pole magnetyczne cewki kulistej przedsta-
wionej na rys. 8 a takze uwzgledniono obecno$é ferromagnetyka w postaci kuli umieszczo-
nej wewnatrz cewki oraz powloki sferycznej otaczajacej cewke..

26. Uklad wspdirzednych toroidalnych

Na rys. 10 pokazano przekréj poprzeczny zwoju kolowego, przez ktéry plynie prad
staly.
Obliczenia prowadzi si¢ w ukladzie wspolrzednych tor01dalnych 1, @, v powiazanych
nastepujaco z ukladem. kartezjafiskim [16]
ashycosy _ ashysingy _ asin@

chy—cosyp’ chn—cos®’ = Chy—cos® "

zA

| ‘Rys. 10. Przekroj poprzeczny zZwoju kolowego
Wektor gestosci pradu, a tym samym potencjal wektorowy, pOSIada tylko Jjedna wspéi-
rzedna
J=J1,; A=41,

Skladowa potencjalu wektorov‘vego spelnia nastgpujace réwnanie:

(chn—’-ws@)’z P4 24 sin@ L 04

a 062 00 chn—cos®@ ~ on?
4  1—chncosf A { O w obszarze II,  (69a)
"0y shy(chn—cos®)  sh2y | |—poJ w obszarze I.  (69b)

W pracy [9] zaloZzono, Zze J = const w catym obszarze 1. Przy tym zaloZeniu rozwigzanie
szczegblne réwnania (69b) ma postaé [9]

2 h2
Asz=,qu et/

3(chn—cos®)? ° (70)

Natomiast. rozwigzanie rownania Laplace’a w poszczegdlnych obszarach ma postaé
[16,17]
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Ay = /chn—cos@"'ZAPQ},_I,Z(chn)cosp@, ' (71a)
: p=1 : .
Ay = Ychn—cos® ZBpPl_l,z(chn)cosp@. (71b)

p=1

Uwzgledniajac wzory (70), (71a) i (71b) w pracy [9] wyznaczono pole magnetyczne
oraz indukcyjno$¢ zwoju przedstawionego na rys. 10. ' '

Zalozenie o stalej gestosci pradu w przekroju zwoju poczynione w pracy [9] moze by¢
tylko dla cienkiego zwoju. . ~

W przypadku zwoju ,,grubego” (duzy stosunek promienia przekroju poprzecznego
do promienia toroidu) nalezy uwzgledni¢ zjawisko nieréwnomiernego rozkladu gestosci
pradu. Dla pradu stalego gesto$¢ bedzie hiperboliczna funkcja odleglo$ci danego punktu
od osi z

J=A4A—.
r

W ukladzie wspolrzednych toroidalnych zapisze sig '

chy—cos®

T =" shy

s (72)
gdzie J, gestoéé pradu w punkcie 7 = 0.

Niestety, wyznaczenie rozwigzania szczegdlnego réwnania (69b) przy wartosci J okreslo-
nej wzorem (72) napotyka na duze trudnosci.

Natomiast w stosunkowo prosty sposob wyznacza sig rozw1qzame szczegblne przy
gestosci pradu zmieniajacej si¢ zgodnie z zaleznoScia

B
J='r—2,

a w ukladzie wspolrzednych toroidalnych

chn—cos® \”
- afr),

(73
Ze wzoréw. (69b) i (73) otrzymuje si¢

0%4 __64_ sin® + 0?4 04 1—chncos® _ 4 todod® (74)
002 T 90 chy—cos® ' dy? oy shy(chy—cos@®)  shin sh?n °

Najprostsze rozwiazanie szczegélne réwnania (74) ma postac

As, = Ay = const.
Ostatecznie _
Ag; = podoa®. S : 5

Potencjal wektorowy w 'obs_zarze I zapisze si¢ jako suma wzoréw (71a) oraz (75).
Wypelniajac warunki ciagloéci potencjalu i sktadowej stycznej wektora natgzenia pola
magnetycznego mozna wyznaczyé stale 4, i B,. Rzeczywisty rozklad gestosci pradu sta-

o
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fego zawiera si¢ pomigdzy rozpatrzonymi przypadkami szczegélnymi (J =const i J =

= r—f‘;—) Idegtyczna uwaga odnosi si¢ do rozkladu pola magnetycznego oraz indukcyjnosci

zwoju kolowego, przez ktéry przeplywa prad staly.

i

3. PODSUMOWANIE

W pracy oméwiono wyznaczanie rozwiazania szczegélnego réwnania Poissona. Zna-
jomosé tego rozwigzania jest warunklem koniecznym stosowalnosci metody rozdzielenia
zmiennych.

Przyklady rozpatrzone w pracy rozszerzaja zakres stosowalnosc1 omaw1ane_1 metody
w stosunku do pracy [16], gdz1e ogranlczono sig do stalej wartosci prawej strony rownania
Poissona.

. Materiat uzupelnjajqcy pracg [16] zawarto w tablicy 1.
Tablica ta zawiera postaé rozwiazania szczegdlnego rownama Poissona w wybranych
uktadach wspéirzednych. -

Oznaczenia uzyte w tablicy wynikaja z nastqpujqcych zaleznosm [7 "A = - ,uJ A
= A;j+ A4, V?4; = O V245, = —ul. ‘ :
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J. PURCZYNSKI

APPLICATION OF THE SEPARATION OF VARIABLES METHOD
TO MAGNETIC FIELDS ANALYSIS

Summary

In the paper an application of the separation of variables method to magnetic fields analysis is discussed.
Determination of Poisson’s equation to a particular solution is cosidered in detail. Analysis is performed for
several coordinate systems. Achieved results are a generalization of the material discussed in paper [16].

J. PURCZYNSKI

APPLICATION DE LA METHODE DE SEPARATION DES VARIABLES
DANS L’ANALYSE DES CHAMPS MAGNETIQUES

Résumé

S
Dans I’étude on traite 1a possibilité de Papplication de la séparation des variables a analyse des champs
magnétiques du courant continu. On a étudié minuticusernent la maniére de déterminer la résolution de
P’équation particuliére de Poisson. On a analysé plusieurs systémes de coordonnées, Grace aux résultats
obtenus on a réussi 4 approfondir les problémes traités dans Pétude [16].

J. PURCZYNSKI

ANWENDUNG DER METHODE DER VARIABLENTRENNUNG
ZUR ANALYSE DES MAGNETISCHEN FELDES

Zusammenfassung

In der Arbeit wird die Anwendung der Methode der Variablentrennung zur Analyse des vom Glei-
chstrom erregten magnetischen Feldes besprochen. Es wird die Bestimmung der Lésung der partikuldren
Poissonschen Differentialgleichung ausfiihrlich betrachtet. Die Analyse wurde fiir einige Koordinaten-
systeme durchgefiihrt. Die gewonnenen Ergebnisse bilden eine Erweiterung der in der Arbeit [16] entwi-
ckelten Formeln.

. IIYPUYHHBCKH

HCITIOJIb3OBAHHUE METOIA PASIEJIEHWA ITEPEMEHHBIX IJIA
AHAJII3A MATHUTHBIX ITIOJIEV

Peszmwome

IIpencraBiieHO HCHONIB30BAHKE METONA PasAesIeHUs IePEMEHHBIX K aHANM3Y MAarHMTHBIX Hojed mo-
CTOSIHHOI'O TOKA.

ITompoGro paccMoTpeHO ompeHdeieHHe UaCTHOTO DelieHmA ypaBHeHmA Ilyaccoma.

AHammz mpoBeNeH JUIST PasHBIX CHCTEM KOOPAMHAT.

TTonyyennnie pe3ysETaThl SABJITIOTCS HOIOJHEHHEM MaTepmaja NpencTaBlieHHoro B TpyAac [16].
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zmodyfikowanych metod iteracyjnych Newtona w analizie
stanu ustalonego ukladéw elektronicznych

[723]
Con

Efektywno

BOGUSEAW WOLSZCZAK (WROCLAW)
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Otrzymano 6.12.1976

W pracy opisano dwa schematy iteracyjnego rozwiazywania ukladow rdéwnan nielinio-
‘ wych pojawiajacych si¢ w analizie stanu ustalonego polprzewodnikowych ukladdw elektro-
nicznych. Przeprowadzono oceng efektywnosci tych schematéw na podstawie zebranego
materialu do§wiadczalnego podczas analizy réznorodnych konfiguracji ukladow elektronicz-
nych za pomoca komputera.

1. WSTEP

Anahza sieci ukladow elektronlcznych w stanie ustalonym (analiza DC) Jest jednym
z podstawowych ogniw procesu projektowania ukladéw elektronicznych wspomaganego
komputerem. Znalezienie rozwiazania, a wiec obliczenie rozplywu pradéw, rozkladu na-
pi¢é, okredlenie punktéw pracy elementéw polprzewodnikowych jakie ustala sie w ukladzie
po wlaczeniu napigé zasilajagcych sprowadza si¢ do rozwiazania odpowiedniego uktadu
réwnan nieliniowych (9). Tego rodzaju uklady réwnan rozwiazywane s réznymi pro-
cedurami opartyml na schematach iteracyjnych zaczerpmietych z metod numerycznych
5,90 -

W odrozmenlu od metod numerycznych stosowanych w analizie hnlowej (gdzie proces.
rozwiazywania przebiega ustalonym torem) w metodach rozwiazywania ukiadow réwnan
nieliniowych moga wystapi¢ nastepujace zjawiska:

a) rozbieznoéé procesu iteracyjnego,
| b) zbyt wolna zbiezno$¢ procesu iteracyjnego,
| ¢) tzw. ,,nadmiar” podczas liczenia na EMC,
i d) zaistnienie wielu rozwiazaf,
e) trudno$ci w oszacowaniu punktéw startowych,
f) réznorodno$é drég od punktu startowego do rozwiazania w zaleznodci od zastoso-
wanego schematu iteracyjnego.
Roéwnania opisujace sie¢ analizowanego ukiadu elektronicznego ukladane sa automa-
tycznie przez program na podstawie danych wejciowych napisanych przez uzytkownika.

* W rezultacie okreslona jest tylko pewna klasa funkcji opisujacych ztacza pélprzewodnikowe
((ap. funkcje eksponencjalne (10)), natomiast sposéb potaczen elementéw ukladu jak
1 wartosci Zrédet zasilajacych i rezystoréw moga by¢é dowolne. W konsekwencji otrzymany
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uktad réwnafi nieliniowych (9) ma okreslong klasg funkcji F(U), lecz jego macierze wsp6i-
czynnikéw A i B moga zawiera¢ elementy o praktycznie dowolnych wartoéciach. Wynika
stad dodatkowa trudno$¢ w okrefleniu ilo§ci rozwiazan, oszacowaniu obszaru, w ktérym
zawarte jest rozwigzanie i ocenie szybko$ci zbieznosci poszczegdlnych schematdéw ite-
racyjnych.

‘W programach analizy DC stosowane sg zwykle (ze wzglegdu na szybkq zbieznosé
w otoczeniu rozwigzania) rézne procedury iteracyjne wywodzqce si¢ z metody Newtona
{5, 9). Zakres bezposrednich zastosowan metody Newtona ogranicza si¢ do prostych przy-
ktadéw o malej liczbie niewiadomych i dobrze uwarunkowanych numerycznie, np. przy-
ktady akademickie z jedna dioda lub jednym tranzystorem [2]. Modyfikacja metody New-
tona polegajaca na zastgpowaniu w pewnych przypadkach funkcji eksponencjalnej funkcja
logarytmiczng [8] bywa czesto zawodna i dodatkowo wprowadza mejednohtosc opisu
matematycznego.

Potrzeba rozwigzywania duzych ukladéw rownan nieliniowych jakie pojawiaja sie
'w analizie ukladéw zintegrowanych spowodowala poszukiwania nowych modyfikacji
metody Newtona. Opis tych modyfikacji podany jest w lieraturze [1, 4] w zakresie dotycza- -
-cym zalozen koncepceyinych, z czego nie mozna jeszcze wnioskowaé o wlasnosciach eksploa-
tacyjnych procedur numerycznych opartych na proponowanych schematach iteracyjnych.
Metody te [1, 4] byly zastosowane w procedurach programu analizy DC OPAL [15]
1 okazalo sig, Z¢ w wielu przypadkach analizowanych uktadéw elektronicznych dziataja

- zawodnie. Po wprowadzeniu ograniczefi obszaru rozwigzan [11] (o czym nie wspomniano

w [1,4]) uzyskano znaczng poprawe nlezawodnosm procedur humerycznego rozw1qzy-
wania ukladu réwnan mehmowych ®.

2. WYPROWADZENIE UKEADU ROWNAN NIELINIOWYCH

Zatézmy, ze analizowana sie¢ sklada sig z: n, — tranzystoréw, #; — diod pétprzewod-
nikowych, n,-— zrédel napieciowych, n, — rezystoréw. Modele diod i tranzystoréw bi-
polarnych [12, 13] mozna przedstawié za pomoca rezystoréw, dwéjnikéw o zadanych cha-
rakterystykach prqdowo-naplgcmwych i = g(u) i zrédet pradowych sterowanych padem
o wzmocnieniu pradowym .

Prady I i napigcia Uy galezi drzewa grafu sieci oraz prady I, i napiecia U, facznikéw
pow1qzane sa ze sobg za posrednictwem macierzy konturéw fundamentalnych F:

IT = FIL, UL = —F UT
Jezeli do zbioru galezi drzewa zostang wybrane niezaleZne zrédia napigciowe E, dwoj-

niki o nieliniowych charakterystykach N i galezie typu rezystancyjnego R to dwdjniki
typu przewodnoscmwego G znajda si¢ w tacznikach:

IE 'FEG .
L=y |=|Fw |l e
IR F RG

Ug = —FygUy- FigUg—~FigUxg, o )
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gdzie:
F,, — odpowiednie podmaciérze macierzy fundamentalnej F
t — transpozycja.
Uzupetniajac réwnania (1), (2) zalezno$ciami pomlgdzy prqdaml i napieciami na za-

ciskach rezystorow:
I R _‘ GT 0 UR
[UG] -3 ol [I] @

i podstawiajac

Rzt —Fka]_l [Du. D12]
=ID] = N . 4
[ ke  GL' D} D;, D,, _ @
gdzie _
D,; = [R.—~Fie GT'Frel ™, } (4a)

oraz (dla skrdcenia zapisu):
UE = E l UN = U,

otrzymano: ‘
Iz = —FgeDas FtEGE_FEGDZZ FtEGU{ (5
Iy = —FI\'GDZZF;:VGU—'FNGDZZF;ZGE: ’ (6)
stad
I&(U)+FNGD22 FicU = —FyeD;,FiGE, (62)
A’ : B’ '

co mozna teraz zapisa¢ w zwartej formie jako
L/(U)+A'U = BE. )
Uklad téwnan (7) opisuje. nieliniowa sie¢ bierna (np. uklad rezystancyjno-diodowy).

Jezeli sie¢ zawiera tranzystory bipolarne, to uklad réwnan (7) mozna dostosowaé do tego
przypadku mnozac macierze A’ i B’ przez macierz odwrotna T-1, gdzie:

T = T1®T2® “es @Ti@ sas @T"R@D7

T; =[ 1 —ax(i)],
—apny 1

D (14 % ny) — diagonalna macierz jednostkowa,
n, — liczba tranzystoréw w analizowanej sieci,
a wiec ‘
A=T'A'i B=T"'B. @®)
W ten sposéb ofrzymano ogdlng posta¢ uktadu réwnan mehmowych oplsujqcych sieé
zlozona z diod i tranzystoréw bipolarnych:

LW(U)+AU=BE, - - 6))
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gdzie:
A — (nxn) — macierz wspolczynnikéw,
n = 2n,+n, — liczba wszystkich dwdjnikéw nieliniowych w analizowanej sieci,
B — (n x n,) — macierz wspolczynnikéw,

Iy(U) = [g.(1), g82(u2), o5 ST,

gi(u) = Inoy() = Isp(et*i—1), (10)
- % q % I
I = g = 40 V.

Réwnanie (10) jest znana funkcja pradu zlacza potprzewodnikowego [12, 13].

Podany w zarysie (szczeg6ly wyprowadzenia w [3]) sposéb otrzymywania uktadu réwnan
nieliniowych w postaci kanonicznej (9) jest niezbedny do oszacowania granic rozwiazania
(czes¢ 3) jak i do poznania wlasnosci macierzy wspolczynnikéw A i B.

Zgodnie z metoda Newtona [5, 9] kolejne przyblizenie rozwiazania ukladu réwnat
(9) obliczane jest nastepujaco:

Uk+D = g4 gUu® (11)

gdzie:
AU® = — J-1[e(UP)]ep(UD), (12)
@(U®) = I,(U®)— AU® - BE, 45

J=1 — (nxn) — macierz odwrotna jakobianu funkcji bledu ¢(U) ((réwnanie (13)),

k — kolejny numer kroku iteracyjnego.

W praktyce skladowe wektora korekcyjnego AU® dla pewnych wartosci k sa za duze
(co prowadzi do rozbieznosci lub ,,nadmiaru” podczas obliczei na EMC) lub za male
(wolna zbieznos¢) i dlatego sekwencja iteracyjna (11) stosowana jest ze zmienng dlugoscia
kroku s:

U(k+1) — U(k)+SAU(k), (14)

gdzie: s — pewna wielko$¢ skalarna.
Przedstawione w czesci 4 schematy iteracyjne dotycza takiego wyboru kroku iteracyj-
nego s aby uzyska¢ lepsze warunki zbiezno$ci sekwencji iteracyjnej (14).

3. SZACOWANIE GRANIC OBSZARU ROZWIAZAN

Sekwencje iteracyjne (14) oparte na metodzie Newtona moga byé stosowane do roz-
wiazywania ukladéw réwnan nieliniowych bez znajomo$ci granic obszaru rozwigzan,
lecz wtedy istnieje duze prawdopodobiefistwo pojawienia si¢ takich sktadowych nowego
wektora U*+D, ktérych wielko§é nie ma zadnego uzasadnienia fizycznego (rys. 1) lub
powoduje nadmiar funkcji esponencjalnej (10) podczas obliczen na EMC (np. zakres liczb
EMC serii ODRA 1300 wynosi od 10~76 do 10*76). ;

Typowy przyklad pojawiania si¢ ,,nadmiaru” przedstawiono na rys. 1 gdzie kolejna
warto$¢ napiecia U® jest za duza i warto$é funkcji p(UY’) — oo. Zastapienie napiecia
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U™ wartodcig U, zapewnia blizsze sasiedztwo rozwigzania. Ui ogranicza zakres wartosci
funkcji ¢(U). ' i

Oszacowania granic obszaru rozwigzan ukladu réwnan (9) dokonano w [10]:
granica dolna (kierunek zaporowy Zhacz).

Us= D IE, e (15)
i=1" . -
granice gorne (kierunek przewodzenia i~tego zlacza) ¢
‘ : . 1 IN(i)max ) h
Uy(i) = ——In| ==x= +1}, 16
0 = (2 )
gdzie: . : :
. . n m m
R R
Imax = D) Nyl X 1Ed+| Y buEl, | )
- _ j=1 k=1 k=1
przy czym:

a;;, by ‘-—'ele_nienty magieriy A i B ukladu rownan 9,
n= an+n4 — liczba . zlacz potprzewodnikowych, ‘
' m = n,— liczba Zrédet zasilajacych E.

2 . k’"

x
v [ %
Vi /,// Vi /4 Vi
=== M’Zp
Rys. 1. Graficzne przedstawienie pojawiania si¢c . Rys. 2. Zbidr charakterystyk pradowo-napiecio-
nierealnych .wartosci napie¢ generowanych przez wych wszystkich zlacz analizowanej sieci okreslo-
metode Newtona nych przez dane wejsciowe Is, M, T — zaleznosé

10

Ze wzgledu na sposéb szacowania polegajacy na sumowaniu wartosci bezwzglednych
w zaleznosci (17), oszacowanie to mozna nazwa¢ umownie ,,matematycznym”. Poniewaz
analizowany uklad elektroniczny jest obiektem rzeczywistym, wigc wszystkie napiecia i pra-
dy muszg przyjmowaé pewne skoficzone wartosci. Podejscie to zostalo zaproponowane:
przez autora pracy [11] i ze wzgledu na punkt wyjécia moze by¢ nazwane oszacowaniem
»fizycznym”. Polega ono na oszacowaniu maksymalnego pradu I, jaki moze si¢ zdarzy¢
w analizowanej sieci i przyjeciu zalozenia, ze w najgorszym przypadku caly ten prad plynie
przez i-te zlacze (rys. 2). . -

Maksymalne prady Zrédet napieciowych E liczone sa z zaleznosci (5) przy zalozeniu,
ze wszystkie zlgcza péiprzewodnikowe sg krétko zwarte, tzn. U = O: . '

{Ie}tmax = —FueDy,FigE = 1. S (18)
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W na_]gorszym przypadku prad w dowolnej galezi sieci bedzie sumg moduléw pradéw
srodet 1

Lo = S IR0, W
k=1

a odpow1edn1e maksymalne napigcie (w kierunku przewodzenia) na i-tym zlaczu bedzie -

wynosito
1

U,G) = %m(é"&’; +1) (20)

Jak wspomniano we wstepie, na wejsciu programu analizy DC moze sie pojawi¢ do-
‘wolna konfiguracja sieciowa wprowadzona przez uzytkownika, wigc elementy macierzy
wspolczynnikéw A i B rownania (9) (( zaleznych od topologii — réwnania (4a), (6a) i war-
toéci rezystancji poszczegélnych galezi — réwnanie (3)) moga przybiera¢ zréznicowane
wartoéci. Z tego powodu nie mozna z géry przewidzie¢, ktéra metoda obliczania gérnych
granic da lepsze oszacowanié. W programie analizy DC OPAL [15] obliczane sa réwno-
czesnie gérne granice z zaleznosci (16) i (20), a jako napigcie graniczne U,(i) podstawiana
jest mniejsza liczba z pary obliczonych wartosci U, [111. ;

4, CHARAKTERYSTYKA SCHEMATOW ITERACYINYCH

Schemat 1 — Metoda redukcji dlugosci kroku iteracyjnego

Zastosowana tu modyfikacja metody Newtona polega na sukcesywnym zmniejszaniu
wartosci skalarnej s (w przedziale 0 < s < 1)

U+ H = YO 4 540®, @b

dla s = 1,1/2,1/4, ..., (1/2)7 tak dlugo, az miara funkcji bledu ¢ w nastqpnej iteracji
bedzie mniejsza od miary funkcji ¢ w iteracji poprzedniej [4]:

llp(UED)|| < llep(UM)]]. (22)

Postepowanie tego rodzaju zabezpiecza proces przed rozbieznoscia, ale nie gwarantuje
zbieznosci. Zwigkszenie prawdopodobienstwa zbieznosci procesu iteracyjnego uzyskano
przez wprowadzenie do uktadu réwnai (9) dodatkowej wartoéci skalarnej ¢ z przedzialu
0 < ¢ <1, ktéra pozwala na rozwiazanie posrednie przy mniejszych wymuszeniach, tzn.
’ mmejszych warto$ciach napie¢ zasilajacych E. Uklad réwnan (9) przeksztatcono do postaci:

In(U)+AU = B¢E. : (23)

. W ten sposob schemat 1 uzyskal pewne wiasnosci dynamiczne. Préby rozwiazania
ukliad réwnan (23) dokonywane sa dla réznych wartosci wymuszen (wartos¢ ¢ jest zmniej-
szana sukcesywnie o polowe) az do znalezienia rozwiazania posredniego. Rozwigzanie to
traktowane jest jako nastepny punkt startowy do dalszych iteracji, kiedy wspoiczynmk
¢ sukcesywnie wzrasta o polowe poprzedniej wartosci, az zrédta zasilajace E osiggna swoje
pierwotne wartosci.
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Schemat 2 — Metoda optymalizacji dlugosci kroku iteracyjnego

Métodq Newtona zmodyfikowand wprowadzajac nowa miare funkcji bledu [1]:
. P&
f) =~ = 5*=25+1, : 4
gdzie: ‘ o
P® = [(UM)[pU)],
PED = [(U* D) [(U*+D)].

Podstawa tej metody jest spostrzezenie, ze w poblizu rozwiazania nowa funkcja bIQdu
f(s) moze by¢ przyblizona parabolg (24). Umozhwm to wybor taklej wartoscx § = Smin

UED = YO 45, 4TS, | (25)

ktéra minimalizuje wartos¢ funkeji bledu f(s) (rys. 3).

)

" Rys. 3. Przyblizone ksztalty funkcji bledu f(s) w otoczeniu rozwigzania ukladu rownan ()8

Ponizej podano kilka uwag dotyczacych realizacji schematéw 1 i 2 jako procedur nu-
merycznych. Schematy 1 i 2 wyposazone sa w identyczne procedury do obliczania wektora
korekcyjnego AU (12) i funkcji bledu ¢ ((réwnanie (13)), natomiast réznig sie czescia
organizacyjng. Przektad na jezyk FORTRAN czeéci organizacyjnej schematu 1 sklada sig
z 60 rekordéw, natomiast analogiczna cze$é schematu 2 liczy 190 rekordéw.

Schemat 2 wymaga znajomosci przynajmniej trzech punktéw na krzywej f(s) (rys. 3)
w celu okreslenia s,.in, co w rezultacie wydtuza czas liczenia jednej iteracji prawie trzyk-
rotnie w poréwnaniu ze schematem 1.

Uwagi te dotycza wige diugosci procedur numerycznych (zajgtosc PO EMC) 1 wstep-
nego oszacowania czasovchlonnosm obliczania jednego kroku iteracyjnego.

5. POROWNANIE EFEKTYWNOSCI SCHEMATOW ITERACYINYCH

Przedstawione wyzej schematy iteracyjne 1 i 2 zastosowano w programie OPAL [15]
Jjako procedury numerycznego rozwiazywania ukiadu réwnath (9). Wyb6r jednego z nich
dokonywany jest przez uzytkownika odpowiednia dyrektywa sterujaca. Do rozpoczecia
procesu iteracyjnego niezbgdny jest punkt startowy, tzn. pierwsze przyblizenie rozwiazania,
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U = U@, Punktem tym moze byé U® = O lub wartoéci zadane przez uzytkownika.
Jezeli punkt startowy nie zostat okreslony w danych wej§ciowych, to w programie przyjmo-
wane sg umowne wartosci U® = U’. Wektor U’ (standardowy punkt startowy): obliczany
jest nastgpujaco: dla zlacz spolaryzowanych zaporowo przyjmuje si¢ —1 V, a dla zlacz
spolaryzowanych w kierunku przewodzenia przyjmuje si¢ napiecia odpowiadajace naj-
mniejszym promieniom krzywizn charakterystyk funkcji (10).

Ze wzgledu na duza objetos¢ materiatu do§wiadczalnego (ddne, wyniki, tabulogramy
poszczegdlnych iteracji itd.) zdecydowano si¢ na prezentacje jednego z bardziej interesu-
jacych przypadkéw a pozostale omdéwiono.

Schematy iteracyjne 1 i 2 zastosowane bez ograniczen obszaru rozwiazan okazaly sig
w wielu przypadkach zawodre. Typowe zatrzymania obliczeni to: rozbieznos¢ (skierowanie
sig procesu iteracyjnego w obszary nierealnych napieé i prqdow), nadmiar funkcji ekspo-
nencjalnych (10) (krzywe a, b, c-—rys. 3 gwaltownie Tosng zaréwno dla matych jak
i duzych wartosci s). Wprowadzenie ograniczef obszaru rozwigzan metodami zapro-
ponowanymi w cz¢éci 3 wyeliminowalo problemy ,,nadmiaréw” podczas analizy na EMC

.1 zabezpieczyto schematy iteracyjne przed rozbieznodcia.
W tabl. 1 przedstawiono rezultaty analizy DC kilku ukladow elektronicznych posiada-
jacych strukturg monolitycznych uktadéw scalonych f-my CEMI [16]. W kolumnach 31 4
podano liczbg iteracji niezbedna do rozwigzania ukladu réwnan (9). W przypadku uktadow
UL 1301N i UL 1201 uzyskano rozwiazanie zaczynajac od standardowego punktu star-
towego U® = U, natomiast w pozostalych uktadach UL 1400 i UL 1321N niezbgdne
bylo zastosowanie punktu startowego w bliskim otoczenlu rozwigzania (ingerencja pro-

jektanta). -

Tablica 1

‘ Poréwnanie schematow 1 i 2 pod wzgledem hczby iteraciji mezbednych do rozwiazania ukladéw réwnan
nieliniowych (w nawiasach — liczba tranzystoréw i diod)

Lo. . Typ ukladu ) Schemat Schemgt n— hczba réwné.ﬁ
scalonego 1 2 nieliniowych

1 2 3 L 4 5

1 UL 130IN 19 9 8 4+0)

2 - UL 1201 14 9 27 (10+7)

3 UL 1400 7 6 21 (9+3)

4 | UL 132iN T T 14 (6+3)

Efektywno$¢ schematu 2 jest szczegdlnie widoczna w takich przypadkach, w ktérych
zastosowanie schematu 1 prowadzi do rozwiazania lecz szybko$¢ zbieznosci jest mala —
tabl. 2 (dane wejSciowe) i tabl. 3 (wyniki analizy). Wartosci miary funkcji bledu i odpo-
wiednie wykresy przedstawiono w tabl. 4. Analiza krzywej 1 (tabl. 4) prowadzi do wniosku,
Ze proces iteracyjny od pewnej iteracji k = 11 stat si¢ bardzo wolny. Po 30 iteracjach przer-
wano obliczenia i poréwnano uzyskane wyniki z rozwigzaniem dokladnym. Stwierdzono,
ze proces. iteracyjny doprowadzit do bhsklego otoczenia rozwiazania, lecz jego osiagniecie
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Tablica 2

analizowanego programem OPAL

tegrowanego stopn
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Tablica 3

Sciowego

s

tegrowanego stopnia

izy zin

Wyniki anal

DC = ANALYS!S PROGRAM OPAL

PROBLEM 6115

DATE 10/11/76

QUTBUT STAGE NR 115

" TEMP,
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Tablica 4

Wykresy miary funkcji bledu w kolejnych krokach iteracyjnych podczas analizy zintegrowanego
stopnia wyjsciowego (tabl. 2) z zastosowaniem schematow 1 i 2

Schemat 2
”W”l k llell
SCheme1 ; 5'7925. 8;
k llell 108 5 giéé;‘é 08
1 5.258¢ 07 i1
2 4.664E 07 1081 3 313705 00
s (o fan
3 9:292E 03 7074 9 1:?8.65383
8 1.169E 03 10 1.584£-0
8 1.087E 01 2L
5 7199580 0
10 1.661E=0
11 g.}ZSE’g 700_
I R
~100€~ -
15 4l920¢-0 107 °°
16 4.849E-02
17 46638~02 »
18 4.406E-O§ 07
S 2
21 317026-03 70761
22 3.337e-0
T 1115 R |
25 2.2756-0 &=10
56 2.506E=-0
57 T.985e-0
28 1:584E=0
59 1:543E-0 ‘
MAX . NUMBER OF ITERa ] ] 1 ] -
10 20 J0 40 Vs

wymagaloby dalszych kilkudziesigciu iteracji. Natomiast zastosowanie schematu 2 poz-
wolito uzyskaé zadanga dokladno$¢ rozwiagzania & = 10~% juz w 10-tym kroku iteradyj-
nym.

Omawiany przyklad i iloé¢ iteracji z tabl. 1 prowadza do wniosku, ze schematy iteracyj-
ne 1 i 2 maja prawie identyczna zbiezno§é (pozycje 3 i 4 w kolumnach 3 i 4 tabl. 1), jezeli
iteracje przebiegaja wedlug krzywej a — rys. 3 (w obu schematach zmniejszanie dtugosci
kroku iteracyjnego s). Schemat 2 daje wyrazne przyspieszenie (dzieki wydluzeniu kroku
iteracyjnego s > 1) w przypadkach opisanych krzywa ¢ — rys. 3.

'

6. PODSUMOWANIE

Charakterystyczne dla iteracyjnych metod rozwiazywania ukladéw réwnan nielinio-
wych zjawiska wymienione w punktach a — f wstepu wyjasniaja trudnosci jakie napo-
tykane sa w poszukiwaniach uniwersalnej procedury numerycznej réwnie efektywnej
w kazdym przypadku analizowanego ukladu elektronicznego. Dodatkows trudnoscia
w ocenie” procedur numerycznych jest brak obiektywnego testu (tzn. odpowiedniego
ukladu elektronicznego), ktory méglby byé wykorzystany jako kryterium pordwnan.

Z obliczonych przyktadéw (tabl. 1 i innych) wynika, Ze korzystnym rozwigzaniem jest
wyposazenie programéw analizy DC w przynajmniej kilka réznych procedur numerycznego
rozwigzywania réwnan nieliniowych. Zaobserwowano, Ze np. schemat 1 zastosowany do
analizy DC struktury wzmacniacza operacyjnego p. A709 (30 réwnan nieliniowych) dopro-
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wadzit do rozwiazania, podczas gdy schemat 2 okazatl si¢ w tym przypadku nieskuteczny.
Odwrotna sytuacja wystapila podczas analizy sieci wzmacniacza operacyjnego p.A702,
gdzie schemdtem 2 uzyskano rozwigzanie po 7-miu iteracjach, a schemat 1 doprowadzit
proces iteracyjny do punktu bez wyjscia. »

Przedstawione schematy iteracyjne sa niezalezne od podanej tu jako szczegdlne zastoso-
wanie analizy DC i moga byé réwniez zastosowane w innych dziedzinach, np. welektro-
technice lub modelowaniu pewnych proceséw fizycznych na podstawie analogii z odpowied-
nimi sieciami elektrycznymi typu rezystancyjnego. W tych przypadkach funkcje g(u)
= Iy (10) ukladu réwnan (7) moga by¢ zastgpione odpowiednimi charakterystykami
pradowo-napieciowymi nieliniowych dwdéjnikéw, a macierze A’ i B’ beda odpowiadaty
pozostalej liniowej czgsci sieci (tzw. liniowy rezystor n-otworowy), a wektor E odpowied-
niemu wektorowi- pobudzen.
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B. WOLSZCZAK

EFFECTIVENESS OF THE MODIFIED NEWTON ITERATION METHODS
APPLIED TO NONLINEAR DC ANALYSIS OF ELECTRONIC CIRCUITS

Summary

This paper describes two iterative schemes for solution of a set of nonlinear equations occuring in DC
analysis of semiconductor electronic circuits. The evaluation of the effectiveness of these schemes was
performed on the basis of the obtained experimental material from the computer-aided DC analysis of the
various electronic circuits configurations.

B. WOLSZCZAK

EFFICACITE DES METHODES MODIFIEES ITERATIVES DE NEWTON
DANS L’ANALYSE DU REGIME PERMANENT DES CIRCUITS ELECTRONIQUES

Résumé

. Dans I’étude on a présenté deux schémas de résolution itérative des systémes d’équations non linéaires
rencontrées dans ’analyse du régime permanent des circuits électroniques semi-conducteurs. On a examiné
P’efficasité de ces schémas en se basant sur les matériaux recueillis au cours des expériences, pendant I’analyse
des différentes configurations des circuits électroniques, effectuée a ’aide d’un calculateur.

B. WOLSZCZAK

EFFEKTIVITAT DER MODIFIZIERTEN ITERATIVEN NEWTON-METHODEN
IN DER RECHNERGESTUTZTEN GLEICHSPANNUNGSANALYSE ELEKTRISCHER
NETZWERKE

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden zwei Algorithmen der iterativen Losung nicht linearer Gleich-
ungssysteme behandelt, die in der Gleichspannungsanalyse im elektronischen Halbleiternetz auftreten. Es
wurde hier die Effektivitidt dieser Schemata einer Beurteilung unterzogen, u.zw. anhand des wihrend der
rechnergestiitzten Analyse verschiedenartiger Anordnungen von elektronischen Netzwerken gesammelten
experimentellen Stoffes. ‘

B. BOJIBIIAK

OPDPEKTHUBHOCTE MOITHUPHINPOBAHHBIX MTEPAIIMIOHHBIX METOIIOB
HIOTOHA B AHAJIM3E CTATHYECKOI'O PEXIVMMA JJIEKTPOHHBIX CXEM

Pesmome

IIpencraBieHbI OBE CXEMbI HTEPAIHOHHOIO PEIIeHHs CHCTEMBbI HEJIMHEHHBIX YPaBHEHMM IJjIA aHa-
JI3a TIOJIYIPOBOSHUKOBEIX 3JIEKTPOHHBIX CXeM B OBJIACTH IIOCTOSHHOTO TOK2. PacCMOTpeHa OIeHKa ad-
hEeKTHBHOCTH HTEPAIlMOHHBIX CXEM Ha OCHOBE COOPaHHOI0 SKCIEPHMEHTAJIBHOIO MaTepHajia IIPH aHAJIN3e
PasSIUYHBLIX KOH(MDUTrypalmii 9JIEKTPOHHBIX CXEM C IOMOIIbo DIIBM.
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’Synteza N-wrotnika o wielokanalowej strukturze RC ze
wzmacniaczami napigciowymi

ANDRZEJ CICHOCKI (WARSZAWA), STANISEAW OSOWSKI (WARSZAWA)

Instytut Elektrotechniki Teoretycznej i Miernictwe Elektrycznego
Politechniki Warszawskiej

Otr-zymtmo 13.1.1977

W pracy przedstawiono nowa metodg syntezy N-wrotnikéw w klasie uktadow aktyw-
nych RC ze wzmacniaczami napigciowymi. Struktura ukladu jest wielokanalowa, w ktorej
kanaly sa niezalezne od siebie a sprzeZenia migdzy nimi zachodza poprzez uklad aktywny.
Metode matematyczng syntezy stanowi rachunek macierzowy, oparty na wlasnosciach
kontynuant blokowych. Podano przyklady realizacji macierzy Y(s) N-wrotnika. Uzyskano
wyrazenia do badania wrazliwosci przedstawionej realizacji.

1. WSTEP

Synteza N-wrotnika opisanego macierza wymierna w dziedzinie zmiennej zespolonej s,
w klasie ukladow aktywnych RC, zapoczatkowana zostala w roku 1961 przez Sandberga
[13]. Sandberg udowodnif, ze realizacja dowolne] wymiernej macierzy admitancji jest
mozliwa przy uzyciu jedynie N zrédel sterowanych réznych typéw oraz elementdw pa-
sywnych RC. Liczba uzytych kondensatoréw w jego technice realizacji jest bardzo duza.
Dalsze prace w tej dziedzinie koncentrowaly si¢ w kilku kierunkach: minimalizacji liczby
kondensatordw, realizacji przy wykorzystaniu wzmacniaczy operacyjnych z uzyciem mo-
sliwie najmiejszej ich liczby, poszukiwaniu ukladéw -szczegdlnie wygodnych w technice
scalonej, mozliwosci uwzglednienia nieidealnosci wzmacniaczy operacyjnych oraz mini-
malizacji wrazliwosci na zmiany parametréw ukiadu.

Mann i Pike [10] w 1968 r. udowodnili, ze minimalna liczba kondensatordw jest réwna
stopniowi Macmillana macierzy. Prace, ktére pojawily sie¢ w dalszych latach dotyczyly
w wiekszoéci badz to poszukiwania ukladéw z mozliwie najmniejsza liczba wzmacniaczy
operacyjnych [5, 7, 12, 16], badz tez realizacji z minimalng liczba kondensatoréw [1, 2, 3, 9].
Prace Stamankovica [15}1 Ramamoorthy, Thulsiramana, Murti [7] dotycza minimalizacji
liczby elementéw aktywnych (przy zachowaniu kanonicznej liczby kondensatoréw) w opar-
ciu o przeksztalcenia macierzowe. W pracy Goldmana, Ghausiego [8] uwzgledniono
nieidealno§¢ wzmacniaczy a takze zatozono z géry wartosci pewnych elementéw RC.

Podstawowa trudno$cia przy realizacji N-wrotnikéw wedlug przedstawionych reali-
zacji jest skomplikowana procedura syntezy, wymagajaca wielu zmudnych przeksztatcen
macierzowych, trudnych do zaprogramowania na maszyng cyfrowa. Pewna préba ominiecia
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tych trudnosci jest zastosowanie metody zmiennych stanu [1, 2], chociaz i w tym przypadku
przejécie z postaci operatorowej na posta¢ zmiennych stanu jest pracochlonne.

W pracy przedstawimy catkowicie odmienne podejécie do realizacji N-wrotnik6éw
opisanych za pomoca macierzy transmitancji operatorowych, wymagajace jedynie podsta-
wowych operacji macierzowych, takich jak dodawanie i mnozenie. Zaproponowany uklad
elektryczny posiada strukture wielokanalowa, w ktérej czg§¢ pasywna stowarzyszona
przyjmowana jest w sposéb dowolny uzalezniony od techniki realizacji, natomiast czg$¢
aktywna jest obliczana na podstawie zadanej macierzy N-wrotnika.

Uklad przyjety w pracy moze byé szczegdlnie korzystny dla realizacji w technice sca-
lonej, poniewaz posiada mozliwo§¢ dowolnego dobierania wartosci podstawowych ele-
mentéw pasywnych a takze ze wzgledu na strukture kanatowa, w ktérej kanaly sa od siebie
niezalezne. Liczba uzytych kondensatoréw jest mala i w wigkszosci przypadkéw kanonicz-
na, a liczba wzmacniaczy operacyjnych jest réwna co najwyzej 2N.

2. STRUKTURA UKLADU

Rozwazmy realizacje macicrzy admitancyjnej Y(s) N-wrotnika.danej w postaci
B N i1 N 12 N iN -

b, D, ~ D,
Nay Nio Now
Y(is) = DI 'IN®I=| D, D, ™ D, | )

N 1N N 2N NNN
'l Dn D" N Dn _
gdzie Ny, Dy (i,k=1,2,...,N) sa dowolnymi wielomianami zmiennej zespolonej s.
Podstawowy schemat obwodu elektrycznego przedstawiono na rys. 1. Uklad skiada
si¢ z N kanaldéw niezaleznych od siebie a powiazanych jedynie za posrednictwem odpo-

t; L1t 231 2301,
(N om 2ot/
- )121
flI FZ[T @ an’ yZli,

Zong1.2
(I

Y42 Famy,2 T Yang.2
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wiednich 7rédet sterowanych. Kazdy kanal posiada struktur¢ drabinkowego ukladu
aktywnego ze Zrédlami sterowanymi. : '

Wszystkie zrédla oraz bramy wejsciowe i wyjsciowe maja wspSlny punkt odniesienia.
Kazdy k-ty kanat (k = 1,2, ..., N) sklada si¢ z m+1 sekcji ksztaltu gamma, gdzie n;
jest réwne maksymalnemu stopniowi wielomianu licznika lub mianownika w k-tym wierszu
macierzy Y(s);

n = max{Dy, N}, Nis, ..., Nin}- ¥)]

Przedstawiona powyzej struktura ukfadu pozwala na realizacje dowolnej macierzy
wymiernej typu immitancyjnego lub transmisyjnego opisujacej N-wrotnik. W pracy zaj-
miemy si¢ blizej realizacja macierzy admitancyjnej Y(s).

Niech wszystkie Zrédia sterowane wystgpujace w uktadzie beda sterowane napigciami
E, oraz pradami I, bram wejsciowych (p = 1,2, ..., N). Dla realizacji macierzy Y(s)
wystarczy by zrédia sterowane opisane byly nastepujaca zaleznoscig

a
Foii = by ikt Y, a2 Ep, ©)
p=1
dlai=1,2,..,m, k=1,2,.., N,
gdzie a®, oraz b,; sa liczbami rzeczywistymi, okre§lajacymi wspéiczynniki sterowania
zrédetl pradowych.

n

I 2n-1
——

Rys. 2. Uogolniony uklad drabinkowy aktywny

Zaproponowany uklad moze by¢ przedstawiony w symbolicznej formie za pomoca
uogdlnionego ukladu drabinkowego (rys.. 2) opisanego przez nastgpujace zaleznosci
macierzowe

Z2§—1 = diag[Zsi_1,1,» Za2i—1,2> -5 Zai-1,n]> @
Y, = diaglYs;, 1, Yai,2, o5 Yai,nl (5)
Fy = [in,lsFZi,z,"'a in,N]T, . (6)

L, =[,L, ... i, v @)
E, = [E, E,, ..., Ey]*, ‘ ®

dlai=1,2,...,n gdzie n = max [n,,n,, ..., n,]+1, natomiast 7' oznacza transpozycje
macierzy.
Z réwnan (3) i (6) wynika natychmiast, ze

F,; = a;,E +by 0, &)
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gdzie : ’
by; = diaglbyi, 1, bai, 25 v b2, wls
asy afP ... o,
a o | @02 a0 o, 0
iy afn ... afy

Stosujac prawa Kirchhoffa do uwogélnionego uktadu drabinkowego przedstawionego
narys. 2, otrzymuje si¢ nastgpujace réwnanie macierzowe

K, ||z 1 : IR

F, -1Y, 1 V.,
0 -1 Z; 1 ) I,

¥, 1Y, 1 V. | (11
0 -1 Z2n—1 1 I2n—1

| Fon | —~1 Y5, [l Vo |

Rozwigzanie powyzszego réwnania ze wzgledu na wektor I, uzyskuje sie w oparcm
o graf macxerzowy Coatesa i kontynuanty blokowe [6]

L = (Y, 2,7 [ (Yot Y50, - _L[{Yz,,—zm}Fz,]] (12)

gdzie wyrazenia typu {Ya,+Z5iy1}, {Y2u+Y,} oznac_zajq skrécony zapis kontynuant
blokowych

1 1 1
{Y211+Z2i+1} = {Y2n3 Z2n-.-1’ Y2n—-2y Y2n+23 Z2i+1}' (13)

Kontynuanty blokowe w ogolnoscx wyznacza sig wedlug nastQpUcheJ reguly rekurencyj-
nej [6]

{Mn+Mk} = {Mn':_Mk+1}Mk+ {Mn+Mk+2}Lks (14

dla k = n,n—1, ...,0, przy {M,+M,,,} =1, {M,+M,,,} = 0, przy czym konytuan-
ta blokowa {M,+M,} sklada si¢ z nastgpujacych sktadnikéw macierzowych

Ln—l N L[; . )
{Mn':—'Mk} = {Mn ’ Mn—l, ~~-:Mk+1 ’Mk}* (15)

Macierze M;, L; sa macierzami kwadratowymi stopnia N.
Podstawiajac wyrazenie (9) do (12) otrzymuje si¢
{{Y2n+ Z}+ Z {Yon+Zsiys }bzi] I, = [{an':"Yz}— Z Yo+ Z2i+1}azi] E;. (16)
i=1 ' i=1

~ Ze wzoru (16) jest widoczne, Ze

Y(s) = [{Y2::+Z1}+ Zn:{Y211+Zzi+1v}bzi]‘l_[{Y;11+Yz}— Zn; {YZn%Z‘Z;+1}aZI]' (17
o . i=1 H . X T £
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3. OGOLNA PROCEDURA SYNTEZY

- W procedurze syntezy.zaklada si¢, ze wartoéci elementéw ukiadu pasywnego stowa-
rzyszonego przyjmowane sa dowolnie, natomiast ukiad aktywny (wspélczynniki Zrédet
sterowanych) dobierany jest w zalezno$ci od zadanej macierzy Y(s). Przyjmujemy ze,
uklad pasywny stowarzyszony ma strukture dolnoprzepustowa RC, tj.

Z,i-y = diag[Ryi_ 1,1 Rzi—1,25 -5 Rai—1,n] (18)
dla i=1,2, ..., n, natomiast
Yy = Gyi+5Cy = diag[Gyi, 1 +5Coi, 15 Gai,2+5Cai, 25 - Goi,n+5Cain] (19)
dla i = 2, 3, ... n, natomiast ‘
Y, = Gz = diag|[G,, 1, G3, 2, ---» G2, n} (20
przy zalozeniu, ze '
C2k'_0 R2l 1k_O CZlk_O GZtk_O

dai>mik=1,2,...,N. '

Schemat ukladu drablnkowego stowarzyszonego z ukladem aktywnym dla k-tego
kanatu przedstawia rys. 3. Nalezy zauwazy¢, ze wartosci elementow ukladu pasywnego
stowarzyszonego moga przyjmowaé dowolne wartosci rzéczywiste. W szezegblnos$ci
wszystkie pojemnosci moga by¢ jednakowe, jak réwniez rezystancie moga przyjmowaé
réwne wartosci, co jest pozadane np. w realizacji scalonej.

2n-1 K

‘ I %‘ | %K%i ’Gan
4

Rys. 3. Uklad pasywny RC stowarzyszony z ukladem aktywnym K-tego kanalu

Ze wzgledu na to, ze wszystkie macierze Ya;, Z,;_; sa ustalone, mozna policzyé wszyst-
kie kontynuanty blokowe konieczne w syntezie macierzy admitancyjnej Y(s) z wykorzys-
taniem wzoréw rekurencyjnych (14). Po obliczeniu wszystkich kontynuant blokowych
przez pordwnanie wzoréw (17) i (1) obliczyé mozna macierze a,; oraz b,; odpowiadajace
zrédlom sterowanym. Mianowicie

D(s) = 5[{Y2n’3‘ Z}+ S{an”:‘ Z2i+1}b2i]: 2D
i=1 ‘
NG = 8 {Yar+ ¥,}- 2 Man Zate}aad] 22)

W roéwnaniach (21) i (22) 8 oznacza macierz skalujaca diagonaina o elementach rze-
czywistych réznych od zera wybieranych w sposéb dowolny

§ = diag[0,, 05, ..., Onl. 23)
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Nalezy podkresli¢, ze macierz licznika N(s) i mianownika D(s) sa realizowane w spo-
séb niezalezny od siebie. Nie wymaga si¢ tu Zadnego kasowania biegunéw oraz nie ma
zadnych ograniczefi co do polozenia biegundw i zer, jakkolwiek dla zapewnienia stabllnoscx
bieguny muszg leze¢ w lewej potplaszczyZnie zmiennej zespolone; s.
w ogolnos01 procedure syntezy mozna podzieli¢ na trzy etapy:

. Wybdr wartosci kondensatoréw 1 rezystoréw pasywnego ukladu stowarzyszonego,

2. obliczenie wszystkich potrzebnych kontynuant blokowych przy wykorzystaniu zalez-
nosci rekurencyjnych (14),

3. obliczenie macierzy wspStczynnikéw Zrédet sterowanych a,; oraz by; (i = 1,2, ..., 1)
przez poréwnanie odpowiednich poteg zmiennej zespolonej s w réwnaniach (21) i (22).

[y

4, REALIZACJA PRAKTYCZNA ZRODEEL STEROWANYCH PRZY WYKORZYSTANIU
WZMACNIACZY NAPIECIOWYCH O SKONCZONYM WZMOCNIENIU

Wszystkie Zzrédla sterowane opisane przez macierze a,; i by; (i = 1, 2, ..., n) realizo-
wane sa przy uzyciu co najwyzej 2N wzmacniaczy napigciowych o réznicowych wyjs-
ciach. Uklad pasywny w polaczeniu z czescia aktywna tworzy SN-wrotnik (rys. 4). Cze§¢
aktywna tworzy N wzmacniaczy napigciowych o wzmocnieniach 4, (k = 1,2, ..., N)

+

+
A7>_ 0— Vi
L:
Nt :
A t’: W
L
N+
8> :th
C 4
B> Y e
L le] o]
[____;;ﬁ] [ﬁ_‘f:;_fj
1 Ay S 445 it
71 o3 —

SN—wrotnik pasywny

Yis)
. Rys. 4. Uklad 5N-wrotnika

i

wzmacniajacych napiecia wejsciowe poszczegdlnych bram ukladu oraz N wzmacniaczy
napieciowych o wzmocnieniach B, (k = 1,2, ..., N) wzmacniajacych napigcia panujgce
na admitancjach Y, poszczegélnych kanaiéw. Napiecia panujace na wyjSciach wzmac-
niaczy Ay i B; moga by¢ wigc opisane za pomoca réwnan macierzowych.
V, = AE, 24)
Vs = BV, = B(E,—R,I,), 29
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gdzie:
A = diag[4,, 4,, ..., Ayl,
B = diag[B,, B,, ..., By].

Wyjécia tych wzmacniaczy polaczone sg poprzez odpowiednie konduktancje
G, x, Gai, k» z ukladem pasywnym RC (koficéwki a i b SN-wrotnika).

Struktura potaczen K-tego kanatu uktadu (realizujacego K-ty wiersz N-wrotnika) przed-
stawiona jest na rys. 5. Zakladajac, ze wszystkie wzmacniacze maja nieskoficzong impe-
dancje wejSciows, impedancje wyjSciowa réwna zeru i skonczone wzmocnienia Ax i Bg
tatwo jest udowodnié, ze uklad z rys. 5 jest rownowazny K-temu ukladowi drabinkowemu
ze zrédlami sterowanymi, przedstawionemu na rys. 1.

£x

(o0

i+

Rys. 5. Realizacja K-tego kanalu z wykorzystaniem wzmacniaczy napieciowych
Odpowiednie Zrédla sterowane tworzone sa poprzez konduktancje G$P x oraz G,; ks
(,K=1,2,...,N, i=1,2,...,m) w polaczeniu ze wzmacniaczami napigciowymi
A; 1 Bg. Z analizy obwodu przedstawionego na rys. 5 wynika, ze macierz Zrédet sterowa-
nych a,; oraz b,; (po uwzglednieniu zaleznosci (12) (24) i (25)) opisa¢ mozna nastgpujgcymi
zaleznoS§ciami

, +B Gai, 10
by = —RBGy s = R, 8, Gai.2p, . (6
" 4By " Gainb
gdzie: R, = diag[Ry,;, Ry, 5, -, Ry, 5],

+4, G§h G2y ... GE),

8, = AG; ,+BGy; = td, GSi)a GSP, .o GEDL )
Ay LGy Gy . G,

+B, 1 G2, 18 .
+ +8; Cai2r .@en
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Dla okre$lenia wartosci konduktancji oraz wzmocnieri wzmacniaczy wygodnie jest
postuzy¢ si¢ macierzami pomocniczymi Q,;,; oraz Q,; ,

Q2,5 = —Ri'by; = BG,,; 5, (28)

in,a = a2i—in,b = AGzi,a- 29

Zalezno$¢ (28) pozwala dokona¢ dekompozycji macierzy na iloczyn dwu macierzy:

B oraz G, p. Zalezno$¢ (29) pozwala wyznaczy¢ macierz A G,; , a nastepnie rozlozyé

ja na macierz diagonalna A oraz macierz G,; ,. Przy dekompozycji odpowiednich macierzy

nalezy tak wybra¢ wzmocnienia wzmacniaczy, aby otrzymane w wyniku wartosci konduk-
tancji schodzacych si¢ w poszczegdinych weztach uktadu

GZlK’ GZi,Kb (],KZ 1:2:-"9N, iﬁlaza-"snlx’)

w sumie nie przekraczaly zatozonej na wstepie wartosci G,; i, czyli aby spelniony byt wa-

runek
N

Gai, kot ZG%)K Gai,k- (30)
i=1
Warunek ten zawsze mozna spehié przez odpowiedni wybér wzmocniedr wzmacniaczy
Ag i Bk. ’
Wzmacniacze o wyjSciu réznicowym (wzmocnienia +Ag, + Bg) konieczne sa dla
realizacji dodatnich i ujemnych wartoéci elementéw macierzy Q,; , oraz Q,; . Przy do-
datnich wartosciach elementéw macierzy Q,;, i Q2;,» odpowiednie konduktancje polaczone
sa z napieciami + Vx, + Vx », a przy ujemnych znakach odpowiednio z napieciami — Vk,
— Vi W ostatnim etapie realizacji oblicza si¢ wartosci konduktancji G’k korzystajac
z zaleznosci

N
Gk = Gaix=Gar,o— O, Gk (31)
j=1

Przyklad 1

Rozwazmy realizacje macierzy kwadratowej Y(s) o postaci

s+1 0 Ti[2s+1 s
1) =[ 0 s+1] [s+05 2s—1]’
rozwazanej przez Evena [7] oraz Bickarta i Melvina [2] jako ilustracja ich metody syntezy.
1. Z danych widoczne jest, ze
== 1,'n=2, N =2]
2. Przyjmujemy
S

C2,1 =C2,2=O, C4,1 =C4,2="

3° Rzi—1,K o 1, Gzi,K =1 (isK = 1; 2)-

Stad mamy

5 5 :
?S’ 1+—§s], Z, = diag[l, 1],

Y, = diag[l, 1], Z, = diag][l, 1].

Y= diag{l +
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3. Odpowiednie kontynuanty macierzowe przyjmuja postaé

{Yo+2Z3} = diag[—5-s+2, —35—s+2],

3
{Yi+Y,} = diag[g—05+3, —139s+3],

{Y,+Z,} = diag[55s+5, 55+5].
4. Poréwnujac potegi zmiennej zespolonej s w macierzy mianownika otrzymujemy
D(s) = 8[{Y +Z; }+ {Y,+Z3}b,+b,].

Przyjmu]emy 5= dlag[; %], skad Wynika

diag[s+1, s+1] = %[(5s+5)1+ (§s+2)b2+b4];

00 00
=g o b [0 0]‘
Podobnie dla macierzy licznika otrzymujemy
N(s) = 8[{Y.+Y,}— {Yo+ Z3}22 a4],
10
[2s+1 s ] ER EIR (5 2) [aﬁ’ aﬁ’] [05;11 a(z)] '
s+0,5 2s—1] ~ 5 1T0S+3 352 e a2| " |aw a2l ]

stad

Stad

~4 -3 6 6]
2723 —4) 27|35 16|

Ze wzorow (28) i (29) widoczne jest, ze

00 00
Q2b = [0 0]’ Q4b = [0 0],

-4 -3 6 6
Q2a = [_3 _4]3 Q4a = [3’5 16]'

Przyjmujemy, Zze wszystkie wzmacniacze maja wzmocnienie 4; = 20 (i = 1, 2). Stad ma-
cierze Gy;,, 53 réwne ,
0,20 0,15 0,30 0,30
2a = [0,15 0,20]’ 40 = [0,17 0,80]'
Ostateczny schemat obwodu przedstawia rys. 6. Nalezy zauwazyé, ze do realizacji

ukladu wymaga si¢ dwu uziemionych kondensatoréw o réwnych wartoéciach oraz 2 wz-
macniaczy z wyjsciem symetrycznym w poréwnaniu z 15 kondensatorami i 4 wzmacnia-
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czami potrzebnymi w realizacji Sandberga, 4 kondensatorami i 3 wzmacniaczami uzytymi
przez ‘Evena [7] oraz 2 kondensatorami i 4 wzmacniaczami koniecznymi w realizacji
Bickarta, Melvina [2].

Jednostki
Foragy
Simensy

Rys. 6. Realizacja uktadu z przykladu 1
Przyklad 2

Dokonaé syntezy macierzy admitancyjnej:
§24+0,1s+1 0 “115-0,5 1
Y(s) = 3 2 3 o2 .
0 §s34+3,1s2+1,35+3 0,283 s2—s+1
1. Okre§lamy liczbe kanaléw i liczbg sekeji w poszczegdinych kanatach:
N=2, n1=2, n2=3, n=4.
2. Przyjmujemy

C2,1 = Cz,z =0, Czi,K =1, N
G,k =1, Ryi—1,x=1, '
daK=1,2, i=1,2,..,n.

Stad mamy ‘ k

7, = Z; = Zs = diag [1,1],
Y, = diag [1,1],

Y, =Y, = diag [s+1, s+1],
Z,; = diag [0, 1],

Ys = diag [0, s+1].
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3. Obliczamy wartosci kontynuant macierzowych na podstawie zalezno$ci rekuren-
cyjnej (14)

[0 s+2
{Ye+27} = i .s+2]’ »{Y8+Z5‘} = [ s2+5s+5]’
5245545 .
{Ys+25} = ] ’ s3+8s2+195+13]’
2524+ 9548 )
Yo=Y} =| 2s3+1552+33s+21]’
[35%+ 145+ 13
M52} = 3s3+23s2+52s+34]'

4. Na podstawie wzoru.(21) otrzymujemy v
D(s) = 8[{Ys+Z; }+ {Ya+Zs} b+ {Ys+Zs} by+{Ys+Z,} bs+bs].

Zalézmy, ze & = diag [%, %] Przyréwnujac wspdtezynniki przy kolejnych po-
tegach zmiennej zespolonej s otrzymujemy
b, = diag[0 0}, b, = diag[—13,7 —13,7],
b = diag[17,4 20,4], by = diag[0 2,7]. ‘
Podobnie na podstawie wzoru (22) otrzymamy réwnanie macierzowe dla licznika
N(s) = 8[{Ye+Y,}~{Yg+Z3}a,— {Yy+Zs}a, — {Ys+Z;}as—aq].
Stad '

2 0 -4 0 75 -3 0 0
251062 MT| 48 -4 T|-126 1s|° *T|o —ml

5. Na podstawie wzordw (28) i (29) okreslamy macierze Q,; 5 oraz Q.0

. in,b = —by
dlai=1,2,3,4,
| 2 0 -177 0
Q.0 = [—-0,6 2]’ Q. =[ 4,8 —17,7]’
24,9 —3 0 0
Q.. = [—12,6 38,4]’ Q. = [9 —21,3]‘

6. Przyjmujemy, z¢ wzmacniacze maja nastepujace wzmocnienia
B = diag [25 50], A = diag [100, 100].
Stad na podstawie zaleznosci (28) i (29) otrzymamy
G, s = diag[Gz,lb, Gz,zb] = diag[0, 0],
G, p» = diagl[Gy, 16, G4, 25] = diag0,548, 0,274],
Ge,p = diag[Gs 1p, Gs,2s] = diag[0,696, 0,408],
Gs,» = diag[Gs, b, Gs, 28] = diag[0, 0,054],
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P (G GY) 0,02 0
20 = gy 62|~ |0,006 0,02)°
- G G2 10,177 0
e =168 6] T 10,048 0,177)
P GE Gé%q 0,249 0,003
** 7 ey 6@~ 0,126 0,384)
G G§) GE] 0 0 ]
504 = ey 6] = 0,09 0,213)

Ze wzoru (31) obliczamy warto$ci konduktancji G; «

G = 0,980, G =0974, G =0,275,
G®, = 0,501, G =0,052, G =082,
GO =0, G®) = 0,643.

Schemat obwodu przedstawiony jest na rys. 7.

— b
< +

249

052

0,03

Jednostki

Farady

Simensy

Rys. 7. Realizacja ukfadu z przykiadu 2
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5. BADANIE WRAZLIWOSCI UKEADU

Badanie wrazliwosci ukladu ograniczymy do badania zmian przyrostowych wartosci
elementéw aktywnych i pasywnych. Ze wzglgdu na niezalezna realizacje macierzy licznika
i mianownika funkcje wrazliwoéci okreslane zostana osobno dla N(s) i oddzielnie dla
D(s). Wieloparametrowa macierz funkgji wrazliwo$ci w zaleznoéci od zmian parametréw
ukfadu X; danych przez wektor X = [X;, X,, ..., X,] zdefiniowana jest w postaci:

1. dla  macierzy diagonalnej D(s)

oInD(s)
SO0 = Tmx ~

_{ olnD, dmD,  dlnDy 32
=, X, . X))’ (X, Xss s X)) 0(X, Xz s Xu) )

| 9InD; olnD, oD, |

olnX,’ olmX,’ 7 dlnX,

. olnD, - dlaD, olnD,
SM,X) =| olnX, > olnX,  ~ olnX, | (33)

e s e v s.e s Fe s e s e e s e s e

alnDN alnDN athN
onX, > olnX,’ T 0lnX, |

2. dla macierzy N(s)

5lnN11 6111N12 alanN
Ty, Xyy o X)) O(Ks, Xy i X))’ 0Ky, Xz e Xu)
alnN21 'alnsz 5]]1N2N

SN, X) =| 9ln(X,, X3, .., X))’ 0In(Xy, Xz, ooy Xo)* 7 OIn(Xy, X5 oo Xi) | (34)

......................................................

3InNy, 3InNy, oln Ny
| T, Xy s X) OI(X1, Xy, ooy X O(X, Xas ey X)

Poszczegélne sktadniki wektora X oznaczajg parametfy uktadu pasywnego i aktyw-
- nego, od ktérych uzalezniona jest macierz Y(s).
Poniewaz

- dlnD oD X;

X, ~ 0%, D’ 69

w dalszych rozwazaniach ograniczymy sig do badania wrazliwosci bezwzglednej. Ze
wzgledu na niezalesna strukturg kanalowa ukladu, bez ograniczenia ogblnosci rozwazan,
wyznaczymy jedynie funkeje wrazliwosci dla pojedynczego K-tego kanal (K = 1,2, ..., N).
Z analizy pojedynczego kanalu oczywiste jest, ze zaleznoéci na licznik Ny; oraz mianownik
D, moga byé wyrazone przez kontynuanty skalarne [4]

i

4 Rozprawy Elektrotechniczne

|

| ne

_ Dy = —RyBy Z{ank,k+zzi+1,k}G2i,kb+ {You, kv Zs 1} (36)
it _‘
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’Jl# {anw ERERD e AZ{Y% *Zau Gy, GD)

gdzie: .
Zoivih = Rawsps Yook sCoiit G, kb+G<°>k+ 2 Gzz.

(l 3' s Py Rl k= Rk)
oznaczaja elementy k-tego kanalu. '
' Z wiasnosci kontynuant wynikaja nastgpujace funkc_]e wrazhwosm hczmka 1 mianow-
nika na zmiany parametréw ukladu. :

Funkgcje wrazliwosci dla mianownika

kg, 2o, N
04y 0Byt _ (38)
oD, &
?B— = R" Z{ank, Z2hL1 k}Gz; bs )
k‘ B
oD, - U R
m {ank! -Y2p+z,k}{Y2p,kTZ1}+
+RkBk 2[{172"“;,——}’21,_*.2 k}{YZP,k—Z2¢+1 k}Bka Ab] (40)
i=p AL
oD
GCZ:’ — S[{an,,, +Zapsa, k}{Zzp_] wiZy k}+ .
+ R, By > {ank, Zzp+1 k}{ZzI, 1._Z2l+1 k}Gg, ol @D
| hp+1 . S
oD,
(01; {Yz"pk_ZZp+1 k}{ZZp— k‘_Zl k}+
OGS

By

+RkBk'. Z {Yan,k’—22p+1 k}{ZZp 1, k—‘Zzz+1 k}G;u w, (42
- i=pt1 ,
360, = G0, (43)

Podobnie funkcje wrazliwosci dla licznika N ; maja postaé (przy zalozeniu k # j):

aNk J a'ka j
3V e 0, LT = 0’ ) 44
6_81 a141 14 : : ( )
___k;l_ = — Z{an" k—ZZI+1 k}G2l ks . . (45)
o . . . o
R el {Yan,k_Y2p+2 ki 1Y 2p, i -Ys, k}+
2p+1,k

g
Ay DT i Yapi i i op i Zais 1,1} Gk (46)

i=p
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ONy,;
'562;;—" = S{YZH,‘, Zzp+1 k}{Z2P 1,k Yz k}+
—4 2 Fanoit-Zapss iHZap-s 5 Zares 1} 4y Ga,,k, @
i=p+1 ‘ ‘ v
ONy._;
et = {ank,k'3‘22p+1,k}{zzp—1,k+Yz,k}"‘
aGZp,kb
—A4; Z {YZI’;‘,k%'ZZp-i-]L,vk}{ZZp—],k':"_Z2i+1,k}Angji),k, (48)
i=p+1
oN.; _ 0N,
568~ Care” @
aNk oJ “ aNka . )
= —, 50
OGS & |p#i aGZp,kb ( .)
ONv. ;' ONy :
aG(zl:)’J = 5G(,:))J {Yan ZZP-I-I k}A o (51)‘

Wykorzystujac zaleznosci rekurencyjne kontynuant mozna- latwo wyznaczyé intere-
sujace nas funkcje wrazliwoéci, Z- podanych WZOTOW Wldoczne jest, ze wrazliwo$¢ reali-
zacji dowolnego k-tego kanalu jest réwna,zeru na zmlany elementow pasywnych wszyst-
* kich pozostatych kanaiéw. Reahzac_]a mlanownlka Dy jest mezalezna od wzmocnien
wszystkich wzmacniaczy 4 (k ='1,2, ..., N) oraziod wzmacniaczy B; (j= 1,2, ..., N,
j # k). Podane wyrazenia stanowia podstawg dalszyeli prac nad minimalizacjg: czuiosm
ukladu poprzez odpowiedni wybor zakladanych'na wstepie parametrow ukladu pasywnego
Ry, Cy, G,c oraz dobdr wzmocnien wzmacniaczy naplgcmwych '

6. KONKLUZJA

W pracy przedstawiono systenjat'ycmac_ metode syntezy N-wrotnika w ukladzie aktyw-
: : (N . N

nym RC ze wzmachiadzami napigciowymi. Realizacja wymaga uzycia m = 2 71 uzZiemio-
k= l

nych, jednakowej warto$ci kondensatoréw, co w wiekszosci przypadkow’ odpow1ada licz-
bie minimalnej. Maksymalna liczba wzmagcniaczy koniecznych do realizacji ukladu jest
réwna 2N. Metoda oparata jest na pojeciu kontynuant macierzowych i podstawowych
- dziataniach na macierzach. Zdaniem autoréw metoda ma nastgpujace zalety.

1. Proces syntezy jest operacja czysto algebraiczna i jest fatwy w przystosowaniu do
obliczerr komputerowych. : : '

2. Licznik N(s) i mianownik D(s) macierzy Y(s) opisujacej N-wrotnik realizowane sa
niezaleznie od siebie. Ponadto kazdy wiersz macierzy Y(s) moze by¢ realizowany oddzielnie,
niezaleznie od siebie, co dodatkowo upraszcza procedurg syntezy.

3. Prezentowany uklad posiada drabinkowa strukture kanalowa, przy czym zmiany
parametréw pasywnych R;, C; w jednym kanale nie- wplywaja na pozostale kanaly. Stad
wydaje sig, ze zalozona struktura posiada stosunkowo malg wrazliwo$¢ na zmiane para-
metréow.

4%
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4. Wartoéci pasywnych elementéw R;, C; moga przyjmowaé dowolnie wybrane war-
toci. W szczegdlnosci wszystkie kondensatory C,; i oraz rezystory Ry, moga byc
odpowiednio jednakowe.

5. Wyrazenia otrzymane na funkcje wrazliwosci (32) (51) stanowi¢ moga podstawe
optymalizacji tego typu ukladdw.
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A. CICHOCKI, S. OSOWSKI

SYNTHESIS OF N-PORT NETWORKS IN RC MULTICHANNEL STRUCTURE
.WITH VOLTAGE AMPLIFIERS

Summary

A new and practical technique for synthesizing arbitrary rational admittance matrices is presented in
this paper. The network has the channel structure in which all channels are independent from each other,
Of special interest is the mcluswn of the RC constraints in the synthesis procedure. The mathematical basis
of the synthesis are the properties of the matrix-continuants. Examples of the admittance matrix realiza-
tions are given as is the sensitivity analysis.
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A. CICHOCKT, 8. OSOWSKI

SYNTHESE\DES N-PORTES A STRUCTURE MULTIVOIE EN RC
AUX AMPLIFICATEURS DE TENSION

Résumé

« L’article présente la nouvelle méthode de synthése des N-portes dans la classe des circuits actifs RC
aux amplificateurs de tension. La structure du circuit est multivoie, les canaux y sont indépendants I'un
de I'autre et le couplage mutuel entre eux se fait a travers le circuit actif. La méthode methématique de
synthése est constituée par le calcul matriciel basé sur les propriétés des continuantes de blocage. On a donné
les exemples de la réalisation de la matrice Y(5) de N-portes. On a obtenu les expressions servant & examiner
1a sensibilité de la réalisation présentée.

A. CICHOCKI, 8. OSOWSKI

SYSTEME DES MEHRTORS IN DER MEHRKANALSTRUKTUR
MIT EINEM RC-NETZWERK UND SPANNUNGSVERSTARKERN

Zusammenfassung

In diesem Artikel wird eine neue und praktische Verwirklichungsmethode fiir beliebige rationelle
Admittanzmatrizen dargestellt. Das Netzwerk hat eine Kanalstruktur, worin alle XKanile voreinander
unabhéngig sind. Die Theorie der Synthese ist auf Grund von Continuant-Matrizen aufgebaut. Es werden
Beispiele fiir Matrixrealisierungen angefiihrt.

A. UUXOLIKH, C. OCOBCKH

CHHTE3 MHOTI'OIIOJIIOCHHKOB B MHOI'OKAHAJIBHOM CTPYKTVPE RC
C YCHUIIUTEIUIMH HATIPSDKEHUSA

Pesmome

IIpencrapnen HOBEIR METOXN Peau3aLMM MHOTOMONIOCHHKOB IIDH IIOMOINM IacCHBHBIX RC-cxem
u ycunurenel Ranpsoxerns. CTpYKTypa Ieny ABIAETCS MHOTOKAHAJIBHOM, IPUYeM BCE KaHATE! B3aMMHO
He3aBHCAMBI. T€OpHA CHMHTE33 OCHOBaHA Ha NPUMEHEHHN MATPUYHOTO KOHTHHYAHTA. JIaHbI IpUMEPLI
peansanuu MaTpuib! Y(s) MHOTOIONIOCHHKOB.
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Syntéza dwéjnikéw RC ze stratnymi kondensatorami

RADOSLAW BIERNACKI (WARSZAWA)

Instytut Podstaw Elektromkt Politechniki Warszawskiej

S,
Otrzymano 27.12.1976

W pracy przedstawiono metody syntezy liniowych dwojnikow pasywnych zbudowanych
-z elementéw R lub Cr (réwnolegle polaczenie pojemnosci i oporu). Skoncentrowano si¢
na metodach syntezy nie. wymagajacych- poszukiwania. zer i biegundéw impedancji synte-
tyzowanego dwojnika. Podano proste oszacowanie najmniejszej stratnosci kondensatoréw
potrzebnej do realizacji zadanej impedanpji. L '

1. WSTEP

Zagadnienie syntezy dwdjnikéw- RC jest jednym. z klasycznych problemdéw syntezy
uktadow elektrycznych i bierze poczatek od prac Fostera [1] i Cauera [2, 3]. Jak wiadomo,
uklad elektryczny o zadanych wiasciwodciach zaciskowych moina zrealizowaé na ogdt
na wiele sposobéw. W oparciu o kazdy model uktadu otrzymany w procesie syntezy mozna
zbudowaé odpowiedni ukiad rzeczywisty. Jednak nie kazdy zbudowany w ten sposdb
uklad bedzie zadowalajacy z praktycznego punktu widzenia. Fakt ten wynika giéwnie
Z tego, ze w syntetyzowanych modelach stosowane s3 elementy idealne. Dlatego tez me-
tody syntezy powinny pozwalaé na uwzglednienie nieidealnosci elementéw. Inaczej méwiac,
w modelach otrzymywanych w procesie syntezy powinny wystgpowa¢ — jako bloki —
uktady zastepcze elementow rzeczyw1stych

W niniejszej pracy oméwione sg metody syntezy dWO_]nlkOW zbudowanych z oporéw
i z kondensatoréw ze stratami. Przyjeto schemat zastepczy kondensatora ze stratami
w postaci réwnoleglego potaczenia pojemnosci i oporu (rys. 1). Kondensator ze stratami
przedstawiony na rys. 1 — traktowany jako: element niepodzielny — bedzie oznaczony
symbolem Cg.

R

F_C:—‘

. 7 , ]

ijs. .1.-'Schemat zastepczy kondedsatora ze stratami

Warunki konieczne i wystarczajace realizowalnoéci dwéjnikéw RC sg dobrze znane

(np. [4, 5]). Dla porzadku przytoczymy te warunki formulujac je w postaci ponizszej
definicji funkcji RC. '
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Definicja 1. Funkcje wymierna f o wspélezynnikach rzeczywistych

_a(s)  aotais+ .. +a,s"
f6s) = b(s)  bo+bys+ ... +bus"’

nazywamy funkcje RC (f'e o), jezeli mozna jq_przedstawié w postaci

(s+a)(s+as) - (s+op)

) = B g 56t p - gy 0 SO @
gdzie He R*, p=r b p=r-1 ‘oraz liczby «; i ff; sa rzeczywiste i spetniaja
nieréwnosci:

b(s) # 0, €))

0B <oy <fa<oy<.. . 3

Wymagania definicji 1 okreslaja warunki konieczne i wystarczajace realizowalnosci
funkgji f jako impedancji dwéjnika RC.

Jest rzecza oczywista, ze impedancja dwdjnika zbudowanego z elementéw R lub Cy
jest funkcja RC nie posiadajaca bieguna w punkcie s = 0. Istotnie, miedzy zaciskami
wejéciowymi takiego dwéjnika istnieje przynajmniej jeden laicuch zbudowany wylacznie
z oporéw, a wiec dla s = 0 admitancja dowolnego dwdjnika RCr jest rézna od zera.
Z drugiej strony, je$li funkcja (2) nie posiada bieguna w punkcie s = 0, to, jak wiadomo,
jej rozktad na ulamki proste ma postac:

fs) = H+ 2 A - @

gdzie ; >0ik;>0dlai=1,2,
Wobec tego szeregowa postac kanomczna Fostera (np 5D dwdjnika o impedancji
[ jest taka, jak na rys. 2; gdzie
’ 1

Ry = __._; =
o=H, R G=7

g’
: £, 7 . '?2 . Ar
O_éﬁm ﬂ
G Cr p

Rys. 2. Siéregowa postaé kanoniczna Fostera dwc')jnik.a RCg

dlai=1,2,...,r

Dwdjnik przedstawiony na rys. 2 jest zbudowany wylacznie z elementéw R lub Cpg.
Stad wynika, ze warunki definicji 1 z zastrzeZeniem b, # O we wzorze M) (5, > 0 we wzo-
rze (3)) sa warunkami koniecznymi i wystarczajacymi realizowalno$ci dwdjnikéw
zbudowanych z elementéw R lub Ckg.

W niniejszej pracy zajgto si¢ takimi metodami syntezy, ktdre nie wymagaja znajomosci
zer i biegunéw impedancji. Metody te — poniewaz nie wymagaja rozwiazywania réwnaf
nieliniowych — beda nazywane metodami liniowymi. Cecha charakterystyczng metod ,
liniowych jest ich oparcie o dziatanie arytmetyczne na wspolczynmkach syntetyzowane_]
impedancji.
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2. METODA WYCIAGANIA NIEPELNYCH WARTOSCI GRANICZNYCH

Jak wiadomo [3,4, 5], metody syntezy w obu postamach kanonlcznych Cauera po-
polegaja na wyciaganiu z dwdjnika pojedynczych elementéw R lub C polaczonych szere-
gowo lub réwnolegle z dwdjnikiem resztkowym, zgodnie z nastepujgcymi zasadami:

a) Opor Szeregowy Ryer = lim Z(s), - ®)
. -0
b) opér réwnolegly Riswn = lim Z(s), ©
s—0
. 1
j S¢ Cszer 1
¢) pojemno$é szeregowa lim Q)]
d) pOjemnos’é réwnolegla " Crgwn = lim — ! o ' ®
s 0 SZ( ) .

gdzie Z jest impedancja dwdjnika wystepujacego W pewnym etapie syntezy.
Istnienie skoficzonych i niezerowych warto$ci poszczegdlnych granic zalezy od kom-
binacji zerowania si¢ wspétczynnikéw a, i b W (1) zgodnie z tablica 1.

Tabili'ca il

WartoSci granic (5)-+(8) dla réznych kombinacji zerowania si¢ wspélczynnikéw a, i bo.

Kombinacja . - Rszer Ryown o Cszer ' Créwn
ay# 0, bg %0 + + ’ nie istnieje 0
an=0, by #0 0 + nie istnieje +

a, # 0, bp =0 + nie istnieje + 0
an=0, bo =0 0 nie istnieje : + +

Plusami zaznaczono przypadki, w ktérych dane granice przyjmuja wartosci dodatnie

Jak widaé, dla kazdej ustalonej kombinacji istnieja dokladnie dwie niezerowe ‘wartosci
gramczne, a‘wigc mozliwe jest wyciagnigcie z dwdjnika jednego lub dwdéch elementéw R
Iub C, przy czym z kazdym wyciagganiem pelnej warto$ci granlcznej zw1qzana Jest zZmiana
kombinacji. .

W przypadku dwéjnikéw zbudowanych z elementow R Iub Cr mozliwe sg tylko dwie
pierwsze kombinacje z tablicy 1, a wiec mozliwe jest wyciaganie granic: Rgzer, Crown
i R,swn. Wyciaganie plerwszych dwéch spoéréd tych granic nie-zmienia warunku. syntezy
z elementéw R lub Cg, natomiast pelne wyciagniecie granicy Rrs. wprowadza biegun
w punkcie s = 0 do impedancji ,,resztkowej”. Ponadto latwo zauwazy¢, Ze tylko pelne
wycigganie granic Reer 1 Criswn pozwala na zmiang kombinacji, 2 tym samym na redukcje
stopnia funkC_]l Poniewaz wyciaganie granicy Resws jest w obu rozwazanych kombinacjach
mozliwe, a réwnoczeénie nie jest dopuszczalne pelne wyciaganie tej granicy, to w celu
otrzymania elementu Cr mozna zastosowaé niepelne wyciaganie oporu réwnoleglego
o przewodnosci G ‘ ' '

1
G< Rréwn ' (9)
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Powyzsze rozwazania prowadza do wniosku, ze jedyna struktura dwéjnika RCg, ktdra
mozna otrzymaé w oparciu o wycigganie wartoéci granicznych, jest struktura drabinkowa
prosta, przedstawxona na rys. 3, gd21e R1 2 0 oraz pozostale Wartosm elementow sq do-
~datnie: : : , . C
b PR
o—1 —

cl 6,'6’2']" 6 G
o T TT ]

Rys. 3. Dwdjnik RCr o strukturze drabinkowej prostej

G

Wartosci elementow w powyzszej strukturze sq wyznaczane jako wartosei granic (5)
. (8) odpowiednich impedancji dwdjnikéw resztkowych oraz przez wyciaganie niepetnych
wartoéei granicy (6) zgodnie z (9). Powyzsze dzialania zapewniajg zmniejszenie stopnia
funkcji ,,resztkowej” w kazdym etapie syntezy oraz nie wprowadzaja bieguna w punkcie
s = 0, a wigc gwarantujg przeprowadzenie syntezy z elementéw R lub Cg.

Przedstawiona metoda jest modyfikacja metody syntezy w I Postaci Kanonicznej
Cauera [5], przy czym zwigkszenie liczby elementéw w stosunku do tej postaci wynosi
r—1, gdzie r jest liczba wszystkich kondensatoréw.

Nalezy zaznaczy€; ze bardzo elegancka metoda’ syntezy w. strukturze drabinkowej
prostej zostala podana w [6]. Opiera siec ona na przeksztalcemach ekwiwalentnych dwdj-
nikéw o tej strukturze. Jednak przepirowadzone w niniejszym punkcie rozwazania pozwa-
laja dodatkowo na nastgpujace stwierdzenia:

1. struktura drablnkowa prosta jest jedyna struktura, w ktérej mozliwa jest synteza
dwojnikéw RCr w oparciu o wyciaganie wartosci granicznych,

2. niepelne wyciaganie tych wartoéci granicznych, ktérych pelne wyciaganie wyprowa-
dza poza klasg¢ ukladéw RCp jest efektywna metoda dolaczania pewnego oporu réwno-
legle do idealnego kondensatora, tworzac w ten sposdb element Cg,

3. stopieri swobody, wynikajacy z dowolnego wyboru wartosci G spetniajacej nieréw-

- no$§¢ (9) umozliwia otrzymanie (meskonczenle) w1elu reallzacy tej samej funkcji, réznig-
cych sig Jedyme warto§ciami elementéw. ‘

Na zakoficzenie tego punktu podamy przykiad zastosowania omowionej metody

Przykiad 1

Wyznaczmy realizacje w strukturze drablnkowe_] prostej dWO_]nlka o 1mpedanc_11 Z,(s) =
252+ Ts+5

T2 +13524+22549

- W pierwszym kroku mozliwe jest wyciagnigcie pojemnosci réwnoleglej C; = 1. Jedno-

Funkcja ta spetnia warunki realizowalnosci w ukladzie RCp.

. . R . ' X . . . 5
~ czesnie, zgodnie z (9), wyciagamy G;. Poniewaz Rism = =,

5 to jako G, mozemy przyjaé

doWohiq warto§¢ mniejsza od —2—, np. Gy = 'bl. Wobec tego »

452+ 10s+-4

= sttt S s

L__ SH+1+ 5+
FAD) Zz()
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Z funkcp Z5(s) wyc1qgamy Rz =0,51 otrzymujemy

, _ 2543
| ) Zz(s) = 0,5+Zz(s) = 0,5+ AZ 110554
Granice (8) i (6) okreslone dla funkcji Z; sa réWne
. 3
C2 = 2 l‘ R-'o’wn = Z-,

Przyjmujqc niepetna warto$¢ granicy -R—l—, np. Gz =1< :, mamy
rown

1 1 2s+1
e = 2, .
Z:6) s+1+ ——r Zs() =254+1+ 3543
W nastepnym kroku wyciaggamy R; = 1
25+3 o2,
236 =5 = M ey

Wartosci ostatnich dwdch elementéw sa réwne C; = 1 i G3 = 0,5. Otrzymana reahzaCJa
dwo;mka jest przedstaw1ona na rys. 4. :

I 1=
o 1 I 1

Rys. 4. Realizacja dwojnika RCr o impedancji
2524+ Ts+ 5

253+ 1352422549

fo

Z(s) =

3. METODA PRZESUNIECIA FUNKCII

W literaturze (np. [7]) podawana jest metoda syntezy ze stratnymi elementami reaktan-
cyjnymi wykorzystujaca przesunigcie funkcji. W niniejszym punkcie oméwimy tg metode
oraz rozwazymy mozliwo§¢ jej zastosowania w liniowych metodach syntezy dwdjnikow
RCp.

Rozwazmy funkcj@ f € Frc nie posiadajaca bieguna w punkcie s = 0 oraz pomocnicza
funkcje g utworzona z funkeji f przez przesunigcie o o > 0 zgodnie z zaleznoécig

g(@) = fz—a). (10

Jezeli g jest funkcja RC, to rozkladajac ja w odpowiedni sposéb (np. na ulamki proste
lub tasicuchowe) mozna wyznaczy¢ wartoéci elementéw dowolnej znanej realizacji funkcji
g jako impedancji pewnego dwdjnika RC. Wykorzystanie zalezno$ci odwrotnej do (10)
umozliwia przez podstawienie z = s+ « otrzymanie pewnego rozkladu funkcji f z kazdego
rozkladu funkcji g. Woéwezas kazdej pojemnosci C; (o admitancji sC;) dwéjnika o impe-
dancji g odpowiada dwdjnik o admitancji (s+®)C; = sCi+aC; w realizacji funkcji f.
Poniewaz a > 0, to G; = aC; jest wartoscia przewodnosci potaczonej réwnolegle z kon-
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densatorem o pojemnosci C;. Powyzsze dzialanie dotyczy wszystkich pojemnosci, a wiec
otrzymywana w ten sposob realizacja funkgji f jest dwéjnikiem RCk.

Rozwazmy, dia jakich wartodci « funkcja g jest funkcja RC. Rozwigzanie tego problemu
wynika bezposrednio z definicji 1. Jeéli f ma postac (2), to funkcje (10) mozna przedstaw1c
nastepujaco:

o) = H G+ —0))(z+(@—o) ... (z+(@p—0)) _
E+Bi+ )+ B—d) ... (z+ (B —a))
Zgodnie z (3) dla powyzszej funkgcji otrzymujemy warunki
‘ Kh—a<o—a<f—o.. an
Poniewaz f jest funkcja RC, to nieréwnosci (3) sg spelnione. a wobec tego dla dowolnego
o takiego, ze

_ 0<a<py, 12)
spelniony jest warunek (11), a wiec g jest funkcja RC. Z zalozenia f1 > 0, czyli wybér
odpowiedniego « jest zawsze mozliwy.

Bezpos$rednie korzystanie z (12) w celu okre§lenia wartodci « nie jest mozliwe w me-
-todach liniowych, gdyz wymaga znalezienia wartoéci 8;, co jest réwnowazne rozwigzaniu
réwnania b(s) = 0, w ogdlnym przypadku nieliniowego. Z drugiej strony, ze wzgledu
na dowolnos¢ wyboru o, nie jest potrzebna znajomosé calego przedziatu (0, 8;>. Wystar-
cza mozliwo$¢ okreslenia pewnego podprzedziatu (0, 4D, gdzie

0<A<B, , (13)
gdyz wybdr « spelniajacego warunek _
0<a< A4 - (19

gwarantuje spelnienie (12). c

Okreslona wzorem (13) wartos¢ (—A) stanowi oszacowanie od géry wszystkich bie-
gunéw funkcji £. Jesli nie chcemy wyznaczaé postaci zredukowanej funkcji £, to jako (—A)
mozemy przyja¢ oszacowanie od géry wszystkich zer mianownika funkcji f po uprzednim
wyeliminowaniu ewentualnego wspélnego zera w punkie s = 0. Mozliwosé bardzo wy-
godnego oszacowania wszystkich zer wielomianu o zerach ujemnych wynika z nastgpujq-
cego lematu.

Lemat 1. Jezeli wielomian g o postaci:

n .
46) = Qo+ @i5+ oo +4u5" = 45 | | (5+20) (15)
v i=1 v .
jest wielomianem o wszystkich zerach rzeczywistych, ujemnych, to _

ﬁs o dla i=1,2,...,n

41 .
' Dowéd. Rozwijajac postaé iloczynowa wielomianu (15) otrzymujemy
n

n .n n
q(s) = qn[s"+s"—1 Zoci+ +52 H mj+ H Q‘i] —
i=1 j=1 i=1
jEi

i=1

ny In—1 n_1 S d 40)
= I Lot S0 DRI £ P LN
In (S n dn - dn]
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& ﬁz &
I A
& [ 6:7 ép Gnpy
O —
& Ko &r
& Gy Cp-7 £

Rys. 5. Realizacje kanoniczne dwc’)jﬁika o impedancji g v
a) w I postaci Cauera, b) w II ppstaci Cauera, ¢) w jednej z postaci mieszanych

Gry*alp,

Rys. 6. Struktury dwo,xmkow RCr odpowiadajace poszczegolnym realizacjom funkcji przesunigtej, przed-
" stawionym na rys. 5
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Po przyréwnaniu odpowiednich wspéiczynnikéw mamy

Poniewaz o; > 0dlai=1,2,...,n,t0 oczyWis’cie

LS —1~ coraz Lo <y dla1—1 2, .50,
o a; q;

co koficzy dowdd lematu.

%

Na mocy powyziszego lematu - bo

b < B,, wiec jako 4 przyjmujemy
1

przy czym A > 0 zgodnie z zalozeniami. Wobec tego przyjecie dowolnego « spelniajacego
(14) umozliwia zastosowanie metody przesunigcia-funkcji w syntezie dwojnikéw RCg
bez koniecznosci rozwigzywania réwnania nieliniowego.

Na podstawie rozumowania przeprowadzonego w niniejszym punkcie tatwo mozna
wykazaé, ze f, okrela najwicksza wartosé stratnosci najlepszego kondensatora (tzn.
kondensatora o najmniejszej stratnosci) w klasie wszystkich realizacji zadanej funkcji.
Z drugiej strony liczba (16) jako do$é dobre przyblizenie §; orientacyjnie okresla ,,jakos¢”
kondensatoréw niezbednych w reahzacp

Przedstawiona metoda Znacznie rozszeiza klase struktur, w ktorych mozliwe sa rea-
lizacje dwdjnikéw RCyr metodami liniowymi. Wynika to z faktu, ze jako realizacje funkcji
g mozna wziaé dowolny dwdjnik RC realizowalny metodami liniowymi, np. jedng z postaci
Cauera lub dowolna z postaci mieszanych omawianych w [8]. Dla przykladu na rys. 5
przedstawione sa trzy wybrane realizacje kanoniczne dwéjnika o impedancji g, anarys. 6 —
odpowiadajace im realizacje dwdjnika o impedancii f.

Obecnie zilustrujemy zastosowanie metody przesunigcia funkcji na przykladzie reali-
zacji dwojnikéw o strukturach przedstawionych na rys. 6 b,c.

Przyktad 2

Przeprowadimy synteze dwdjnika o impedancji

8s2+9,6541,88

T = 166 £ 18,3854 2,536
Zgodnie z (16) 4 = —%% = 0,134. Jako « mozemy wybraé dowolna warto$é z prze-

dziatu (0, 0,134)> np. « = 0,1. Wobec (10)

«(5) = 8(s—0,1)%+9,6(s—0,1)+1,88
&V = 16(s—0,1)° +36,8(s—0,1)% + 18,88(s—0,1) +2,536
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Po rozwinigciu otrzymujemy
o © o 88?4851
B F 1631330+ 12541

Syntezq pomocmczego dwopnka o impedancji g w strukturze jak na rys. 5b przeprowa-"
dzamy w oparcm o rozwxmqme na nastepujacy ulamek laficuchowy

FOE " :

1, 1
8  8s+8

- Otrzymany dwojnik jest przedstawiony na rys. 7. , :
Zgodnie z podanym wyzej opisem kazdy kondensator o po;emnosm C na rys 7 zastg-
pujemy dwéjnikiem o admitancji sC;+0,1 C:. '
Odpowiednia realizacja dwdjnika RCg o impedancji fjest przedstawiona narys. 8.

25 125

é’ —h g
o “ : - O et - o

7 ' mzi J.a > i it
g s L
T 1] ¢ 4] ¢ Zl] e
o o o
Rys. 7. Pomocniczy dwéjnik o impedancji g Rys. 8. Realizacja dwojnika RCxr o impedancii f

W celu otrzymania realizacji w strukturze przedstawmneJ na rys 6C wykorzystujemy
rozklad na nieco inny ulamek: laficuchowy ‘ E

22 = : -
1+L+—
.l_+1+

2z

: o I+4z
Podstaw1a_]qc z= s+0,1 otrzymujemy rozklad funkcp f

fts) = L

1,24 25+ 1

-
] 25402 e Tatds
Odpowiadajaca powyzszemu rozkladowi reahz_ac_ya dwéjnlka o impedancji f jest pokazana
na rys. 9. ' ' o

Rys. 9. Dwojnik RCx o impedancji f =
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4. METODA WPROWADZANIA BIEGUNOW

Jak wspomniano, wyciaganie elementu Cr szeregowo polaczonego z reszta dwdjnika
nie jest mozliwe bez rozwigzywania réwnania b(s) = 0, czyli bez znajomosci biegunéw.
Ponizej prezentowana jest metoda pozwalajaca na szeregowe wyciggniecie elementu Cr
w oparciu o wprowadzenie znanego bieguna ' '

Rozwazmy funkcje RC Z = ? nie posiadajgca bleguna w punkCIe s = 0. Omawiana

metoda polega na niepelnym wyciaganiu granicy (6) z admitancji - zgodnie ze wzorem.:

o 1 %)
Z 1 Z Z ( - a)
Tak okres§lona funkcja Zl posiada Ze10 W punkc1e s = —d. Wobec tego punkt ten jest
1 - .
biegunem impedanciji Z; dwomlka resztkowego, tzn. funkqa Z, ma postac
a0 a'(s) - : ‘
Z0% +o)e(s)  s+a  cfs) (18)

Znajomo$¢ warto§ci o pozwala na wyodrebnienie utamka prostego

k .
e z funkcji Z,

zgodnie ze wzoram1

- o a(=a) . a(s)—ke(s)
. k - C(—d) ] ‘(l (S) - S'l"a ] (19)
a wigc metodami . liniowymi.
Warunkiem poprawno$ci wyciggania (17) jest spelnienie nieréwnosci:
1 1
< . 20
0 Z(—OC) = Rro’wn ( )

Jest rzecza oczywista, ze przypadkowy wybdr « i sprawdzanie warunku (20) jest metoda

nie do przyjecia. Z drugiej strony, latwo zauwazy€, ze przyjecie « zgodnie z (14), gdzie
A dane jest wzorem (16), gwarantuje spehienie warunku (20). Istotnie, wynika to z faktu,
76 warto§¢ —A stanowi oszacowanie od géry nie tylko biegunéw, ale i zer impedancji.
‘Wobec tego, tak impedancja jak i admitancja przyjmuja wartoéci dodatnie w przedziale
(—4,0), a jako ze admitancja jest $ciSle monotoniczng (rosnaca) funkcja zmiennej rze-
czywistej s, wiec warunek (20) jest spelniony.

Stosowanie wzoréw (17) i (18) na przemian prowadzi do struktury przedstawionej
na rys. 6b, otrzymanej metoda przesunigcia funkcji. Roznica w stosowaniu obu metod
polega na tym, Ze przesuniecie funkcji wymaga jednakowych stratnosei kondensatoréw.
Natomiast metoda wprowadzania biegundéw dopuszcza rézne stratnoscei.
~ Omgdwiona metode mozna wykorzystaé w syntezie dwdjnikéw zbudowanych tylko
z elementéw Cg. 'Warunkiem koniecznym i wystarczajacym realizowalnodci takich dwdj-

nikéw jest, aby impedancja Z = ibz— byta funkcja RC nie posiadajaca bieguna w punkcie
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s = 0, taka ze st a < st b. W tym przypadku mozliwa jest tylko druga kombinacja z tab-
licy 1, a mianowicie @, = 01 by # 0. Wobec tego synteza dwdjnikéw Cgr nie moze byé
oparta o wycigganie pelnych wartosci granicznych, a redukcja stopnia funkcji jest mozliwa
tylko poprzez szeregowe wyciaganie elementu Cy zgodnie z (18).

Wprowadzanie bieguna do impedancji dwo_)nlka resztkowego jest zwiazane z wycia-
ganiem pewnego oporu réwnoleglego. Aby w otrzymanej realizacji zapewnié wystepo-
wanie tylko elementéw CR nalezy ponadto wyciggaé .pewng pOJemnosc réwnolegla.. Jed-
nak z uwagi na niedopuszczalno§é zmiany kombinacji (a, = 0, b, # 0) nie moze to byc
pelna warto$¢ granicy (8). Wobec tego poszczegélne kroki syntezy sg nastepujace:

1. wyciagamy z admitancji Zl - niepelng warto$¢ grahicy ®
cLi2i-1 ‘ :
Coiy < lm ————,
S s—oo 5Z3i_1($)
zgodnie ze wzorem
| 1 1

- = -—-SC i— ; ‘ 21
7o 0) - Zaa® G .

2. wybieramy dowolna warto$¢ o; z przedzmlu 0, 4 okreslonego dla funkcji Z5;_,
i obliczamy warto$é

Rai—y = Zéi—].(—_di);

otrzymujac funkcje

3. odejmujemy admitancje sC,p;_; + R 1 od admitancji -
) 2i—~1 2i-1

,»resztkowa”

1 1 1 L .
— = SC i + )- - - 22
Z,i(s) Zzi—l(s) ( 2 Rjyi_q ( )

4. wyciagamy element CR polqczony SZEregowo z reszta dwo;mka zgodnie z zalez-
noscwc

Zy(s) = @3

Powyzsze dzialania stosowane cyklicznie prowadza do dwdjnika zbudowanego wylacz-
nie z elementéw Cr o strukturze przedstawionej na rys. 10.
Omoéwiona metode zilustrujemy przykladem. -

R ‘72/’-2

U/T :?/GZUJT>
G

Rys. 10. Dwojnik zbudowany z elementéw Cr

5 Rozprawy Elekirotechniczne
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Przyktad 3

sz’eprowadimy synteze ‘dwdjnika o impedancji
20s%+325+11

Zi(s) = 455+ 127524 975 +19

w ukladzie przedstawionym na rys. 10. Obhczamy graniceg 11 Zl ® %(57 i wybieramy
00 1 .
L 4 . Lo
warto$é C;, np. C; =1< —2—(5-)— Zgodnie z (21) otrzymujemy
I _ 1 25849574865+ 10
Zi(s)  Z,(») = 2Os3+32s+11,

Dla funkcji Z; wyznaczamy warto§¢ 4, = 213—2 i wybieramy «; < 4;, np. a; = 0,2.

Po wykonaniu . obliczen otrzymujemy R, = Z1(—0,2) = 1 i zgodnie z (22) Wyciqgémy
1 -
Ry’ o
IS S 2553+ 755>+ 54548  (Ss+1)(5s*+145+8)
Z,(5)  Zi(s)  20s2+432s+11  20s2+32s+11

Funkcja Z, posiada biegun w punkcie s = —0,2. W nastgpnym kroku postgpujemy zgod-
nie z (23)

: 1 3543 | R
Z:) = 31 T S 1as+8 -~ ol T 20
Dalszy cigg obliczen jest analogiczny. Obhczamy lim ——— 1 = 3 i wybieramy Cj = 1
§ 00 SZ3(S) . 3
1 L oo ~‘2S +115+8
Zi(s) Zs(s) T 3s+3

Jako «, przyjmujemy o, = 0,5 < —. Wéwczas Z3(—a,) = 0,5

1 1 232+5s+2'
7.0 = Za® D= T3
Wyciagniecie szeregowe elementu Cr daje w wyniku
3543 1 1
ZsO) = 3543 25kl si2

Otrzymana realizacja dwéjnika o impedancji Z, jest przedstawiona na rys. 11.

Na zakoriczenie niniejszego punktu zwrécimy jeszcze uwage na inng mozliwo§¢ wpro-
wadzania znanych biegunéw. Polega ono na niepelnym wyciaganiu pojemnosci réwnoleg-
lej o wartosci

D)
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.- Rys.- 11, ‘Realizacja dwojnika o impedancji

Zi) = — 20524325+ 11
1) SR F 12752 1 975+ 19
gdyz wéwczas funkcja
1 1
L = e —SC
Z,(s) Z(s)
posiada zero w punkcie s = —a. Jako « przyjmujemy dowolna warto$¢ spetniajacg nie-
réwnosé. _ 7 -
) b -1 N Lowd - ey ‘
aZ . S0 (25)
. : bil S RSV TE S R

Dowéd poprawnosci tej metody przeprowadza sie analogicznie’ do poprzedniego, wo-
bec czego zostanie on pominigty.

| 5. PODSUMOWANIE ~ & i

W pracy omdwiono trzy metody syntezy dwdjnikéw RC pozwalajace na zastosowanie
nieidealnych  kondensatordw, -a ‘mianowicie: ‘metode -wyciggania. niepetnych. wartosci
granicznych, metode przesumgma funkc_u oraz metod¢ wprowadzania znanych biegunéw.-
Wszystkie omow1one metody prowadzq do struktur mekanomcznych Jak w1adomo, dobor
wartosci elementow w strukturach . mekanomcznych jest mejednoznaczny ‘Utnozliwia to'
dodatkowo poszukiwanie realizacji najkorzystniejszej z punktu widzenia konstruktura -
Zaletg prezentowanych metod jest ich prostota. Wynika ona z ograniczenia klasy rozwa-
zanych struktur do klasy struktur drabinkowych. Synteza w tej klasie struktur nie wymaga
rozwigzywania réwnan nieliniowych w célu wyznaczenia wartoéci elementow.

\
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R. BIERNACKI
SYNTHESIS OF TWO TERMINAL RC NETWORKS WITH NONIDEAL CAPACITORS

Summary

In the paper three methods of two terminal RC network synthesis, with nonideal capacitors, are pre-
sented. The parallel connection of resistance and capacitance is assumed as a model of a nonideal capacitor.
Considered are those methods only in ‘which determination of poles-and zeros of impedance function is
not necessary. Consequently, the presented methods are based on arithmetical operations on polynomial
coefficients. : :

R. BIERNACKI
SYNTHESE DES DIPOLES EN RC A CONDENSATEURS IMPARFAITS

‘Résumé
1]
Dans l’ouvrage on & présenté les méthodes de synthése des dipdles linéaires passifs composés d’éléments
R ou Cg (montage paralléle de capacité et de résistance). On s’est limité aux méthodes de synthése qui
n'exigeaient pas la recherche les zéros ni les pdles d’impédance du dipole étudié. On a donné une simple
évaluation de la moindre perte des condensateuts nécessaire pour obtemr 1’1mpédance désirée.

R. BIERNACKI
SYNTHESE VON RC-ZWEIPOLEN MIT VERLUSTKONDENSATOREN

Zusammenfassung

" Invorliegender Bearbeitung wurden verschiedene Methoden fiir die Synthese linearer passiver Zweipole
aus R-bzw. Cgr- Elementen (parallele Verbindung der Kapazitit und: des Widerstandes) dargestellt. Man
konzentrierte sich auf die Methoden der Synthese, die keine Bestimmung der Nullwerte und der Impen-
danzpole des der Synthese unterzogenen Zweipols benotxgen Es wurde eine einfache Schiitzungsweise der
geringsten, fiir die Gewinnung der gegebenen Impendanz erforderliche Verlustbarkeit der Kondensatoren

angefiihrt.

P. BEPHALIKN

CHUHTES JBYXIIOJIOCHUKOB RC COIEPXAINX KOHITEHCATOPBI
C IIOTEPAMH

Peswome

TIpeacTaBieHsl MeTop;m CHHTe3a TACCHBHBIX [JBYXIIOJIIOCHUKOB COCTABJICHHBIX U3 OMNEMEHTOB R
e Cg (MApayieNsHOe COSAMHEHNE €MKOCTH U PE3NCTaHca). OcoBoe BHuManpe OOpAIIEHO HA METOABI
CHHTE3a He TPeGYIOUMe HAXO)KIEHHS HyJeil U IOJIOCOB MMIIEHAHCA CHHTE3UPYEMOrO ABYXIIONIOCHHUKA.
IIpuBefeH HpoCTOfl COOCOG OLEHKH MEHEMAIBHBIX YACTBHBIX IOTEPh KOHACHCATOPOB HEeOBXOMMMBIX
JUIA. peanmM3anuy 3alAHHOTO HMITEIaHCa. v
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Analiza rezonansowej metody pomiaru pojemnosci kondensatoréw
o duzych stratach

GRZEGORZ PANKANIN (WARSZAWA), TADEUSZ WIERZBICA (WARSZAWA)

Instytut Podstaw Elektroniki Politechniki Warszaw;skiej

Otrzymano 31.1.1977

W pracy przedstawiono koncepcje metody rezonansowo-rézniczkowej pomiaru po-
jemnosci kondensatoréw o duzych stratach. Przedstawiono rozwazania analityczne pro-
wadzace do sformulowania warunkow optymalnego dzialania ukiadu zbudowanego w opar-
ciu o t¢ metode pomiarowa. Rozwazania dotyczace bledu metody pozwalaja na wiasciwy
dobdr parametréw ukladoéw generacyjnych.

1. WSTEP

Rozwoj miernictwa wielkoSci nieelektrycznych, w tym pojemnosciowych metod po-
miaru wilgotno$ci, skladu chemicznego i poziomu, spowodowal wzrost zainteresowania
ukladami do pomiaru pojemnosci o duzych stratach. Przez kondensator o duzych stratach
rozumiemy kondensator o tgd > 10. Przy pomiarach pojemnosci takich kondensatoréw
A dotychczas stosowanych metodach bledy wzgledne pomiaru sa wicksze od kilku % [1].
Istnieje wiec koniecznoéé badZ udoskonalania znanych metod, badZ opracowywania no-
wych. W niniejszym artykule przeanalizowano metode rezonansowa, zaproponowana
w [2], ktéra cechuje niezalezno$é wyniku pomiaru pojemnoéci kondensatora od jego re-
zystancji strat. Wyprowadzono zaleznosci na czuto$é i optymalna ze wzgledu na czutos§é
warto$¢ indukcyjnosci obwodu rezonansowego. Dokonano analizy bledu metody. W Ii-
teraturze autorzy nie spotkali szczegétowej analizy tych probleméw.

2. OPIS METODY POMIAROWEJ

Jest to metoda zerowa wykorzystujaca zasade podstawienia odwrotnego. Zasada ta jest
realizowana w ten spos6b, ze uklad, po wytraceniu ze stanu réwnowagi w wyniku dolg-
czenia mierzonego kondensatora réwnolegle do kondensatora wzorcowego, zostaje przy-
wrocony do poprzedniego stanu za pomoca zmniejszenia pojemnosci kondensatora wzor-
cowego. Wartosc zZmiany pojemmosci kondensatora wzorcowego jest miarg pojemnosci
mierzonej. ,

W analizowanej przez autoréw metodzie rezonansowej wykorzystuje si¢ ksztalt krzywej
rezonansowej, bowiem spetnienie warunku dostrojenia obwodu do rezonansu jest spraw-
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dzane w okolicy punktu jej najwigkszego nachylenia (punkt przegigcia), a nie w punkcie
najmniejszego nachylenia (wierzcholek krzywej), co jest realizowane np. w Q-metrach
i co nie pozwala uzyskaé zadawalajacej doktadnosci pomiaru w przypadku kondensatoréw
o duzych stratach [1].

Impedancyjno-czestotliwosciowa charakterystyke rezonansowa obwodu rownoleglego
RLC w. warunkach ustalonych przedstawia krzywa Inarys. 1.

[Z]

@y . Cu)g g&)g .

Rys. 1. Krzywe rezonansowe obwodu rownoleglego ‘
1 — bez pojemnosci mierzonej, 2 — po dolaczeniu pojemnosci mlerzone], 3~ po dostrojeniu obwodu do' rezonansu

Gdy réwnolegle do obwodu dotaczymy mierzony kondensator ze stratami, krzywa

rezonansowa ulegnie przesunigciu w lewo — wplyw pojemnosci, i splaszczemu — wplyw
strat. Otrzymamy krzywa 2.
W metodzw wykorzystuje sie do pomlarow takle dwie pulsaCJe N i wz, przy ktorych
moduly 1mpedancp obwodu rezonansowego w stanie zréwnowazenia ukiadu (krzywe I 1 3)
53 soble réwne niezaleznie od rezystancji strat. Przy zaloZzeniu prqdowego zasilania ob-
wodu rezonansowego przebiegi modutu impedancji Z i modulu napigcia U, obwodu sg
_podobne (patrz oznaczenie na rys. 2). W dalszych rozwazamach operuyje si¢ tylko modulem
naplqcla obwodu rezonansowgo, gdyz w tej metodzie pomiaru istotne jest tylko stwierdzenie
Ataklego stanu, w ktérym moduty napigcia Us przy obu czqstothwosmach i Jednakowym
pradzie zasﬂajqcym obwéd rezonansowy sa sobie rowne

dew

Rys. 2. Uproszczony schemat polaczen ukladu do pomiar'ﬁr _bqjéniriqéci 'kph‘densatoréw étrétnych

W stanie poczatkowym, czyli bez pojemnos$ci mierzonej, amplitudy napiqé o pulsacjach
w1 i w, sa sobie réwne. Po dolqczemu kondensatora ze stratam1 o mierzonej pojemnosci
pojawi si¢ réznica amplitud tych napie¢. Pomiar polega na takim zmniejszeniu pojemnosci
kondensatora wzorcowego, aby moduly naplqc 0 pulsaCJach @y i w2 znéw zréwnaly si¢
ze sobq
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Ze wzgledu na stosowany sposéb rownowazenia wygodniej jest przyjacé rownolegiy
schemat zastepczy kondensatora ze stratami.
Na rys. 2. przedstawiono przykladowy schemat polgczen ukiadu do pomiaru pojem-

nosci wyzej omawiang metoda.

Czgstotliwo§¢ napigcia generatora dewiacyjnego zmienia si¢ liniowo w funkeji_czasu.
Napigcie to poprzez rezystor doprowadzane jest do obwodu rezonansowego. Napigcie
.U, tego obwodu po wzmocnieniu podaje si¢ na filtry srodkowoprzepustowe F1 i F2, dostro-
jone do pulsacji w, i w,. Detektory D1 i D2 prostuja szczytowo napiecia o tych pulsacjach,
a uzyskane w ten sposéb dwa napigcia state odejmuja si¢ od siebie we wzmacniaczu rézni-
cowym. Napiecie wyjsciowe tego wzmacniacza zanika w stanie dostrojenia obwodu do
rezonansu.

3. ZALEZNOSCI ANALITYCZNE

31 Dobor warto$ci pulsacji pomlarowych w, 1 coz

W réwnoleglym obwodzie rezonansowym jak na rys. 2 modul napiecia o pulsac_]l
 opisuje nastgpujqca zalezno$¢
’ oLR
U, = Ug o2 s : (1)
]/Rzr2 (1 - w_z\) +w2L2(R+r)?
Wo
gdzie: :

wo — pulsacja rezonansowa obwodu pomiarowego, tj. pulsacja odpowiadajaca mak-
simum impedancji:

1 -
Lc’ ’
Korzystajac dwukrotnie z (1): raz dla @ = w,, drugi raz dla @ = w, i przyréwnujac
do siebie obydwa wyrazZenia otrzymuje si¢ warunek

@

w§ =

w0, = w(z). y (3)

Jest to warunek konieczny na to, aby wynik pomiaru pojemnoéci kondensatora nie

zalezat od rezystancji strat R, gdy rezystancja ta i pojemno$é C nie zaleza od czestotliwosci
w pasmie od w, do w,.

‘3.2 Obliczenie czutos$ci bezwzglednej

Czulo$¢ bezwzgledna S zdefiniowang jako stosunek zmiany modulu napiecia AU,
do zmiany pojemnosci 4C w poblizu stanu dostrojenia obwodu do rezonansu mozemy
obliczy¢ rézniczkujac wyrazenie (1) wzgledem pmemnosm C. Obliczona w ten sposéb
czutos¢ S wyraza sig wzorem:

2
w*L2R32 (1—3’—)
CU

oU, 0
@ @

oCc

S = = U,
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gdzie:

A(w) = Rzrz(l—%;%) +w2L2(R+r)2. N G))

Rozpatrywana bedzie tylko czulo$¢ bezwzglqdna zé wzgledu na to, Ze omawiana me- /

toda jest metoda zerowa.

Ze schematu przedstawionego na rys. 2 wynika, ze w metodzie wykorzystuje sig r0z-

nice czulosci
S, = S; -9, 6)
gdzie: ’

S, — czuloéé obliczona przy pulsacji o,

S, — czutoéé obliczona przy pulsacji w,.

Poniewaz S, > 0, a S, < 0 (pochodne modutu napigcia wzgledem pojemnosci na obu
zboczach krzywej rezonansowej maja rézne znaki), czulos¢ wypadkowa jest suma moduléw
czuloéci przy obu pulsacjach.

" Czulo§¢ wypadkowa omawianej metody mozna traktowaé jako kryterium jakosci
ukladu. Optymalizacja ukladu bedzie rozumiana dalej jako poszukiwanie takich warunkéw
pracy obwodu pomiarowego, przy ktérych wystepuje maksimum czutodcei.

33. Optymalna warto§é¢ indukcyjnosdci qbwodu
FezZzonansowego

W celu okre§lenia optymalnej ze wzgledu na czulo$¢ wartoéci indukcyjno$ci Ly, ob-
wodu rezonansowego, wyznaczamy pochodng czuloéci wypadkowej wzgledem indukeyj-
noéci L, a nastepnie przyrownujemy ja do zera. Otrzymujemy

Rr w?
N ) (1‘ ‘w") | .0

Indukcyjnoéé nalezy optymalizowaé dla najgorszych warunkéw pracy ukladu, a wigc
dla najmniejszej rezystancji strat R.

4. ANALIZA BELEDOW POMIAROWYCH

Ponizej beda rozwazone blgdy pomiarowe, wspélne przy kazdej realizacji uktadu wy-
korzystujacego omawiang metod¢ pomiarowa. W kazdej realizacji ukladu wystepuja
ponadto dodatkowe bledy, takie jak blad zwiazany z réznymi warto§ciami wzmocnienia
wzmacniacza W, filtréw F1 1 F2, detektoréw D1 i D2 przy pulsacjach o; i w,, blad zwiazany
z niedoktadnym dostrojeniem uktadu do rezonansu, blad zwiazany z zaleZno$cia po_lemnosm
C, i rezystancji strat R, od czgstothwosm w pasmie od w; do w,, blad zwigzany z progiem
czulosci, blad temperaturowy itp., ktére nie beda tutaj analizowane.

Dwa podstawowe skfadniki blgdu pomiarowego to: blad czestotliwo$ciowy zwigzany
Z niespelnieniem warunku (3) oraz biad amplitudowy wynikajacy z nieréwnosci napigé
U, o pulsacjach w; oraz w,.
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4.1. Blad czqstotliwoéc_iowy

W poblizu punktu pracy czulos¢ opisuje si¢ wzorem.:
' AU, |

Sy 2273 (3
stad
AU, n
AC S ®
gdzie _
AUx = le— x2- (10)
Wyrazenie (10) mozna przedstawié w postaci
. U2 —TJ72
AU, = 222, 11
Ux1+ Ux2 ( )
Poniewaz rozpatrujemy bezposrednie otoczenie punktu dostrojenia do rezonansu, wige
Ui + Uy, = 2U,, ; 12)
stad '
Uzl_ 22
~ TX1 X2 13
AU, = — . (13)
Wstawiajac (13) do (9) otrzymujemy wyrazenie na blad pomiaru,pojemnos’ci
UJ%I - UJ%Z

Podstawiajac do wzoru (14) zalezno$¢ (1) raz dla w = w,, drugi raz dla @ = 'cuz oraz
zalezno$¢ (4) otrzymujemy wzor na blad pomiaru pojemnosci spowodowany niespelnieniem
warunku (3)

w? w3
@1-op(1-21e2)

AC, ~ s
! wg) A(wy)

4 — e
2(D+1)w1L( e

gdzie D — warto§¢ bezwzgledna stosunku pochodnej napiecia U, wzgledem pojemnosci
dla pulsacji w, do pochodnej dla pulsacji @, (0, < we < w,). Wielko§¢ D
charakteryzuje wiec niesymetric krzywej rezonansowej w ukladzie wspolh
rzgdnych napigcie — pojemnoé¢; wyraza si¢ ona wzorem:

_ A(w,) 23 002)4 R '
b ‘[A(wz)] (w_l : (16)

Przyjmujac L = Lopg, Wy = w10+Aw, Wy = w'zo '(przy W;oWa9 = wf), A(D< Wio,
R < r, wyrazenie (15) mozna sprowadzi¢ do postaci '

Wig +a,)20. . Aw ) (17)

ACy =. .
! D+ 1DwoR(wz0—w50) w0
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Podstawiajac do wzoru (17) nastgpujace dane liczbowe: wjq = 27 -10% [%], Wy = 4m-

rd Aw

-103 [———], R =1 [kQ],
s Wi0

‘f&wny AC; = 0,017 [pF]. Na rys. 3a przedstawiono oblicz'bﬁq Ze WZoru (17) zaleznosé
bledu czestotliwosciowego pomiaru pojemnoéci od strat dla kilku warto$ci niestabilnosci

= 10~ ot_rzymand blad bezwzglédﬁy pomiaru pojemnosci

czestotliwo§ciowej generatora.

a) b
A [oF]
¥ [pf] A6, [pF] )
10"
wb

R 3
107+ 00 -
197+ w0l
10?1 10
10—.7 _ 70'3 |

1 21 el 2 3 SR é Lo 710 i 21 1 I 1 1 1 1 1 '

4 4 10
RIks2] RIKs2]

Rys. 3. Zalezno$¢ bezwzglednego bledu pomiaru pojemnoéci kondensatoréw o duzych stratach od rezystan-
cji strat

a) blad czestotliwosciowy przy réznych niestabilnosciach czestotliwosci generatoréw, b) blad amplitudowy przy réznych niestabil-
nosciach amplitudy generatoréow

42. Btagd amplitudowy

Jak juz wspomniano, blad amplitudowy wynika z nieréwnosci napieé zasilajagcych
o pulsacjach w; i w, otrzymanych z generatoréw. Podstawiajac do wzoru (1) zamiast
o'i U, odpowiednio w, i U,, oraz w, i U,, i wykorzystujac zaleznosci (4), (14) mozna
okresli¢ blad amplitudowy pomiaru pojemnosci
[U¢121—U522]A(w1) o e . (18)
2U2, (D+ 1)w§LR2r2(1 - -Z’);)
: 1]

AC, =
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Przy zalozeniach: L = Ly, Uy = Uy, +A4U,, AU, K Uy, 010, = 07, R<Lr wy-
razenie (18) _mdzn_a sprowadzi¢ do postac;_l» o
- e 2 Ay, ,
__ . T 19
A6 = BihwR T, (19)

Podstawiajqc do wzoru (19) nastepujace dane liczbowe: w, = 2w .105 [r—:], wy =
40U,

g
nosci AC, = = 0,011 [pF]. Na rys. 3b przedstawiono obhczonq ze wzoru a9 zaleznosc
bledu amphtudowego pomiaru pojemnosci od rezystancp strat dla kilku wartos01 nle-
stabilno§ci amplitudy generatora.

+ 4. 105 i rd] =1 [kQ], = 1072 otrzymano blad amp]itudowy pomiaru pOjem-

5. WNIOSKI

Z wyprowadzonych zalezno$ci wynika, ze blad pomiaru pojemnosci zalezy nie tylko
od bledu kondensatora wzorcowego ale i od przyjetych warto$ci pulsacji w; i w,, rezystan-
cji strat mierzonego kondensatora oraz od niestabilno$ci czestotliwos$ciowej i amplitudo-
wej generowanych napie¢ o pulsacjach w, i ;. Blad amplitudowy moze mieé praktycznie
mniejsza warto§é niz obliczona w p- 4.2, o ile zrealizowana zostanie taka stabilizacja napieé
wyjsciowych generatoréw, ktéra zapewni wsp6lbieznos¢ ich zmlan Stablhzac;a czestotli-
wosci musi byé zapewniona niezaleznie w obu generatorach, gdyz wspolbleznosc zmian
czestotliwo$ci generatoréw nie jest w tym ukladzie korzystna. Nalezy zwrdcié uwage
na to, ze zmniejszenie o rzad stabilno$ci zaréwno amplitudowej jak i czestotliwosciowej
generatoréw powoduje wzrost odpowiednio bledu czestotliwosciowego lub amplitudo-
wego réwniez o rzad. Zwickszenie rezystancp strat R pojemnosci mlerzonej powoduje
zmniejszenie bl@du pomiaru pojemnosci.

Go6rna warto§¢ pojemno$ci mierzonej okresla warto§é pojemnosci w obwodzie rezo-
nansowym, przy ktdrej mozna uzyskaé optymalne warunki pomiaru. Gdy mamy przyjete
wartoéci w, i w,, ze wzoru (7) otrzymuje si¢ L,,., przy ktorej czulo§¢ jest maksymalna.
Mierzona pojemnoé§¢ musi byé mniejsza od pojemnosci w obwodzie rezonansowym. Przy
pomiarach wigkszych pojemnosci i tych samych w, i w, nastepuje Zmniejszeriie czutosci.

' Omawiana metoda pozwala na uniezaleznienie wyniku pomiaru pojemnosci od strat
w szerokim zakresie tg 8. Z obliczeri przeprowadzonych w p. 4 wynika, Ze metoda pozwala
mierzy¢ pojemnosci o tgd = 300 z bledem 19/ przy niestabilnoséci czgstotliwosei generato-
réw 10~° i niestabilnosci amplitudy 10~5, co oznacza, ze w schemacie zastgpczym réwno-
leglym prad plynacy w galezi pojemnosciowej jest 300 razy mniejszy niz prad plynacy
przez rezystancje.

Wyrazenia na blad metody wymkajqcy z niestabilnoéci czgstothwosm i niestabilnoéci
amplitudy generator6w oraz przebieg wykreséw podanych na rys. 3a i rys. 4b zwracaja
uwagg na konieczno$¢ zapewnienia duzej stabilnosci czestotliwosciowej i amplitudowej gene-
ratoréw dostarczajacych sygnaly o pulsacjach pomiarowych w; i w,. Z tego tez powodu
realizacje ukiadu pomiarowego z uzyciem generatora dewiacyjnego zaproponowang

‘W [2] nalezy uznaé za meprzydatnac do dokladnego pomlaru pojemnosci kondensatorow

o duzych stratach.
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W pracy [3] przedstawiono zrealizowany uklad do:p'omiaru pojemnosci kondensato-
réw o duzych stratach, w ktérym zamiast generatora dewiacyjnego zastosowano dwa sta-

" bilizowane generatory dostarczajace napig¢ o pulsacjach w, i w,! Podstawowe parametry

ukladu: w, = 83,2-10° [r_;i], wo = 94,5106 [isci], L =300 [uH], R =1+10 [kQ].
W tym zakresie rezystancji strat uzyskano blad $redniokwadratowy pomiaru pojemnosci
mniejszy od o, = 0,25 [pF]. Stwierdzono, ze dla R < 1 [kQ] dokladnoé¢ pomiaru pojem-
nos$ci wraz z maleniem wartoéci R gwaltownie maleje, co spowodowane jest zmniejszaniem
si¢ czulosci. Natomiast dla R > 1 [kQ] blad sredniokwadratowy pomiaréw byt w zasadzie

staty, co potwierdza przydatno$¢ metody w tym zakresie zmian rezystancji strat R.
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G. PANKANIN, T. WIERZBICA

RESONANCE-DIFFERENTIAL METHOD OF MEASURING CAPACITY -
OF CAPACITORS WITH HIGH LOSSES

Summary

The article presents a conception of a resonance-differential method of measuring capacity of ca-
pacitors with high losses. We present analytical considerations leading-to the formulation of optimum
conditions for the method. The considerations of method error permit a suitable selection of generator
parameters.

G. PANKANIN, T. WIERZBICA

METHODE RESONNANTE-DIFFERENTIELLE DE MESURE DE .
CAPACITE DES CONDENSATEURS A PERTES IMPORTANTES

Résumé

L’objet de I’article est de présenter la conception de la méthode résonnante-différentielle de mesure de
capacité & haut facteur de dissipation. L’analyse du probléme méne a formuler des conditions du fonctionne-
ment optimal d’un sytéme élaboré d’aprés cette méthode. Les résultats des recherches sur ’erreur de la
méthode permettent de construire des générateurs aux paramétres requis.
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G. PANKANIN, T. WIERZBICA

RESONANZ-DIFFERENTIAL-METHODE FUR KAPAZITATSMESSUNGEN
BEI GROBEN VERLUSTEN

Zusammenfassung

Im Artikel is eine neue Konzeption einer Resonanz-Differential-Methode dargestellt worden, die fiir
Kapazitdtsmessungen bei groBen Verlusten geeignet ist. Die Analyse des Problems fiihrt zur Bestimmung
von Bedingungen fiir die Schaltungsoptimierung. Die Fehleranalyse der Methode gestattet, richtige Parame-
ter fiir Oszillatorschaltungen zu wihlen.

) T'. TIAHKAHHH, T. BEXBHUIIA

PE3OHAHCO-IWPPEPEHIIMANIEHEINT METOM U3MEPEHUS EMKOCTU
KOHIEHCATOPOB C BOJIBIIMMU IIOTEPAMU : =

Peswme

B cratee mpercraBieHa KOHUENIMA pe3oHAHCO-KADdEPEHIMaNbHOTO MeTOaa M3MEPEHUSA EMKOCTH
KOHJCHCATOPOB ¢ Gombimmy oTepama. IIpe/craniieHb! aHaMTHUECKHE PACCYIKACHUA Beyue K chop-
MYJIMPOBaHHIO YCIIOBMI ONTHMANBHON pPaGOTHI CHCTEMBI MOCTPOEHHON Ha 6ase sToro meroxa. Amanms
TIOTPEIIHOCTEH MeTo[a MO3BOJNAET HA ONTHMAILHBIA MOACOP MAPaMEeTPOB IeHEPALMOHHBIX CXEM.
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Interpretacja charakterystyk statycznych zaporowo spolaryzowanego
krzemowego zlacza p-n

WITOLD J. STEPOWICZ (GDAKSK)

Instytut Technologii Elektronicznej Politechniki Gdanskiej

XN Otrzymano 30.12.1976

W pracy omoéwiono charakterystyki statyczne zaporowo spolaryzowanego krzemowego
zlacza p-n, ktorego prad wsteczny obliczono uwzgledniajac wplyw zjawiska jonizacji zde-
rzeniowej na objetosciowy prad generacji. Otrzymane w ten sposéb charakterystyki posiadaja
odcinek prawie prostoliniowy. Wynika stad, Ze nie jest konieczne wprowadzanie do ukladu
zastepczego zlacza elementu liniowego, tzw. konduktancji uplywu, w celu modelowania czy
interpretacji odcinka prostoliniowego charakterystyk i(x) zlacza.

1. wsmﬁ ‘

Ty

w krzemowym zlaczu p-n spolaryzowanym zaporowo mozna wyrozmc nastquche‘
skltadowe pradu: : -

1. prad generacji uwarunkowany zjawiskiem generac_u noénikéw w warstwie ladunku
przestrzennego. Zalezno$¢ pradu generacji i, od napigcia u jest nastgpujaca

| iy = BUp+w)", o 1y
' B— stata niezalezna od napiecia,
Up — napigcie dyfuzy_]ne,
. m— wykladmk zalezny od technologii zlacza, dla zlqcza skokowego m = 1/2 dla
Ziacza llmowego m = 1/3;

2. - prad dyfuzyjny uwarunkowany zjawiskiem generacji no$nikéw w obszarach przyzlq-
czowych Dla napigé wstecznych [u| > 4Uy jest on staly, réwny prqdow1 nasycema"
zlacza. W zlqczach krzemowych prad dyfuzyjny w temperaturze T' = 300° K jest duzo
mniejszy, przewazme okolo 103 razy, od prqdu generacji;

3. prad tunelowy zwiazany z przejéciami pasmo-pasmo elektronéw. Odgrywa on istotng
rolg przy malych szerokoéciach warstwy tadunku przestrzennego;

4. prad uplywnosciowy okre§lony przez zjawiska zwigzane z powierzchnig zlacza, takie
Jjak powstanie kanatu inwersyjnego; dyslokacje, generacja i rekombinacja no$nikéw na
powierzchni i in. Czesto zaklada sie, ze prad uplywnoéciowy jest liniowo zaleiny od
napigcia na zlgczu a wspdlezynnikiem proporcjonalndéci jest konduktancja uplywu G,.

Prad generacji i dyfuzyjny zwickszaja si¢ -wskutek zjawiska' jonizacji zderzeniowej przy
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wzroécie napiecia. Powielanie no$nikéw tworzacych prad uptywnosciowy zalezy od roz-
ktadu natezenia pola elektrycznego. Dla duzych warto$ci natgZenia pola przy powierzchni
zlacza moze zaj$¢ przebicie lokalne. '

-Typowy : ksztatt charakterystyki prqdowo-naplqcmwej rzeczywistego zlacza krzemo-
wego pokazany jest na rys. 1. Charakterystyke te interpretuje si¢ jako superpozycjg zalez-
noéci (1) dotyczacej pradu generaqi oraz pradu upltywu, uy: CO MoOZNA- zaplsac

i = iy+iy = B(Up+u)"+Gutl. (2)

' Rys. 1. Charakterystyki wsteczne zlacza p-n

Niekiedy zamiast pradu generacji wprowadza si¢ do wzoru (2) prad dyfuzyjny ziacza, co
dla ztacz krzemowych jest niestuszne. Prawie liniowy przebieg charakterystyki na odcinku
a-b wiaze si¢ z dominacja pradu uplywu na tym odcinku, co daJe mozhwosc wyznaczema
konduktancp uplywu wedlug
; La—1lp L
Gy = e T . ' ©)]
Przedstawiony powyzej bardzo uproszczo/ny sposéb wyznaczania konduktancji upltywu
moze byé zastapiony wyznaczaniem parametréw przyjetego modelu ztacza za pomoca
maszyny cyfrowej na podstawie pomierzonej charakterystyki i(u). Oczywiscie w modelu
takim, podobnie jak w réwnaniu (2), z géry zaktada si¢ istnienie konduktancy uplywu
.Modele diod zawierajgce konduktancje uptywu stosowane sg zarowno w podrecznikach
akademickich, np. [3], jak i w pracach dotyczacych modelowania elementéw, np. [5].
W niniejszej pracy udowodniono, ze uwzglednienie wplywu zjawiska jonizacji zde-
rzeniowej na prad generacji daje w wyniku ksztalt charakterystyki i(u) zlacza z wyraznie
zaznaczonym odcinkiem prawie prostoliniowym. Tak wigc zmierzony liniowy przebieg
charakterystyki i(x) ztacza wcale nie musi byé interpretowany jako istnienie pradu uptywu
majacego $wiadezyé o wplywie zjawisk powierzchniowych na wlasciwoéci elementu.

2. CHARAKTERYSTYKI WSTECZNE KRZEMOWEGO ZEACZA p-n
Z UWZGLEDNIENIEM ZJAWISKA JONIZACJI ZDERZENIOWE]

W przedstaWIOnej ponizej analizie zaklada sig, Ze catkowity prad wsteczny jest okres-
lony przez prad generacp ulegajacy zwigkszeniu. wskutek zjawiska JOIllzaC_]l zderzeniowej.
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Efekt powielania liczby no$nikéw précdu charakteryzuje wspotczynnik powielania M, ktd-
rego zalezno$¢.od napiecia moze by¢ okreslona nastgpujaco

A il

u e
: ( UPL) :

gdzie Up; oznacza napigcie przebicia zlgcza, tj. warto$¢ napigcia, przy ktérej M = co.
i # W zaleznosci (4), podanej po raz pierwszy przez Millera, warto$¢ wyktadnika n wyz-
naczona do$wiadczalnie dla krzemu wynosi n = 1+-6 [4]. Warto$¢ tego wykladnika,
wedlug cytowanej powyzej pracy, zalezy zaréwno od rezystywnoéci krzemu jak i stosunku
u/Upy, : im wieksza rezystywno$¢ krzemu tym mniejsza warto$¢ wyktadnika 7, oraz im
blizsza jednosci warto$é u/Up;, tym wigksza warto$¢ n. Wplyw stosunku napig¢ u/UpL
na warto$é wyktadnika 7 nie znajduje potwierdzenia w innych pracach, np. [1]. W dalszej
analizie pomija sie wzrost temperatury ztacza wywotany wydzielaniem mocy elektrycznej
w zlaczu oraz rozwaza sie zakres napieé, w ktérym

4

[ul > Up. ©)
Ostatecznie wiec analizowana zalezno$¢ i(#) ma postaé ;
’ Bum
i=—. 6)

u n
) £
()

W celu wykreslenia zaleznoéci wedlug (6) wprowadzono zmienne znormalizowane

) gt
UPL
o Q)
= i(W)— ( )
PL
Zalezno$¢ miedzy zmiennymi znormalizowanymi jest nastgpujaca
_(oor)" 3
it Py ®
Normalizacje pradu przeprowadzono tak, aby byt spetniony warunek
X(0,01 ¥) = 1. €)
Warunek ten, jak wynika z réwnania (8), jest spetniony dla n > 1 z bledem nie wigkszym

niz 19.

Rys. 2 przedstawia krzywe obliczone wedtug (8) dla zlacza skokowego (m = 1/2)
dlan=1 i n = 6 (krzywe ciagle) oraz dla ztacza liniowego (m = 1/3) dlan =1in =6
(krzywe przerywane). Krzywe dla okre§lonego m dla innych wartoséci wyktadnika n z prze-
dziatlu 1+ 6 leza miedzy wykresami dla przyjetych skrajnych wartosci n. Jak wida¢ z rys. 2,
ksztalt charakterystyk zalezy od warto$ci wykladnika n — im wigksza jego wartos¢, tym
charakterystyki sa bardziej strome. Dla wartosci n = 1 wykre$lone charakterystyki maja
wyraznie ,,lekkl” przebieg, mimo, Ze analiza nie uwzglednia zadnych efektéw powierz-
chniowych.

6 Rozprawy Elektrotechniczne
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Z przebiegu charakterystyk wynika, Ze konduktancja rézniczkowa ztacza poczatkowo
maleje ze wzrostem ‘napigcia az do punktu przegigcia charakterystyk i(u), a nastgpnie-
ro$nie w miare, gdy napiecie zbliza si¢ do warto$ci Up,. Wokol punktu przegiecia krzy-
wych i(u) istnieje przedzial napigcia, w ktérym zalezno$é i(u) jest prawie liniowa, tzn.
przedzial, w ktérym konduktancja rézniczkowa ztacza pozostaje prawie stata. Aby okreslié
szeroko$é tego przedzialu AY oraz ustali¢ jego polozenie na osi ¥, obliczono konduktanc_]q
rézniczkowa zlacza. Na podstawie (6) uzyskano wzor

' di _ mBu"! "
Obliczenie j > doprowadzﬁo do uzyskania nastepujacego réwnania, pozwalajacego

wyznaczy¢ warto$¢ Y., dla ktdérej konduktancja rézniczkowa ziacza przyjmuje warto$é
minimalnag

Yez,'c'[(—gl——l)(n—m—!-l)] + Y;'x[Z(n—m+1)+ —:7(11— 1)] +(m—1) = 0. 11

Wartoéci Y., dla réznych warto$cinim p‘odaje tablica 1.

A
X _ / ;
I
15 ;’
1
AN
z "3
; n=6
!
10 /
/
5
7 .
92 97 6 08 107

Rys. 2. Znormalizowana zalezno$¢ X = f(¥Y) obliczona wedtug (8).

Z przedstawionych danych wynika, ze ze wzrostem wykladnika n punkt przegigcia
funkcji i(u) przesuwa si¢ w strong wickszych napieé. Przedzial AY =¥, —¥; okreslono
jako zakres Y, w ktérym warto$¢ rezystancji rézniczkowej nie rézni si¢ wigcej niz o 10%
od wartoéci maksymalnej w punkcie ¥ = ¥,.. Tablica 1 podaje wyniki obliczer szerokosci
przedziatu AY dla réznych wartosci m i n. Jak widaé, przedzial AY zajmuje okoto 20%;
pelnego zakresu napigciowego, stabo zalezac od wartosci m i n. Natomiast polozenie granic
przedziatu A7, tj. wartosci Y; 1 Y5, zalezy od wartosci m 1z 1 jest nastgpujace ,

Y, 20,08, Y, < 0,54. . (12)
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Tablica 1

Wartosci Y. dla réinych wartosci nim

. _
\ 1 2 3 4 5 6
m

Yer 172 0155 0231 0295 0350 039 0434

1/3 0171 0235 0295 0347 0392 0431
Y 0,076 0133 0185 0230 0269 0,303
Y, 12 0267 0348 0412 0464 - 0,508 0,543
AY 0191 0215 0227 0234 0239 0240
Y 0092 0146 0,197 0243 0283 0318
Y, 13 0281 0344 0401 0450 0492 0,528
4y 0,89 0,198 0204 0207 0209 0210

W celu wykre$lenia zaleznosci rezystancji rézniczkowej od napigcia wprowadzono

Zmienng
Z = ry(W)B Uer )"‘—1 (13)
- 100
Wéwczas zalezno$é¢ Z(Y) ma postaé
e
ZzZ= (100F Y5 1+ - || . 14

Rys. 3 pokazuje przebieg funkcji Z(Y) obliczony wedlug (14). Krzywe ciagle dotycza
zlgcza skokowego (m = 1/2) dla wartoéci n = 1 i n = 6, za$§ krzywe przerywane dotycza

1
7
//—-‘\\\
30k L6 N
// \\
/ \
f \
/ \
20}
10}
0 Y 70"

Rys. 3. Znermalizowana zalezno$¢ Z = f(¥) obliczona wedlug (14)

6* A\
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zlacza liniowego (m = 1/3) takze dla n = 1 i n = 6. Na wykresie zaznaczono polozenie
przedziatu AY, w ktérym warto$é rezystancji rézniczkowej rézni sie o mniej niz 10% od
warto$ci maksymalnej w punkcie ¥ = Y,,.

3. WNIOSKI

Przedstawione obliczenia wykazaly, ze charakterystyka wsteczna krzemowego zlacza
p-n, w ktérym prad wynika z uwzglednienia wplywu zjawiska jonizacji zderzeniowej na
prad generacji, posiada odcinek prawie prostoliniowy. Wynika stad wniosek, ze w po-
mierzonych charakterystykach i(x) diody ich przebieg liniowy w pewnym zakresie napiec
nie musi $wiadczy¢ o wpltywie zjawisk powierzchniowych na te charakterystyki.

Zaleznos¢ (6) moze stanowi¢ podstawe do modelowania zachowania zlacza krzemo-
wego spolaryzowanego zaporowo. Z tablicy 1 wynika, ze wplyw zjawiska jonizacji zde-
rzeniowej na charakterystyki i(x), ujawniajacy sie maleniem rezystancji rézniczkowej,
widoczny jest juz nawet przy napieciach rzedu 0,2Up; dla matych wartosci n. Widaé to
na podstawie danych dotyczacych potozenia punktu przegiecia charakterystyk i(u) o wspét-
rzednej Y.

Pozostaje oczywiscie do rozwiazania problem jak nalezy, w razie potrzeby, przedstawié
w modelu ztacza zjawiska fizyczne zwigzane z powierzchnig zlacza. Nalezy sadzié, ze opis
tych zjawisk poprzez wprowadzenie pradu uptywu liniowego zalezacego od napiecia jest
zbyt uproszczony. Dla przyktadu, Inkson [2] wykazat, z¢ prad wsteczny zwigzany z pow-
staniem powierzchniowego kanalu inwersyjnego zalezy od napiecia wedtug

Jegglz, (15)

a wigc identycznie jak zalezy od napigcia prad generacji ztacza skokowego.
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W. J. STEPOWICZ

INTERPRETATION OF DC CHARACTERISTICS
OF REVERSE-BIASED SILICON P-N JUNCTION

Summary

In this paper the DC characteristics of a reverse-biased silicon junction are derived on the assumption
that the reverse current of a junction is formed by the carriers generated in the space-charge region, subjected
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to an impact ionization. The obtained characteristics have a nearly linear segment. Therefore it can be
concluded that there is no necessity to include the shunt conductance in an’ equivalent circuit of a junction
in order to model or to interpret the linearity of the DC characteristics.

W. J. STEPOWICZ

INTERPRETATION DES CARACTERISTIQUES STATIQUES D’UNE
JONCTION p-n EN SILICIUM POLARISEE A BLOCAGE i

Résumé

Dans 'ouvrage on a décrit les caractéristiques statiques de la jonction p-n en silicium polarisée & blo-
cage et on a calculé son courant inverse prenant en considération P'influence du phénoméne d’ionisation
par chocs sur le courant de capacité de la génération. Les caractéristiques obtenues de cette manicre po-
ssédent un segment presque rectiligne. 11 en résulte, qu’il n’est pas obligatoire d’introduire dans le systéme
remplacant un élément linéaire, c’est a dire la conductance de fuite pour modelér ou interpréter le segment
rectiligne des caractéristiques () de la jonction.

W. J. STEPOWICZ

INTERPRETATION VON KENNLINIEN DES RUCKWARTSPOLARISIERTEN
SILIZIUM-UBERGANGS P-N

Zusammenfassung

In diesem Beitrag wurden die Kennlinien des riickwirtspolarisierten Silizium-Ubergangs P-N gefunden
u.zw. unter der Annahme, daB der Riickstrom bei den in der Sperrschicht generierten Ladungstrigern
gebildet wird, und daB diese Ladungstréger von der impakten Ionisation beeinfluBt werden. Die berechneten
Kennlinien weisen eine fast lineare Strecke auf. Daraus folgt, daB keine Notwendigkeit besteht, einen
Ohmschen Leitwert in des Ersatzschema des Ubergangs einzufiihren, um den Ubergang zu modellieren
oder seine Kennlinien zu interpretieren.

B. . CTEIIOBUY

HWHTEPIIPETALIYIST BOJIPTAMIIEPHBIX XAPAKTEPUCTHUK KPEMHHEBOI'O
p-n IIEPEXOTIA IIPM OBPATHOM CMENIEHUU

Pesmome

\

Onucasbl BoJbTaMIepHbIe XapaKTEPUCTHKI KPEMHHEBOIO -7 IEPEXOMa TP 06paTHOM CMEILEHNH
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Instytut Elektrotechniki Teoretycznej i Miernictwa Elektrycznego
Politechniki Warszawskiej
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Przedstawiono podstawowe metody aproksymacji charakterystyk diod tunelowych:
»fizyczna”, wykladnicza i metody wielomianowe. Opisano algorytmy komputerowych pro-

gramow

aproksymacji. Wyniki przyktadowych obliczenr zestawiono z wynikami pomiardw.

1. PODSTAWOWE PROBLEMY BADANIA I APROKSYMACJII CHARAKTERYSTYK

DIOD TUNELOWYCH -

Analiza uktadéw z diodami tunelowymi wymaga bardzo czesto przedstawienia charak-
terystyki pradowo-napigciowej diody w formie analitycznej. Znalezienie takiej doé¢ uni-
wersalnej zaleZzno$ci analitycznej pozwolifoby takze m. in. ograniczy¢ liczb¢ pomiaréw
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Rys 1 Eksperymentalna charakterystyka .pradowo-napi¢ciowa diody tunelowej z arsenku galu typu

‘AU- 3011‘ punkt szezytu (U,, I,); punkt doliny e, 1)
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wykonywanych przy badaniu tych clementéw. Jest to dosé istotne, gdyz eksperymentalne
wyznaczanie charakterystyk diod tunelowych jest klopotliwe i wiaze si¢ z potrzeba uzy-
wania unikalnej aparatury, zwiaszcza glowic pomiarowych [3,7, 8]. O wiele prostszy jest
pomiar wspolrzednych punktu szczytowego i dolinowego charakterystyki diody (rys. 1).
Niektdre metody aproksymacji pozwalaja podac¢ funkcje opisujaca charakterystyke diody
juz w oparciu o tak skape dane pomiarowe.

Metody aproksymacji charakterystyk diod tunelowych mozna podzieli¢ na dwie pod-
stawowe grupy: grupg metod nawiazujaca do procesow fizycznych zachodzacych w dio-
dzie i grupe metod polegajacych na dobieraniu funkcji ‘przybliZajaccych"charakterystyki
wyznaczone eksperymentalnie. W drugiej grupie metod aproksymacji metoda wyko-
rzystujaca funkcje wyktadnicze prowadzi do rezultatéw podobnych jak aproksymacja
,.fizyczna”. Poza tym najczesciej stosowany w drugiej grupie typ funkcji to wielomiany
réznych stopni i linie proste (linearyzacja odcinkowa). Poszczegdlne metody aproksymacji
zbadano opracowujac odpowiednie programy komputerowe. Wyniki rozwazan teoretycz-
nych poréwnano z wynikami doswiadczalnymi oraz oszacowano doktadnos¢ i przydat-
no$é badanych metod aproksymacji. ' Wt :

5. APROKSYMACJA UWZGLEDNIAJACA PROCESY FIZYCZNE ZACHODZACE
W DIODZIE

Zjawiska zachodzace w diodzie tunelowej sa bardzo ztozone i prowadza do skompli-
kowanych réwnafi opisujacych charakterystyké diody tunelowej [5, 6, 7, 8]. Ich praktyczna
uzyteczno$é jest watpliwa, zwlaszcza ze niektére réwnania nalezy rozwiazywaé oddzielnie
dla poszczegdlnych odcinkow charakterystyki. Przy znacznym zdegenerowaniu obu ob-
szaréw zlacza p-n diody mozna jednak otrzyma¢ [1, 2, 7] do$¢ proste wyrazenie dla pradu

tunelowego I;

I, U
i it 1
I = pl}exp(l p), ¢y)

gdzie:

I,— prad szczytu,

U, — napigcie szczytu,

U — napiecie diody tunelowej. { |

Dokonano poréwnania warto$ci otrzymanych z powyzszej zaleznoci z warto$ciami
wyznaczonymi eksperymentalnie dla diod krzemowych, germanowych i z ‘arsenku galu.
Wartosci otrzymane obliczeniowo i eksperymentalnie, a takze wzgledne wartosci réznicy

o (It)o—(lt)w : 2;
S 1 2

w ktérej indeks ,,0” oznacza wartosci obliczone, .a indeks ,,w,, — zmierzone, podano

w tablicy 1.
Z danych zawartych w tablicy 1 wynika, ze W poblizu punktu szczytu doktadnoéé
aproksymacji charakterystyk badanych diod jest zadowalajaca. Przyjmujac jako dopusz-
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czalny dzxesxecmprocentowy biad aproksymacjl, otrzymuJe sig nastqpujqce przedz1aly
uzytecznoéci wzoru (1): -

— diody krzemowe (1N2930) - (0,6 2 ,0) U,,

— diody germanowe (IN3713) — (0,3--1,2) U,,

~— diody z arsenku galu (AU-301T") — (0,4=1,6) U,.

Zakresy te, do§¢ szerokie dla diod krzemowych i z arsenku galu, sa mniejsze, zwlaszcza
przy napigciach wiekszych od napigcia U,, dla diod germanowych. Bledy aproksymacp
sa znaczne dla napie¢ U > U,, przy czym dla diod krzemowych i z arsenku galu wartoci
ich rosna ze wzrostem napigcia. Jest to do$é oczywiste, gdyz wzér (1) uwzglednia tylko
wspolrzedne punktu szczytu. W zakresie opadajacej czgsci charakterystyki diody I = f(U)
wartoéci pradu obliczone ze wzoru (1) sa dla diod germanowych i z arsenku galu wigksze
niz wartodci eksperymentalne. Inaczej jest w przypadku diod krzemowych. Warto zauwa-
zy¢, ze dane wyjsciowe do wzoru aproksymacyjnego (1) podawane sa we wszystkich ka-
talogach diod tunelowych.

3. APROKSYMACJA ZA POMOCA FUNKCJI WYKEADNICZYCH

Aproksymacja za pomoca funkcji wykladniczych nalezy do drugiej grupy metod
aproksymujacych, bazujacych na danych eksperymentalnych. Ten typ funkcji aproksy-
mujacych [2, 7, 8] wykorzystuje si¢. zaréwno do opisu czeéci charakterystyki diody — dla
napieé mniejszych do napiecia doliny U, jak i do opisu calej charakterystykl W pierwszym
przypadku funkcja aproksymujaca ma postaé

L | I

I= AUexp (—al). @

Obie te postaci funkeji aproksymujacej sa zblizone do podanego wezesniej wzoru (1)
okreSlajacego prad tunelowy diody. Uwzglednienie pradu dyfuzyjnego za pomoca dodat-
kowego cztonu wykladniczego pozwala opisaé cala charakterystyke diody zaleznoscia

I = AU exp (—aU)+B(exp bU—1). &)

lub tez

W dalszych rozwazaniach wykorzystano t¢ pelna zalezno$é (5). Stale 4, a, B, b okreslono
stosujac nastgpujaca metodyke.

Dia napiqé mniejszych od napigcia doliny, drugi sktadnik wyraZenia (5) moze byé
pominigty, co pozwala na sprowadzenie tego wyrazenia do postac1 (4). Po przeksztal-
ceniach

I :
L= — ] 6
an‘ In4—aU. . (6)

Roéwnanie (6) w ukladzie wspdirzednych ln% i U jest réwnaniem prostej o wspoiczyn-

niku klerunkowym ai wartoécx funkcji dla U = O réwnej In 4 (rys 2).
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W obszarze charakterystyki I = f(U), w ktérym decydujaca rol¢ odgrywa prad dyfu-
zyjny, mozna pominaé pierwszy sktadnik w wyrazeniu (5), co daje:

I~ B(expbU-1), ) @)
adlaexp bU> 1
I~ BexpbU
i
InI=1nB+bU ®)
\ t_qJ,aa
<
S
Q /‘ 'tgo(z.-b
S
Rys. 2. Metodyka okreslania stalych 4, a, B, b wy- v \
kiadniczej funkcji aproksymujacej : _ 0,

Réwnanie (8) jest takze réwnaniem prostej w ukladzie wspétrzednych In 7 i U. State
A, a, B, b mozna wigc wyznaczyé z przecigcia prostych z osiami rzednych i tangensow
katéw ich nachylenia. Proste zostaly poprowadzone w oparciu o wyniki badan ekspery-
mentalnych wedtug metody najmniejszych kwadratéw. W pierwszym wariancie obliczef,
nazywanym dalej wariantem o pelnym zestawie danych, przyjeto, ze charakterystyka pra-
dowo-napieciowa na podstawie badan eksperymentalnych zostata okreslona w 35 punktach.
W drugim wariancie, nazywanym dalej wariantem o niepelnym zestawie danych, przyijeto,
Ze Znane sg wspolrzqdne tylko 12 punktéw charakterystyki I = f(U), przy czym na kazdym
odcinku wyznaczonym przez poczatek uktadu wspdtrzednych i punkty ekstremalne znane
sa po cztery punkty. Obliczenia przeprowadzono dla diody z arsenku galu typu AH- 301F
o nastepujacych parametrach I, = 10 041 mA, U, = 1150 mV, I, = 0419 mA, U, =
= 600,0 mV.

Fragment sieci dzialafi programu komputerowego przedstawiono na rys. 3, Czgsé
tej sieci oznaczona jako (7) zawiera dziatania prowadzace do odszukania w zbiorze danych
wartoéci pradu szczytu I(N) i numeru punktu pomiarowego N3, dla ktérego prad szczytu
przyjmuje warto§¢ maksymalng-M. Prad szczytu jest tu pradem maksimum lokalnego.
Takie bardvziej zlozone podejscie bylo konieczne, gdyz maksimum globalne pradu moze
wystgpowaé dla napieé wigkszych od napigcia doliny. Druga cze$é (2) sieci opisuje dzia-
lania prowadzace do wyznaczenia punktu doliny na charakterystyce diody. Wspéirzednymi
tego punktu sg prad oznaczony jako M= I(N. 3) i numer punktu pomiarowego N3. Punkt
dolinowy rozdziela charakterystyke diody na dwie czesci, z ktérych kazda jest aproksy-
mowana inna funkcja wykladnicza. Trzecia czgs¢ (3) sieci dzialan pokazuje jak dokonano
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NI

NiE _
0D PROBRAMU.
‘APROKSYMAC]/

' Rys. 3. Uproszczona sie¢ dzialan programu aproksymacji wykladniczej

transformacji wspotrzednych, dzigki ktérej aproksymacje funkcjami wyktadniczymi
sprowadzono do aproksymacji prostymi. Podprogam aproksymacji metodg najmniejszych
kwadratéw omawiany bedzie nieco dalej. Program. gtéwny dwukrotnie odwoluje si¢ do
tego podprogramu. \

W rezultacie obliczefi otrzymano nastepujace wartosci stalych wystepujacych we wzo-
rze (5): i
— pelny zestaw danych: 4 = 0,2658, a = 1,962 10-2,

B = 0,1774, b = 4,7069 - 10~3;
— niepelny zestaw danych: 4 = 0,8003, a = 1,3054- 10-2,
2 B = 0,6080, b = 6,550+ 10-*.

Wiyniki obliczei podano w tablicy 2, zestawiajac je z danymi eksperymentalnymi.



Problemy aproksymacji charakterystyk pradowo-napieciowych ... 321

Tablica 2

Aproksymacja charakterystyki diody tunelowej typu AM-301T
z arsenku galu funkcja wykladnicza

Wartotei ks | Pelny zestaw da- | Niepelny zestaw'da-
U sperymen- el _[ fych :
[mV] talne 7,, T Va | e Va
[mA] [mA] %] | [mA] %]
| |
10 1,788 | 2380 +33,10 | 6996 | +291,28
20 3,406 | 4268 | +2530 | 12226 | +258,95
50 7,149 "1 F7/680 1" 41743720391 | ¥18523
380 9,297 | 8,848 | — 483 21,769 +134,15
100 9911 - | 8885 | —10,37 | 20,780 | +109,66
110 10031 | 8760 | —1271 | 19.977 +99,15
120 10,023 ' 8,566 | —14,52 | 19,046 490,02
130 9918 | 8318 | —1612| 18,034 +81,83
150 9,462 7,712 | —18,51 | 15,899 +68,03
180 8,333 I 6,669 | —19,97 | 12,749 +52,99
200 7,364 5958 | —19,09 | 10,834 +47,12
220 6302 | 45271 .| —1635 | 9120 —44.71
250 4671 | 43247 — 743] 6948 +48,75 . |
300 2,500 } 3,027 | +21,08| 4310 +72,40 |
360 1,248 ‘ 1,926 | +54,33 ( 2,391 +91,59 |
400 0,368 1,423 | +6394 | 1,626 +87:32 1
440 0,657 1,062 | +61,64 “ 1,128 +71,69
500 0,498 0722 | +4498 | 0703 | +41.16
550 0,442 0,570 | +28,96J 0,525 +18,78
600 0,419 | 0,502 J +19,81 | 0438 + 4,53
650 0437 | 0499 | +14,19 ’ 0,403 o778
700 0,486 [ 0,547 | +12,55 | 0,398 —18,11
800 0,693 | 0781 | +12.70 | 0432 3766
900 LISS | 1221 | 4 saa | 0o —57,51
1000 22712 | 1,950 | —14,17 0,563 =y

Jak wida¢, jakos$é aproksymacji wyraznie zalezy od iloéci danych pomiarowych. Dla
wariantu obliczedi z pelnym zestawem danych, doktadnosé aproksymacji mozna uznaé
za zadowalajaca. Réznice miedzy obliczonymi 7, i zmierzonymi J,, warto$ciami pradu diody
dla calej charakterystyki nie przekraczaja 1,75 mA, co po odniesieniu do wartosci pradu
szezytu 1, nie sigga 18%,. W poréwnaniu z aproksymacjq ,,fizyczng” zwiekszona zostata
doktadnos¢ opisu calej charakterystyki, natomiast dla pewnych odcinkéw bledy sa wigksze.

Przy niepe}nym zestawie danych zachowany zostat jedynie charakter zaleznosci miedzy
pradem a napieciem diody. Réznice miedzy obliczonymi i zmierzonymi warto$ciami pradu
przekraczaja 1009/, zwlaszcza w poczatkowej czgéci charakterystyki, w rejonie punktu
szczytu i sg do$¢ duze dla napieé wigkszych od napigcia doliny. Znamienne jest réwniez
ito, ze charakterystyka aproksymujaca dla napig¢ mniejszych od napigcia doliny przebiega
znacznie wyzej niz charakterystyka eksperymentalna, natomiast w zakresie napiec¢ wigkszych
od U, ponizej charakterystyki eksperymentalnej. Punkt szczytu na charakterystyce aproksy-
mujgcej zostal przesuniety w kierunku napie¢ mniejszych. Zjawisko to wystapito zreszta
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w muniejszym stopniu takze w wariancie obliczef z pelnym zestawem danych. Srodkiem
‘zaradczym poprawiajacym jako$é tego typu aproksymacji dla ograniczonej ilosci danych
pomiarowych mogloby byé wprowadzenie odpowiednich wspOtczynnikéw wagowych dla
' poszczegdlnych punktéw pomiarowych. Skoro rozwazany przyklad wjawnil niedoskona-
loéci aproksymacji w okreslonych czg$ciach charakterystyki, paturalne jest, ze punkty
z tych odcinkéw charakterystyki powinny mieé wigksze wagi. Wspétczynniki wagowe mozna
tatwo uwzglednié w podprogramie wyznaczania przebiegu dwéch prostych metoda naj-
" mniejszych kwadratéw.

4. APROKSYMACJA WIELOMIANOWA METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW

Przy wszystkich aprosymacjach -wielomianowych zalozono minimalizacje srednio-
kwadratowego bledu aproksymacji ¢ zdefiniowanego jako

1O
= I/7211 (ya'—yi)z’ (9)
gdzie:

n — liczba danych punktéw pomiarowych,
y; — wartoéé funkcji okreS§lona dos$wiadczalnie,
ys — warto$¢ funkcji aproksymujacej.
Jesli funkcja aproksymujaca ma posta¢ wielomianu stopnia k
Vo = Gota X;+ayx¥+ ... axt, (10)

to dazenie do minimalizacji blgdu é prowadzi do warunku

. —671—;1 Ya=y:)* =0,

o\ , |
Pa, Z(}’a—yi) = 0,;| : (11)

LI ——
aak - (ya yi)yr =Y.

Uklad réwnan (11) po uwzglednieniu postaci fukcji aproksymujacej przybiera postaé
uktadu réwnasn linjowych, ktére mozna zapisaé w postaci macierzowej [4]
Zx?  Zxlt Extp ... Zxk “ao J [ 2y x?
Dxl o Zxp Exd ... Skt la ] 2y xt

(12y
.Z.'x’,‘ Zxk+1 Z'fx"‘” L2 | Lae J L Zyoxt

Rozw1azan1e tego ukladu réwnan pozwala wyznaczyc wspOlczymniki a,--ax wystepujace
w wiclomianie aproksymujacym.

s
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W przypadku ograniczenia wielomianu do sumy sktadnikéw zawierajacych wyktadniki
od I do k .
i Va = al.x£+a[+1xli+1+ .en akx’i‘ (13)
modyfikacji ulega tez réwnanie macierzowe okreslajace te wspSiczynniki. Ma ono wéwcezas
posta¢:

“Ixb Zxitt oL X%k a; [ Zyxt

Zxirt Ixirz o axk g, Zyxil

il : anll I (14)
Zxltk Ixbek+t | w2k a Zyxk

Rozszerzenie wielomianu aproksymujacego o sktadniki zawierajace ujemne potegi zmiennej
niezaleznej

Vo= aaxita X7t L e X7 agtay xiFaxt o agxt (15)

rozszerza tez macierze réwnan normalnych [9], ktdre przybieraja postaé:

Zxy? XxpHl L ZxE! a_; [ Zyixt ‘
ZxpHl Ixpaez Dl g, Dy xpi+t

) . ) NG (16)
D2 D X S LD v B P L 2y xk

Komputerowy program aproksymacji wielomianowej miat charakter uniwersalny
i jednym z jego parametréw byt stopien wielomianu aproksymujacego. Program ten. skla-
dat sig z trzech segmentéw. Segment gléwny poza wczytaniem danych realizowat tez obli-
czenia wartoéci y, metoda Hornera i druk wynikéw obliczen. Drugi segment obliczat
elementy macierzy z réwnania macierzowego okreslajacego wspSlczynniki wielomianu
aproksymujacego. Przewidziano tez przypadek niedostatecznej ilosci danych, co moze
mie¢ miejsce wtedy, gdy np. dysponuje si¢ danymi pomiarowymi tylko dla szesciu punktéw,
a 23da si¢ dokonania aproksymacji wielomianem siédmego stopnia. Program samoczynnie
redukuje wéwczas stopieri wielomianu do piatego i tok obliczer nie ulega zaklSceniu.
Trzeci segment programu jest programem rozwiazywania uktadu réwnad zapisanego
w formie macierzowej. Do rozwiazania uktadu zastosowano metode Gaussa. Dostosowano
ja do rozwiazywania ukladéw réwnan okrelajacych wspétczynniki wszystkich trzech
typow wielomianéw aproksymujacych i wielomianéw o zredukowanym stopniu.

Do$¢ interesujacy jest drugi segment programu (rys. 4). Segment ten mozna podzielié
na pig¢ czedci spetniajacych okreslone funkcje. Zadaniem pierwszej czesci segmentu jest
uwzglednienie sytuacji braku danych pomiarowych dla pewnych zalozonych wartosci
napig¢. Sytuacje takie maja miejsce w przypadku, gdy dla niektérych wybranych wczesniej
warto$ci napigcia nie zmierzono pradu diody tunelowej, lub tez gdy pomiaréw takich w ogé-
le nie planowano, a interesujaca, jest tylko warto$é funkcji aproksymujacej. Operacja
uwzglednienia tych sytuacji polega na zerowaniu wartoéci odpowiednich odcigtych x;.

W drugiej czesci tego segmentu oblicza si¢ wartosci elementéw macierzy A3. Macierz
A3 jest jedna z macierzy wystepujacych w réwnaniach normalnych (12, 14, 16), ktére
mozna zapisaé w postaci o ’ -

AlA2 = A3, : Can
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Rys. 4. Uproszczona sie¢ dziatan podprogramu obliczania wspotczynnikow macierzy Al i A2

(

Zadaniem czeci trzeciej segmentu drugiego jest obliczenie wartosci elementow pierwszej
i ostatniej kolumny macierzy Al (rys. 5). Warto$¢ elementu Al1(1,1), dla wielomianu
typu (10), okreslana jest w pierwszej czgsci tego segmentu jako liczba punktéw, dla kto-
rych znane sa wartosci eksperymentalne. Element AL(Lk) jest réwny Al(k,1) inie ma
potrzeby ponownego wyznaczania jego warto§ci.

W czwartej czgsci tego segmentu wyznacza sie warto$ci pozostalych elementéw ma-
cierzy Al. Odbywa sie to po prostu poprzez nadanie okreslonym elementom wewngtrznym
tej macierzy wartosci takich, jak waitoéci elementéw pierwszej i ostatniej kolumny. Pod-
stawianie odbywa si¢ wzdtuz przekatnych, jak pokazuje to rys. 6.
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/ Al | ' //%
A /4

Rys. 5. Elementy macierzy Al obliczone w po- Rys. 6. Obliczanie elementoéw macieny Al przez
czatkowej czgéci programu podstawianie wzdluz przekatnych

Koricowa czeéé drugiego segmentu programu redukuje stopieri wielomianu aproksy-
mujacego. Redukcja stopnia wielomianu przy niedostatecznej iloéci danych eksperymen-
talnych polega na wyzerowaniu odpowiedniej liczby koficowych kolumn macierzy Al.
Pominiecie / poczqtkoWych sktadnikéw wielomianu aproksymacyjnego wymaga wyzero-
wania takiej samej liczby poczatkowych kolumn macierzy Al. Operacjom tym towarzyszy
oczywiscie ograniczenie liczby réwnan rozwiazanych w trzecim segmencie programu.
Przedstawionemu tu tokowi postgpowania mozna zarzuci¢ pewna redundancj¢ w wyzna-
czaniu macierzy Al. Czas wykonywania takiego programu jest prawdopodobnie dtuzszy
niz programu ,,0szczg¢dniejszego”. Jednakze wydaje sig, Ze czas kompilacji programu
redundancyjnego jest krétszy, a sam program ma prostszg strukture.

5. APROKSYMACJA WIELOMIANAMI O DODATNICH WYKEADNIKACH
POTEGOWYCH

Przy aproksymacji wielomianem o dodatnich wykladnikach poteg rozpatrywano wielo-
miany od 3 do 7 stopnia. Najnizszy stopienn wielomianu wynika z przebiegu funkcji I =
= f(U). Poniewaz posiada ona maksimum i minimum, to w tych dwéch punktach pierwsza

dUu v

by¢ stopnia nizszego niz trzeci. Z kolei zbyt wysoki stopieft wielomianu znacznie kompli-
kowalby i zwigkszat czas wykonywanych ewentualnie dalszych obliczer. Istotnym proble-
mem wystgpujacym przy aproksymacji wielomianem wysokiego stopnia jest mozliwo$é
pojawienia si¢ oscylacji [4]. Rozpatrywano dwa typy wielomiandw: wielomiany bez sktad-
nika zerowego a, i wielomiany ze sktadnikiem a,, przy czym obliczenia wykonano tak jak
i poprzednio w dwéch wariantach: przy pelnym i niepelnym zestawie danych. W oblicze-
niach tych uwzgledniono nie tylko diody z arsenku galu, lecz takze diody krzemowe
i germanowe. ' ‘

W tablicy 3 podano niektdére z wynikéw obliczen dla diody z arsenku galu. W tablicy
tej wymieniono takze wartoéci wspdtczynnikéw wielomianu. Przeprowadzone obliczenia
potwierdzily intuicyjne przypuszczenie, ze powigkszenie stopnia wielomianu zwigksza
dokladnos¢ aproksymaciji. Aby osiagngé niedokladnosé aproksymacji rzedu 209 w catym
zakresie charakterystyki I = f(U), stopien wielomianu nie powinien by¢ nizszy od 6+ 7.
Najwickszy wzgledny blad aproksymacji wystepuje dla napieé o wartosciach zblizonych
do napigcia doliny, chociaz bezwzgledne réznice w warto$ciach 1, i I, nie sa wigksze niz

dI . . s . .
pochodna —— powinna by¢ réwna zeru, co narzuca warunek, Ze wielomian nie moze

7 Rozprawy Elektrotechniczne
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na pozostalej czgéci charakterystyki. Jezeli jako kryterium jakosci aproksymacji przyjmie
si¢ wartos¢ bledu wzglednego (2), to dla wszystkich wielomianéw .aproksymacja w poblizu
punktu doliny jest najmniej dokladna i stwarza najwigksze trudnosci. Wedlug tego kry-
terium najwierniejszy opis charakterystyki I = f(U) wielomianem o dodatnich wyklad-
nikach poteg uzyskuje si¢ w zakresie napig¢ 0,5 U, < U < 2 U,. Przy wielomianie np.
siédmego stopnia bledy na tym odcinku nie przekraczaja 2,5%, a przy wielomianie np.
stopnia pigtego — 6%,. Gdy stopiefi wielomianu jest wysoki, to pominiecie sktadnika ze-
rowego odgrywa niewielkg rolg. Przy niskich stopniach wielomianu (z = 3, 4) skladnik
zerowy w istotny sposéb wplywa na doktadnos¢ aproksymacji poczatkowego odcinka
0,5 U, > U. Dokladno$¢ jest znacznie wigksza przy pominigciu a,. Rosnie jednak wtedy
nieco biad aproksymacji pozostalej czgéci charakterystyki, a zwlaszcza odcinka w poblizu
doliny. Natomiast zwigkszenie ilosci danych eksperymentalnych nie ma decydujacego
wplywu na jako$¢ aproksymacji. Generalnie rzecz biorac bledy aproksymacji malo zaleza
i od materiatu diody. Jednakze aproksymacja charakterystyk diod z arsenku galu wielo-
mianem o stopniu wickszym od trzeciego powoduje, Ze wielomian ten ma w pewnym
zakresie napi¢¢ (np. dla wielomianu stopnia siédmego 440 mV < U < 800 mV) charak-
ter oscylacyjny. Efektu tego nie zaobserwowano dla diod krzemowych i germanowych.
Oscylacje te sa wigksze w przypadku wielomianu nizszego stopnia (piaty) i maleja przy
powigkszaniu stopnia wielomianu (siédmy lub wyzszy). Wprawdzie w przypadku wielo-
mianéw stopnia trzeciego oscylacje takie nie wystepuja, ale w poblizu doliny prady obli-
czone W oparciu o wielomian aproksymujacy maja wartosci ujemne. Temu niedopuszczal-
nemu zjawisku mozna prébowac zapobiec wprowadzajac wysokie wspétczynniki wagowe .
dla punktéw pomiarowych w poblizu doliny. Jest to jednak mato oplacalne ze wzgledu
na ogdlna niezbyt wysoka dokladno$é aproksymacji wielomianem tak niskiego stopnia.

6. APROKSYMACJA WIELOMIANAMI O DODATNICH I UJEMNYCH WYKLADNIKACH
POTEGOWYCH

Przy aproksymacji wielomianem o dodatnich i ujemnych wyktadnikach poteg ograni-
czono si¢ do zbadania mozliwosci aproksymacji wielomianem o postaci:

I=a,U ta,+a,U'+a,U?. 18)
Obliczenia przeprowadzono dla diody z arsenku galu tej samej co poprzednio. przy pel-
nym i niepelnym zestawie danych. Niekt6re wyniki obliczeri podano w tablicy 4.

Jezeli otrzymane rezultaty poréwnaé¢ z wynikami uzyskanymi przy aproksymacji wie-
lomianem trzeciego stopnia o dodatnich wyktadnikach poteg, to latwo zauwazyé, ze do-
kladno$¢ aproksymacji jest znacznie wigksza. W zakresie napie¢ 0,5 U, < U< 2 U,
bledy aproksymacji zaréwno przy pelnym jak i niepelnym zestawie danych nie przekra-
czaja 20%. W pozostalym zakresie napie¢ sa one wigksze. Zwickszenie ilosci punktéw
poprawia doktadnos$¢ aproksymacji na poczatkowym odcinku charakterystyki (0 < U <
< 0,5 U,) oraz przy duzych wartoéciach napieé (U > 2U,), natomiast pogarsza w poblizu
punktu szczytu. ’ ’

Wydaje sig, ze wielomiany tego typu, podobnie jak w przypadku tranzystoréw bipo-
larnych [9], zapewniajg lepsza jakosé aproksymacji takze dla wyzszych stopni. Poréwnanie
to odnosi si¢ do wielomianéw aproksymujacych o dodatnich wykladnikach potegowych.

T*
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Tablica 4

Aproksymacja charakferystyki -diody tunielowej typn AH-301T
] wiclomianem o dodatnich i ujemnych wykladnikach; poteg

Pelny zestaw da- Niepeliy zestaw da- - o 4
U 1 nych R nych
[mV] [mA] I, Ya 'Iw i Ya
[mA] BVA [mA]l | [%]
10 1,788 0,393. | —121,98 8,302 | —564,31
20 3,406 6,235 +83,06 3,085 —9,42
50 7,149 9,284 +29,86 8,877 +24,17
80 9,297 9,224 —0,32 9,403 +11,4
100 9,911 8,862 —10,58 9,194 —10,58
110 10,031 8,642 —13,85 9,019 | ... —10,09
120 10,023 8,407 —16,13 8,815 |  —11,81
130 9,918 8,161 —17,715 8,590 —13,39
150 9,462 7,652 —19,13 | 8,09 —14,40
180 18,333 6,873 —17,52° 7,312 —12,25
200 7,364 6,358 | —13,66 6,777 —1,97
220 - 6,302 5,852 —17,14 6,244 —0,92
250 4,671 5,119 +9,59 5,463 +16,96
300 2,500 3,982 +59,28 | 4,236 + 69,44
360 1,248 2,781 | +122,84'| 2,926 | 413446
400 0,868 2,087 | +140,43 2,164 149,31
440 0,657 1,482 | +125,57 | - 1,497 | +127,85
500 0,498 | 0,743 +49,20 | . 0,680 | - 436,55
550 0,442 | 0,285 —3552 . 01171 —61,31
600 0,419 | —0,027 —106,44| —0,178 | —142,48
650 0,437 { —0,193 —144,16| —0,366 | —183,75
700 0,486 | —0,213 -—143,62| —0,393-; —180,86
800 0,693 0,191 —72,44 | —0,256 | —136,94
900 T 1,158 1,187 +2,50 1,139 —1,64
1000 2,272 2,276 +2,22 2,893 +27,32
Wspétczynniki wielomianu
cay = —140,59 | a.; = —23675
ae = 22,18 ©oae = 1583
a; = 4,10-10-2 ay = 4,60-10-2
a, =299-10-° a, = 331-10-%

7. APROKSYMACJA WIELOMIANOWA — ODCINKOWA

_ Radykalne zwigkszenie doktadnosci aproksymacji jest mozliwe przez zastosowanie
aproksymacji odcinkowej. Charakterystyka diody zostala w tym przypadku podzielona
na trzy odcinki: pierwszy obejmowat zakres napigé od zera do napigcia szczytu, drugi od
napigcia szczytu do napiecia doliny i trzeci — zakres napie¢ wigkszych od U,. Dla pierw-
szego 1. trzeciego odcinka funkcja aproksymujaca -byta Vw‘i,elo_l_nianem stopnia trzeciego
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o dodatnich wyktadnikach potgg i skladniku zerowym, natomiast dla odcinka drugiego
wielomianem o postaci danej zaleznoscia (18). Wielomiany tego typu sa bardziej przydatne
[9] do aproksymacji funkcji malejacych. Obliczenia przeprowadzono dla tej samej diody
z arsenku galu co poprzednio. Niektére z wynikéw obliczers i wartosci wspolczynmkow
wielomianu podano w tablicy 5. v

Na pierwszym odcinku i w poczatkowej czesci odcinka drugiego aproksymacje mozna
uznaé za idealng, gdyz bledy nie przekraczaja warto$ci bledéw wyznaczenia punktéw
doswiadczalnych. Duza doldadnoéé zostala osiagnieta takze dla odcinka trzeciego. Na-
tomiast w zakresie napigé 2 U, < U< U, ‘bledy aproksymacji sa {wigksze. Lepsze wyniki
mozna uzyskaé przez zastosowanie, do opisu tego odcinka, wielomianu wyzszego stopnia
lub tez podziat charakterystyki pradowo-napieciowej na wigksza liczbe odcinkéw.

Tablica 5
Wielomianowa — odcinkowa aproksymacja charakterystyki diody tunelowej typh AN-301T
wielomianami réznych typow

Odcinek 1 (0 < U < Uy) Odcinek 3 (U > Uy)

U I, I, Ve 1% I I, Ve
[mV] [mA] [mA] [%] [mV] [mA] [mA] VA
10 1,788 | 1,781 | —039 650 0437 | 0425 | —2,74
20 | 3,406 | 3411 | —0,15 700 0485 | 0506 | +411
s | 7,049 | 7,045 | —005 | | 800 0693 | 0681 | —1,76
80 9297 | 9201 | —0,06 900 1,158 | 1,153 | —o043
100 9911 |- 9,930 | 40,19 950 1,569 | 1,605 | +2,29
110 | 10,031 | 10032 | +0,01 1000 2272 | 2255 | —0.75

‘Wspdlczynniki wielomianu
ap = —20,409; a, = 8,559 10-2;
a, = —1,185-10-4; a3 = 5,554+ 10-18

Wspélezynniki wielomianu
ag = 5,191-10-2; a, = 0,194;
a; = —1, 052 10-3, a3 = 1 132 10 6

Odcmek 2. (UP <. U < U,,)

U I, L, o
[mV] | [mA]. | [mA]} N VA
120 10,023 | 10,460 | 0,23
130 | 9918 | 10,066 | +148
150 79,462 9214 | —2,62
180 | "'8,333 ['7.872 | —5,53
200 7,364 6,983 | —5,17
220 6,302 6,121 | —2,87
250 4,671 4902 | +4,71
300 2,500 3,125 | +25,0 ‘
360 1,248 1,488 | +19,23
400 0,868 0,722 | —16,82
500 0,498 0,019 | —96,18
600 0,419 0,107 ‘| —74,46

‘Wspdlczynniki wielomianu
a.; = 469,803; ag = 24,157;
a; = —9,260-10-12; g, = 9,237 10-5
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8. UWAGI I WNIOSKI

1. Zaprezentowany tu materiat dosw1adczalny i obliczeniowy Jest fragmentem o wiele
w1qksze_1 pracy, ktdra objela badania przeszto 100 egzemplarzy diod tunelowych réznych
typéw. Z tego obszernego materialu wybrano przede wszystklm przyklady szczegdlnie
klopotliwe do opracowania analitycznego. Chodzito tu m.in. o jak najszersze przedsta-
wienie trudno$ci wylaniajacych si¢ przy aproksymacji charakterystyk diod tunelowych.

2. Na podstawie przedstawionych w artykule rozwazan mozliwy jest dobér funkcji
aproksymujacej charakterystyke diody tunelowej. Gléwnymi kryteriami okresla]qcyml
celowo$¢ zastosowania okreslone_] funkcji aproksymujacej powinny by¢: doktadnos¢
aproksymac_u i dostosowanie postaci funkcji do dokonywania odpowiednich operacji
matematyczaych, a wigc przydatno$¢ do opisu ukladu, w ktérym dioda tunelowa pracuje.
Oprécz omdwionych funkcji aproksymujacych, przy przyblizeniach mniej dokladnych
mozna korzystaé takze z aproksymacji:

— liniowo-odcinkowej

(as+a; U dla0< U< U,
7= a;f+c?'1'U dla I:JI < [{< lz/'z, ‘ (19)

a")+a(')U dla U_, < U< Up;

w celu uzyskanla warto$ci mozliwie zgodnych z rzeczyw1stym1 komeczny Jest podziat
charakterystykl prqdowo-nap1qc1owe_1 na mlmmum 5 odcmkow
— hmowo-parabohcznej

a U dla U< U,
= { (20)

a) +aU+ay U? dla U> U,.

3. Stosowanie metody najmniejszych kwadratéw w formie bezposredniej (aproksy-
macja wielomianowa) i posredniej (aproksymacja wykladnicza) jest oczywiste ze wzgledu
na do$wiadczalne pochodzenie danych wyjSciowych.

4. Interesujace wydaje si¢ zbadanie aproksymacii w1elom1anowych wykorzystujacych
wielomiany ortogonalne. Szczegdlnie przydatne w przypadku materiatéw doswiadczalnych
bylyby wiclomiany Forsythe’a — pierwotne i uogolmone [10]. Warto jednak zwrdcicé
uwage na to, ze w przypadku wielomianéw Forsythe’a nie mozna tworzyc funkcji aproksy-
mujacych typu (18). Zadecydowalo to o wykorzystamu metody bezposredmej aproksy-
magcji Sredniokwadratowe;j.
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B. MOESCHKE, M. STABROWSKI
APPROXIMATION OF TUNNEL DIODES VOLT-AMPERE CHARACTERISTICS

; Summary

The paper presents basic approximation methods applicable to tunnel diodes: ,,physical”, exponential
and polynomial methods. Algorithms of computer approximation programs are described. Sample com-
putation results are compared with measurement data.

B. MOESCHKE, M. STABROWSKI
PROBLEMES D’APPROXIMATION DES CARACTERISTIQUES
DES DIODES TUNNEL

Résumé

On a présenté les méthodes fondamentales d’approximation des caractéristiques des diodes tunnel,
c’est a dire la méthode ,,physique”, exponenticlle et les méthodes de polynéme. On a décrit les algorithmes
des programmes d’approximation pour Pordinateur. Les résultats des calculs exemplaires ont été comparés
avec les résultats des mesures.

B. MOESCHKE, M. STABROWSKI
‘l PROBLEME DER APPROXIMATION VON KENNLINIEN DER TUNNELDIODEN

Zusammenfassung

Es werden die Grundverfahren d.h. das physikalische, exponentiale und polynomiale Verfahren der
Approximation von Kennlinien der Tunneldioden dargestellt. Algorithmen von Rechnerprogrammen
der Approximation werden beschrieben. Beispicle von Rechenresultaten werden mit den MeRergebnissen
zusammengestellt.
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© . B. MODIIKE, M. CTABPOBCKU

IIPOBJIEMBI AITPOKCEIMAIIMEL BOJIbTAMIIEPHBIX XAPAKTEPUCTHK
TYHHEJBHBIX OUOIOB :

Pesome

IIpencTaBieHbl OCHOBHBIE METOABI AIIPOKCHMALNH XaPaKTEePHCTUK TYHHENBHBIX HOMOB — ,,bu-
awvecKan', SKCIOHCHIMANGHAS M AINIPOKCHUMALHA C IOMOIIBIO MHOFOWIEHOB. ONMCAaHBI aJIOPHTIMBL
ammpoxcumaruz Ha D1IBM. Hexoropble pesysbTaThl BLIYMCIEHHN COIOCTABNEHBI C PE3yIbTaTaMu U3--
MepeHmii,
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Rozptyw pradéw w transformatorze
przy niesymetrii zasilania i obciazenia

ZYGMUNT BAJOREK (RZESZOW)
Instytut Elektrotechniki Politechniki Rzeszowskiej

Otrzymano 4.11.1976

W pracy podano ogdlng metode obliczania rozpltywu pradéw w transformatorze o ukla-
dzie polaczen Y006, Yod5 lub Yoz5 przy dowolnej niesymetrii impedancji obciaZenia i na-
piecia sieci zasilajacej. Niesymetria obciazenia obejmuje rowniez zwarcia i przerwy W ob-
wodach obciaZenia, przerwy .po stronie pierwotnej oraz dowolna wartosé impedancji w prze-
wodach zerowych po stronie pierwotnej i wtornej dla ukladow skojarzonych w gwiazde
lub w zygzak. Podana metoda obliczelr moze by¢ stosowana przy dowolnych sposobach
skojarzenia uzwojefi. ‘

1. WSTEP

Obliczanie rozplywu pradéw w uzwojeniach trdjfazowego transformatora przy za-
stosowaniu znanej z teorii obwod6éw metody skladowych symetrycznych prowadzi do tak
zlozonego ukladu réwnan [3], Ze praktycznie:mozna je rozwigzaé tylko w niektérych gra-
nicznych przypadkach niesymetrii (np. przy obcigzeniu jednofazowym lub dwufazowym)
oraz przy zalozeniu symetrii zasilania i pominieciu pradu magnesujgcego. Liczba tych
réwnan i stopied ich skomplikowania: szczeg6lnie wzrasta w przypadku transformatoréw
potaczonych po stronie wtérnej w tro_]kqt lub W zygzak i transformatoréw tromzwo;e—
niowych. . .

W pracy podana jest metoda wywodzqca §i¢ Z ogolneJ teorii transformatorow tro;fa-
zowych (dwuuzwojeniowych i tréjuzwojeniowych) pozwalajaca na obliczenie rozplywu
pradéw przy dowolnej niesymetrii obciazenia. tacznie z przerwami w obwodach fazowych
strony pierwotnej lub wtérnej a takze przy przerwach w:przewodach zerowych. Opraco-
wana. metoda obliczen nie- wymaga wprowadzania jakichkolwiek ograniczen: odnoénie
rodzaju i stopnia niesymetrii napieé zasﬂajqcych i obwodéw poza transformatorem, ani
co do sposobu skojarzenia uzwojen. .

Przy formulowaniu podstawowych réwnan czym SIQ nastqpujqce zaloZenia upraszcza-

_]QCC R c

a) zaklada sig symetrlq budowy obwodu magnetycznego i elektrycznego transformatora,

b). pomija si¢ straty w rdzeniu i wynikajaca stad: skIadowq czynng pradu stanu jalowego,

c) zaklada si¢ stalo$¢ parametréw . obwodow,

d) rozpatruje si¢ jedynie stany ustalone przy smuemdalnvv przebiegach czasowych pra-
déw i napieé.
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Wykaz oznaczen

¥, — przekladnia zwojowa,
indeksy: i
gérny z — strona pierwotna,
gérne w, y — strona wtorna,
gbérne 'w, 'y — strona wtérna przeliczona na strong pierwotna,
dolne 1, 2, 3 — wielkosci fazowe,
dolne (0), (1), (2) — wielkoSci wyrazone w sktadowych 0, 1, 2;
parametry uzwojen: ‘
Z7,Z"™, Z"” — impedancje galezi podiuznej schematu zastgpczego transfor-
matora dla odpowiednich uzwojen,
X,y — reaktancja galezi poprzecznej (gldwna) dla skiadowej (0),
X, — reaktancja giéwna dla sktadowych (1) i (2);
macierze: :
U},,, = [(_]1,,,, Uz, Usnl® -—wektor fazowych naplgc zasilajacych,
= [Ufoym> U Uliyms (Z)m] — wektor napieé 0, 1, 2 sieci zasilajacej,
U = [Ud,, U, US)I" —wektor napieé 0, 1, 2 strony pierwotnej,
U™ = [Ug, U3, U{;”)]T—wektor przeliczonych na strong plerwotnq napie¢ 0, 1, 2
strony wtornej w, -
U? = [Ug,, U, U3))" — wektor prezeliczonych na strone pierwotng napieé 0, 1, 2
strony wtornej y,
B = (I3, I3, I5]" — wektor fazowych pradéw strony pierwotnej,
Iy = [I,, I, I]* — wektor fazowych pradéw obciazenia,
= [y, Iy, I¥|T — wektor fazowych pradéw strony wtérnej w,
I; = [I;, Iy, I.]" — wektor fazowych pradéw obciazenia przeliczonych na
o strong pierwotna,
CIP = [IP, IY, IY]T — wektor przeliczonych na strong pierwotna fazowych prq-
dow strony wtdrnej y, »
[l(o), Ity , I5,)" — wektor pradéw 0, 1, 2 strony plerwotne_],
= oy, I{1y, I(2)]" — wektor pradéw obciazenia 0, 1, 2 przehczonych na strong

. pierwotna,
Iv = L((‘)"), I(}"), I%)T — wektor przeliczonych na strong pierwotna prqdow 0, 1,2
strony wtérnej w, o

[{(o), I3y, I3,FF — wektor przeliczonych na strong pierwotng prqdow 0,12
. -strony wtoérnej .,
Z7 — macierz impedancji strony. plerwotnej wedlug WZOrow
(1) 1.45), .
Z'¥ — macierz przeliczonych na stron@ plerwotnq impedancji
strony wtérnej w wedtug wzoréw. (2) i (6), .:
..+ 'Y —macierz - przeliczonych- na . strong pierwotna. impedancji
strony wtdrnej.y wedlug wzoru.(58),
- X — magierz. reaktancji, gléwnych - wedtug wzoréw (1), .(2), (5)

i(6),
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. 72 — macierz impedancji wedlug wzoréw (7) i (9),
7 —macierz impedancji wedtug wzordw (8) i (10),
K7 — macierz wspdlczynnikow wedtug wzordéw (7) i (9),
K™ — macierz wspélezynnikéw wedtug wzoréw (8) i (10),
Z%pc — macierz impedancji wlaczonych po stronie pierwotnej
wedhig wzoréw (13) i (15),
% — macierz przeliczonych na strong pierwotna 1mpedanCJ1
obcigzenia wedlug wzordw (14) i (16),
7.z — macierz impedancji przewodu zerowego strony pierwotnej
wedtug wzordw (13) i (15), :
Z,' —macierz przeliczonej na strong pierwotna impedancji
przewodu zerowego strony wtérnej wedlug wzorow (14)
i (16), '
2o — macierz 1mpedanc_u wedlug wzoréw (40) i (41),
K'“’ — macierz wspdlczynnikéw wedtug wzordw (40) i (41),
Z!¥ — macierz impedancji wedlug wzoru (79),
Z;*> — macierz impedancji wedlug wzoru (79),
K — macierz wspoiczynnikéw wedlug wzoru (79),
S — macierz transformacji wedtug wzoru (3),
P — macierz impedancji wediug wzoru (32),
C — macierz impedancji ukladu Yod wedlug wzoru (45),
T — macierz wersoréw wedhig wzoru (63), B
G — macierz reaktancji wedtug wzoru (71).

2. PODSTAWOWE ROWNANIA NAPIEC TRANSFORMATORA
DWUUZWOIENIOWEGO

- Dwuuzwojeniowy transformator tréjfazowy (rys, 1) moze by¢ opisany uktadem réwnan
wyrazajacych zalezno$¢ napieé strony pierwotnej i wtérnej od pradéw strony pierwotnej
1 wtornej oraz parametréw uzwojen (rezystancji i indukcyjnosci wlasnych i wzajemnych)
[2,5,6]. 2 tych-réwnan wyrazonych przez fazowe wartosci pradéw i napie¢ mozna otrzy-

o 3 W
Rys. 1. Schemat obwodu elektrycznego transformatora ‘ UlT Uzr ig;’? §
dwuuzwojeniowego; oznaczenia napie¢ 1 pradow

maé dla stanu ustalonego i przebiegéw sinusoidalnych réwnania zapisane w postaci sym-
bolicznej wiazace skladowe 0, 1, 2 napie¢ fazowych ze sk%adowyml 0, 1, 2 pradow fazo-
wych strony pierwotnej i- wtérnej:
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Uto) Z7 0,0 15, JXuoy» 0, 0 o JXuow> 0, 0 l?&’)
Q(z1) = ‘ :015' Zz, 0 !:1') +1- 0 s jX;u 0 !fl) + . 0 s jX/ls 0 I£1w) s

Uty L0, 0, 2701050 L 0, 0,iX LI 0, 0,XJLL3
| v . (0

usl fzv, 0, 0] JXuows 0, 0L Xuos 0, 0711,
I—Jf‘f’) = 0 ;2™ 0 I+ 0 X, O IS+ 0 X, O Iy |,

Q(,;v) 0 ’ 0 > le I(Z) 0 ’ 0 2¢ 1(2) 0 s 0 :jX,u_ !(22)

@
gdzie wektory napig¢ i pradow wyrazonych w sktadowych 0, 1, 2 otrzymano przez transfor-
macje wspolrzednych, mnozqc lewostronnie wektory pradéw i napieé fazowych przez
macierz

2 2

1, 1,1

= |1 2

S ]/g.l,a,a - 3)
1, a2, a _

Napiecia, prady i 1mpedanc_|e strony wtdrnej sg przeliczone na stronq pierwotna wedlug

zalezno$ci:

Tm oL, IM=gIY Zv =iz, @

Réwnania (1) i (2) mozna napise_ié W postaci macierzowej:
U* = (Z7+ X)I*+ XTI, : )
¥ = (Z"+X)I"+XI. 6)

Jezeli do wzoru (1) podstawi si¢ prady I3, , I (¥, i I(%, wyznaczone z wzoru (2) a do wzoru
() prady Ifo, 181y i I¢z, okreslone z wzoru (1), to otrzyma sig uklad réwnarn napieé:

U, Zioys 0, 07 [I% [ Kioy, 0, O[U®
Ul =] 0.4 OG0, K5 ONURL,. )
an Lo » 0, Z%‘_ !(22) L 0 R ()’ Kz U (’g’) :
Usy] - Zrlo, 0, 0] 13,7 - "-K(O)s' 0, 07 U(zo)': o
Udp = 0 2" 0 ({Is[+] o, k™ 0 |lussl, - (9
Uus) 0, 0,275l Lo, 0,Kk"||Us

gdzie:

Zioy = Z7+j X0 m,
. el 7

t4

Ziw = 2"+ Mo e g s
— H
71w ’
' ﬁ=?ﬁ%7ﬁﬁu
. S A R LA
i ZIW+JX”

Z‘+ X,
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R T
S A M ZP+jX,
+* ' Réwnania (7) { (8) zapiszemy krécej w postaci: _ _
g U = BELKU™, T S ©
UY = ZpT+ K0, L (10)

3. NIESYMETRIA OBCIAZENIA TRANSFORMATORA YoYo!

Dla obliczenia pradéw w przypadku niesymetrii zasilania i obciazenia, przerw po stronie
pierwotnej lub wtdrnej oraz przerw w przewodach zerowych rozpatruje si¢ uktad. (rys. 2)
z impedancjami Z,, Zg i Z; wlaczonymi po stronie pierwotnej, Z,, Zy i Z. po stronie
wtérnej oraz Z3 i Zy w przewodach zerowych. Uktad ten pozwala réwniez na dokonanie
analizy pracy transformatora przy niesztywnym napigciu sieci. Dla odréznienia od napieé
fazowych transformatora napiecia fazowe sieci zasilajacej oznaczono dodatkowym in-
deksem dolnym m.

IV 15V 15110

Rys. 2. Schemat obwodu elektrycznego transformatora Za Zb Zc L]ZE’
Yoyob
Réwnania napieé dla strony pierwotnej i wtérnej mozna napisa¢ w postaci: °

glm (_]f ZA’ 0 > 0 l.i ng Zf)a Zoh _Zf
(_IZm = gg -+ O" ZB: 0 ' ,I_g + Zg: Z(z)ﬂ Zg !; 5 (11)
Usm U3 0, 0, ZcJl L5 Zs, Zg5, Zol 15 :
01 U Z,, 0,001 Wzy, 2o, Z3| I :
of ={upr|+|o, z, oyl ze, zivs ze i) a2

0 url o, o, zfll lzy, zy, zelly
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Symbol ,,prim” w oznaczeniach Z;, Z;, Z, i Zy"* oznacza, Ze impedancje obcigzenia i w prze-
wodzie zerowym strony wtornej sg przeliczone na strong¢ pierwotng.
Po dokonaniu transformaciji wspolrzednych otrzymuje si¢ réwnania:

Uloym Uloy Zioys Ly Zhy 3Z5, 0, O [ Lo
Ulim| = Q(zn + _(zl)’ _fO)> Z(ZZ) +] 0,0,0 Iiy |, 13
Ulam Ul Ziy> Zins Zio 0, 0, 011 LIE,
0] [U&] ([Z& Z3» Zd] [z, 0,0 I
Ol =1UD | +1| 25> Z&y> Z& |+ 0, 0, O I |, (14
0 U Z3, Zoh, Zad L O, 0, 01 LI

. 1 '
gdzie: Zoy = 5 (Za+Zs+Zo), \
- 1 2
Ly = 'E’(ZA+aZB+a ZC):

1
Loy = ?@A+a2ZB+aZC),
. 1 ’ 7 r
Z@) = ?Za'i'gb'i'Zc)’

w 1 ’ ’ !
Ly = _3 (Za"'agb‘l"azgc)s

Z3y = 5 (Z",+a2_Z_{,+a_Z£).
Réwnania te zapiszemy w postaci:
Us = U+ (Zapc+ 2T, (15)
0 = U™+ (Zipe+ZNHT™. (16)
Podstawiajac réwnania (5) i (6) do (15) i (16) otrzymuje si¢
U% = (ZF+ X+ Zapc+ ZE)F+ XTI, (17
0= (Z"+X+Z}+Z)I™+ XI. (18)

\ W ogdlnym przypadku niesymetrii mozna wyznaczy¢ prady strony pierwotnej i wtérnej

okreslajac najpierw wektor I¥ z réwnania (18):

E = —X{(Z"+X+Z5+ZHT" (19
1 podstawiajac do réwnania (17):
Ui = {X—(Z°+ X+ Zipc + ZHX (L™ + X+ Zgpe + Z; 0
stad
= {X—(Z°+ X+ Zipc+ Z)X (L™ + X+ Zgje+ )}‘1Ufn- 21

Jezeli po stronie pierwotnej wystepuja przerwy w przewodach fazowych lub w prze-
wodzie zerowym, to wygodniej jest ptzeprowadzaé obliczenia w taki sposéb, by najpierw
z réwnania (17) wyznaczy¢ prady strony pierwotnej

F = (Z7 4+ X+ Z5pc+ Z3)" 1 (U5~ XI'), ; 22)
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przy czym macierz odwrotna (Z7 + X+ Z5pc+Zg)~ ! dla warunkéw pracy transformatora
(np. dla Z, - o0) oblicza si¢ stosujac regule de I'Hospitala. Podstawiajac prad I¥ z réw-
nania (22) do réwnania (18) otrzymuje sig:

0= (ZV+X+Z3+ LAY+ X(ZF + X+ Ziapc + Z5)~ 1 (U;, - XI™) 23
stad
I = {X(Z°+ X+ Zpc+ Z3) ' X~ (Z"+ X+ Z bc+Z(’)w)} 'X(Z7 + X+ Zpc+ 25) U,
' 24)
Przy przerwach po stronie wtdérnej dogodnie jest wyznaczy¢ prad I'" z réwnania (18):
I = —(Z™+X+Zg.+Z') ' XIF, (25

gdzie macierz odwrotna oblicza si¢ metoda de I’'Hospitala dla warunkéw przerw wystgpu-
jacych w obwodzie. .
Na podstaw1e wzoru (17) prad strony plerwotne] wyraZa si¢ zalezno$cia:

= {(Z*+ X+ Zapc+ZL3)— X(Z" + X+ 75+ L") 1 X} 105, (26)
Znajac wektory pradow I i I’ mozna obliczyé prady fazowe:

E=S1F, I=I=4¢58"Tv. @7

4. NIESYMETRIA OBCIAZENIA TRANSFORMATORA Y,d

W celu obliczenia, pradéw przy niesymetrii zasilania i obciazenia (tacznie z przypad-
kami granicznymi) transformatora Yod rozpatruje si¢ uklad (rys. 3) z impedancjami fa-
zowymi Z,, Zg 1 Z¢ po stronie pierwotnej, impedancja Zj w przewodzie ZEerowym oraz
Zs, Zy i Z,. po stronie wtérnej. W przypadku uk!adu Yd impedancja Z Z przyjmuje wartosé
nieskonczenie duza.

Rys. 3. Schemat obwodu elektrycznego transformatora
Yod5
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Dla strony pierwotnéj mozna napisa¢ réwnanie napigé podane wzorem (17), dla strony
wtérnej zwiazek miedzy pradami przewodowyml i fazowyml dla przythego ukladu po-

Igczet ma postac: ,
[L1 [ L -1, o[
I} = 0, 1, —-1¢{}j1Iv
I -1, .0, 1]pI*

a miedzy napiqciain.i'fazowymi i pradami przewodowymi

Qlw ) —1, Ov, 1 _Za’ 03 0 Za
usf=| 1, =1, 00,2z, O||L
Uy -0, 1, =1}Lo, o, Z]|L

(28)

29

Po podstawieniu wzoru (28) do (29) i przeliczeniu wszystkich wielkosci strony wtorneJ

na strone pierwotna otrzymu;e sie:

url -1, o, 1][z, 0, O][ 1, -1, OJ[I»]
uyl=| 1, -1, 0]}0, Z, O 0, 1, —1{{ry|=
Uy o, 1, —1jlo, o, z||l-1, o, 1)1y

—Z:—Z,, Z, , Z
= Z, , —Zi~Zy, Zy
| o z .z . -Z-Z
Przechodzac do wspdtrzednych 0, 1, 2 otrzymuje sie

U r-zi-z., z., 2z Iy
vr=s|uy|=s| z .-z-z, z |s|I
' ) (244 B | Z. Zy , —Zy— Z’ I(z)J

I

.

w
13

W
T,

(30)

(31)

gdz1e po Wymnozenlu macierzy 1mpedancp przez macierze S i S™! macierz P okresla

si¢ wzorem:
0, 0, 0
P=|0, —-Z,-Z,-Z; , aZ,+Z;+a’Z].
0, ¢*Zi+Zy+aZ:, —Z,—2Zy—Z;
Z wzordw (17), (6) i (31) otrzymuje si¢ nastepujacy uktad réwnan:
Un = (Z7+ X+ Zipc+ Z5) T + XTI,
U = (Z™"+X)I'"+ XTI,
UY =Prv.
Po podstawieniu wzoru (35) do (34)
PI" = (Z"+X)I'V+ XI*
mozna okre§li¢ wektor pradu I'*:
= (P-Z"—X)"'XT,
a podstawiajac to wyraZenie do (33) ,
' UZ = (Z°+ X+ Zipc+ Z5)F+ X (P— 2" — X)~ 1 XI

\

(32)

(33)
(34
(39
(36)

37

(38)
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obliczy¢ prad I*: = - o i T e ey e e

F = {Z'+X+Zipc+Z5+XP-Z"-X)" X} 'U;,. (39
Jezeli nie ma przerw po stronie p'v‘ierwotnej (Z4 = Zg = Z; = 0), woéwczas rachunek

jest znacznie uproszczony, gdyz mozna wykorzysta¢ réwnanie napi¢¢ strony wtdrnej

(8), ktére dla uktadu Y,d z 1mpedanCJq Zf, W przewod21e zerowym ma postac:

U(O) ZT(O)O > 0 > 0 !{g) ) K(O)O ) 0 ) 0 Q(O)
v =1 o .zw ollzple] oL kv o |lUs), @
U(Z) 0 s 0 ) Z&‘w !z‘zv) . 0 > 0 ’ I_{lw Q(ZZ)

gdzie : ‘ P §

| Z +3z5

- Z’w/ - VZ'W‘ e ‘ :
ETO0 = £ e 37
K¥o, = HXucor :
o TO0 T 2 37 b i X ey R
a pozostale wielkosci okreslone s3 jak we wzorze (8)
Wzér (40) mozna napisaé w postaci::

Uy = Z; Ilw+K/wUz ' . (41)

.Podstawiajqc wzér (35) otrzymuje sie

PIV = Z7s1'" +Kg'U; o 42)
mozna obliczyé wektor pradéw wtérnych... R
' = (P—Z%) 'Ky, (43)
za$ wektor pradow pierwotnych przy Zisc = 0.na podstawie \;vzoru (33):
‘ (Z’+X+Z) I(UZ X1). L D)

. W ogdlnym przypadku niesymetrii, gdy nie ma przerwy w zadnym zZ obwodow obcia-
7enia mozna na podstaw1e (32) i (40) wyznaczyc macierz wystqpujch W nawiasie we .Wzo-
e (4. e e f
;_‘_Z;‘“()'O_)O-,‘ RS T T ( B P 0.

C P ZTO _ 5 0 , —Z’ I I Z/w aZ,+Z[:+a2Z¢':‘ - (45)
. = o, ZZ’+Zb+aZ o Zh— Zh—Zh— T

Dla ‘obliczenia wyste;puja}cej we' wzorze (43) maCIerzy odwrotne_] wzglgdem mamerzy C
wyznaczymy macierz dolqczonac CPi i wyznaczmk detC o

M 0,70 o
{0, N, a1, |, I . (46)
0, aHy, N |~ ' _
- detC =7 T(O)O(Z +M): e N C) N

gdzie: _ e
M = ZZ+ 2, ZiA ZoZ)+ 220 (Zat T+ 2D,

N = Zoo(Zi+ Zi+ ZL A+ Z7),

H, = Z¥oo(Zo+aZy+a*Z)), ~

Hy = ZRoyo(Zat@Zh+aZy. 0 e

8 Rozprawy Elektrotechniczne
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Jezeli wystepuje przerwa w obwodzie obciazenia, np. w fazie a, czyli Z; — oo, wéwczas
obliczamy .

’lim—aCD
TmC-1 = ——7‘72— 48)
Ziso ; : o
zl,’floo A detC

przy czym z WZzoréw (46) i (47) otrzymuje sie:

3Z3+3Zc+2Z7", O , 0

. ocP w 2w
lelm Y 0 > Lty » @Ztioy |, 49)
fo—o = 0 R aZ}ng)Oa Z7{0y0
lim a’ detC = —Zioyo (32b+32'+2z (50)
Zisco 0Z, ,

prady strony wtdrnej na podstawie (43) wynosza wiec:

e — KB Usy

5 = ——=o= 51

o Z1(0y0 . b
_KIW(QZ +aUz )

Y = ey (1) = (2).

I = =grazmazy 52)
_K/w(az z +Uz )

W 2 T =2y _ 2J'w 3

"= Tagpeszivazy T T &9

Z powyzszych wzordéw wynikaja nastepujace wnioski:

a) prad I(3) pojawia si¢ tylko wéwczas, gdy istnieje sktadowa Ug, napigcia strony p1erwot-
nej, '

b) prad I(3) zalezy tylko od parametréw wlasnych transformatora i od impedancji prze-
wodu zerowego po stronie pierwotnej, natomiast nie zalezy od wielkoéci impedancji
obciazenia strony wtornej,

¢) prady I'¥y 1 I(}) zaleza zaréwno od napigcia U¢;, jak UZ,, a takze od impedancji obcia-
zenia i parametrow wlasnych transformatora, nie zaleza natomiast od impedancji
przewodu zerowego strony pierwotnej,

d) jezeli po stronie pierwotnej nie ma przewodu zerowego, wéwezas po podstawieniu
Z3 = oo otrzymuje si¢ na podstawie wzoru (40):

Z?:O)O = le”'jX[l(O)a I_((’(‘)v)o = 0, _23’) = 0: ' (54)

zatem w ukladzie Yd skladowa I3, nie wyst(;pujebniezaleznie od rodzaju niesymetrii
napieé zasilajacych.
Prady fazowe obciaZenia po stronie wtérnej mozna obhczyc z zaleznosc1

= 9,871, (55)

a prady przewodowe i napigcia wtdérne z wzorow (28) i (29).
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5. NIESYMETRIA OBCIAZENIA TRANSFORMATORA Y,z

Transformator Y,z (rys. 4) mozZna rozpatrywa¢ jako szczegdlny przypadek transforma-
tora tréjuzwojeniowego, w ktérym jedno uzwojenie jest zasilane a dwa pozostale — o jed-
nakowej liczbie zwojéw — skojarzone w zygzak. Podobnie jak wzorami (5) i (6) byly za-
pisane réwnania napieé transformatora dwuuzwojeniowego, mozna napisa¢ ogélne row-
nania napieé¢ dla poszczegdlnych uzwojeny transformatora tréjuzwojeniowego wyrazonych
przez sktadowe 0,1, 2:

U* = (ZF+X)F+ XI™ + XI7, , (56)

U™ = (Z"+X)I'"+ XF+XI7?, (57
U” = (Z7+X)I7+ XF+XI'™. (58)

yfm £/2,,, y&m
. -Z 4 r4
‘ I I I3

Z_+2Z, 74
P 1541

Rys. 4. Schemat obwodu elektrycznego transfor- IW=T+L+]
matora Yoz5 o "facb’ze

Dla ukladu pfzedstawionego na rys. 4 wektory pradow fazowych obu grup strony
wtérnej mozna wyrazi¢ przez wektor pradéw fazowych obciazenia:

IP =1, (59)
0, 0, -1 _ .
I¥=|-1, 0, O|I. (60)
0, -1, ©
Po transformacji wspdtrzednych otrzymuje sig: _
=T, (61)
0, 0, -1
I""=8|~-1, 0, O}S-SI. (62)

0, -1, 0

8%
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Powyzsze rOwnanie zapiszemy W ‘postaci: .’

- =T, (63)
T=|0,a, 0|, T.=8I.
0, 0:5' a? SRR

Réwnanie napigé po.stronie pierwotnej dla ukladu polaczenia w gw1aqu z 1mpedanc;q
¢ W przewodzie zerowym mozna zapisa¢ wzorem (15):

Uz = U+ 2517, )
przy czym nie rozpatruje si¢ uktadu z impedancjami Z,, Zz i Zc po stronie pierwotngj,
wobec czego Zapc = 0. '

. Z réwnan (56), (57), (58), (61), (63) i (64) mozna zapisa¢ réwnania napieé, gdzie wyste-
pujq tylko dwa wektory pradéw wyrazone przez skladowe 0,1, 2, a mianowicie prady
pierwotne i obquema

. U, = P+ L+ X@T-TI'+T), : ' (65)
U™ = —Z"TI+X(F—TI' +1), (66)
U? = Z°T+X(TF-TI'+1), (67

lub po upor:zacdkowaniu wedtug pradow:
_ Ui = (ZF+ 725+ X)F+X(E-TT, (68)
L U= XF-{Z"T-X(E-T)}T, (69)
U? = XP+{Z?+XE-T)}I'. . 70

Z wzordéw (1), ®i (63) wymka 7e wystepujaca w réwnaniach (68)+ (70) macierz
X(E- T) Wynosi: ’

o 0o, 0 , 0
G=XE-T)=y3|0, —a?X,, 0 |.. (71)
0, 0 , aX, .

Aby wyrazi¢ wektory napigé U™ i U" tylko przez wektor napigé Un 1 wektor pradéw
T, wyznaczymy z réwnania (68) prqd I* i podstawimy do rownan (69) i (70) o

v = (Z*+Z5+ X))~ (Us, — GI’) (72)
Obliczenia macierzy odwrotnej w tym wzorze jest latwe gdyz z wyrazen (1), (5), (13)

i (15) wynika, Ze cala suma Z’+Z +X jest mamerzq d1agonalnq. Otrzymujemy teraz
réwnania napieé strony wtdrne;:

U™ = X(ZZ+Z0+X)‘1(UZ GI’) (Z’WT or, ‘ (73)

| U = X(ZF+Z5 +X)~ 1 (U%— GI')+(Z'V+G)I’ N )
lub po uporzadkowaniu wedtug pradéw:

U™ = —{Z"T- G+ X(Z + 24 +X) G+ X (ZF+ 25+ X) U, (75)

{Z”+G X(Z+ 25+ X) G + X (ZF+ Z5 + X) U5, (76)
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. ‘Wzory.te mozna zapisa¢ w.postd¢i dwéch réwnan macierzowych: St g
U™ = —ZPI'+KU3, N ).

R U= ZPY+KUR. 8)
Macierze Z’“’ Z_y i K sq macxerzaml dlagonalnyml A -
le, 0 s 0 _Z_Iy’ O > 0
Zy=| 0.z, o |, zp=|o,za, o | (79
0, 0, 'Z:za) Loy 0, zy,
K(0)09 0 > 0
K = 0 s KIW’ O »
Lo, 0,k
gdzie: '
I. (4 ZZX
Zi(vi)= ZW+V3aZZz+X’
! (4 ey ZZX
Zity = a*Z™"~/3a Zz+iju ’
=, Z°X,
Y FY_ 2_Z= T8
£4i(1) Z ]/3 a Zz‘l'ij ’
) Z:X,
Zl(2)_Zy+]/3azz+‘§’ L

zas$ Wspélczjmniki K{%01K™ sa okreslone we wzorach (40) i (8)
Na pOdStane rys. 4 mozna naplsac réwnania napieé:

Ze, 0, O[L —UP+Us Zo, Zs's Z3"| [

0,2z, oln|=|-vy+ur|-|zv, zp, ze||B], o)
0, 0, zllLl L-Uz+Url Lz, zo, zllL

skad po transformacji wspélrzqdnych otrzymuje sig: _
- del = U+ T U%-Z3'T, : @81

gdzie Z.%, i Zy" sa okreslone we wzorach (14)i (16) a T we wzorze (63).

Po podstaw1emu do réwnania (81) napieé U’ i U” okreélonych wzoram1 (77) i (78)
otrzymuje su; SRR v
Z”I'+KU‘ +T-1Z*F — T-KU;, = —(Z ,,c+z:,W)1', : (82)

a po uporzqdkowamu
| (Z'v+T-1z'W+z';,"c+z'W)1' E-T-9KU;. (83)

Z tego rownama mozna juz obliczyé przehczony na stron@ plerwotnq prqd obquema
wyrazony przez skladowe 0, 1,2: '

= (Z?+T-! Z'”’ +Z3+Zs) {(E—T-HKU:. @4

Zaplszmy powyzszy wzor w postacx
T = A‘1BU§,; : 8%
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po podstawieniu wyraZzen okreslonych we wzorach (79), (63), (14) i (16) macierze A iB
mozna napisaé nastgpujaco: '

w +D w w
, {00 DLt} £q2) » £@)
A=ZP+TZP+ZE+2Y = | 28 > Z&+E Zd) | (36)

L Z?Zv) ’ Zz‘lv) 5 ZéZ)V)""E
- gdzie: . .
D =Z"+Z7+3Zy",
' Z7jX,
F=Z"Y+Z"+3--£—
E=27 2" px,
z7as Z{%y, Z¥y 1 Z(3) sa okreslone we wzorze (14)
C 0o, 0,0
i V3%,
B=(E—-T )K=m‘ 0: —a, 0 . (87)
£ o, o, @ _
Prady strony pierwotnej wyrazone przez sktadowe 0, 1, 2 mozna obliczy¢ teraz wyko-
rzystujac wzor (72):
T = (ZF+Z5+X)"1(Ua—GAT'BU;) = (ZF+Z5+X) H(E-GA'B)U;.  (8%)
Prady fazowe strony pierwotnej i wtérnej oblicza si¢ przez transformacje powrotng
z uwzglednieniem przekiadni: o
I} = S_llz, If = ﬂzS'll'. . (89)
Otrzymane zaleinofci mozna stosowaé réwniez w granicznych przypadkach niesy-
metrii czyli przy przerwach i zwarciach w obwodzie obcia,ienia a takze przy _Aprzerwach
w przewodach zerowych. Dla przykiadu zalézmy, Ze wystgpuje przerwa w jednej fazie
obciaZenia, zatem Z, = 0. Impedancja ta wystgpuje we wzorze (88) tylko w macierzy
" A-1, Stosujac regule de I'Hospitala obliczamy granicg, do jakiej dazy macierz A~ dla
ZL =001 . S -
| aaz' A7
limA-! = lim ————, e T (90)
Zisw Zawoo Y
A detA

gdzie z wzoru (86): - v : »
WF+Zy+Z. . —F+aZy+a*Z;, —F+a*Zi+aZ
—a?Z—,AD = _13_ —F+a*Zy+aZ;,, D+F+Zi+Z., —D+aZy+a*Z;
= —F+aZj+d?Z,, —D+a@*Z+aZi, D+F+Zi+Z
0 1 i , e
557 detA = = {FQD+F)+ D +2E) (Z+2Z0+3Z, Ze}-
Za ) . o . ’
~ Dla uproszczenia obliczen wygodniej jest bezposrednio okresli¢ prad obcigzenia przez
fazowe napiecia’ zasilania strony pierwotnej. Z wzoréw (85) i (90) wynika zalezno$é:
0 ,p 0, 0,0 -

—— A"z 1
0Z, V3% Mo, —a, 0|SU;, . OD

If = 0,5_1 z A )
? 4% o o,

_aZ.ﬁ detA — !
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a po obliczeniu iloczynu ma01erzy zapisanych mlqdzy przeklaqu 9, a wektorem [
ofrzymuje sie:

. 0 ., .0 , 0
I = ﬁz’X F-D , ~F-D-3Z;, F+2D+3Z; {U;,. (92)
(Z7+iX,) ==+ aZ' detA 2F—D+3z,,, D-F , -F-2D-3Z;

6. PODSUMOWANIE N

Przedstawiona metoda pozwala na wykdnanie obliczef rozplywu pradéw transforma-
tora w stanie ustalonym przy dowolnej niesymetrii zasilania i obcigzZenia. Zalozenia up-
raszczajace dotycza jedynie wewngtrznej symetrii budowy transformatora, staloéci jego
parametréw, sinusoidalnych przebiegéw czasowych pradéw i napieé oraz pomlmgma
strat w rdzeniu. Metodg obliczesi mozna stosowaé w przypadkach dowolnych 1mpedancp
obcigzenia oraz przerw w obwodzie obciaZenia lub po stronie pierwotnej a takze przy przer-

wach w przewodach zerowych. Wyprowadzone zaleznosci dotycza. wybranych ukladéw
polaczen, mozna jednak tatwo otrzymaé wzory dla innych polaczes, np. Dz lub Dy. Oma-
wiane uklady polaczenn mozna jeszcze uzupetnié impedancjami w przewodach fazowych
po stronie pierwotnej w ukladzie Y,z lub impedancjami w obwodach fazowych tréjkata
dla umozliwienia obliczenia rozplywu pradéw przy przerwach po stronie pierwotnej,
uwzgl@dmema mesztywnosm sieci lub przerw wewnatrz ukladu polaczonego w tréjkat.

Mimo Ze przy stosowaniu Wyprowadzonych wzoréw czasochfonnosé obliczen jest dosé
duza, obliczenia sa znacznie prostsze niz przy stosowaniu ogélnych wyrazen wynikajacych
z réwnan napie¢ i metody skladowych symetrycznych znanej z teorii obwodéw. Obli-
czenia sg znacznie ulatwione dzigki wprowadzeniu diagonalizacji macierzy w réwnaniach
napieé. Szereg macierzy ma postaé diagonalnq X, z5, Zzv, 75, Zy, Zi», ZP, zy,
K%, K", K¢", T, G, K),'a w macierzach Z3 i Z" wystepuje tylko Jeden Wyraz niezerowy.
Niesymetria obcigZenia strony wtornej wplywa tylko na postaé macierzy- Z,¥,, niesymetria
impedancji doiqczonych po stronie pierwotnej lub przerwy po stronie pierwotnej decyduja
tylko o postaci ma01erzy Z%pc, P i C, impedancje przewodéw zerowych wystepuja tylko
w macierzach Z§, Zg” i Z7% , a ewentualna niesymetria napieé zasilajacych ujawnia si¢ w ma-
cierzy Uj,. Niektdre macierze (2%, Z'*, X, 7%, Z¥, Z\*, ZP, K i G) sa wyrazone tylko
przez stale parametry transformatora. )

Wzory obliczeniowe zostaty wyprowadzone dla zalozonych ukiadéw skojarzenia uz-
wojeti odpowiadajacych grupom polqczema Yy6, YdS i Yz5. Jezeli sposéb. skojarzenia
uzwojen jest inny, odpowiednie Wzory (np. (28); (29), (51) (52), (53);(60) i (80)) ulegaja
okreslonym modyfikacjom.
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" 7 BAJOREK .
_PROPAGATION OF CURRENTS IN THE TRANSFORMER. AT FEED AND LOAD .
: . ' " ASYMMETRY '

Summary

.. The paper pfgsents a general method of calculating current propagation in the transformer with the
scheme of connéctions Y, ¥06, Yod5 or Yoz5 at any asyfimetry of impedance of load and feed of the mains.”
Asyminetry of load also includes short-circuits and ‘breaks ini load circuits, Breaks on the primary side
and any valué. of impedance.in zero conductors on the ‘primary and secondary sides for star-or zigzag co-
nnections. The method of cilculations given can be used for any coils connectiop. -

7 Z. BAJOREK '
' REPARTITION DES COURANTS DANS UN TRANSFORMATEUR
- POUR L’ALIMENTATION ET LE CHARGE ASYMETRIQUES
| Résums -

Dans le travail on'a décrit Ta méthode générale de ‘calcul de Ia répartition des courants dans un trans-
formateur-a couplage Yo¥06, Yod5 ou Yoz5 pour une asymétrie quelconque de I'impédance de charge et
de tension-du réseau d’alimentation; Dans I'asymétrie de la‘charge sont compris aussi des courts circuits
ét_ags intermittences dans les circuits.de charge; les intermittences du cdté primaire et la.valeur quelconque
c'léif’ix‘np_édance dans les conducteurs neutres du cdté primaire et secondaire pour les circuits groubés en
étoile ou en zigzag. La méthode de calculs présentée peut &tre utilisée pour les modes quelconques  de
couplage des enroulements. ' T : S ' :

[N

. +Z. BAJOREK . .,

' STROMVERTEILUNG .IM. TRANSFORMATOR -
. BEI SPEISUNGS- UND, BELASTUNGSASYMMETRIE

Zusammenfassung’ ot i

In vorliegender Bearbeitung wird die aligemeine Berechnungsmethode fiir die Stromverteilung im
Transformator mit Schaltgruppen Yoyo6, Yod5 oder Yiz5:Bei willkiirlicher Asymmetrie der Belastungsim-
pedanzen und beliebiger Netzspeisespannung erwogen. Die Belastungsasymmetrie umfaBt auch das Auftre-
ten 'von Kurzschliissen und ‘Unterbrechungen: in- den Belastungskréisen,: Unterbrechungen auf der Priméir-
seite, und auch den ‘beliebigen Impedanzwert -ini: den Nulleitungen :der Primér- und Sekundérseite fiir
Steta- und Zickzackschalturigeh: Die angefiihrte Berechnungsmethode kann'fiir beliebige Windungsschal-
tungen angewandt werden. : .
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3. BAVIOP3K

PACIIPEOEJIEHUE TOKOB TPAHCPOPMATOPA ITPMM HECUMMETPHUN
TINTAHUA Y1 HATPY3KU

Pezome

B cratee mpuBesed oOIMit METOJ pacueTa pacIpefejcHHA TOKOB TpaHCdopmaropa s TPYOIEI
coemuHenHit Yoy 6, Yod5 mmm Yoz 5 npu Jo00H HECHMMETPHH COIIPOTHBIICHMI HATPYSKU ¥ HANPSDKEHUS
muraronteii cern. HecumMmeTpusa HAarpysKd BKIIIOUAET TOXKE KOPDOTKHE 3aMBbIKaHWS W OOpBIBBEI B. HENH
Harpy3KH, OOpbIBBLI II0 HEPBUYHON CTOPOHE, a TAKKe JIOOYI0 BEJIMUMHY CONPOTHUBJICHMI B HYJEBBIX
LIeMAX TIEPBHYHON ¥ BTOPHYHON CTOPOHBI IIPH COeWHeHnr oOMOTOK 3Be3moi mu sursarom. [Ipusenen-
HBII METOJ PacueTa MOYKHO HCIIOJIB30BaTh A JHOOBIX I'PYHN COefuHEHuI 0GMOTOK.
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Analiza modeli matematycznych silnika synchronicznego
z punktu widzenia stabilnodci pracy

MARIA STEGNER-DEMS (LODZ)

Instytut Transformatoréw, Maszyn i Aparatéw Elektrycznych Politechniki Eddzkiej

Otrzymano 4.12.1976

W artykule przedstawiono poréwnanie réznych modeli matematycznych silnika syn-
chronicznego przeprowadzone na drodze obliczeniowej oraz z wynikami pomiarowymi dla
silnika modelowego. Na podstawie uzyskanych wynikow okreslono przydatnos¢ uproszczo-
nego liniowego modelu III stopnia do analizy standéw nieustalonych silnika synchronicznego
wystepujacych na skutek naglych zmian obciaZzenia (dla réznych zakresow tych zmian,
réznych poziomdw wzbudzenia oraz wielkosci i rodzajow silnikow synchronicznych).

1. WSTEP

Jednym z waznigjszych zagadnied w teorii maszyny synchronicznej jest analiza zacho-

< wania sie maszyny pod wpltywem zakldcen, mogacych prowadzi¢ do utraty synchronizmu.

Podstawg tej analizy jest model matematyczny maszyny synchronicznej, pozwalajacy
na obliczenie zjawisk wystepujacych w czasie trwania zakldécenia jak i znalezienie rozwig-
zant zwickszajacych stabilnosé pracy maszyny synchronicznej.

Stosowanie pelnego modelu matematycznego maszyny synchronicznej jest stosunkowo
pracochtonne i dla szeregu przypadkéw niecelowe, totez w praktyce stosuje si¢ czgsto
modele matematyczne uproszczone., Przyjete uproszczenia i dokladnosé modelu mate-
matycznego maja wplyw jednak na uzyskane wyniki obliczefi, a uchyb tym spowodowany
powinien by¢ mozliwie dokladnie oszacowany.

W artykule przedstawmno poréwnanie doktadnodci 4 modeli matematycznych silnikow
synchronicznych réznych wielkosci, przeprowadzone na drodze obliczeniowej oraz przez
poréwnanie z wynikami pomiarowymi uzyskanymi dla silnika synchronicznego modelo-
wego. Analizowano zjawisko kolysa wlasnych silnika synchronicznego przy stalym
napigciu zasilajacym i stalym wzbudzeniu, przy zakldceniu wywolanym nagla zmiana
momentu na wale silnika.

2 MODELE MATEMATYCZNE SILNIKA SYNCHRONICZNEGO

Podstawa rozwazan Jest klasyczny model Parka maszyny synchronicznej we wspol-
rzednych d, q, 0. Zalozono pieciouzwojeniowy model, zawierajacy 2 zastgpcze uzwojenia

v
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twornika, uzwojenie wzbudzenia i 2 zastgpcze uzwojenia thumiace (w osi d, ¢). Analizowane
beda tylko symetryczne stany pracy maszyny wiec rozpatrywany uktad réwnan nie zawiera
skiadowych zerowych. Pominigto takze wplyw nasycenia, histerezy i pradéw wirowych.

Rys. 1.- Potozenie ukiadu wspoélrzednych dg wzgledem ukladu
b wspé}rzednych naturalnych a, b, c

Przy zap1s1e réwnan przngto kolejnosc osi wedhug rys. 1. Pelen model d, q silnika syn-

chronicznego, dla maszyny majqcej 2p blegunow w wartosciach. wzglqdnych [Zat. 1] ma
postaé: C _ ;o .

riy dy-:'d ) ——Z = U, rig+ dwq —Ya ‘d_;‘;' = Uy, rwlw+% = Uy,
d . d
rDlD.'.%)- = Up = 0, rQlQ+—"‘3;Q = Ug = 0,

Ya = xdid +Xawiw +~_xn_iD41Da Yo = Xgly +quiQ3 Pw = xwdid+)Fwiw.+_XWDiD, )
© . Wp = Xpaig+Xpwiv+Xpip, Yo = Xoglg+Xgig,.

Jaf‘l’ dzy D dy . B ' .
, © Vaia—gia) = —Piy, Q@
pM, di? pM, ' dr ¢ dlf’ ata) " _ O

[ . T=wlt =k 2Trf1i,
y— kat elektryczny.
Jest to model silnika synchronicznego I-go stopnia [3].

. . d -
Jesli w réwnaniach tych pominiemy SEM transformacji ‘Z_" i % to otrzymamy mo-

del matematyczny silnika synchronicznego II-go stopma w nastqucheJ postaci:

dy S d . dw,
”d"'"/’a”;i_ = Ug, =n"_%7d% = Uz Trwlpt d?c = Uy,
. A _ .

rpip+ ;;D = up = 0, "Q’Q'l‘% =uy=0,

Ya = xdld+xdwlw+dele - Ya = quq"‘qu’Q’ Yw = Xwala+Xyiw+Xwpip,
‘an = deld+walw+xDlD9 Yo = Xgqiq+Xgig,
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Dalsze uproszczenie polega na pominieciu réwnaf pradowo-napigciowych dotyczacych
obwoddw thumiacych i uwzglednieniu tlumienia elektromagnetycznego tylko w réwnaniu
ruchu wirnika. Otrzymujemy wtedy model silnika synchronicznego III-go stopnia w postaci:

. dy . .ody ., dpw .
l’ld+1/)47i%' = Uyt rlqud-% = Uy, "wlw+’% = Uy,
wd = xdid'{"xt.iwiws Yq = xqiq, Yw = xwdid'hxwi‘v, :

Jot Ay D dy

oM, d T, OV gy ~Wilemvel) = =m0 (3)

Model ten mozna zapisa¢ w postaci modelu stanu silnika synchronicznego (wektoro-
‘Wo-macierzowego)
e .‘=AJ_C+BQ,
gdzie:

x = (¥, 0, i,) — wektor stanu,

u = u, — wektor sterowania, ‘ o
A, B — macierze, ktérych wyrazy sa zalezne od parametréw maszyny i w ogdl-
. - nym przypadku sa funkcjami kata y(@). - L
Zwigzek migdzy katem y okreflajacym wzajemne polozenie uktaddw wspotrzednych
d,q 1 a,b,coraz katem obciazenia 9 dla silnika synchronicznego ilustruje rys. 2. Mamy tu:
Y=oty yo=o 4+, y o+, F=w 49, F=5, @
natomiast napiecie , .
: Ug = —using,  u, = —ucosd.

Rys. 2. Zalezno§¢ miedzy kqteni » i katem obcigzenia
& dla silnika synchronicznego

Uwzgledniajac powyzsze zaleznodci i przyjmujac dla réwnan pradowych: y = w,
otrzymujemy z ukladu réwnan (3) dla r = 0 nieliniowy model silnika synchronicznego
IMI-go stopnia w postaci: : '

o
| S @ ==
do . D M uxg, . - PMy P (xg—x,)". M, T
= 0= ——Tw—:pJI 4 zwsmﬁ—-g—‘«—(:x“q“')sm%?— I?Jl(n?eo+dmm),
di, . wixg ; Py Xg .  UXgw ' .
= . — W —_— —— W R ﬁ, 5
dt xdxw__xz%w_ - -_xdxw_xt%w' dewv_ngw C().Sln ( )
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gdzie:
Meg = —2 sim9'°+M sin2®,,
2x3%,
Mo — moment elektromagnetyczny w warunkach ustalonych,
Am,, — zmiana momentu mechamcznego powodujqca kotysanie wlasne sﬂmka syn-
chronicznego.

Model ten mozna zlinearyzowaé, przyjmujac jako zmienne stanu przyrosty wielkoscei,
wystgpujace w czasie stanu nieustalonego w postaci

x = (49, dw, Ai).

Wtedy uklad réwnan (5) mozna zapisa¢ dla malych przyrostéw zmiennych w postaci
liniowego modelu stanu:

Ad 0 1 0 0 A9 0
AC‘U _ —(121 —{122 _a23 _a24 Aw 0
di, |~ 0 as, —az; 0 Ai, + by, L] ©
Amy, 0 0 0 0 Amy, 0
gdzie wspélczynniki macierzy A i B wyrazaja si¢ zaleznosciami:
pM, (uxd;v ) U2 (xg—Xy) )
a,, =" fyyo COSTo+ ————2 cos 248},
21 T x; 0 Xa%g (V]
_ D _pM;  xgw . _pM,
ay, = 7 23 = 7 — U xa " sindy, G = 7
_ UX gy __ rw®i X
@32 = xdxw—xdw Sln,ﬁo’ @33 xdxw"'xn%w ’
_ Wi Xg .
bas = XaXp—X3w (62)

Model matematyczny silnika synchronicznego IV stopma uzyskuje si¢, opisujac silnik
synchroniczny tylko za pomoca réwnania ruchu wirnika. Nieliniowy model IV stopnia sil-
nika synchronicznego dla zmiennych stanu

x = (¥, w).
bedzie wigc mial postaé
¢ .
== | |
do . D M, ue, . pM, wA(xg—x;) . le
G == ge- Ty —Z sind— 57 Yo% sin2d (Mmoo +Amy). (7

Dla matlych przyrostéw zmiennych mozemy z uktadu réwnafi ¢ otrzymac liniowy mo-
del stanu silnika synchronicznego IV-go stopnia w postaci:
47 [ o 1 o J[49] [o
Ai | = | —ay —az; —az3 || 4o [+]0 | [Auw], ®
Ay, 0 0 0 aj 0
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.

gdzie:
PM, [ uey W (xg—x,) :
= 271 ({270 g q ,
ay 7 ( P cosPy+ %, cos2d,1, ‘
D M
ayz = 7 az3 = L .

W analizie stabilnoéci pracy silnika synchronicznego przy najbardziej typowych za-
burzeniach, takich jak nagla zmiana momentu na wale badZ zmiana napiecia na zaciskach
silnika, decydujaca role odgrywaja oscylacje kata obciazenia maszyny. Z tego wzgledu
wystarczajacym dla tej analizy jest postugiwanie si¢ modelem III-go lub IV-go stopnia,

3. POROWNANIE WYNIKOW OBLICZEN UZY: SKANYCH PRZY ZASTOSOWANIU MODELU
MATEMATYCZNEGO SILNIKA SYNCHRONICZNEGO I-go i IV-go STOPNIA

Tablica 1
Dane znamionowe i parametry silnikéw synchronicznych
. Typ silnika
Dane znamionowe i parametry
GAe-1612t l GAe-156t GYe-154t WAA-14-B
1 Moc znamionowa P, [kW] 3150 4000 6700 24
Napiecie znamionowe [V] ‘ 6000 A 6000 A 6000 A | 400/231 A /4
Prad znamionowy [A] 348 447 703 433 -
cos @, [—1] 0,9 poj. 0,9 poj. 0,95 poj. 0,8 poj.
Liczba biegunéw 2p 12 6 . 4 4
Predkosé obrotowa [obr/min] 500 1000 . 1500 1500
Napigcie wzbudzenia [V] - 114 77 65 21
Prad wzbudzenia [A] ' 300 380 440 23
Moment zamachowy [kGm?] 9000 2970 2000 9,76
Moment znamionowy ‘ i
M, = g" [Nm] 60160 38197 42654 153
Xa [iwl 0,9637 1,631 1,341 1,910
xz  [iw] 0,3057 0,4226 0,299 0,427
x5 [iw} 0,1574 0,180 0,164 0,298
Xq [iwl 0,5647 0,9356 0,693 0,970
xg  [iwl 0,1534 0,1723 0,181 0,720
x  [iwl 0,0937 0,1156 0,101 0,107
X Liwl 1,150 1,90 1,475 2,192
Xaw  [iWl 0,710 1,237 1,0122 1,471
rs  [jwl 0,00855 0,00858 0,00534 0,0654
rwrs  [jwl 0,00143 0,00171 0,00102 0,00652
¢ 8] 0,418 0,413 0,543 0,0698
Ty o Isl 0,812 0,97 0,99 0,240
Tuo [s] 2,56 3,74 4,44 1,071
A [s] 0,0578 0,0654 0,103 0,0225
T» [s] 0,081 0,106 0,0295 —
To [s] 0,0438 0,0503 0,0146 _
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W celu 'poréwnaniei wynikéw obliczed uzyskanych przy zastosowaniu modelu mate-
matycznego silnika synchronicznego Ill-go i IV-go stopnia, przeprowadzono obliczenie
odpowiedzi ukladu przy nagtej zmianie momentu na wale silnika synchronicznego, przy
stalym napigciu zasilajagcym i stalym wzbudzeniu, w oparcfu 0 4 modele matematyczne
silnika synchronicznego:

a) model nieliniowy III-go stopnia (5) krzywa 1,
b) model nieliniowy IV-go stopnia (7) krzywa 2;
¢) model liniowy III-go stopnia. (6) v :
d) model liniowy IV-go stopnia. (8) } krzy\ya 3- R : :

‘Obliczenie przeprowadzono dla réznych wartosci zmian momentu na'-wale'_silﬁika, przy
réznych stalych warto§ciach pradu wzbudzenia. Réwnania (5+8) rozwiazano metodg
Rungego-Kuthy na maszynie cyfrowej.

Obicktem rozwazaf byly silniki’ synchroniczne: GAe-1612t, GAe-156t,: GYe-154t
oraz silnik synchroniczny modelowy WAA-14-B o parametrach podanych w tablicy 1.

3]. Wyniki obliczed kotysan wiasnych silnika
synchronicznego wyznaczonych w oparciu o modele
Ill-go i IV-go stopnia "

Dla silnikéw synchronicznych GAe-1612t, GAe-156t, GYe-154t wyznaczono statyczne
charakterystyki katowe dla nastgpujacych warunkow: PR :
a)u=1,i=1, cosp =09 poj. (xys. 3, 4, 5), ;
bu=1,i=1, cosp = 1,0, '
u=1,i=1, cosp = 0,9 ind,,
dyu=1,i=1, cosp = 0 ind. dla silnika GAe-1612t.

-Me

N e 16424

103 =h ;

120 e \\ | cosp=09py. |

em=13446

L cosp=10

100 W N */ g=ay _,

I

o e
Gy =

60 "// _cﬂs_cp':go,gind ‘

/i

. em=00363

; 1\'40 » /ﬁqg_go=01"nd.

| PN /A e N
Mu F—— =~ T
0 \
/ 20 40 60 680 N\ 120 140
ol L T T T N
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Mg

[Nm] '

*10°
60

50

40
Mn

30
20

/‘;0
Tu

0

~Me

[Nm] [

*10°

Wi

e,,,-z 222 l

cos =09

em=1,8445
cosp=10 |

//’\\\Y/_
ZED WY

em=1367
cos p=09ind.

=
N

//ﬁ

NN

= RY =

20 40

60 80

100 120 140 160-1%i]
Rys. 4. Statyczne charakterystyk1 katowe silnika synchromcznego GAe-156t

N

€ = 1,9505

o0

7

60

| cos p=09p0).

em=1566 | -
reas =10

T

50
Mn

Ve

N
LN

cos.p=09ind.

40

30

O\

20+

/ ’/3()(

NN

My
10

NN
N

0

20 40

60 &80

100 120 140

160 - [%l]

Rys. §. Statyczné} charakterystyki katowe silnika synchronicznego GYe-154t

Omawiane silniki synchroniczne posiadaja klatke ttumiaca, co umozliwia okrelenie
wystgpujacego w réwnaniach - (5+-8) wspélczynnika thumienia wedtug zaleznodci [4]:

D Mddsm Do+ M, c082 Py ]/ '
d=— c =2 —
70 Ve £}/ o -7 ®
My, M,, — momenty asynchroniczne w osiach di g (przy r = 0 i czgstoéci o),
2(xy—
— uemo ———CO 5?9’ _I.M 005219‘0,
X4 Xq4Xg
Vo = —21— fg}‘_@ — czestotliwosé kolysani wlasnych niettumionych.
T

9 Rozprawy Elektrotechniczne
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Dla silnika z klatka rozruchowa, przy rozwartym uzwojeniu wzbudzenia [5], [6]

2M, 2M,
My = ———-2mex_ = pf = STmAmer (10)
S " Sutd § + Sutq
Sutd s sntq s
gdzie:
2
u 1 1
Migmax = —— -
ddmax 4 de',; X4 H
w1 1
qumax = —4‘( 72 _T):
Xgq Xq
P 1
utd — W, O-:i TD >
1 Yo
Sutg = ——77—, S = —.
’ utg w, TQ ) f1

W celu poréwnania dokladnoéci obliczen uzyskanych w oparciu o model matematycz-
ny IIl-go i IV-go stopnia zestawiono przebiegi kata obciazenia poszczegélnych silnikéw
@ = f(t) obliczone w oparciu o réwnania (5+ 8) dla nastepujacych przypadkdw:

— dia silnikéw GAe-1612t, GAe-156t i GYe-154t oraz u = 1,i =1, #, = 0 i zmian

momentu od M., = 0do M,,,, = 0,25 M, oraz od M,, = 0 do M, = M,

'1) cose = 0,9 poj. — rys. 6, 10, 13, '

2) cosg = 1,0 — rys. 7, 11, 14,

3) cosp = 0,9 ind. — rys. 8, 12, 15,

— ponadto, dla silnika GAe-1612t, dla:

HYu=1,i=1, ¥ =0, cosp = 0,9 poj. oraz cosp = 1,0, zmiana momentu od M., =
= 0 do My, = 1,5 M, —rys. 6, 7, '

Su=1,i=1, =0, cosp = 0 ind., zmiana momentu od M., do M, = 0,25 M,,
oraz od M,, do M, = M, —rys. 9.

-t
-4t}
[el] _/'\.\
i
40 NN
NN T T
\\\ T = -=T 4M=30000 Nm
30 S :
S
NN T R | IO PR
20 NN e B s e e AM =50 160 Nm
—1
/ i
0 _
T — AM=16670Nm

g ar 0z g3 04 g5 08 47 08 089tfE]

. Rys. 6. Przebiegi #(t) i 49(¢) dla silnika GAe-1612t
u=1,i=1, cosg = 0,9 poj.
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N - e s b am e e s e s e M= G060 N M
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20 R
—-—z
-3
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el AM=16670Nm
0 a1 02 a3 a4 g5 06 . Q7 08 09 tls]
Rys. 7. Przebiegi #(¢) i 49(¢) dla silnika GAe-1612t
u=1,i=1, cospg = 1,0
-
-A
[BB[] -f_:--“'\.__ - ]
» AT T T T T T T AM=60160Nm
/ |
201 ———t
——2
——3
10 1 AM=16670Nm
0 g1 02 03 04 05 06 07 08 031t[]
Rys. 8. Przebiegi 9(¢) i 43(t) dla silnika GAe-1612t
u=1, 5'= 1, cose = 0,9 ind.
-
-4 7
L/ 7
[eel] =
80 P AM=60160Nm
.~ L ——""1
1~ __/”
60 /‘ //'/—:‘
-
40 = —=7
‘ P / ——— g
20 // BM=16670Nm
//
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Rys. 9. Przebiegi #(¢) i 49(2) dla silnika GAe-1612t

u=1,i=1, coso =0 ind.
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Rys. 12. Przebiegi 9(f) i A9(¢) dla silnika GAe-156t
u=1,i=1, cosg = 0,9 ind.
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Rys. 14. Przebiegi 19(t) i 49(t) dla sxlmka GYe-154t
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Rys. 15. Przebiegi 9(¢) i 49(z) dla silnika GYe-154t
w=1,i=1, cosp = 0,9 ind. ’
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Zestawienie wartosci P imax 1 Fuse

Tablica 2

dla silnikéw synchronicznych typu GAe-1612t, GAe-156t GAe-154t

w=1i=1
- it GAe-1612 t
P\ M, B maslCel] —‘;%f"—‘% Buse el j;’"
s

— jw. s | 7 | e % 5 1 7 | 68 o

0,25 727 | 728 | 726 0,3 568 | 569 | 567 04
s(’)?_ 1 26,627 | 27,12 | 26,20 3,5 21,40 | 21,47 | 20,51 4,5

1,5 40,63 | 43,14 | 39,19 9,7 | 33,00 | 34,36 | 30,62 13

0,25 789 | 17,90 | 7,87 04 | 652 | 652 | 650 0,3
1,0 1 2001 | 29,87 | 28,42 50 | 2446 | 2502 | 2345 6,4

1.50 | 44,59 | 48,95 | 42,52 144 | 3902 | 4225 | 3508 18,4
0.9 025 | 838 | 892 | 887 0,6 801 | 803 | 797 08
ind. 1 3204 | 3498 | 32,01 90 | 3082 | 32,52 | 2876 | 122
0 025 | 17,94 | 1931 | 17,51 100 | 1794 | 1931 | 17,51 10,0
ind. 1 7773 | 168,85 | 6224 | 1371 | 77,73 168385 | 62,24 | 1371

" T GAe156t
cosg M, B imasoel] %?’"ﬂ:— Buse[%€l] f;ﬁ:
- jow. 5 | 7 | e % s 7 ) es 1 %
0.9 0,25 716 | 117 | 715 0,3 679 | 680 | 6,78 0,3
poj. 1 2931 | 3029 | 28,62 57 | 2842 | 2929 | 27,14 7,6
o 0,25 7,95 | 797 | 7,94 0,4 779 | 781 | 17,76 - 06

1 3292 | 3498 | 31,78 97 | 3310 | 3491 | 31,09 11,5
0.9 0,25 9,56 | 9,57 | 953 0,4 9,56 | 9,57 | 952 0,5
ind. 1 42,06 | 4873 | 38,15 252 | 42,06 | 48,73 | 38,13 21,5

i GYe-154t T
cosgp A4,

M, @ 1maxlell g?s Buse el v
— jow. s | 7 | 6 % s | 71 | e %
0,9 025 | 7.66 | 7.68 | 7,65 04 614 | 615 | 612 05 |
Poj. 1 31,31 | 32,34 | 30,50 59 | 2543 | 2616 | 24,41 6,9
10 0,25 851 | 854 | 849 0,6 698 | 701 | 696 0,7

1 3485 | 36,20 | 33,83 68 | 2931 | 3099 | 2774 11,1
09 025 | 10,1 | 10,18 | 10,05 1,3 861 | 8,69 | 857 1,4
ind. 1 41,84 | 47,26 | 40,06 172 | 3744 | 42,87 | 34,16 3,3

o 13621
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W tablicy 2 zestawiono warto$ci @ ,, i %, Wyznaczone dla poszczegdlnych silnikow,
w oparciu o rézne modele matematyczne, przy réznych wzbudzeniach i réznych wartog-
ciach zmian momentu.

Jednoczesnie w tablicy 2 podano maksymalne rozbieznosci pierwszej amplitudy
AY maxoge 1 ADygy, W odniesieniu do warto$ci 9 pax 1 Fugr wyznaczonych w oparciu o mo-
del nieliniowy IIl-go stopnia (5), spowodowane zastosowaniem do obliczesi réznych mo-
deli matematycznych silnika synchronicznego:

(5) — model nieliniowy Ill-go stopnia,
(7) — model nieliniowy IV-go stopnia,
(6) — model liniowy Ill-go stopnia,
(8) — model liniowy IV-go stopnia.

Na podstawie przedstawionych przebiegéw i zestawienia podanego w tablicy 2 mozna
stwierdzi¢, ze wyniki obliczeri przebiegéw ¢ = Sf(¢) vzyskane przy zastosowaniu modelu
liniowego IIl-go i IV-go stopnia (réwnania 6, 8) dla wszystkich rozpatrywanych zmian
momentu przy réznych wzbudzeniach sa jednakowe (maksymalne rozbieznoéci nie prze-
kraczaja 0,1%).

Dla matych skokéw momentu, w granicach do M, = 0,25 M, dla roznych wartosci
wzbudzenia, wyniki uzyskane w oparciu o réwnania (5+ 8) sa bardzo do siebie zblizone.
Maksymalne rozbieznosci pierwszej amplitudy A9, max i A, obliczone w oparciu o cztery
r62ne modele matematyczne silnika synchronicznego nie przekraczaja 1,5%.

Przy naglej zmianie momentu w granicach wartosci znamionowej M, najwicksze
wartos$ci & oy 1 Puge otrzymujemy przy zastosowaniu modelu nieliniowego IV-go stopnia,
a najmniejsze — dla modelu liniowego II-go i IV-go stopnia. Maksymalne rozbieznosci
AY pax | AD,s 52 tym wieksze, im mniejsza jest wartosc wzbudzenia i dla

cosgp = 0,9 poj. - — nie przekraczaja 8%,
cosp = 1,0 -— nie przekraczaja 129,
cosp = 0,9 ind. — nie przekraczaja 25%,
cosp = 0 ind.  — silnik wypada z synchronizmu.

Przy duZym skoku momentu, rzedu AM =~ 1,5 M,, rozbieznosci kata obcigzenia sg
znaczne, ale dla silnika GAe-1612t, dla cosp = 0,9 poj. nie przekraczaja 129/, dla cosg =
= 1,0 nie przekraczaja 19%.

Nalezy podkresli¢, ze silniki synchroniczne pracujg zwykle przy wzbudzeniu odpo-
wiadajacym cosg, = 0,9 poj. W tych warunkach maksmymalne rozbieznosci A9 ms
i 449, nawet przy znacznej zmianie momentu na wale dla modeli I-go i IV-go stopnia
nie przekraczaja wartosci 109,

32. Wyniki obliczefn i pomiardw kotysan wtasnych
przy zastosowaniu modeli Ill-go i IV-go stopnia dla
silnika modelowego WAA-14-B

Dla silnika synchronicznego modelowego obliczono statyczne charakterystyki kato-
we Me, = f(#) dla pradéw wzbudzenia: I, = I0A,L,=15 A, 1,=20 A i dla
napigcia zasilajacego u = 372 V (u = 0,93 jw.), ktére przedstawiono na rys. 16.
Silnik modelowy nie posiada uzwojenia rozruchowego, natomiast jego pienki biegunowe
1 nabiegunniki s3 wykonane z masywnego Zelaza.

t
'
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W celu poréwnania dokladnosci modeli matematycznych IlI-go i IV-go stopnia prze-
prowadzono dla silnika modelowego pomiar przebiegu kata obcigzenia ¥ = f(¢) w.czasie
skokowych. zmian momentu mechanicznego, przy réznych - -wartoéciach pradu wzbu-
dzenia. Jednoczesnie przeprowadzono obliczenia przebiegu &= f(¢):w oparciu o réwnania
(5+8) - dla warunkéw uzyskanych w trakcie pomlaru Otrzymane wynlkx przedstaw1ono
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Rys. 17. Przeb1eg1 9(t) 1 AS(r) dla sitnika .modelowego WAA-14-B
Inm =10 A, AM = 28,3 Npu.
a) obliczone, b) zmierzony
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Rys. 19. Przebiegi #(z) i A49(¢) dla silnika modelowego WAA-14-B
Im = 15 A, AM = 29,5 Ny ; a) obliczone, b) zmierzony
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Rys. 21. Przebiegi #(¢) i 49(z) dla silnika modelowego WAA-14-B
Im =20 A, AM = 77,7 N a) obliczoné, b) zmierzony
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Poniewaz silnik modelowy jest maszyna synchroniczng jawnobiegunowa z litymi na-
biegunnikami, nie mozemy doktadnie ustali¢ warto$ci wspélezynnika tlumienia. W przy-

blizeniu mozna przyjaé, ze dla maszyn synchronicznych nie posiadajacych uzwojen ttu- -

miacych wystepujacy w réwnaniach (5+ 8) wspdtczynnik. thimienia waha sie w granicach
0,1 < £<0,3. Na rys. (17a+21a) przedstawiono przebiegi ¢ = f(t) obliczone, na rys.
(17b=21b) wyniki pomiaréw, a w tabli(:y 3 zestawiono i poréwnano warto$ci AD; ey
i Ay~ '

Jak wynika z poréwnania obliczonych przebiegéw i pomierzonych wartosei, £ = 0,1
daje wicksza zbieznoé¢ wynikéw niz & o ‘wigkszej wartoéci. Ponadto, na podstawie obli-
czonych przebiegéw mozna stwierdzié, Zze przyjecie & = 0,1 daje znacznie wicksze wartosci
pierwszego wychylenia kata obciazenia, co przy badaniu stabilno$ci maszyny jest zato-
Zeniem ostrzejszym. ' ’

Z tablicy 3 wynika, Ze dla silnika synchronicznego modelowego przy skoku momentu
rzedu 0,5 M,, przy roznych wzbudzeniach, rozbieznosci pierwszej amplitudy AP u0x,
A, 1 czgstotliwodcei przebiegéw A9 (¢) obliczone w oparciu o 4. rézne modele matema-
tyczne silnika synchronicznego nie przekraczaja 10%. _

Jesli poréwnamy wyniki obliczet z wynikami pomiaréw, to mozemy stwierdzié, ze
maksymalne rozbieznosci pomlerzonej i OblchOI‘le_] wartosci kata obcigzenia 4., nie
przekraczaja 69,

4. WNIOSKI

S ' '
1. W oparciu o przedstawiong analize réznych modeli matematycznych mozna przyjaé,

ze dla badan stabilnosci pracy silnika synchronicznego dostatecznie doktadnym jest model
HI i IV stopnia.

2. Z przedstawionego poréwnania przebiegéw kolysan wiasnych obhczonych W oparciu
o modele nieliniowe i zlinearyzowane II1 i IV stopnia wynika, ze przy udarowej zmianie
momentu mechanicznego nie przekraczajacego 0,25 M, wybdér modelu matematycznego
nie odgrywa praktycznie istotnej roli, gdyz maksymalne rozbieznosci ustalonego kata
obcigzenia Ad,, i amplitudy pierwszego wychylenia A%,,,, obliczonego W oparciu
o rézne modele nie przekraczaja 2,5%. v

3. Nie jest rzecza obojetng wybér modelu matematycznego silnika synchronicznego
do obliczen duzych kotysan wtasnych wystepujacych przy zmianie momentu mechanicznego
rzedu M, a nawet 1,5 M,,. W tym przypadku stosowanie modelu liniowego III-go lub IV-go
stopnia dla silnikéw duzych (o mocy rzedu kilku MW) posiadajacych uzwojenie rozru-
chowe powoduje réznice w wartosci kata obciazenia nie przekraczajaca 10%.

4. Dla silnikéw synchronicznych nie posiadajacych uzwojesi thumiacych podstawowym
zagadnieniem jest ustalenie wspSiczynnika thumienia, ktérego warto$é jest zalezna od kon-
strukcji i wymiaréw geometrycznych nabiegunnikéw i pieikéw biegunowych. Dla badanego
silnika modelowego na podstawie przeprowadzonych pomiaréw i obliczefi przyjeto wspét-
czynnik & = 0,1. Przy tej wartoéci uzyskano dobra zgodno$é wynikéw pomiaréw i obli-
czen w oparciu o model stanu ITI-go stopnia. '
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v Zalacznik 1
Réwnania silnika synchronicznego w ukladzie d—q [6] majq postaé:

d¥, dY’ d
RI;+ d" +97,, 7= Ui, = U,
, d¥ ; Y
-RwIw‘*'dTYtlwz UW7 RDID+ dD = UD = 05 RQIQ‘}‘id— = UQ = 0

’ 3
!{/d = Ld1d+-Mdex'+MDID’ yjq= Lqu'l"MQIQ: ll]w = '2—Md1d+Lw[w+MwDIDs

3 3 _
?ID = _Q‘MDId+LDID+MDwIw, TQ = 7MQIq+LQIQ,
2
d Ym +D AYm

T dr? dt

3
- 7(¥Id1q"'yiq1d) = —~M,,

¥ — kat elektryczny % =w,
¥m — kat mechaniczny dla y = y.p, M, = PMap-2.
Réwnanie ruchu wirnika dla maszyny majacej 2p biégunéw bedzie miato postac

J d? D d 3 ,
; dtZ + — D dj; —ip(Wqu—Y’qu) = —Mm.

Przyjeto nastgpujacy ukiad wartoéci odniesienia [1], [2]:

5 Ur
ISR V2 U, , — _ ,
napigcie: l/ n 3 % U,
prad: V21 i— &
V2L, >
. -~ _ Uy 4
impedancje: Lps = Ty z = Z,’
P
moc: 30U, Ly, D=
o 3Unrls
. _ 3Uan,,f _ M Wy
moment: Ml = Tl-, m = WT’
skojarzenie V20U, P v ®
 magnetyczne: - o Y=y,
| czas: —1—, T =wt.
Wy

Dla obwoddw wirnika:

2y Uw
Zy l// EUnf ?
Up = i_UD

|

|

| napiecia: Uy = —
i

Zp VEUnf ’
|
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prady: i, =Y

Zﬂf ’

o _Z@_)zﬁ
Dﬂ._ 2 Zp an’

- 3 (z1 )2 R,
rezystancje: Py = |

g —_3_ 1 ’ RQ
¢ 2 Zg Zus ’
: L
reaktancje: Xy = le 4.
nf
L
xq = a‘)zl fq s
. 2
X, = 3(_{]:_ @y Ly
Ny 2 Zw an ]

Xpd =3 @1 Mp s
2 Zf) an
o =25 Mo
Q¢ — 2 Zg an
gy = 27 i Ma
2 Zyw an

\
| Po wprowadzeniu podanych wartoéci odniesienia, ukiad réwnan silnika synchronicz-
| nego 2p-biegunowego w wartosciach wzglednych ma postac:

‘ . dy dy

| rld“*‘d—:‘l'%*d; = Ug,
., d d.
rig+ c;/');l _"Pd% = Uy
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di,,
rwiw+% = Uy,
d
rDiD-i——;p: =up =0,
d
’Qie‘*‘_—ie =1uy =0,

Ya = Xgla~+ Xgwhy+Xpaip,
Pg = Xglqt+Xg0lg,
Yw = xwd-id + X iw +Xwp iD ’

Wp = Xpala+Xpwiw+Xpip,

Yo = Xoqlq+Xolg,
d?y dy , .
T, 0, ez + dw1% — (Paig—Wqia) = — My,
gdzie:
J . -
T = A £, — stala czasowa mechaniczna ukladu wirujacego,
1 .

1.

wo

D _C()l

d

= 0. =
s 1
M, r’
Zy, Zws Zp, 29 — liczba zwojéw poszczegblnych uzwojen silnika synchronicznego
z uwzglednieniem odpowiednich wspdlczynnikéw uzwojeri &, &y,
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M. STEGNER-DEMS

ANALYSIS OF SYNCHRONOUS MOTOR MATHEMATICAL MODELS
WITH REGARD TO OPERATING STABILITY

Summary

The article presents a comparison of various mathematical models of a synchronous motor. The

~ comparison is made in the computational manner, including measurement results for the model motor.
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On the basis of the results obtained the suitabitity has been defined of a simplified linear 3rd degree model
for the analysis of a synchronous motor transient states occuring due to sudden load changed (for variations
ranges of the changes, various excitation levels as well as various sizes and kindes of synchronous motors).

M. STEGNER-DEMS

ANALYSE DES MODELES MATHEMATIQUES DU MOTEUR
SYNCHRONE VU LA STABILITE DE SON TRAVAIL

Résumé

Dans I'article on a comparé les différents modéles mathématiques du moteur synchrone, obtenus sur
Ia voie de calcul, avec les résultats de mesure pour le moteur — modéle. Les résultats obtenus de cette
comparaison ont servi a determiner Futilité du simplifié modéle linéaire de III-e degré pour 'analyse des
régimes transitoires du moteur synchrone, apparaissant a la suite de soudains changements de la charge
(pour différentes étendues de ces changements, dlfferents niveaux d’excitation et dimensions et genres des
moteurs synchrones).

‘M. STEGNER-DEMS

ANALYSE MATHEMATISCHER MODELLE EINES SYNCHRONMOTORS
VOM GESICHTSPUNKT SEINER BETRIEBSSTABILITAT

Zusammenfassung

Es werden verschiedene mathematische Modelle eines Synchronmotors miteinander verglichen, indem
die Ergebnisse von numerischen Berechnungen mit denjenigen zusammiengestelit werden, .die fiic den
Modelimotor auf dem Priifstand gewonnen worden sind. Auf dieser Grundlage wird die Niitzlichkeit des
vereinfachten linearen Modells des dritten Grades zur Analyse der infolge eines pldtzlichen Lastwechsels
auftretenden instabilen Zustinde des Synchronmotors bestimmt.

M. CTEI‘HEP-JIEMC

AHAJIA3 .MATEMATHUYECKMX MOZIEJEN CMHXPOHHOI'O JIBI/II‘ATEJIS{
C TOYKHN 3PEHMI CTABMIIBHOCTH PABOTBI

Peswome

IIpencraBsieHo cpaBHEHME PA3IMYHBIX MAaTeMaTHUECKUX Mojeell CHHXPOHHOIO JBUIATE/IsI HA OCHO-
BAHAM PE3YJIbTATOB PACUETOB M MCCICHOBAHUA MOMNENIBHOrO JBUTaTesi.

Ha ocHOBaHNH IIOJIYYECHHBIX PE3YJIBTATOB OIPEC/ICHA IPUTOQHOCTD YIIPOLIEHHOH . usetinoit MoZenH
TpeTheii CTeneHu K aHANIN3y HEYCTAHOBHBINMXCA PEXUMOB paboThl CHHXPOHHOTO JBUIaTEisi, BLICTYIA-
IOUMX OpY HEOKWIAHHLIX M3MEHCHHAX HATpysKu (O7isi pasHBIX IPEJesIoB JTHX W3MEHECHMI, DasHBIX
YpOoBHElH BO30Y)KIEHUs, PasSMEPOB M TUIOB CHHXPOHHBIX nBUrateneii).
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Model matematyczny stalowniczego urzadzenia tukowego

ALEKSY KURBIEL (KRAKOW)

Instytut Automatyki Napedu i Urzqdzers Przemyslowych
Akademii Gdrniczo-Hutniczej w Krakowie

Otrzymano 4.11.1976

Stalownicze urzadzenie lukowe stanowi ztozony i interesujacy obiekt pod wzgledem
teoretycznej analizy jego pracy. Sformutowano model matematyczny umozliwiajacy anali-
zowanie zar6wno nieustalonych jak i ustalonych standéw pracy takiego urzadzenia.

Stany nieustalone mozna badaé na podstawie rownan (22) przy zastosowaniu cyfrowej
techniki obliczeniowej. Potrzebna jest przy tym znajomo$¢ odpowiednich parametréw
elektrycznych dlawika, transformatora piecowego, toru wielkopradowego oraz charakterystyk
dynamicznych lukow elektrycznych. Dzigki przedstawieniu. rownan napieciowo-pradowych
we wspoélrzednych S, wystepujace w tych réwnaniach parametry elektryczne sg mierzalne
i latwe do wyznaczenia nieskomplikowanymi metodami pomiarowymi.

Na podstawie rownafi (36) i (37) lub uproszczonego réwnania (49) mozna wyznaczy¢
i analizowaé ustalone stany pracy urzadzenia tukowego, wystepujace w roéznych zadanych
warunkach, jak np. przy dowolnie zadanej nier6wnoéci pradow tukow, przy réwnych re-
zystancjach lukéw itp. Na podstawie takiej analizy tatwo jest ustali¢ najkorzystniejsze stany
pracy urzadzenia lukowego.

1. WSTEP

Stalownicze urzgdzenie tukowe sklada sie z pieca lukowego, toru wielkopradowego
z elektrodami, transformatora piecowego i ewentualnie dlawika (rys. 1). Transformator
i dlawik budowane sa symetrycznie i polaczone na jednakowych zaczepach we wszystkich
fazach. Diawik pracuje jedynie w okresie rbztapiania wsadu, przy czym stosuje si¢ go tylko
w przypadku malych piecéw tukowych. , ,

Analize pracy przedstawionego urzadzenia lukowego przeprowadza si¢ zazwyczaj
przy przyjeciu szeregu upraszczajacych zalozen. Najczesciej zaklada sig, ze prad tuku
elektrycznego jest sinusoidalny. Wstepne badania tukéw plonacych w piecach wykazaty,
ze prady lukéw moga byé w przybliieniu sinusoidalne tylko w pewnych okresach pracy
pieca, po roztopieniu wsadu i wytworzeniu na nim 7uzla. Natomiast w okresie roztapiania
wsadu prady lukéw sg bardzo silnie odksztalcone.

Niekiedy urzadzenia Iukch traktuje si¢ jak symetryczne odbiorniki energii elektrycz-
nej. Takie traktowanie jest dopuszczalne tylko w przypadku symetrycznych toréw wielko-
pradowych, odznaczajacych si¢ jednakowymi rezystancjami i reaktancjami fazowymi.
Wiele stosowanych w przemyéle toréw nie spelnia jednak tego warunku i dlatego po

10 Rozprawy Elekirotechniczne
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woduja wystgpowanie nieréwnosci mocy tukéw, okre$lanej jako zjawisko fazy mocnej
i stabej pieca.

Analiza urzadzenia lukowego bywa tez przeprowadzana oddzielnie dla kazdej jego
fazy. Taki spos6b analizy jest dopuszczalny tylko w przypadku wystgpowania symetrii
pradéw fazowych pieca. W wielu przypadkach piece s3 eksploatowane przy utrzymywaniu
jednakowych w przybliZzeniu pradow tukow.

Poza tym analizuje si¢ najczeéciej stany pracy statycznej urzadzenia tukowego. Nalezy
przy tym zaznaczyl, Ze w czasie roztapiania wsadu wystgpuja ciagle stany dynamiczne,
ktérych przejawem sa bardzo czeste nagle zmiany pradéw fukdéw i powstajgce w urzadzenin
przepigcia.

Zridlo i
napieé ="
Dlowik [
L.
—
Uy
lronsformalor |
precowy

|
|
P
B
2
L C*
21
Piec lukowy r— '

7 lorem *
wielkopradowym . %1

! Rys. 1. Schemat stalowniczego urzadzenia lu-

L_ [ | kowego

W niniejszym opracowaniu przedstawiono model matematyczny urzadzenia tukowego,
umozliwiajacy dokladne analizowanie stanéw dynamicznych i statycznych tego urzadzenia,
wystepujacych w dowolnych warunkach jego pracy, np. w przypadku pradéw odksztal-
conych, nieréwnych pradéw tukéw itp. (z pominigciem wyzej podanych zalozen uprasz-
czajacych). Model ten zostal opracowany przy zastosowaniu rachunku macierzowego
i metody wspdlrzednych symetrycznych.

2. ROWNANIA NAPIECIOWO-PRADOWE URZADZENIA LUKOWEGO

Dla transformatora piecowego tréjfazowego i dwuuzwojeniowego mozna napisaé
nastepujace rdéwnanie napieciowo-pradowe:
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Uy Ry, (Vi
Up2 Ry, l12
wa | R ] B
Upq Ry, Iy
Uz2 Rt iz
| U23 _ ‘ Rra () 123
| Lo, A |
Lgy 12
dt i Loz I21
o E Ls> Iz2
B Loz |} i25 ]

przy czym przyjeto oznaczenia:
i, iy; — napiecie oraz prad k-tej strony (k = 1,2) oraz i-tej fazy
(i=1,2,3),
Ry, Ly, — rezystancja oraz indukcyjno$é rozproszenia,
Ly, M, M% M?% — indukcyjnosci wlasne i wzajemne okreslone wzorami:

_AQA+4,) 24

Lov = 5y W ~ S5 (W07,
ME= —szé;-zzo—(Wk)z ~ -5 0T,

| 2
M2 = '_TA_% W, W, = —%’— W.W,,

w ktorych:
W, , W, — liczby zwoj6w uzwojenia pierwotnego i witornego,
A, A, — przewodno$ci magnetyczne uzwojonej kolumny transformatora i obwodu
dla ewentualnego strumienia wychodzacego z rdzenia.
Macierze w réwnaniu (1) mozna podzieli¢ na uklady podmacierzy wyznaczone liniami
przerywanymi. ROwnanie to mozna wigc przepisa¢ w postaci

un, Ry, O 1y dlLs 0 i, d ey Mrl[1;
= Lt R . b 3
u, 0 RTZ 1 2 o Lo- R dr MT LT2 1;

10%
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w ktérym przyjeto nastgpujace oznaczenia:

Puu Uz
U = | Uz, U, = | Uz, |,
| Y13 Uzs
kN iz
i1 =1|i|, i, =11x0{,
| 113 ] 23
1 1 |
RTl — RTJ_ 1 s RT—) = RTZ 1 bl
1] 1
i 1 ‘
L, = Ly 1 s L,, = Ly 1 R
1 1
Ly, Mi M} Ly, M3 M3
LT]. T M:{ LT]. M} 3 LT2 o M% LTZ M% s
M} M L, M3 M3 L,
ML M? M%)
M, =| M? M: M3

Uzwojenia transformatora moga by¢ potaczone w gwiazde lub trdjkat (rys. 1). Oprocz
pradéw fazowych transformatora wystepuja wiec liniowo od nich zalezne prady zewnetrz-
ne, oznaczone gwiazdkami, przy czym réwnaniami wiazacymi te dwa rodzaje pradow sa
rownania wiezdw, wynikajace z potaczenia uzwojen transformatora

i, = Ciig. #
Macierz wigzow przy polaczeniu w gwiazde ma postaé
C.=GC=1[1 11}, &)
za$ przy polaczeniu w trdjkat
1 -1 0
C.=C, = 0 1 -1]. (6)
-1 0

z s s . * . - e 5 .

Réwniez napigcia zewnetrzne u,; wystgpujace poza wigzami i oznaczone gwiazdkami

na rys. 1 mozna wilaczyé do napieé fazowych transformatora po przeliczeniu wedtug
zaleznoSci

Au, = CTu,, )

przy czym CI oznacza transponowana macierz C,.

Dalsze rozwazania zostana przeprowadzone dla ukladu polaczefi transformatora
Y—0/d, jak na rys. 1, przy czym dla kazdego innego uktadu potaczen obliczenia sg po-
dobne. Aby zachowaé ogdlno$¢ rozwazan i zapisu nie pomija si¢ przewodu zerowego
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w ukladzie :gwiazdowym, a jego brak w rzeczywistych ukladach bedzie uwzglqdmony
w dalszych obliczeniach.

W przypadku urzadzenia jak na rys. 1, do napieé u, okreslonych wzorem (3) doda_]q
sie jeszcze dodatkowe skladniki, przedstamajqce spadk1 napieé na rezystancji R, i indukcyj-

nosci Ly, dltawika oraz rezystancji R1 i indukcyjnosci L1 W przewodzie zerowym. Napigcia
na Rp, Lp dodaje si¢ bezposrednio do napigé fazowych transformatora u,, za$ napiecie

#; na przewodzie zerowym dodaje si¢ dopiero po przeliczeniu wedlug zaleznosci (7)

= ) % d % \ = % d =
C{ul = C)T (R]_"“j‘-tLl) i]_ = C{(Rl'{'—ELl)CZi] . (8)

Po zsumowaniu wszystkich sktadowych napigé otrzymuje sie napigcia e; srédla zasilaja-
cego. :
Napiecia uz, wyst@pujqce na rezystancji RZ, i reaktancji L2l na skutek przeptywu pradu

12, spelniaja rownosc
* d
U, = (Rz+ 7 Lz) 1.
Napigcia te przeliczone na napiecia fazowe transformatora wynosza
# * d * . . oo
uz = Cguz = CX R2+ "'d—th CAiz. ) (9)
- Po wlaczeniu tych napig¢ do obwodéw fazowych transformatora wypadkowe napiecia

Uuy; = 0.

- Ze wzordéw (8) i (9) widaé, ze rezystancje Rk, i 1ndukcyjnos01 Lk, mo?na przetransfor-
mowac przez wn:zy do obwodéw fazowych transformatora, mnozac macierze rezystanciji

Rk i indukcyjnoéci Lk lewostronnie przez macierz CZ, a prawostronnie przez macierz Cy.
Dla urzadzenia lukowego z rys. 1 mozna wigc napisaé nast@puJace réwnanie napiecio-
wo-pradowe:

. .
e1 RT] +RD 0 C{RI CA . 0 d LO‘]. +LD 0
= o + * +72' +
0 0 _R'rz 0 CiR,Cy. 0 L,
f L, C 0 L M, i
;Z N R S . ;i ri M )k (10)
1o L, cf M Ln|/li

Z zaleznosci (2) i oznaczen macierzy indukcyjnosci gtéwnych transformatora (podanych
pod réwnaniem (3)) wynikaja nastepujace zwigzki migdzy tymi macierzami: : :

LT1 = %'ZLTZ oraz MT = &LTZ:

przy czym & = SE; O = E= 1 . an
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Wystepujaca w réwnaniu (10) macierz reprezentujaca omawiane indukcyjnosci glowne
transformatora mozna wiec wyrazi¢ wzorem

Ly My 20 E E][® 0
= Ly, . (12)
My Lp, 0 E E E}J|0 E
Po zsumowaniu w zaleznosci (10) odpowiednich macierzy i przyjeciu oznaczen

d * d
Z, = Rpy +RD+E(L01 +LD)+C)1: (R1+ dr L1)C7.a
(13)

Zz = RT2+

d = d *
—E[L*’Z"*‘CX(RZ-F?ELZ) Ca,

mozemy napisacé
B A T o [
o]\ o z | lo e]l@ e &llo ]/ 1i) (4

W celu przeliczenia parametréw uktadu ze strony pierwotnej transformatora na strong
wtérna, wylaczymy poza nawias z prawej strony powyzszego réwnania macierz

[0l

oraz przez odwrotno$¢ tej macierzy pomnozymy lewostronnie omawiane réownanie

o ell1- 00 0 2 )

d L E ENTD 07(1; 15
+ g 2g /{0 E|li] | (13
Przyjmujac oznaczenia
1
e =9 le, = ‘5Eex,
i = 9, (16)
1
le = &*zzl = ??.2 EZ]
oraz wykonujac naznaczone dzialania w réwnaniu (15) otrzymuje si¢
’ i d d .
€1z Z,.+ EELM ’d—tLTz 1y, .
= d d .
0 ar Lrs Z,+ T Lz, )
Zalezno$¢é t¢ mozna przepisaé w postaci dwéch réwnan macierzowych
. d
€1z = lellz dt LTzllz dt LT212’ (18)
O—iL i, +Z,i,+ dL i
ar -T2z 22T 7213
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3. TRANSFORMACIJA DO UKEADU WSPOLRZEDNYCH SYMETRYCZNYCH

Dla ulatwienia obliczeni, réwnania (18) wyrazone we wspdlrzednych fazowych (na-
turalnych) zostang przetransformowane do ukladu wspéirzednych symetrycznych za
pomocy macierzy transformacyjnej S

1 111
=—|1 a a?|{, (19)

V3 142 a

I B 74 ) y oy 1 Y3

w ktérej a = ——§+]—2~ oraz  a*=d= —5—j5.

Macierz ta odznacza si¢ nastepujacymi wlasciwosciami:
5 I 111 _
S'=S=-—=|12a% a oraz S = ST,
,/3 1 a a?

Mnozac lewostronnie rownania (18) przez S otrzymujemy

Se,. = SZ,,S71Si;, + % SL,;,S718i,,+ —‘% SL;,S-!8i,,
20)
0= A SLy,S™'Si,,+SZ,S"1Si, + 4 SLr,S™1Si,.
dt dt
Transformacja do ukladu wspétrzednych symetrycznych S jest korzystna, gdyz dopro-
wadza wyrazenie do postaci zawierajacej mierzalne w praktyce parametry elektryczne -
ukladu zasilajacego piec (toru elektrycznego). Poza tym omawiana transformacja odznacza
si¢ niezmienniczo$cia mocy, co bedzie wykazane dalej.

Po przyjecin oznaczef
eiz = Se1z> ifz = Silza
I; = Si,, L1, = SLr,S™%, 2D
3: =SZ,,87t, Z§ =SZ,S!,
rownania (20) mozna przepisaé w postaci
. d - d .
eiz = Z§21§2+E'L§'2112+'EL§‘21;’ (22)
d s 35 S 38 d s 28
0= ar L1 +Z315 + v L1 k5.
Przeanalizujemy kolejno macierze wystgpujace w powyzszych réwnaniach.
Macierz napigé zasilajacych, przeliczonych na strong wtdrng transformatora i wyrazo-
nych we wspétrzednych fazowych, wynosi

€ 12— Ea coswt E, 1 1 . ejmt
ez = e, =—V§—” cos(wr—120°) | = 2 l/—s‘-’ a® a [e'j‘“]’ (23)
€132 cos(wt —240°%) a?
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przy czym przyjmujemy, ze zachodzi symetria zasilajgcych napieé migdzyprzewodowych,
czyli ‘wystgpuje réwnosé ich amplitud Eupy = Egpz = E,;3 = E,,. Macierz napiec e,
wyrazonych we wspolrzednych symetrycznych wynosi

11 1]t 1]y ey 0
- E“P 2 2 € _E_‘W_ jot
el = 7o 1 a a a’ a [e“f’”‘ =55 | ¢ . 24)

1 a*> ajla a®]1 e i™

Po rozpisaniu wyrazenia dla macierzy L%, otrzymuje si¢
LR Ly, M3 M3} ¢ |1 1 1
To=—=\|1 a a®||{M} Ly, M}| 5|1 @ a|=
: V3 1 a* a M3 M%Ln_]/?’.laa2
Ly, +2M3
= Ly,—M; . 25)
Lr,— M3
Na podstawie wyrazen (2) mozna napisaé zwiazki
4%
Ly,+2M3% = L) = ———— (W)?,
T2 th Ao ( 2) (26)
3
Lry—M% = L,= A(W,)*.

Przeksztalcona macierz induKcyjnoséci gtéwnych transformatora ma wigc postaé

7
Ly, =L, = L, s 2n

przy czym L% oznacza indukcyjno$é transformatora dla wspétrzednej zerowej pradu
magnesujacego, za$ L;, — dla wspdirzednej zgodnej i przeciwnej tego pradu.

Dla obliczenia macierzy Z3,, okreslonej wzorami (21), (16) i (13), obliczymy kolejno
jej czeéei skiadowe

S,S.—Z [RTl +RD+ ‘% (Lgl +LD)] S~1 1912 [RT]_+RD+ d (L 1 +LD)]
oraz
' . 30.—2(.§1+ii1) 0 0
S9-2CT (1"&1+ﬁ£1)cls—1 - dt
A\ Rt 0, 00
0 00

Przyjmujac oznaczenia

*
Lcl +LD + 3LL)] ,

o 1
1z = 192 [RT1+.RD+3R1+ dt (

(2%)
Z;z 02 [-RTJ. + RD + (Lcl. + LD)]
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mozna napisaé -

Zi.=| - Zi. . 29)
zi,
Z powodu braku przewodu zerowego warto§¢ Z7, — oo, przy czym omawiane przejscie

do granicy bedzie uwzglednione dopiero w dalszych rozwazaniach.
W podobny sposéb obhczamy macierz Z3 okreslonq wzorami (21) i (13), przy czym

nalezy zaznaczy¢, Ze macxerz R2 zawiera rezystancje toru w1e1kopradowego 1 tukow elek-
trycznych, za$§ macierz L2 zawiera indukcyjnosci wlasne i wzajemne toru wielkopradowego

<)

d
S(RT2+ —ELGZ)S—I = (er'l' dt

. * d *
SCK R2+ "ZZ?LZ (:AS_1 =

STt oo - Rus+rm
=-—|1 a a*|}-1 1 0O p * +
R
V3 1 &% a 0 -1 1 L2t * *
- _ Rps+rs
‘ LLL M21 M13 1 -1 0 1 1 1
—_ 0 1 -1 —1— 1 &% al=
+ dr Mlz LL2 M23 /* -
-1 0 1|V°|1 a @
_ - M13 Mzs LL3
0 .0 o 0 ‘
* * = Tk %* * * %= * = * %
=|0 Ry +r +Rea+72+Rps+rs - o = [Rez+ra+a(Ryy +r)+a*(Ros+r)l ] +

¥ * » ® * * * L * * * *
0 —[Rio+rs+a(Rps+rs)+a?(Rey+7)] Rey+ritRpp+ra+Ris+rs
0 0 0 B
* % * * *® .
0 LiL,+Ls—M;,—M,;3— M13 ,
[LL2 +aLL1 +02LL3 +2(M1.3 +aM23 +a M12)]
0 —[LL2+aLL3+a2LL1+2(M13+aM12+a Mzs)],

* & *
Ll +L2+L3 M12—M23*M13_

.

dt

Przyjmujac oznaczenia
R = _3 (Ruy+ 71+ Ryat 1o+ Res +75),
R = Uy st alRus +72)+ a2 (Res +72),
1

.
R’ = [RLl +"1 +02(RL2 +"2) +a(RL3 +"3)] )
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E

1 = % %

Lo = '§'(LL1 +LL2+LL3),

*, 1 = * 2

L'= “g‘(LLl +aLp,+a*Lys), €]
3 1 = * *
L= 3 (L +aLpy+alys),

= 1 * *
M°® = ?(M23+M1,3+M12)9

i = * ; '
M = ?(Mzs +aM,; +02A*412)a

. i * # %
M" = _3‘(M23+02M13 +aM,,),

‘mozna macierz Z5 wyrazi¢ wzorem

_ J : _
Rra+ E—t—L, 0 0
5 * d % % % d =* #
2 = 0 RT2+3R”+ — [L(,2 +3(L°~M%], —3a [R”+ E(L"+2M")] >
* d # *
0 ~3a? [ (L +2M )] » Rra+3R°+ —d—t[L,,2+3(L°—M°)]

(3D

Transformatory piecowe sa najczeéciej taczone w ukladzie D/d oraz Y/d. W przypadku,
gdy uzwojenie pierwotne jest polaczone w trdjkat, to wspdirzedne symetryczne napieé
zasilajacych ej ., wyznaczone na podstawie zaleznosci (23) i (7), wynosza

0 ,
(1-a)” |, (32)
(1 —a?)ei=

eiz = chelz = 219

Natomiast macierz Z3, w przypadku tréjkatowego polaczenia mozna obliczy¢ z zalezno$ci

Ay +cT (ii,,+ ii,,) cA}s-l. (33)

S i -2
1= S% {RT‘+dt dt

Poniewaz zachodza zaleznosci

d _ 1 d
) S9- (RT1+ T ¢1)S = =92 (-RT1+ 7 )E
oraz ’
000
SS‘"ZCA(RD+—d-—LD)CAS‘ 1 (RD+ 4t ) 03 0],
d 92 dt 00 3




Model matematyczny stalowniczego urzadzenia lukowego 383

wigc przyjmujac oznaczenia

1 d
Z?z = ’19—2 (RT1+ El«n) >
(34)
Zl = 2| Rey 438, + @, 430
1z = g | Rra Dt s1+3Lp)|,
mozna macierz Zj, wyrazi¢ wzorem
Z8.

Zi..

Na podstawie réwnan macierzowych (22), po uwzglednieniu w nich wyzej wyznaczo-
nych wyrazei dla odpowiednich macierzy, mozna utozyé w najogdlniejszym przypadku
sze$¢ réwnafi rézniczkowych. Dla rozwigzania tych réwnan konieczna jest znajomos§é
charakterystyk dynamicznych tuku elektrycznego.

Warunki wyladowania tukowego ulegaja w piecu lukowym duzym zmianom w czasie
jednego wytopu. Z tego powodu wiasciwosci tuku zmieniaja si¢ tez w czasie pracy pieca.
Przeprowadzone wstepne badania tukéw elektrycznych réinych piecéw wykazaly, ze
w okresie roztapiania wsadu prady tukdw sq silnie odksztalcone, co wynika z nieliniowego
charakteru tuku. Przy duzej iloSci ptynnego wsadu prad tuku jest mniej odksztatcony,
a natomiast po calkowitym roztopieniu wsadu i wytworzeniu na nim zuzla tuk, zwlaszcza
krotki, jest stabilny i jego prad jest w niektorych okresach w przyblizeniu sinusoidalny.

Z powyzszych uwag wynika, Ze w pracy pieca tukowego mozna wyr6zni¢ okresy pracy
dynamicznej, w ktérych tuki odznaczajg si¢ nicliniowymi i ciggle zmieniajacymi si¢ charak-
terystykami dynamicznymi, oraz okresy pracy statycznej, przebiegajgcej w warunkach
usprawiedliwiajacych traktowanie luku w przyblizeniu jako elementu liniowego. Poprzed-
nio sformutowany model matematyczny urzadzenia tukowego umozliwia przy zastosowaniu
cyfrowej techniki obliczeniowej przeprowadzenie obliczeni stanéw dynamicznych urzadze-
nia lukowego. Konieczna jest przy tym znajomo$¢ trajektorii dynamicznych tuku. Badania
nad przebiegami tych trajektorii nie sa obecnie dostatecznie rozwinigte, jakkolwiek wiele
ofrodkéw naukowych prowadzi badania tukéw elektrycznych w réznych aspektach.
A wigc po dokladnym poznaniu wszystkich wlasciwosci wyladowari tukowych w piecach
mozna begdzie wykorzystaé wspomniany model matematyczny do opisu zjawisk nielinio-
wych, wystepujacych w urzadzeniu tukowym. '

4, OPIS STANOW STATYCZNYCH URZADZENIA LEUKOWEGO

W dalszym ciggu omawiany model matematyczny zostanie uzyty do opisu stanéw
statycznych urzadzenia lukowego przy zalozeniu, ze przebiegi pradéw tukéw sa sinusoidal-
ne. W przypadku takich tukéw uklad réwnas rézniczkowych (22) jest uktadem liniowym
o stalych wspolczynnikach.

Analiza pracy urzadzenia zostanie przeprowadzona przy zastosowaniu metody sym-
bolicznej, czego wyraZnie nie bedzie si¢ zaznaczaé, aby zbytnio nie komplikowaé zapisu.
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Przy przyjeciu tej metody nalezy w réwnaniach (22) oraz wyrazeniach (28), (31) i (34)
zastapié operator—g;-przez wyrazenie jo. Réwnania te Zmienia si¢ wiec w rownania al-
gebraiczne o postaci

Sz — (ZSZ+ZS)ISZ+ZS S
1 1 ‘nwl A1 ,u 2 (36)
0 = Z 1.+ (Z5+ Z)I5,
przy czym
Z;, = joLy, = jokL;,.
Po obliczeniu z drugiego réwnania (36) macierzy I i podstawieniu jej do pierwszego
réwnania dochodzi sie do zalezno$ci

1z = {Ziz"" [(Z/st)—l'l‘ (ZZ)_ll—l}Iiz. 37
Schemat zastepczy odpowiadajacy tej zalezno$ci przedstawiono na rys. 2.

Rys. 2. Macierzowy schemat zaste¢pczy urzadzenia tu-
kowego odpowiadajacy zalezno$ci (37)

" We wzorze (37) wystgpuje wyrazenie

(Z) ™ +(Z)™7 = ZW(Z; +25)7'Z5 = K3Z3,
przy czym
s = Z‘(ZS+Z) 1 | (39)
qut uogolniong przekladnig Thevenina. Natomiast wyraZzenie _
Z,, =7, +K3Z; (39)

jest macierzowa impedancja urzgdzenia widziana od strony pierwotnej transformatora
i przeliczona na strong wtérna.

Na podstawie wzoru. (37) i drugiego wzoru (36) mozna wyznaczyé interesujace nas
wielkosci. urzadzenia lukowego. Na przyklad przy znanej macierzy Ef, wspéhrzednych
symetryczaych fazowych napieé zasilajacych (wzér (24) lub (32)) oraz przy znanych
macierzach impedancji Z;, Z3, i Z; mozna obliczy¢ macierz I3, wspGirzgdnych syme-
trycznych pradéw fazowych strony pierwotnej transformatora, przehczonych na strong
wtorng:

= {Z3.+[(Z) ™+ (Z) 1} EL. - (0
W tej zaleznosci latwo jest uwzgledni¢ poprzednio wspomniane przejécie do gramcy

21 — 00, wymkajqce z braku przewodu zerowego. Znajomo$¢ ma01erzy I, umozliwia
wyznaczeme pradéw fazowych strony pierwotnej

I, = 97187K,. (1)
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Macierze pradéw fazowych strony wtérnej, wyrazonych we wspolrzednych symetrycz-

nych i we wspdirzednych fazowych mozna obliczy¢ z drugiego réwnania (36)
= —ZZ L5+ 7257, = - K1,

2 ( ) 241 (42)

Iz = S—II; . .

Macierze wspdtrzednych symetrycznych i fazowych pradéw magnesujacych wyzna-
czaja zaleznoSci :
E =14+ = Z5(Z,+ Z35) 15,
w =13 . ( 1 @)
= S7'L,.
Transformacja do uktadu wspdirzednych S odznacza si¢ niezmienniczoscia mocy, tzn.
= @E=FSSE=TE=pP,. @)
Moc urzadzenia tukowego obliczona na podstawie powyzszego wzoru przy uwzgled-
nieniu zalezno$ci (36) i43) wynos1

Py = @z R+~ (Iﬂf]zzaﬂ—P)ﬂay)T'azmzsr

Po uproszczeniu tego wyrazema i uwzglgdmemu réwnoéci Z T, = —Z515, wynikajacej
ze schematu na rys. 2, otrzymuje sig
Py = (1) ZLX A+ G 25+ B)T Z5 15 . (45)

Pierwszy skfadnik przedstawia moce tracone w dtawiku i uzwojeniu pierwotnym transfor-
matora, drugi skladnik — moc pobierang na magnesowanie rdzenia, trzeci skfadnik —
moce tracone w uzwojeniu wtérnym transformatora i torze Wlelkoprqdowym oraz moce
wydzielane w tukach elektrycznych.

Przy analizowaniu urzadzenia tukowego mozna poshuzyé sie jeszcze innym schematem
zastgpezym niZz pokazanym na rys. 2. Aby to wyjasni¢ przeksztalcimy réwnania (36) w ten
sposob, ze obliczone z pierwszego réwnania wyrazenie dla IS, podstawimy do drugiego
réwnania. Otrzymuje sic wtedy zaleZnoéé

0= {Z;(Z +Z;)‘1Z§2+Z§}I§+ZZ(Z31,+Z,i)"lEslz
Poniewaz wyrazeme .
1= ZUZL+Z) (46)

Jest uogdiniong przekladnig Thevenina, wiec powyzsze réwnanie. mozna przepisaé w pos-
taci

0= (KiZ,+Z5)L + K Ej,. “7n

Roéwnaniu temu odpowiada schemat pokazany na rys. 3.

52 2z If
ed J S ¢
d)xffli Rys. 3. Macierzowy schemat zastepczy 'urzqdzenia
lukowego odpowiddajgcy zalezno$ci (47)
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Uogdlniona przektadni¢ Thevenina (46) mozna przeksztalci¢ do postaci

_ ‘K20 0
Ki=|0 K; 0|, (48)
0 0 K;
przy czym
o JXp
1 Z?z +]X,? B
K= g% oL ! ~ 1.
Ziz+jXy 1+ Zy, -Rlz X1,
JXu . JXé X,

I I

X’ X,, sa pomijalnie male,

zwlaszcza gdy urzadzenie tukowe nie ma diawika.

Z symetrycznej budowy transformatora piecowego wynika, Zze wspolrzedna zerowa
I2 (jego wtérnych pradéw fazowych jest réwna zeru. Réwniez wspdirzedna zerowa E?,
i przeciwna Ej. napigC zasilajacych sg réwne zeru ze wzgledu na symetrie napieé miedzy-
przewodowych E,; w rozdzielni piecowej. Biorac powyZzsze pod uwagg oraz fakt,2e K1 ~ 1,
mozna pominaé macierz K we wzorze (47). Wz6r ten uprosci si¢ wigc do postaci

.= —ZL°E, (49)
przy czym
v =75.+7Z5.
Stany pracy statycznej urzadzenia lukowego mozna wigc wyznaczy¢ z wystarczajaca dla

technicznych obliczenn dokladnoscia, na podstawie zaleznosci (49), znacznie prostszej
niz zaleznos¢ (36).

5. WNIOSKI

Stalownicze urzadzenie lukowe stanowi zlozony i interesujacy obiekt pod wzgledem
teoretycznej analizy jego pracy. Sformutowany model matematyczny umozliwia analizowa-~
nie zaréwno dynamicznych jak i statycznych stanéw pracy takiego urzadzenia.

Stany dynamiczne mozna badaé na podstawie réwnan (22) przy zastosowaniu cyfrowej
techniki obliczeniowej. Potrzebna jest przy tym znajomo§¢ odpowiednich parametrow
elektrycznych diawika, transformatora piecowego, toru wielkopradowego oraz charak-
terystyk dynamicznych tukéw elektrycznych. Dzieki przedstawieniu réwnan napieciowo-
-pradowych we wspdlrzednych S, wystepujace w tych réwnaniach parametry elektryczne
sa mierzalne i latwe do wyznaczenia nieskomplikowanymi metodami pomiarowymi.

Na podstawie réwnari (36) i (37) lub uproszczonego réwnania (49) mozna wyznaczy¢
i analizowaé statyczne stany pracy urzadzenia tukowego, wystepujace w réznych zadanych
warunkach, jak np. przy dowolnie zadanej nieréwnosci pradéw tukéw, przy réwnych
rezystancjach tukéw itp. Na podstawie takiej analizy fatwo jest ustalié najkorzystniejsze
stany pracy urzadzenia fukowego.
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A. KURBIEL
MATHEMATICAL MODEL OF STEELMAKING ARC APPLIANCE

Summary

The arc steelmaking appliance forms a complex and interresting object for the theoretical analysis
of its operation. A mathematical model which allows for the analysis of both transient and steady states
of this appliance is given in this paper.

Transient states may be examined on the basis of equations (22) and of the digital mathematical method.
The knowledge of suitable electric parameters of the reactor, furnace transformer, current carrying system
and dynamic characteristics of electric arcs is needed. Due to the representation of voltage-current equations
in components S, parameters appearing in this equation are measurable and easy to evaluate with simple
measuring methods.

On the basis of equations (36) and (37) or the simplified equation (49), operational steady states occur-
ring in different conditions, e.g. given asymmetry of arc currents, equal arc resistances and others, may
be determined. From this analysis it is easy to evaluate optimal operational states of an arc appliance.

A. KURBIEL

MODELE MATHEMATIQUE D’UN DISPOSITIF A ARC
POUR SIDERURGIE

Résumé

Le dispositif & arc pour sidérurgie constitue un objet complex et intéressant pour I'analyse théorique.
On a préparé un modéle mathématique qui permet d’analyser les régimes statiques et dynamiques du
travail,

Les régimes dynamiques peuvent etre déterminés a partir des équations (22) a I’aide des calculs nu-
mériques. Ainsi doit-on connaitre les valeurs des parameétres électriques du trafo de four, d’inductance,
des barres du courant fort et les caractéristiques dynamiques de Parc. Comme les équations-relations entre
courants et tensions sont transformées par S, les paramétres électriques sont mesurables et faciles a dé-
terminer par les simples méthodes. v

Les équations (36) et (37) ou P’équation simplifiée (49) permettent de déterminer et d’analyser les
régimes statiques du travail du dispositif & arc dans les conditions diverses, p.ex. déséquilibre arbitraire
des courants, égalité des résistances d’arcs etc. Une telle analyse peremet d’établir les conditions optimales
du travail du dispositif & arc.
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A. KURBIEL

MATHEMATISCHES MODELL EINER LICHTBOGENOFENANLAGE EINES
STAHLWERKS

Zusammenfassung

Eine Lichtbogenofenanlage eines Stahlwerks bildet ein verwickeltes und interessantes Objekt fiir
die theoretische Betriebsanalyse. Das erarbeitete mathematische Modell ermdglicht die Analyse sowohl
im dynamischen, als auch statischen Zustand dieser Anlage. Die dynamischen Zustidnde kénnen auf Grund
der Gleichungen (22) unter Anwendung der Digitalberechnungstechnik gepriift werden. Dazu sind aberl
Kenntnisse iiber die entsprechenden elektrischen Parameter von Drosselspulen, von Ofentransformatoren,
Hochstromleitungen und dynamischen Lichtbogeneigenschaften erforderlich. Dank der Darstellung der
Stromspannungs-Gleichungen in Form von Symmetrickoordinaten S sind die in diesen Gleichunge
auftretenden en elektrischen Parameter meBbar, und konnen mittels wenig komplizierter MeBmethoden
bestimmt werden.

Auf Grund der Gleichungen (36) und (37) bzw. der gekiirzten Gleichung (49) konnen die statischen
Zustinde einer Ofenanlage in verschiedenen gegebenen Arbeitsverhiltnissen bestimmt und analysiert
werden, wie z.B. bei beliebig gegebener Stromsymmetrie des Lichtbogens, bei gleichen Lichtbogenresistan-
zen u.dgl. Auf Grund einer solchen Analyse bietet die Bestimmung der giinstigsten Betriebszustinde der
Ofenanlage keine groBeren Schwierigkeiten. ’

A. KYPBEJIB
MATEMATHYECKASI MOJIEJTb CTAJIEIUIABMJIBHOM JYTOBOH ITEYX

“Pesmome

JIyroBast CrTayelUIaBUiIbHAA IIeub IIPEACTaBIsieT CoOOH CIIOKHBIH M WHTEPECHBIH OOBEKT ¢ TOUKH
spesus TeoPeTHUYEeCKOoro ananusa ee paGorsl. ChopMynupoBaHa MareMaTHUIECKasd MOJENE IIO3BOJIAIOIIAL
Ha aHANHN3, KAaK OUHAMHUECKHMX TaK ¥ CTATHUCCKHUX PEXKIMOB PaGoTHI NEeuH.

JIMHAMITIECKIH DEYKIM MOYKHO HCCIICOBATh HA OCHOBAaHMM ypaBHeHmil (22) mpumeHss IudpOBYIO
BBIUACTUTEIBHYIO TeXHUKY. HeolXoauMo IIpE 2TOM 3HAKOMCTBO COOTBETCTBYIOIIMX OSJIEKTPHUECKHX
TIapamMeTpoB JIPOCCEIIA, HEUYHOrO TPAaHC(HOPMATOPa, KOPOTKOM ceTw ¥ AHHAMMUECKHX XaPaKTEPHCTHK
BJIEKTPHYCCKHX AYT. Blarojaps IpeACTaBIICHIIO YPaBHEHMI HANPSIKEHNE-TOK B CHCTEME KOOpAHHAT S
BBICTYHAOUIME B 3THX YPABHCHMAX IJIEKTPHUECKME NapaMeTpbl W3MEPHMBI M HETPYAHBI AN ONpene-
JIEHMS HECIIOMKHBIMH H3MEPHUTE/IBHBIME METOHAMH.

Ha ocHosauuu ypaBHerumi (36) 1 (37) nnu yupoileHHOro ypasHEeHuA (49) MOXKHO OIPENETHTh M aHa~
JIMBHPOBATh CTATUUECKUE PEXUMBI paboThl AYroBoil Ieuw, BBICTYNAIONME B PasIIUHbIX SaJaHHBIX
VCHAOBHSX, KaK HAOpHWMEP HPH IIPOH3BOJIGHOM 3a8/IaHHOM HEPABEHCTBE TOKOB, IPH PaBHLIX COIIPOTHBIE-
HUAX Ayr % T. 0. Ha OCHOBaHMM TaKOTO AHANIM3A JIETKO YCTAHOBHTH OITUMANIBHBIE PEYKHUMBI paboTHL XY~
TOBOH IIeYd.
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Idee przesylu enei*gii ‘elektrycznej

|
T - , _ 621.315.05
|
| § . .o . . . . .
z zastosowaniem kompensacji dlawikowej niby-ciaglej

" STANISLAW SZPOR (GDANSK)

Otrzymano 2, 11 1976

‘ Przedstawiono zasady kompensac_u poprzecznej (dlaw1kowe_1) niby-ciagtej dla hml
} przesylowych na najwyzsze napigcia i o najwigkszych dtugodciach, nawet rzedu kilku tysiecy
| kilometr6w. Kompensacja ta moze daé ogromne zwickszenie szybkosci fali i diugoscei fali,
l nawet do 30000...60000 km. Kompensat;ja bardzo silna, zblizona do idealnej, bedzie wy-
| : magaé zastosowania na kazdym stupie' kompensacji mechanicznej zwisu.. Przewiduje sie;
! Ze nie bedzie potrzebne gesciejsze rozmieszczenie dtawikow niz ¢0:200...500 km.
" Istnieje mozliwo$é wyzyskania dlawikow jako transformatoréw obniZajacych do za-
silania miejscowych odbiorbw przy linii przesylowej. Moce indukcyjne diawikow dla calej
linii wypadaja ogromne, na przyklad przy linii 1-torowej dla 1100.. .3000 kV okoto 80000..
..600000 MVA.

Przewiduje sie dla najwyzszych napieé prace nad transformatorami energetycznymi

kaskadowymi, nad wytrzymalo$cia elektryczng wielkich przerw iskrowych — z zastosowaniem -

nowych zasad fizykalnych dla iskry dlugiej, nad ograniczeniem wsp()lczynnika przepigcio- -
wego do.1,2...1,3. Proponuje si¢ tez prace nad wylaczaniem linii przez szybkie kasowame _
‘wzbudzenia pradmc

Takie linie beda usuwaly trudnosa ze szczytarm dobowym1 obc1qzen — przy kiefanki
wschod-zachod, albo ‘trudnosci ze szczytami rocznymi obcigzefi — przy kierunku pétnoc-po-
tudnie. Linia Syberia<Polska usunie calkowicie trudnosci-Polski ze szczytami.dobowymi.
Wskazano trzy mozliwosci realizacji linii Polska—Szwecja: jedna ladowa, morskq kablowa
i morska napowietrzna.

Omawia si¢ widoki podwojnej, bardzo ekonomicznej eksploatacji polskiego wegla:
elektrownie podziemne, wyzyskiwanie ze spalin dwutlenku wegla dla intensyfikacji ogrod-
nictwa i dla produkcji syntetycznej Zywnosci.

W zalaczniku I bada si¢ rozklady napiecia i pradu wzdluz linii przesytowej w stanie
jalowym bez kompensacji, z kompensacja dtawikowa réwnomierna oraz niby-rownomierna.
Przyklady liczbowe odpowiadaja dtugosci linii 1500 km przy czestotliwosci 50 Hz, a kompen-
sacje niby-rownomierna rozpatruje si¢ dwuodcinkowa i piecioodcinkowa. Kompensacja
pigcioodcinkowa okazuje si¢ bardzo skuteczna, z wahamaml napiecia wzdtuz linii do oko-
lo 10%.

w zalaczmku II omawia si¢ pobieznie stateczno$¢ statyczng przesylu bez kompensac_u
z kompensacja dtawikowa i z kompensacja kondensatorowa, ktora uznaje si¢ za zbyt kosz-
towna.

1. WSTEP

Obecne linie przesylowe na najwyzsze napigcia, 400 kV, 500 kV i 750 kV stuza do prze-
sylu wielkich energii na umiarkowane odlegloéci, przewaznie rzgdu kilkuset kllometrow

11 Rozprawy Elektrotechniczne



390 ' S. Szpor

Najczgscxe_] chodzi o przesyt z wielkich elektrowni wodnych do wielkich centréw zuzycia
energii. Tak jest w Szwecji, Francji, Kanadzie. Znacznie wigksze odleglosci, rzedu tysigcy
kilometréw, wchodza i wejda w rachube na Syberii w ZWlQZku z zasobami wodnymi i wegla
odkrywkowego i w Ameryce w zwigzku z ogromnymi zasobami energii Amazonki. Bardzo
wielkie odleglosci wystapia, jezeli bedzie si¢ wyzyskiwa¢ mozliwosci energetyczne réznic
temperatury wody morskiej na réznych gigbokosciach na terenach tropikalnych.

Juz obecnie studiuje sie linie na napigcia przemienne 1100 kV i 1500 kV do realizacji
" w bliskiej przysztoéci. Jednakze wedtug klasycznej nauki o przesyle napow1etrznym prze-
widuje sie tylko odlegloéci niewielkie w poréwnaniu z dtugoscia fali, ktéra wynosi 6000 km
dla 50 Hz, 5000 km dla 60 Hz. Wyjatkowo przewiduje si¢ odlegto$é pétfalows, 3000 km
lub 2500 km. Jednakze z przesylem péifalowym sa zwiazane do$¢ ucigzliwe zastrzezenia.
Nie ma tych ograniczed w przesyle na prad staly, ktory juz realizuje si¢ na przyklad w Zwigz-
ku Radzieckim.

Zalety przesytu pradem przemiennym sklonily autora do opracowania kompensacji
poprzecznej niby-ciaglej. Dlawiki poprzeczne bgda rozmieszczone stosunkowo réwmno-
miernie wzdtuz linii, na przyktad w odstepach 200...500 km. Rozwigzanie to pozwoli na
realizacje przesyhi pradem przemiennym nawet na odlegtosci wigksze niz 6000 km. Mozna
przewidywaé napigcia perspektywiczne 2200 kV i 3000 kV. Mozna przewidywag, ze wy-
sokonapigciowcy dadzq sobie radeg z wytrzymalosaq izolacji, z przepigciami wewnetrznymi
i z ulotem.

Takie linie przesytowe dadza obok kilku korzyéci znanych z literatury dwie wspaniate
mozliwosci:

1. Linie wschéd—zachéd pozwola opanowaé znakomicie szczyty dobowe obcigzen —
dzigki kilkugodzinnemu przesuni@ciu miqdzy zachodami slorica na kraﬁcach linii, Naj-
WS
2. Linie pélnoc—potudnie pozwola opanowaé szczyty roczne obciazen, wahama lato—zi-
ma. Wielkim przykiadem jest przesyl: krarice Ameryki Potudniowej —elektrownie na Ama-
zonce — Ameryka Srodkowa — wschodnie czgéci Stanéw Zjednoczonych — Kanada.

2. ZASADA KOMPENSACJII POPRZECZNE]J NIBY-CIAGLEJ

W linii bez kompensacji szybkos¢ fali, dtugo$é fali oraz impedancja falowa odpowia-
daja wzorom '

L 300000 kmfs, 1)

* T VL.G
‘(przy 50 Hz) Ao = v, T = 6000 km, 2
s |
Z, = }/ = 3)

Kompensujac (zmniejszajac) badz L,, badz C,, badz obydwa parametry, mozna znacz-
nie zwigkszyé szybkosé fali i diugosé fali. Niestety zwieksza si¢ takze impedancja falowa.
Kompensacja szeregowa (podhizna) kondensatorowa bylaby ogromnie kosztowna dla
wielkich odlegtoéci i dla bardzo wysokich napi¢é. Kompensacja réwnolegta (poprzeczna)
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diawikowa jest daleko ekonomiczniejsza. Konstrukcje indukcyjne bowiem zwickszaja
ciezar i cen¢ tylko umiarkowanie, kiedy moc rosnie.

Jezeli kompensacja dtawikowa ciagla (rozlozona mniej lub wiecej réwnomiernie wzdtuz
linii) zmniejsza pojemno$§¢ czynna linii do wartosci

C =yG,, @
to szybko$é, dlugoéé fali i impedancja falowa odpowiadaja wzorom:
v = 1300 000 km/s, 5
123
A= 7—116000 km, ©)
Y
Z,
Z="2°. , (M
\ V7
Charakteryzuje si¢ mozliwosci nastepujgcymi obliczeniami
¥ = 0,01 0,04 0,00 0,16 0,25
v = 3-10¢ 1,5-10° 1,11- 108 0,75+ 10° 0,6 - 10° km/s ¥
A = 60000 30000 20000 15000 12000 km
Z|Z, = 100 - 25 - 11,1 6,25 4

Wartosci y = 0,09...0,16...0,25 odpowiadaja kompensacji umiarkowanej, osiagalne;j
przy klasycznej konstrukcji linii 0 zmiennym zwisie. Wartosci y = 0,01...0,4 odpowiadaja
stalej wartosci C,, tj. stalego zwisu. Warunek ten sprowadza si¢ do stosowania kompen-
sacji mechanicznej zwisu na kazdym stupie. Bedzie to linia o stalym naciggu mechanicznym
i o stalym zwisie. ) .

Najdrobniejsze roztozenie dlawikéw to rozloZenie na kazdym stupie. Zwykle bedzie
wystarczajace rozmieszezenie rzadsze, na przykiad w odstgpach miedzy kolejnymi diawi-
Kami réwnych okoto 200...500 km. Odstep ten bedzie przedmiotem obliczen technicznych
i ekonomicznych. ' '

3. BADANIA I DODATKOWE WYZYSKANIE DEAWIKOW.

Wedtug szkicowanych projektéw mozna wyobrazié¢ sobie konstrukcje diawika o rdzeniu
jednostupowym, z wieloma szczelinami izolacyjnymi. Izolacja szczelin bedzie olejowa albo
gazowa, na przyktad mieszanka termoelektryczna wedlug rozwiazania polskiego, a zwlasz-
cza mieszanka H,-SFs. Uniknigcie gospodarki olejowej jest pozadane przy rozmiesz-
czeniu dlawikéw wzdtuz linii’
= Istnieje mozliwosé wyzyskania dtawikéw jako transformatoréw przez dodanie uzwojenia
wtérnego. Bedzie to bardziej ekonomiczne niz zastosowanie transformacii zwyklymi
transformatorami. Uzyskanie odbioréw energii wzdtuz linii moze by¢ bardzo pozyteczne

1 Czytelnicy zwazywszy na teori¢ Einsteina przyjma moze z niedowierzaniem wartosciv = 3+ 10i km/s.
Wyjasnia sie, Ze nasze v nie ma takiego sensu fizykalnego, jak szybkosé w ruchu fal udarowych w linii kom-
pensowanej, ktora pozostaje rowna 3 - 10° kmy/s. - ‘

11*
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naprzyklad na Syberu, w.pustynnych rejonach Afryki, czy w-Ameryce Potudniowej. Moze
to ulatwi¢ zakladanie nowych oSrodkdw przemystowych i urbanistycznych.:

v Moceindukeyjne dlawikéw dla calej linii przesytowej wypadaja ogromne Na przyklad
przy odlegloéci 1000 km, przy linii jednotorowej moc indukcyjna bylaby :
przy 1100 ... 1500 ... 2200 ... 3000. kV

8000 ... 15000 ... 30000 . . 60000 MVA.

Te imponujace wartosc1 mocy blernej wskazuja, ze bez kompensacji hma taka dzia~

lalgby wprost zwierajaco na Zrédla nawet najsilniejsze.

4. DODATKOWE POTRZEBY BADAN I OPRACOWAN

_ Kompensacja dtawikowa niby-ciagla nie wyczerpuje potrzeb. Konieczne sa réwnolegle
opracowania réznych elementéw poza kompensacja.

Najwyzsze napiecia beda wymagaly transformatoréw energetycznych kaskadowych:
moze juz na 1100...1500 kV, a z pewnoscia na 2200.:.3000 kV. Powtarzane czesto zastrze-
zenie, Ze kaskada nie pozwoli opanowaé zbyt wielkich napigé zwarciowych, jest przesa-
dzone. Nalezy pracowa¢ nad rozwiazaniami kaskadowymi.

Nalezy dazyé do mniejszych wspStezynnikéw przepieciowych dla przepieé wewnetrz-
nych (stosunkéw przepiecia do napiecia roboczego). Obecnie__v'vskazuje si¢ optimum
k =~ 1,5. Bardzo pozadane jest zejécie — dla najwyzszych napieé znamionowych — do
k ~12...1,3. Bedzie temu sprzyjaé- kompensacja dlawikowa niby-ciaglta. Poza tym
nalezy opracowaé sterowanie synchronizacyjno-elektroniczne wylacznika. Da to bardzo
wielki efekt. Nalezy tez rob1c proby wquczanla linii przez bardzo szybkie skasowanie
wzbudzenia pradnic. :

Nalezy pracowaé nad wytrzymalosc1q elektrycznq w1elklch przerw 1skrowych Prze-
widuje si¢ ogromne trudnosci przy obecnych rozwigzaniach. Wylaniaja sie rézne mozii-
wosci-doskonalszych rozwigzan dla-wielometrowych przerw powietrznych i dla izolatoréw
wiszgcych. ‘Walka o wytrzymato$¢ bedzie walka z liderem schodkowym piorunowym.
Lider schodkowy §lizgowy otrzymano niedawno w Gdansku. Walka o wielka wytrzy-
mato$§é bedzie polegata na eliminacji schodkow.

Ochrona odgromowa tych linii musi by¢ idealnie dobra. Nalezy w tym celu znacznie
udoskonalié i zaostrzyé obliczenia na przeskoki odwrotne.

5. ZNACZENIE DLA POLSKI

Polska nalezy do krajéw o najwickszych trudno$ciach z dobowymi szczytami obciaze-
niowymi. Linia Syberia—Polska usunie radykalnie te trudnosci. Przedtuzenie linii do
Europy Zachodmej nie quzw miato dla Polski wielkiego znaczenia energetycznego. Be-
dzi¢ miato natomiast ogromne znaczenie dla krajéw zachodnich. Polska bedzie pobieraé
od-nich oplaty dewizowe za tranzyt. )

Polska moze nie tylko bra¢ udziat w wymianie czasowej energii, lecz réwniez dostarczaé
nadwyzke swej energii na wielka szyne¢ migdzykontynentalng. Mozemy na przyklad dostar-
czad energi¢ podstawowa Szwecji oraz Szwajcarii. ’
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Linia Polska—Szwecja moze byé zrealizowana 3 sposobami:

1. przez kraje baltyckie i Finlandig, z wielka korzyécia dla tych krajéw,

2. kablem przez Baltyk, na 400...500 kV, z transfoxmatoraml podwyzszajqcyml na obu
wybrzezach,

3. liniag napowietrzng nad Baltyklem przy glebokosci morza nie przekraczajacej kilku-
dziesigciu metréw.

Sposoby 2 i 3 zapewne wyzyskiwatyby Bornholm.

Mozna wyobrazi¢ sobie polskie elektrownie na weglu kamiennym jako podziemne, przy
kopalniach. Nie bedzie prawie zupelnie transportu wegla. Zuzel bedzie pozostawiany pod
ziemig. Spaliny, reprezentujace cieplo oraz CO,, beda moze wyprowadzane nad kopalnie
do wiclopigtrowych zakladéw ogrodniczych, gdzie si¢ bedzie moze produkowaé jarzyny
i owoce w atmosferze bogatej w CO, i przy naswietlaniu elektrycznym, a wigc réwniez
w zimie, albo beda dostarczane do zaktadéw chemii spozywczej, realizujacych syriteze
biatka, ttuszczéw, weglowodanéw i skrobi. Bedzie to bardzo ekonomiczne podwéjne wy-
zyskanie wegla: dla energetyki i dla produkcji zywnosci. Lepiej bedzie wigc eksportowaé
nie wegiel, ale energie elektryczna i artykuly spozywcze.

“Polska powinna produkowaé aparaty i transformatory na najwyzsze napiecia dla siebie
i na eksport. Bedzie to eksport bardzo korzystny: male zuzycie surowcdéw, duzo robocizny,
dobre ceny wobec matej konkurencji. Bedzie to najpowazniejsza dziedzina eksportowa
w_elektrotechnice polskiej. Znacznie korzystme_]sza niz rézne inne obiekty eksportowe
zuzywajace bardzo duzo stali.

Zalacznik I

‘Rozpatruje si¢ stan jatowy linii o dtugosci przykladowej I=2 /4 ="1500 kin, -
"Bez kompensacji dlakaowej (rys. 1-A) mozna wyrazw zmlennosc naplqma i prqdu
wzdtuz linii wzorami [8] -

U, = U cos bx, 8)
4 = jU, sin bx, ' )
przy czym v
2w : : \

Krzywe U, , I, Z przedstawxono narys. 2ina rys 3w funkcji stosunku x/I = x / (Ao [4).
Zmienno§¢ napigeia U, jest bardzo wielka: 100-procentowa.

* Na rys. 1-B przedstawiono kompensacje dwustopmo‘wq, przy podziale linii na dwa
réwne odcinki 4/8. Dla odcinka 2—3 mozna napisa¢ [8]

Z7k,_ = U, cos bx+ 1, Z sinbx, D
[ Z = JUssinbx— [ Zcosbx. (12)
Przyjmu]e si¢ przykladowo kompensacj¢ 90~procentowq
1 Ao o v
7= 0,9coC—8—, _ , - (13)
s O e
isz = - 17?2 = “'"0.?9?0(73‘ . (14)
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A2

2 3
é i :
M 4 J [

Dl b

Podstawiajac (13) i (14) do (11) i (12) otrzymuje si¢
Ui, = Uscosbx 40,707 I, Zsinbx,
[,Z = jU4(—0,70Tcosbx +sinbx).

Rys. 1. Linia 1500 km w stanie jalowym
a) bez kompensacji, b) z kompensacja dwuodcinkowa, ¢) z kompensacja
pigcioodcinkowa

(15)

(16)

Podobnie dla odcinka 1—2 otrzymuje sig:
Ui, = U; (1,2071cosbx +0,646 U, sinbx), an

§, Z = jU, (—0,646c0sbx+1,2071sinbx). (18)

Krzywe Uy,, I,Z przedstawiono na rys. 2 i na rys. 3. Zmienno$é napiecia Uy, jest
jeszcze doéé duza: 37-procentowa (od 1009, do 137%).
Na rys. I-C‘przedstawiono kompensacje pigciostopniows, przy podziale linii na pigé
réwnych odcinkow 4,/20. Przyjmuje sie znowu kompensacje 90-procentows:

1 A
T = O,QwC% .

Us 2

(19)

v
10

~

iﬁi = Uﬁ- (20)

Otrzymuje si¢ ostatecznie wzory:
dla odcinka 5—6
Ups = UG(cosbx+0,283sinbx),

fisZ = jUs(—0,283cosbx +sinbx) ;

(21

(22)

dla odcinka 4—5
Os = Us(1,0386cosbx+0,254sinbx),
s = Z = jUs(—0,254cosbx +1,0386sinbx);

(23)

(29

dla odcinka 3—4 :

Urs = Us(1,0685cosbx +0,2225sinbx), .
s Z = jUs(0,2225cosbx +1,0685sinbx) ;

(25
(26)
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dla odcinka 2—3

Us = Us(1,0868cosbx +0,189sinbx), X))

ﬁ , s Z = jUs(—0,189cosbx + 1,0868sinbx) ; (28)
dla odcinka 1—2

Us = Ug(1,0925c0sbx+0,153sinbx), (29)

bis Z = jUs(—0,153cosbx +1,0925sinbx). (30)

Wyniki obliczerv Uys oraz IisZ przedstawiono narys. 2 i na rys. 3. Zmienno§é
napiecia Uys jest korzystnie ograniczona: 10-procentowa, od 1009, do 110%;. -

Na koniec rozpatruje si¢ przypadek kompensacji réwnomiernej, tj. rozbicia linii na
nieskonczong liczbe odcinkéw. Przyjmuje si¢ znowu kompensacje 90-procentowa. Znaj-

duje si¢ ostatecznie

U, = U,cosbx, 3D
fiwZ = jU,sinbx, (32)

przy czym

b= 27r]/0,—l——

Yty
1,4

1,2 ~]
%
N
08 g
a8

g4
/

02

g g2 a4 g6 g8 7 _g

' x/l

Rys. 2. Rozklad napigcia wzdtuz linii 1500 km
w stanic jalowym

Up — bez kompensacji,. Uy, — przy . kompensacji dwuod-

cinkowej, Uys — przy kompensacji pigcioodcinkowej, Ugoo —
przy kompensacji réwnomiernej

1
Ao’
Z/4
/

08 .

0,6 \

037 g7 a5 98 7 .
4
x/(
Rys. 3. Rozktad pradu wzdtuz linii 1500 km w stanie

jalowym )
I, — bez kompensacji, I}, — przy kompensacii dwuodcinkowej,
I s — przy kompensacji pigcioodcinkowej, Iy — przy kom-
pensacji réwnomiernej
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Wyniki obliczen Uy, , Ix,Z przedstawiono na rys. 2 i na rys. 3. Zmienno$é napigcia
Uy, jest korzystnie ograniczona: 1,23:procentowa (od 100% do 98,77%).

Ograniczenie zmiennosci -napigcia w stanie jalowym wzdhuz linii jest bardzo korzystne
dla przepieé dynamicznych (przepieé o czestotliwosci roboczej).

. : - Zatacznik 1T

Dla mocy odpowiadajacej statecznosci statycznej mozna napisaé znany wzdr

U, U,sin®

P=—2=0,

(33)
w ktérym:
U,, U, — napiecia na kornicach linii,
© — przesuniecia fazowe miedzy nimi,
X — reaktancja szeregowa linii,
jednostki: kV, Q, MW,

Wprowadzajac kompensacje dlaw1kowq—poprzecznq, nie zmieniamy reaktancji sze-
regowej X. Zmniejszamy jedynie napiecie U, stad wynika zmme_]szenle mocy P, tj. osta-
bienie stateczno$ci statycznej.

GdybySmy zastosowali kompensacje kondensatorowq~—podluzna, wynikneloby ta-
dykalne zmniejszenie X 1 zwickszenie P. Jednakze kondensatory kompensujace na ultra-
wysokie napiecia wypadaja niezmiernie kosztowne. Kompensacji takiej zapewne nie bedzie
si¢ stosowad.
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TRANSMISSION LINE WITH TRANSVERSE QUASI-CONTINUOUS COMPENSATION

Summar y
Pnnc;ples of transverse quasi-continuous compensation (with inductance coils) have been. presented

for extrahlgh-voltage transmission lines of greatest lengths, even of several thousands of kllometers This
compensation may -result in a huge increase in wave velocity and length even up to. 30000...60000 km.
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A very strong compensation, close to the ideal case; will require on each tower a mechanical compensation
ofaconstant height of each conductor. The distances- ‘between the inductance coils are ant1c1pated to be
about 200...500 km. : : : :

A column construction of the coil is foreseen w1th several msulatmg gaps, with thermo-electric gas
insulation (He:SFs). The inductance duties of the coils for the whole line are huge, for instance for 1000 km
and for voltages 1100...3000 kV about 8000...60000 MVA.

Information-is given about recent studies on additional -compensation features, which jointly with
transverse quasi-continuous compensation will make it possible to realise transmission even above 6000 km,
for instance with -1500...3000 kV. Studies are foreseen also on cascade-type transformers, on reduction of
the overvoltage factor below 1,2...1,3, on the electric strength of great -air gaps-with the application of
new physical concepts, on"the deenergisation of lines by suppression of field of alternators, on a 1009,
lightning protection, baséd on new methods of calculations. :

Such lines will eliminate difficulties with daily peaks of energy-demand in East-West direction, and
difficulties with yearly peaks of energy demand in North-South direction. The Siberia—Poland line would
totally eliminate Poland’s difficulties with daily peaks. Three possibilities of a line Poland—Sweden are
shown: one over]and one with underwater cables and one with overhead lines; the latter two across the
Baltic. . : :
There is a discussion of a double; very economical exploitation of Polish coal: underground power
stations, secondary utilisation of carbon dioxide for the intensification of horticulture and for the synthetlc
productlon of foodstuffs. : g

In Appendix I there have been studied the distributions of voltage and current along a transmission
line with no burden, without compensation, with a continuous coil compensation and with a quasi-con-~
tinuous coil compensation. Numerical examples correspond to a line length 1500 km with a frequency
50 Hz. The compensation is regarded with two sections and with five sections. The five sections compen-
sation is very efficacions, with voltage variations along the line up to about 10%.

In Appendix II there has been discussed shortly the static stability of the transmission without com-
pensation, with compensation by coils and with compensatlon by condensers, which are foud to be too
costly.

S. SZPOR

IDEE D’UNE LIGNE DE TRANSPORT D’ENERGIE ELECTRIQUE
AVEC COMPENSATION TRANSVERSALE QUASI-CONTINUE

,

Résumé

On présente les principes d’une compensation transversale quasi-continue d’une ligne de transport
d’¢énergie de trés grande longueur & I’aide des bobines de réactance installées aux intervalles relativement
petits, par exemple de 200...500 km. Une telle ligne se caractérise par une grande longueur d’onde, La con-
structionet la puissance réactive des bobines sont discutées. D’autres aspects de ligne de trés grande lon-
gueur y sont aussi présentés, surtout le facteur de surtension interne, lequel on compte réduire & 1,2...1,3,
Les lignes trés longues est-ouest serviront 3 échanger les puissance de pointe. On parle d’une double ex-
ploitation du charbon: de Putilisation additionnelle du CO,.

Dans P’Appendice I on étudie les répartitions de tensions et de courants le long d’une ligne de transport
sans charge, sans compensation transversale, avec une compensation transversale continue et avec une
compensation transversale quasi-continue. Les exemples numériques correspondent & une longueur de la
ligne de 1500 km & 50 Hz. La compensation quasi-continue est considérée & deux sections et a cing sections.

" La compensation a cing sections est trés efficace; elle réduit les changements de la tension le Iong de la

ligne & environ 10%.

Dans I'Appendice II on parle brievement de la stabilité statique du’ transport sans compensation, avec
compensation par bobines de réactance et avec compensation par condensateurs, laquelle on trouve trop
colteuse.
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S. SZPOR

GRUNDSATZE FUR EINE UBERTRAGUNGS-FREILEITUNG
MIT EINER QUASI-STETER QUERKOMPENSATION

Zusammenfassung

Es wurden die Grundsitze fiir eine quasi-stete Querkompensation einer sehr langen Ubertragungs-
Freileitung dargestellt, u.zw. unter Anwendung von Drosselspules in verhéltnismaBig kleinen Abstinden
(z.B. 200...500 km). Eine solche Freileitung wird durch eine groBe Wellenldnge gekennzeichnet. Kon-
struktion und induktive Leistung der Drosselspulen werden besprochen, auch andere Aspekte sehr langer
Leitungen werden dargelegt, besonders das Problem des Uberspannungsfaktors, den man auf den Wert’
1,2...1,3 zu verkleinern hofft. Ost-West-Freileitungen werden zum Austausch der Lastspitzen dienen. Man
erdrtert weiterhin die zweiartige Ausnutzungsmoglichkeit der Kohle, d.h. die zusitziiche Ausnutzung
des C02

In der Beilage I werden es Spannungs- und Stromverteilungen lings einer Ubertragungs-Freileitung
studiert, und zwar ohne Last, ohne Querkompensation, mit einer stetigen Querkompensation und mit
einer quasi-stetigen Querkompensation. Zahlenbeispiele entsprechen einer Freileitungslange von 1500 km
und einer Frequenz 50 Hz. Die quasi-stetige Kompensation wird fiir zwei und fiinf Leitungsstiicke studiert.
Die Kompensation mit fiinf Leitungsstiicken ist sehr gut; sie-begrenzt die Spannungsschwankungen ldngs
der Freileitung auf ungefihr 10%;. '

In der Beilage II bespricht man kurz die statische Stabilitdt der Ubertragung ohne Kompensation,
mit Drosselspulen-Kompensation und mit Kondensatoren-Kompensation, die als zu teuer beurteilt wird.

C. IOI1oP

UIEU NEPENATOYHON JIMHUU C IIOIIEPEUHON KBA3U-HEIPEPLIBHOM
KOMIIEHCAITUEM

Pesome

Ilpe/icTaBienbl NPHENUNGI HOMEPEUHON KBASH-HEMPEPbIBHON KOMIICHCAIHY [epenaTOYHOH JIMHUH
ouenb GOJBIION IUTMHLI ¢ IPUMEHEHHeM Apoccenell PacHONIOYKEHHBIX B OTHOCHTENBHO HeGOMBIIMX pac-
crogEnsAX, Hanpumep 200 ... 500 xm. Taxasa junHus AMEET OYEHD BonpiyIo [MHY BonHbL. OOcy:xgeHa
KOHCTDYKIMA ¥ TAcCHBHAs MOIIHOCTB apoccenett. IlpencrasieHb! Apyrue acleKTBI OUCHb ATHHHBIX
JMHE, 8 B 9aCTHOCTH K0d¢h(hHIMEHT BHYTPEHHErO NePeHanpsDKEHNs, KOTOPBIA IPe/oNaraeTca yMeHb-
s mo 1,2 ... 1,3. OueHs [iuEHbIE JMHAY BOCTOK-3amaj GyAyT HPUMEHATHCS AJU Nepefiad NUKOBLIX
MOILHOCTeH. YIIOMSHYTO O ABONMHOM MCIIOJIF30BAHUM YTIIA- C AOIOJHHUTC/IBHBIM HCIOJIB30BAHIEM CO,.

B npmnoxennu 1 BCCNERYIOTCA PACHPENEIICHAS HAIPSHKEHMA U TOKOB BOJIb TepeAaToyHol NMHIH
Ges HarpysKu, 4 B YaCTHOCTH Ge3 IoepevHO KOMIICHCAIMMH, C HENPEPLIBHOM IONepPeUHOM KOMIIeHcanuen
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W pracy przedstawiono ogdlny model maszyny pradu stalego oraz opis jego wlasnosci
dynamicznych metoda zmiennych stanu. Ograniczono sie do rozwazania zaleznosci zlinea-
ryzowanych dla malych odchylen. Stwierdzono wyraZzna zmienno$é wartosci parametrow
modelu zaleznie od warunkow pracy. Podano transmitancje macierzowe silnika obcowzbud-
nego i szeregowego pradu stalego.

1. WSTEP

Podobieristwo budowy wielu odmian maszyn pradu stalego, w tym réwniez wzmac-
niaczy elektromaszynowych, nasuwa koncepcje jednolitego ich opisu matematycznego,
na podstawie ktérego mozna by uzyskaé szczegllne stany pracy wynikajace z budowy
obwodu elektrycznego i sposobu zasilania. Ogélny model maszyny pradu stalego oraz
jego opis matematyczny powinien okre$la¢ dynamiczne wlasnosci maszyny.

Prace dotyczace tego zagadnienia prowadzone sa juz od przeszio 50 lat poczawszy od
Doherty’ego i Nicle’a (lata 20-te) przez prace Parka (1929), Krona (1935, 42), Adkinsa
(1959), White’a i Woodsona (1959) do Hancocka (1966) [23, 11, 20].

Chociaz znane sa rozmaite zbiory réwnan opisujace modele maszyn pradu stalego
o réznym stopniu komplikacji [1, 2, 3,4, 5, 6,7, 11, 16, 17, 20], autor niniejszej pracy nie
spotkat si¢ z préba syntetycznego ujecia tego problemu, jedynie zarys podano w [7, 17,
18, 20, 21].

Maszyny pradu stalego sa zlozonymi ukladami wielowymiarowymi, ktérych opis
matematyczny wyraza si¢ duzq liczba zwigzkéw miedzy parametrami zaleznymi od na-
sycenia obwodu magnetycznego, pradéw wirowych oraz od podtuznej i poprzecznej reakcji
twornika. Sciste analityczne uwzglednienie wszystkich wymienionych zjawisk prowadzi
do wysokich rzgdéw réwnan rézniczkowych, ktérych dokladne rozwiazanie nie jest mo-
zliwe. W celu uproszczenia uktadu tych réwnan przy badaniu stanéw nieustalonych sto-
sowanymi dotad metodami [2, 5, 7], dokonuJe si¢ linearyzacji charakterystyki magneso-
wania przyjmujac stalo§é parametréw oraz czyni szereg innych zalozefi.

W pracy przedstawiono ogélny model maszyny pradu stalego, oraz jego opis mate-
matyczny w przestrzeni stanu. Przewidujac dalsze wzbogacenie przedstawionego modelu
oraz w perspektywie zastosowanie maszyn analogowych i cyfrowych opisano dynamike
maszyn pradu stalego réwnaniami rézniczkowymi w przestrzeni stanu.
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W celu analitycznego rozwiazania nieliniowych réwnand stanu zastosowano linea-
ryzacje wokdl wybranego punktu pracy. Zastosowanie przeksztalcenia Laplace’a poz-
wolito otrzyma¢ transmitancje macierzowe silnika obcowzbudnego i szeregowego pradu
stalego.

2. OGOLNY MODEL MASZYNY PRADU STALEGO

2.1 Réwnania stanu

Najbardziej ogdlna metoda opisu matematycznego uktadéw dynamicznych jest me-
toda oparta na bezposrednim Wykorzy'staniu zasady Hamiltona oraz wywodzacych sig
z niej réwnan Lagrange’a. Metoda ta, dzieki jej szczegdlnemu sformalizowaniu, umozliwia
jednolite ujmowanie trzech réznych grup ukladéw dynamicznych, uktadéw: mechanicz-
nych, elektrycznych i elektromechanicznych. Ogolne rozwazania oparte na zasadzie Ha-
miltona i réwnaniach Lagrange’a prowadza do rownan wyjSciowych dla dowolnej maszyny
pradu stalego, zgodnych z réwnaniami wynikajacymi z modelu maszyny uogdlnionej
‘[8, 9]. Dla przypadku ogdlnego maszyny pradu stalego o podwdjnym ukladzie szczotek
(rys. 1.) i przy zastosowaniu zapisu wektorowo macierzowego w przestrzeni stanu réwnania
te przyjma postaé: ‘ -
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Rys. 1. Ogolny model:mas;zyny':pr_qdu stalego

W powyzszych réwnaniach’ przy_)qto oznaczénia:
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