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Rys. 10. Zalezno$¢ wartoéci elementéw obwodu kolektorowego od kata @ dla przypadku, kiedy jed-

noczeénie sa spelnione warunki (3) i (4)
a) zaleznoéé wCyR od kata @4, b) zaleznos¢ wL[R od kata 04, ¢) zaleznos¢ w2LCy od kata 6,

6. WNIOSKI

Na podstawie przeprowadzonych badan teoretycznych mozna sformutowaé optymalne
warunki pracy wzmacniacza klasy E. Uzyskuje si¢ je wéwczas, gdy jednocze$nie sg spel-
nione warunki (3) i (4) oraz kat @, = . Pierwsze dwa z wymienionych warunkéw zapew-
niajg duza sprawnoéé kolektorowa, a trzeci— jak wynika z rys. 9 — zapewnia najwigk-
sza moc wyjsciowa wzmacniacza.

Z przeprowadzonych badan wynika réwniez wniosek, Ze warunki (3) i (4) zapewniajace
duza sprawno$é kolektorowa wzmacniacza teoretycznie mozna spetnié przy dowolnej war-
toéci kata @,. W praktyce jednak kat ©; nalezy ograniczy¢ ze wzgledu na moc wyjSciowa
wzmacniacza (rys. 9), trudnosci realizacji praktycznej elementéw obwodu kolektorowego
(rys. 10) oraz niebezpieczenistwo przebicia napigciowego lub pradowego  tranzystora
(rys. 5).
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M. KAZIMIERCZUK
THEORETICAL ANALYSIS OF CLASS E TUNED POWER AMPLIFIER

Summary

Theoretical analysis of a class E tuned power amplifier with different switch duty ratio is presented. The
collector voltage and current waveforms, the peaks of the collector voltage and current, the amplitudes of
the fundamental frequency component of the collector voltage and current, the output power and the
output circuit element values are given.

M. KAZIMIERCZUK

ANALYSE THEORIQUE DES AMPLIFICATEURS CLASSE E AVEC TENSION D’ENTREE
RECTANGULAIRE

Résumé

L’étude est consacrée a l'analyse théorique de lamplificateur de puissance haute fréquence classe
E pour le coefficient de remplissage arbitraire de la tension d’entrée rectangulaire. On a déterminé les allures
du courant et de la tension du collecteur, les valeurs instantanées maximales de ces allures, les composantes
fondamentales du courant et de la tension du collecteur, la puissance de sortie de 'amplificateur et les
valeurs optimales des éléments dans le circuit de collecteur.
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M. KAZIMIERCZUK

THEORESTISCHE ANALYSE EINES VERSTARKERS DER E-KLASSE
MIT BELIEBIGEM FULLFAKTOR DER RECHTECKIGEN STEUERSPANNUNG

Zusammenfassung

Im Aufsatz wurde die theoretische Analyse eines Hochfrequenz-Leistungverstirkers der E-Klasse mit
beliebigem Fiillfaktor der rechteckigen Steuerspannung durchgefiihrt. Es wurden Stromverldufe und Sam-
mlerspannungen, maximale momentane Werte dieser Verldufe, Ausgangsleistung des Verstdrkers und
auch Werte von Sammlerkreisteilen bestimmt.

M. KABMMEPUVYK

TEOPETHUYECKOE MCCIEITOBAHHUE YCHMJIUTEJIA KJIACCA E
C IIPOM3BOJIBHBIM KO3PPUIIMEHTOM CKBAXHOCTU
IIPAMOYTOJIBHOI'O VIIPABJIAIOIIETO HAIIPSDKEHMS

Pesome

IIpeCTaBIeHO TEOPETHUECKOE KCCIENOBAHIE BhICOKOUACTOTHOTO YCHJIMTENA MOLHOCTH Kinacca E
C IIPOHMBBONBHBIM KO3(b(MUIMEHTOM CKBXKHOCTH IPAMOYTOIBHOTO YIPABJIAIOLIEr0 HampshKeHus. Ompe-
nesteHbI (hOPMBI KOJUIEKTOPHOTO TOKA ¥ HANIPAYKEHHUA , MAKCUMAJIbHBIE UX SHAUEHHST, OCHOBHBIE FAPMOHUKY
TOKA ¥ HAUPKEHUA KOJUIEKTOPA, KO1eGaTeIbHy0 MOLIHOCTb I aPaMeTphl KOJUIEKTOPHO! HEmHt.
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Pomiar impedancji wewnetrznej generatorow

MARIAN KEDZIERSKI (WARSZAWA)

Instytut Elektrotechniki

ZDZISLAW KUSMIREK (WARSZAWA)

Instytut Lqcznosci

Otrzymano 26.6.1978

We wstepie wspomniano o powszechnie dotychczas stosowanej analityczno-graficznej
metodzie R. W. Buchheima i jej modyfikacjach. W dalszym ciggu pracy autorzy przedstawili
nowa, unikalna i prosta metod¢ pomiaru rezystancji, reaktancji i impedancji wewnetrznej
srodet napieciowych i pradowych energii elektrycznej. Jako potwierdzenie rozwazan
matematycznych podano wyniki pomiaréw parametréw wewngtrznych dwoch generatorow
o wyjéciu transformatorowym i wtornikowym.

1. WSTEP

Pomiar rezystancji wewnetrznej zrédet energii elektrycznej od bardzo dawna absorbo-
wal metrologéw. Juz Mance oraz Monro [1, 3] zaproponowali uktady do pomiaru re-
zystancji baterii ogniw, ktére znajduja zastosowanie do dnia dzisiejszego. Powszechne
zastosowanie do pomiaru rezystancji wewnetrznej Zrédia energii elektrycznej znajduje
metoda techniczna polegajaca na pomiarze sily elektromotorycznej i napiecia na rezystorze
obciazajacym dane zrédto, np.: pomiar rezystancji ogniw wzorcowych. :

Pomiar impedancji wewngtrznej zZrédet pradu przemiennego, a zwlaszcza zrodet o czgsto-
tliwoéci akustycznej, zapoczatkowal R. W. Buchheim [2] podajac metode analityczno-gra-
ficzna stosowana po dzien dzisiejszy.

Prace (9, 12, 13], prowadzone w Instytucie Lacznosci, ulepszyly ,,metod¢ Buchheima”
przez wprowadzenie pojecia znormowanej impedancji zastepezej zrédla i nomogramu dla
typowych Zrédet stosowanych w telekomunikacji az do czestotliwoéei 1,5 MHz. Uspraw-
nienia te sa jednak mato uniwersalne wobec istnienia Zrédet o nieokreslonej a priori im-
pedancji. Charakter metody ana]ityczné-graficznej nie ulegt zasadniczej zmianie i mimo
ulepszonego wykresu (okregi k6t o promieniu ~ 2 m) doktadno$é wyznaczenia impe-
dancji wewnetrznej jest zalezna m.in. od kata przecigcia sig¢ okregéw kot

2. POJECIE IMPEDANCJT WEWNETRZNEJ ZRODEA

Problem ten ujeto w pracy [14] opierajac si¢ na publikacjach [7, 8]. Sformulowania
podane w publikacji IEC [8] budza pewne watpliwosci.
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Stosownie do okreSleri w pracy [14] przyjmujemy, e impedancja wewnetrzna genera-
tora jest reprezentowana przez impedancje Z, lub admitancje Y, miedzy zaciskami wyjécio-
wymi 4, B generatora G jako zrédta napieciowego lub prqdowego Takie okresleme jest
zgodne z publikacja IEEE [71i IEC [8]1 wyrazaja je wzory:

Z,= R;+jX, ' (la)

badz
Y, = G,+jB,, (1b)
Zg A
—2 E E
[0 -
=
B

Rys. 1. Uklady zastepcze zrodet energii elektrycznej

przy czym R, i X, oraz G, i B, sa statymi skupionymi i sa rozumiane jako pojecia ekwiwa-
lentne, np. [4] i [6].

3. MODYFIKACJA UKEADU BUCHHEIMA

Podstawowa wada metody analityczno-graficznej R. W. Buchheima [2] jest konieczno$é
postugiwania si¢ wykresem w postaci dwéch okregéw két przecinajacych sie pod katem
zaleznym od parametréw impedancji wewnetrznej generatora i impedancji obcigZenia.
Jezeli okregi przecinaja si¢ pod matym katem, to wyznaczenie punktu przeciecia, a wiec
i okreslenie sktadowych impedancji wewnetrznej generatora jest obarczone znacznym
bledem (analogia do kata zbiezno$ci mostkéw pradu przemiennego). Mozna poszukiwaé
punktu przecigcia sie okregédw két na drodze analitycznej, lecz rozwiazanie jest bardzo
ucigzliwe.

Rozwazmy uktad pomiarowy jak na rys. 2, w ktérym zaleznie od polozenla przetacz-
nika p mozliwe sa nastepujace pomiary:

1. SEM generatora,
2. napiecia na rezystorze R,
3. napiecia na impedancji Z, = R+/X.

Parametry woltomierza cyfrowego wartosci skutecznej TRMS nie maja praktycznie
wplywu na wyniki pomiaru, a wartoéci elementéw obciazajacych Ry, i Z, sa uwarunko-
wane wzgledami technicznymi — gléwnie parametrami generatora.

A : &/1 3
pE| R 2
%o | |Ro
Xg
B

Rys. 2. Schemat potaczen uktadu do pomiaru impedancji wewnetrznej generatora
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Oznaczenia: G — generator o impedancji wewnetrznej Z, = R,+jX,,
DVM — woltomierz cyfrowy TRMS, k1. 0,1; 1 MQ; ~20pF,
Ro —rezystor obciazajacy,
Zo — impedancja obciazajaca Zo = R+jX,
p — przelacznik kabli koncentrycznych.
W polozeniu ,,0” przelacznika p woltomierz cyfrowy mierzy site elektromotoryczng E
generatora, w poloZeniu ,,1”” wskazuje napigcie na rezystancji Ro:

TR e @
V (Ry+RoP+X;
za§ w potozeniu ,,2” wskazuje napiecie
EyYR*+X?
Uz s ]/ 5 (3)
VR, +R?*+ (X, +X)

Wartoéci E, Uy i Uz sa modutami wielko$ci wektorowych (symbolicznych).

Charakter impedancji obciazenia Z, moze by¢ zaréwno indukeyjny X = X, jak i po-
jemnofciowy X = —X.. )

Przyjmujac przyktadowo Z, = Z, = R +jX;, w réwnaniach (2) i (3) otrzymujemy
uktad dwéch réwnan z niewiadomymi R, i X, w postaci:

2772\ p2
R2+2RoR,+X2 = (EU%, “
E*—U})Z2
RE+2R; R+ X24+2X, X, = (—ﬁl—L ©

przy czym U, = Up, za§ indeks L wskazuje na indukcyjny charakter obcigzenia.
Przyjmujac, ze R, = Ry, co mozna z latwoscia zawsze dokonaé, odejmujemy stronami
réwnanie (4) od réwnania (5) otrzymujac wynik:

E2 [z, \* (R,, i
K Zi) _[(Ro )| _ 6
¥ = 3%, [( UL) T e ©

N 2
R, = V(ERO) —-X? —Ro. 7
Uz

Wzory (6) i (7) na ekwiwalentna rezystancje R, i reaktancje X, generatora jako Zrédia na-
pieciowego (por. rys. 1) pozwalaja obliczy¢ rezystancje, reaktancje i impedancje wewngtrzng
generatora, np. jako funkcje czestotliwo$ci itp.

Otrzymane trzy pomiary moga byé ,,zapamigtane” i poddane cyfrowej obrébce, w wy-
niku ktdérej otrzymamy praktycznie natychmiast parametry generatora, nawet przy nie-
stabilnym napieciu wyj$ciowym 2.

Uwzglednienie parametréw wejéciowych woltomierza cyfrowego, przewodéw lacze-
niowych, przelacznika koncentrycznego ma sens dla czestotliwoéci znacznie wigkszych od
akustycznych.

D przez zastosowanie woltomierza cyfrowego sterowanego mikroprocesorem, np. f-my Schlumberger-
Solatron model 7055 lub 7065. !
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Z uwagi na fatwo dostepne kondensatory, np. dekadowe, moze by¢ wygodne zastoso-
wanie obcigzenia Zp = Z¢ = Rc—jX¢ z warunkiem koniecznym R¢ = Ro.

Wzory na ekwiwalentng rezystancje, reaktancje 1 impedancje wewnetrzng generatora
maja analogiczna, lecz nieco inng postac:

EX TRy (e
%=l - - () ]ros e 2

it b,
R, =]/( ERO) =X2 +Ros ®
U

przy czym: E, Uy, U. sa odpowiednimi napieciami w potoZeniach przetacznika 0, 1 1228

Formalnie rodzaj obciaZenia ma wplyw tylko na wyraZenia matematyczne rezystancji,
reaktancji i impedancji generatora, natomiast z punktu widzenia fizykalnego sprawa jest
bardziej zlozona i nie nalezy stosowal obciaZzenia pojemnosciowego dla generatoréw
o wyjsciu transformatorowym (X, ——mdukcyjne) z uwagi na mozno$¢ wystapienia ferro-
rezonansu napiecia lub pradu.

A\

4. BADANIA

Sprawdzenie poprzednich rozwazani przeprowadzono dla dwoch odrgbnych typdw
generatoréw [10, 11], a mianowicie:

1. o wyjsciu transformatorowym generator akustyczny ze wzmacniaczem f-my General-

-Radio typ 1308 A, 200 VA, 4...400 V, 0,05... 5 A, 20 Hz ... 20 kHz,

2. o wyj$ciu wtérnikowym generator f-my Krohn-Hite typ 4200, 0,5 VA, 3,16 mV ... 10 V,

10 Hz ... 10 MHz, Z, = 50Q+1%.

Generator GR 1308 A byt obciazany impedancja o charakterze indukcyjnym Z, = Z,,
natomiast generator f-my Krohn-Hite 4200 — impedancja o charakterze pojemno$ciowym
Zy = Zg.

Wyniki pomiaréw parametréw generatoréw w zalezno$ci od czestotliwo$ci podano
w tablicach 1 i 2, ktdre zawieraja réwniez informacje dotyczace rodzaju i warto$ci stoso-
wanych obciazefi.

Jak mozna bylo przewidzie¢ generator GR 1308 A o wyjéciu transformatorowym wy-
kazuje zmiany zaréwno rezystancji jak i reaktancji indukcyjnej, réwniez impedancji nie
tylko w zalezno$ci od czestotliwo$ci, zakresu napieciowego i pradowego, lecz takze od
podmagnesowania pradem staltym 2. W tablicy 1 (poz. [10] i [11] podano przyktadowe
zmiany rezystancji, reaktancji i impedancji wewnetrznej generatora przy tej samej czgsto-
tliwosci, dla tych samych polozen przetacznikéw zakresu pradu i napiecia przy samym
tylko napigciu sinusoidalnie zmiennym, jak réwniez z podmagnesowaniem pradem sta-
tym o wartosci 1 A; w tym przypadku rezystancja, reaktancja i impedancja sa znacznie
mniejsze.

2 Generator GR 1308 A jest unikalnym przyrzadem, ktory moze byé bezposrednio podmagnesowy-
wany pradem stalym do warto$ci 5 A.
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Tablica 2
Parametry generatora f-my Krohn-Hite, mod. 4200, nr fabr. 1192 Warunki otoczenia: t, = 20,6°C;
w, = 48%; b = 748,6 mm Hg

Lpif: &5f Ro Xc Zc E Ur Uc R, X, z, Uwagi‘r
—| Hz Q Q Q % % \% Q Q Q

1 50 | 50,0 s e = =T T — o i=

2| 100 | ,, |1591,55 [1592,34 | 10,220 | 5,103 | 10,205 | 50,18 | +0,02 | 50,14 |Rc = Ro
31 1200 | 795,78 | 797,34 | 10,220 | 5,102 | 10,159 | 50,16 | —0,08 | 50,16
A1E500 1| o, - 318,31 | 322,21 | 10,217 | 5,100 | 9,863 | 50,17 | —0,08 | 50,17

5. [ 100010 159,11 | 166,78 | 10,211 | 5,097 | 9,055 | 50,17 | —0,07 | 50,17

6 | 2000,5| ,, 79,56 | 93,96 | 10,212 | 5,096 | 7,488 | 50,20 | —0,06 | 50,20

7 115002,2| ,, 31,82 | 59,26 | 10,212 | 5,096 | 5,762 | 50,20 | +0,20 | 50,20

8 | 10001 i 15,91 | 62,47 | 10,210 | 5,095 | 5,289 | 50,19 | +1,02 | 50,20

9 120000 | ,, 7,96 | 50,63 | 10,199 | 5,091 | 5148 | 50,14 | +2,24 | 50,20 |

Obliczane na HP-65.

Generator K-H 4200 o wyjsciu z wtérnika emiterowego wykazuje nieznaczne zmiany
rezystancji i impedancji; wprawdzie zmiany reaktancji sa znaczne, lecz w badanym za-
kresie czgstotliwo$ci maja one niewielki wplyw na impedancje generatora.

Wyniki podane w tablicach 1 i 2 sa tylko ilustracja i potwierdzeniem rozwazan teore-
tycznych. Warto jednak zaznaczyé, ze generator f-my Krohn-Hite typu 4200 byt réwniez
badany przy obtiazeniu indukcyjnym, a wyniki pomiaréw impedancji byty w granicach
bledu pomiaru.

5. ZAKONCZENIE

Zaproponowana prosta metoda pomiaru parametrow wewnetrznych generatora, po-
legajaca na pomiarze przy pomocy woltomierza cyfrowego TRMS trzech tylko napiec:
biegu luzem, napigcia na znanym rezystorze i napiecia na znanej impedancji, jest latwa
do zrealizowania w kazdym laboratorium.

Wprawdzie wzory (6) i (7) badz (8) i (9) sa ztozone, lecz obecnie przy powszechnym
uzyciu kalkulatoréw, zwlaszcza programowanych, obliczenia nie nastreczaja trudnoSci.

Doktadno$¢ tej metody technicznej jest okreSlona bledem systematycznym, np. [3].
Autorzy celowo nie podaja tych do$¢ dlugich wyrazen, lecz przy stosowaniu elementéw
uktadu kl. 0,1 biad ten nie przekracza warto$ci ~ 0,5% 3.

Powyzsza metode stosowano réwniez z powodzeniem do pomiaru impedancji regula-
toréw indukcyjnych oraz rezystancji, reaktancji i impedancji petli zerowania (badz uzie-
mienia) w instalacjach elektrycznych. Zwlaszcza w tych ostatnich przypadkach wykazata
ona swoje zalety, mimo wahani mierzonych napieé, wywolanych zmianami obciazen. W tym
wlasnie przypadku zastosowanie nowoczesnej techniki cyfrowej przez zapamigtanie wy-

3 Opracowano rdwniez laboratoryjne metody pomiaru parametréw wewnetrznych generatorow
typu mostkowego w Instytucie £acznosci,i typu mostkowo-kompensacyjnego w Instytucie Elektrotechni-
ki. X
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nikéw dla np. jednego pdtokresu i poddanie ich obrébee cyfrowej wydaje si¢ by¢ bardzo
dobrym rozwigzaniem dajacym praktycznie natychmiast trzy wartoSci rezystancji, reak-
tancji i impedancji petli niezaleznie od wahan napigcia sieci.

Proponowana metoda kolejnych pomiaréw jest nieporéwnywalnie szybsza i doktad-

niejsza od metody podanej przez R. W. Buchheima oraz mniej skomplikowana od kolej-
nych jej ulepszen [9, 12, 13].

14.
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M. KEDZIERSKI, Z. KUSMIREK
INTERNAL IMPEDANCE MEASUREMENT OF GENERATORS

Summary

The introduction mentions the analytic-graphical R. W. Buchheim method and its modifications in

common use until now. The authors present a new unique and simple method of measuring internal resi-
stance, reactance and impedance of the electric voltage and current sources.

As confirmation of the mathematical considerations are given the results of measurements of two

generators which have transformer and emitter follower outputs.
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M. KEDZIERSKI, Z. KUSMIREK
MESURAGE DE L'IMPEDANCE INTERNE DES GENERATEURS

Résumé

On a cité la méthode grapho-analytique couramment employée par R. E. Buchheim et ses modifica-
tions. Ensuite on a présenté une nouvelle méthode, originale et simple, de mesure de la résistance, la réactan-
ce et 'impédance interne des sources de tension et de courant de I’énergie électrique.

Les considérations théoriques ont été confirmées par les résultats de mesure des paramétres internes
des deux générateurs, I'un & sortie par transformateur et ’autre par étage de charge d’émetteur.

M. KEDZIERSKI, Z. KUSMIREK
IMPEDANZMESSUNG BEI GENERATOREN

Zusammenfassung

In der Einfiihrung wurde auf des analytisch-graphische MeBverfahren von R. W. Buchheim und seine
Abwandlungen hingewiesen. Im weiteren haben die Verfasser eine neue, einzigartige und einfache MeBmet-
hode zur Bemessung der Wirk-, Blind- und Scheinwiderstéinde von elektrischen Spannungs- und Strom-
quellen dargestellt.

Zwecks Begriindung der mathematischen Erwigungen sind die MeBergebnisse der Innenparameter
zweier Generatoren mit Transformator- und Folgerausgang angefiihrt worden.

M. KEHIO3UEPCKH, 3. KYCbMHUPEK
U3MEPEHME BHYTPEHHEI'O UMIIEDAHCA TEHEPATOPOB

Pesome

Bo BBemenuu yIOMAHYT IIHPOKO IIPUMEHSEMBIA [0 HACTOSIIEr0 BPEMEHH AHAIHUTHYECKO-Ipacdhm-
uveckuii metox P. B. ByxreiimMa u ero moguduxanuy. ABTOPSI IPEICTABUIY HOBBIH YHHKANBHBIN 1 PO~
CTOM METOJ M3MEPEHHA aKTHBHOI'O, PEAKTHBHOTO M IIOJIHOTO BHYTPEHHETO COMPOTHBIICHHUA HCTOUHHKOB
HAIPOKEHHA H TOKA.

B kauecTBe IOATBEPIKICHHS MATEMATHUECKHUX BBIKIANOK IIPEICTABJIEHBI PE3YJIbTATHI U3MEPEHHS
BHYTPEFHHX IIapaMeTPOB TeHEPAaTOPOB C TPaHCHOPMATOPOM K C SMHTTEPHBIM IIOBTOPUTEJIEM HA BBIXO/E.
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Application of Euler Method in Shape Synthesis
for Autonomous Systems

ANDRZEJ SZATKOWSKI (GDANSK)
Instytut Technologii Elektronicznej Politechniki Gdanskiej

The paper received 5.6.1978

The paper presents an approximate method od shape synthesis for system X = f(x).
A solution will be sought by using the Euler method of approximate integration.

1. INTRODUCTION

Consider an autonomous system described by equation

x = f(x) )
where: x € E”, E" — n-dimensional Euclidean space and
f:E"sx —» E". 2)
Define C{ ([0, 7], E") as n-dimensional Euclidean space of vector functions x(¢) =
= [x,(?), ..., X,(t)]7 defined in a finite time interval [0, 7] and possessing continuous
derivative for te (0, 7).

The shape synthesis for system (1) is defined in the following way. For a given function
x°(+) e C§P find a function f( ) such that the system (1) possesses a solution identical
to x°(-) for t € [0, ]

A system (1) possessing the prescribed solution x°( - ) may be used in number of ways.
If the problem of the shape synthesis is solved, it is possible to synthesize a large class of
function generators in the form of analog circuits. A general analog circuit simulating
system (1) is presented in Fig. 1.

I
T
C

-fx)

Fig. 1. Analog circuit diagram of system (1)
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Many interesting applications of the systems (1) possessing the prescribed solutions
are given in [1] and [2].

This paper presents an approximate method of shape synthesis for system (1) by using
the Euler method of approximate integration. Some general remarks about the realizability
of the shape synthesis are presented.

2. REALIZABILITY CONDITIONS
Let us consider the conditions for the function x¥()e CY under which there exists
system (1) possessing x°( - ) as a solution. The following lemmas are true.
Lemma 1: If the function x°(- ) is one-to-one and for any ¢ € [0, 7)
() # 0 3
then there exists a system (1) possessing x°( - ) as a solution, for # € [0, 7), f (x°(m) # 0.

Proof: If the function x°( ) is one-to-one, there exists an inverse function

e @
defined in
E"s E. =2 {x:32€[0,7], x=x°0@)} (6))
and a continuous function 7
t = 1(x) ©
defined in £" and identical to #( - ) for x € E, 0. Consider the following system
x = 2(1(x)). ™

If condition (3) is satisfied, (7) does not possess an equilibrium point for x € E;o and for
the initial condition x(0) = x°(0) it possesses a solution identical to x°(+) for ¢ & [0, ]. (]
Lemma 2: If function x°(-) is constant for > t, € [0, 7], the shape synthesis
possesses a solution if function x°(- ) satisfies the conditions of Lemma 1 for ¢ € [0, #,).
Proof: The proof follows from the proof of Lemma 1 and from the fact that in this
case system (7) possesses an equilibrium point for x = x°(¢;). ]
Lemma 3: If function x°( - ) is priodic with period T, the shape synthesis possesses
a solution if the conditions of Lemma 1 are satisfied for ¢ & [0,-T0).
Proof: The proof is immediate by noting that

x°(T) = x°(0) = limT 0. ®

Lemma 4: If the function x°( - ) is a solution of the system (1) and for #;, ¢, € [0, 7]
x°(t) = x°(t2), ®

then
®(t) = x°(t2). (10)
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Proof: Because function f(-) is single-valued, then

x°(6) = f(x"(11)), : an

3°(t;) = f(x°(22))- (12)
Combining (11) and (12) yields

() = x°(t2). O 13)

3. FIRST ORDER REALIZATION

Let n = 1. Consider equation i
x = f(x) (14)
and a function x°(+) € C{V, t € [0, 7]. Function x°(-)is assumed to satisfy the realiza-

bility conditions of the shape synthesis. Our purpose is to synthesize system (14), which
will possess for the initial condition

x(0) = x°(0) ' (15)
the prescribed solution x°( ). This problem will be solved by using the Euler method of

approximate integration of equation (14). Applying this method for equation (14) we ob-
tain the following relation

x(tee1) = X(t) +f(x(#) - Aty (16)

where At, = ty,; —t, and the points #, ..., t,, chosen arbitrarily in [0, 7], must satisfy
the following conditions p

t = 0; Im =7,

£ iy, i T G0
Define a function f as follows
o X |
for:at= 02t S ()= u, (18)
At
" K+l _ ok
fOI‘ xk = xo(tk) f(xk) E— x—_x_, ] (19)
Aty

k=1,2,..,m—1.

In the next step we construct function f in space E* using interpolatih technique:

m=1
Vx e ELf() = D) L(x)-Fe) (20)
j=i
where
= o =l e ) e ™)
Lt (F —=x1)e s (W =21 - (o =)L (2 —xmTY) @D

denotes the Lagrangian polynomial.
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Note that function () may be written in the form of m-2-order polynomial
fX) = @y X" 2+ .. 0, x+a,. (22)

The coefficients a,, ..., @,_, can be calculated from equation (20). Consider the following
equation

x =f(&); (23)
Let () denote the solution of (23) for the initial condition (15). Applying the method

presented here it is possible to synthesize the system (23) so that the error

6 £ max lx"(t) x()] (24)

1e[0, 7]

may be arbitrarily small [3]. If the points #;, i = 1,2, ..., m are distributed uniformly,
the method is of the order z/m in the sense presented in [3].
Note that for the large values of m the interpolation technique used in the approximate
construction of the function fis impractical because of a large degree of polynomial (22).
Much better is the method of least squares. In this case, number of points #; (i =
= 1,2, ..., m)satisfies the relation

m> p. ' (25)

In the followmg sections we apply this method in order to obtain an approximate form
of function f

4. nTH-ORDER REALIZATION

Consider an n-th-order system (1). Rewrite (1) in a more explicit form

X7 =vfi (X sid 5% (26)

i=1,2,..,n Let x° = x°(f) denote a given vector function from space C{». Define
a functlon f [fis ..., /5] in the following way:

first step — choose the points #,, 7,, ..., #, € [0, 7] for prescribed value of m,

second step — define

ik =T, (27)

third step —construct functions f; using the method of least squares; by assumption
fi are of the form of polynomials

fio)= DB ekt ioe, m>p, b4t .+l <p (28)

and the functions
m—1
FiB) = X IA6E 5 a1 (29)
k=1

i=1,2,..,n, are minimized;
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fourth step — define the following equation
x =0, (30)

x € E". Let X = x(¢), t € [0, 7] denote the solution of (30) for x(0) = x°(0). Note that
for m, p - oo the error é — 0.

5. EXAMPLE

As an example, consider the case n = 2. The functions x§ = x3(¢), x5 = x5(¢) are
given in Fig. 2. Form = 38, 7 = 9, ¢t = 0.25 and p = 3 one obtains i

fi(xy, x5) = 0.4488 —9.7512 - x, +0.5859 - x, +
+3.2831 - x2+1.5582 - x, * x,+0.0686 « x2 —0.2784 - x1
—0.2669 - x3 * x, —0.0783 * x, - x2—0.0081 - x3, (31)

Falxs, x2) = 3.9853+12.3123 - x; —0.5355 - x, —
—3.3912- x2—2.7121 - x, - x,—0.2735 - x2+0.2114 - x3 +

+0.3866-x%-x,+0.1472x - x2+0.0365- x3. : (32)

A

5F B

A

5 X1
4 b~

3 BN

2r X,

1 A3

1 | 1 { | i i 1 | -
@ 2. 3 .94 5 8 7 8.9 7t P

Fig. 2. Functions x°(-) and ()

A solution X = X(z) or system (30), for f~ given in (31) and (32), is drawn in Fig. 2. An ana-
log circuit diagram of the synthesized system is presented in Fig. 3.

6. CONCLUSIONS

In this work, the realizability conditions of the shape synthesis for nonlinear autono-
mous systems are presented. The method of the shape synthesis described in this work
may be used for modeling and simulation of the behaviour of physical systems.

Note, that if function x°(-) is periodic, the solution X(-) must satisfy an additional
condition

3(0) = %(T). (33)
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Fig. 3. Analog circuit diagram illustrating the generation of X(-)
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A. SZATKOWSKI

ZASTOSOWANIE METODY EULERA W SYNTEZIE KSZTAETU DLA UKEADOW
AUTONOMICZNYCH

Streszczenie

W pracy przedstawiono metode syntezy nieliniowych uktadéw autonomicznych w oparciu o metode
Eulera przyblizonego calkowania roéwnan rozniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu. Rozwazono
warunki realizowalnoSci syntezy oraz zastosowanie przedstawionej metody w syntezie nieliniowych ukla-
déw analogowych.

A. SZATKOWSKI

APPLICATION DE LA METHODE D’EULER A LA SYNTHESE DE LA FORME DANS LES
SYSTEMES AUTONOMIQUES

Résumé

Dans I’étude on présente la méthode de synth3se des systémes non linéaires autonomiques, en la basant
sur la méthode d’Euler de lintégration approximative des équations différentielles simples du premier
ordre. On a examiné les conditions de la réalisation de synthése ainsi que I'utilisation de la méthode pré-
sentée dans la sytnhése des systémes analogues non linéaires.
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A, SZATKOWSKI
ANWENDUNG DER EULER-METHODE FUR DIE FORMSYNTHESE AUTONOMER SYSTEME

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die Methode der Synthese von nichtlinearen autonomen Systemen in Anlehnung
an die Euler-Methode der approximativen Integration gewohnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung

dargestellt.
Man hat die Realisationsbendingungen der Synthese sowie die Anwendung der geschilderten Methode

bei der Synthese der nichtlinearen Analogsysteme untersucht.

A. IIATKOBCKH

TIPUMEHEHHE METOIA EWJIEPA K CUHTE3Y ©®OPMBI
ABTOHOMHBIX CUCTEM

Pesmome

TIpeacTaBiieH METOM CHHTE32 aBTOHOMHBIX HeJIMHEMHBIX CHCTEM Ha OCHOBe Meroja Eitnepa mpubiu-
JKEHHOTO HHTerprpoBanusa AudGhepeHIHaTbHbIX 00bIKHOBEHHBIX ypaBHenuit mepsoro mopagka. OG-
CYIKIEHB! YCIOBHA PeanusyeMOCTH CHHTE32 ¥ IPHMEHEHUS NPE/CTAaBIICHHOr0 METOJA K CHHTESY HEJl-
HeHMHBIX aHAJOTOBBIX CHCTEM.
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621.375.126

Szeregowe obwody rezonansowe wzmacniaczy klasy D,

STANISEAW SYPNIEWSKI (WARSZAWA)

Instytut Lqcznosci

Otrzymano 26.4.1978

Po wprowadzeniu omawiajacym zasade dzialania tranzystorowych wzmacniaczy wielkiej
czestotliwosci klasy D, o kluczowanym przebiegu napiccia, autor przystepuje do dyskusji
czynnikow decydujacych o wyborze szeregowych obwodow rezonansowych, stanowigcych
charakterystyczny element ukladu tych wzmacniaczy. Dla unaocznienia zachodzacych za-
zaleznosci przedstawiono szczegblowo stosowane rozwiazania techniczne obwodow drgan typu
gamma. Po zmodyfikowaniu tego typu obwodu, umozliwiajacym uzyskanie regulacji wspot-
czynnika transformacji obciazenia, powstaje ekonomicznie uzasadniony wariant szczegolnie
dogodny dla celow praktycznej realizacji uktadu wzmacniacza klasy Dy... Calo$¢ rozwazan
odniesiono do zaleznosci charakterystycznych dla prostego obwodu szeregowego. !

W zakonczeniu zestawiono wnioski istotne zwlaszcza przy projektowaniu podobnych
ukladéw wzmacniaczy. W aneksie zawarto wyprowadzenie przedstawionych zaleznoSci
matematycznych.

1. WPROWADZENIE

W odréznieniu od szeroko w radiotechnice stosowanych réwnolegtych obwodéw rezona-
nsowych stosunkowo rzadko natrafiamy na uktady wzmacniaczy zawierajacych szeregowe
obwody rezonansowe. Jak dotad jest to zwykle zwiazane z koniecznoscia selektywnego wyeli-
minowania drgaf o okre$lonej czestotliwoéci lezacej w pasmie sygnatéw wzmacnianych.
Obwody szeregowe byly zatem nieomal wylacznie wykorzystywane jako filtry zaporowe
lub tzw. eliminatory.

Z chwila opublikowania [I] w 1959 r. zasady dzialania ukladéw wzmacniaczy w.cz.
o drganiach wzbudzanych metoda przylozenia na koficéwki szeregowego obwodu rezo-
nansowego ciagu impulséw napiecia o przebiegu prostokatnym i wiasciwej czestotliwosci
powtarzania, a wiec napiecia kluczowanego synchronicznie z jego czestotliwo$cig drgan
wiasnych, stan wspomniany na wstepie ulegt zasadniczej zmianie. Nastapit szybki rozwdj
nowego rodzaju zastosowan poparty licznymi publikacjami wielu autoréw.

Wzmacniacze o kluczowanym przebiegu napiecia, nazywane czgsto wzmacniaczami
klasy D, daja si¢ realizowaé specjalnie korzystnie [2] w technice pdtprzewodnikowych
elementéw wykorzystywanych jako klucze elektronowe. Uktady te ze wzgledu na wiasci-
wosci dostepnych tranzystoréw pracuja poprawnie w zakresach czestotliwosci lezacych
zazwyczaj ponizej kilkudziesieciu MHz.
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Najdogodniejsza aproksymacja kluczowanego przebiegu napiecia jest fala prostokatna,
przedstawiona w uproszczeniu na rys. 1.

W szeregowo-przeciwsobnym wzmacniaczu klasy D, , pracujacym w uktadzie wedtug
rys. 2, uzyskujemy takg falg na zaciskach xy, do ktérych przylacza sie szeregowy obwéd
rezonansowy LCr. Przy dostatecznie duzej dobroci Q; tego obwodu (Qy > 5), dzieki jego
wiasnoSciom selektywnym, na szeregowej rezystancji obciaZenia rr wystapi w tych warun-
kach nieomal czysto sinusoidalne napiecie w.cz. zawierajace sktadowa podstawowa fali
prostokatnej oraz, jak to wynika z rozktadu Fouriera, jej nieparzyste harmoniczne.

Uy

0 T 2 Jm 4 5w t;

Rys. 1. Aproksymacja przebiegu napiecia kluczowanego

Amplitudy tych harmonicznych wraz ze wzrostem ich rzedu beda zgodnie z przebie-
giem krzywej rezonansu, wynikajacej z dobroci Oy, obcigZonego obwodu drgaf, coraz
silniej ttumione.

Czestotliwoé¢ wytworzonych drgat, dla tego typu wzmacniacza, odpowiada czestotli-
wosci drgafi wlasnych obciaZonego obwodu rezonansowego, ktéra jest okreSlona zalez-
noscia

1gee ]l 1 [Z(")]?
o Sill-romeary
gdzie: L, C, [2(r)] stanowia indukcyjno$é, pojemnoéé oraz sume rezystancji szeregowego
obwodu drgari.

(D

T"'Uco
T
iU Jp e
o—hx.—>_r~rm__
Zc
L Ly e Q Unez
| o

Rys. 2. Ukiad szeregowo-przeciwsobnego wzmacniacza klasy D
Ty — tranzystor 1adujacy, T, — tranzystor roztadowujacy pojemnosé C obwodu drgan

Oba przeciwsobnie kluczujace tranzystory wzmacniacza klasy D,,., powoduja na prze-
mian cykliczne tadowanie i roztadowanie kondensatora C obwodu drgari. Ladowanie
kondensatora C'poprzez tranzystor 7; odbywa si¢ impulsem ze zrédta zasilania U,, wzmac-
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niacza. Kondensator obwodu drgan roztadowuje si¢ w nastepnym pétokresie poprzez tran-
zystor T, podobnym impulsem odwrotnej kierunkowosci. W ten spos6b powstaje, ztozony
z dwu potéwek, przeplyw pradu w.cz. o ksztalcie bliskim do sinusoidalnego, gdyz wymu-
szonym wlasno$ciami rezonansowymi obwodu szeregowego.

Amplituda tego pradu, przy staltym napigciu zasilania, wynika z warto$ci sumy re-
zystancji w obwodzie. W zwigzku z tym kluczowany wzmacniacz szeregowo-przeciwsobny
klasy D,,., mozemy uwazaé, w odréznieniu od wzmacniaczy konwencjonalnych pracujg-
cych w klasach 4, B lub C, za zrédto napigciowe.

Teoretycznie osiagang amplitude sinusoidalnego napigcia w.cz., wystepujaca na rezy-
stancji obciazenia r;, obwodu drgani o odpowiednim Qy, wyrazimy zgodnie z rozkladem
Fouriera zalezno$cia

2
UcmaxT =5 U’wcz = cho = 05637 Uco (2)

gdzie U,, jest amplituda fali prostokatnej i przy przyjetych zaloZeniach upraszczajacych
(n = 100%) odpowiada napigciu zasilania wzmacniacza.

W warunkach rzeczywistych warto§¢ amplitudy napiecia w.cz. bedzie dla takiego wzmac-
niacza nieco mniejsza. Trzeba bowiem uwzgledni¢ spadek napigcia na szeregowej rezystancji
tranzystoréw kluczujacych, pracujacych przy przewodzeniu w stanie nasycenia oraz straty
wystepujace w elementach samego obwodu drgari. W zwiazku z tym uZyteczna moc wyjscio-
wa wzmacniacza bedzie nieco mniejsza od mocy doprowadzonej ze Zrédta zasilania i wy-
niesie

Plwez = Pot) = _;‘Uwcz wez 1] 3)

gdzie:
P, — moc zasilania wzmacniacza réwna I, U,
7 — sprawno$§¢ energetyczna wzmacniacza réwna Py /Po.
Mozna udowodnié [2], [3], Ze sprawno§¢ energetyczna wzmacniacza klasy D, o ko-
mutowanym napieciu, okre$la stosunek rezystancji szeregowych w ukladzie

o 'L = L @
U (re+ro+re) 2" @

gdzie:
r. — szeregowa rezystancja obciazenia uZytecznego wzmacniacza,
ro — zastepcza rezystancja strat wlasnych obwodu drgan,
r. — zastepcza szeregowa rezystancja elementu kluczujacego.

Praktycznie uzyskiwana sprawno§¢ energetyczna wzmacniacza klasy D,,.. o prawidio-
wo zaprojektowanych wartosciach elementéw uktadu tatwo moze osiaga¢ wysokie wartosci
i Zwykle w warunkach laboratoryjnych zawarta jest w granicach od 90%; do 959, co sta-
nowi istotna zalete tych uktadow.

Przy obliczeniach szacunkowych wysokosprawnych wzmacniaczy o kluczowanym prze-
biegu napiecia nie uwzgledniamy, w zwiazku z tym, strat wystepujacych w uktadzie wzmac-
niacza, a zwlaszcza w jego kluczujacych tranzystorach i elementach obwodu drgafi, przyj-
mujac sprawno$é za dostatecznie bliska granicy n = 1007;.
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W niniejszym opracowaniu rozpatrzymy nieco szczegétowiej aspekty dotyczace zagad-
nienia wladciwego wykorzystania szeregowych obwodéw rezonansowych w kluczowanych
wzmacniaczach tranzystorowych klasy D,,.,.

2. GLOWNIEJSZE CZYNNIKI WPLYWAJACE NA WYBOR TYPU OBWODU DRGAN

Przy projektowaniu konstrukcji uzytkowych, wybdr rodzaju rezonansowego obwodu
drgaii wzmacniacza klasy D, jest pod wzgledem elektrycznym uzalezniony od szeregu
warunkow, ktére powinny by¢ spetnione w uktadzie. Do gtéwnych z nich zaliczymy:

a) dopasowanie obcigzenia do optymalnej rezystancji dynamicznej obwodu,

b) utrzymanie napig¢ pasozytniczych na wyjéciu wzmacniacza na dopuszczalnym po-
ziomie, ‘

¢) dopuszczalne ttumienie wsteg bocznych sygnaléw modulowanych,

* d) sprawno$¢ energetyczna i prostote uktadowa obwodu rezonansowego przy zapewnieniu
mozliwosci wymaganego przestrajania,

e) warunki wynikajace z eksploatacji uktadéw wzmacniaczy.

Z powyzszego zestawienia wynika, ze poza koniecznoécia optymalnego dopasowania
obciazenia we wzmacniaczu, ktdry to warunek jest oczywisty, wszystkie pozostate wyma-
gaja szczegdlowego omdwienia.

Odnosnie poziomu napieé pasozytniczych nalezy stwierdzié, ze zostat on dla nadajni-
kow ustalony przez Miedzynarodowy Regulamin Radiokomunikacyjny (Genewa 1968,
Dodatek 4).

Dla interesujacych nas najbardziej nadajnikéw radiofonicznych, pracujacych w tzw.
Sredniofalowym zakresie czestotliwoéci (525 kHz do 1605 kHz), w ktérym latwo moga
by¢ réwniez wykorzystywane wzmacniacze rezonansowe klasy D,,.,, promieniowania
niepozadane nie powinny przekraczaé poziomu —40 dB wzgledem poziomu emisji podsta-
wowej i jednoczesnie ich moc nie powinna byé wieksza od 50 mW .

Zawarto$¢ harmonicznych w obciazeniu obwodu drgafi wzmacniacza, o uktadzie wed-
tug rys. 2, wynika jak wiadomo z rozlozenia na szereg Fouriera wyraZenia na prosto-
katny przebieg naPiecia, jakim ten obwéd jest pobudzany do drgan oraz z whasnoSci fil-
gracyjnych tego obwodu.

Rozktad fali prostokatnej na szereg Fouriera przedstawia znana zalezno$¢

1 2 ]
S= ~A+;A[sinwt+ isin3wt+lsin5cot+ sin(2n—1)wt+ ], ®)

1
2 3 5 - (@2n-1)
gdzie A jest amplitudg przebiegu fali prostokatnej.
Natomiast rys. 3 ilustiuje wzajemne usytuowanie przebiegéw napieé i pradéw we
wzmacniaczu rezonansowym klasy D, # przy komutowanym przebiegu napiecia.
W zwigzku z tym w napigciu wyjsciowym wzmacniacza mozna oczekiwaé gléwnie harmo-
nicznych nieparzystych napiecia w.cz., z ktérych najwieksza, tzn. trzecia harmoniczna,

D Pordwnaj [4] 1 [5] str. 390 do 391.
? Poréwnaj [2] str. 16 do 37.
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ma. amplitude napiécia réwna jednej trzeciej amplitudy napigcia o czestotliwo$ci podsta-

wowej fali prostokatnej doprowadzanej na zaciski xy obwodu drgafi typu szeregowego.
Stwierdzenie to moZemy zanotowa¢ w postaci zaleznosci

[In U3

b=

U, U, Iiry

©
gdzie: ;

U, — amplituda napiecia o czestotliwosci podstawowe],

U; — amplituda napiecia trzeciej harmonicznej,

U, — amplituda napiecia n-tej harmonicznej,

1, , I, — amplitudy pradéw harmonicznych,
r, — rezystancja obcigZenia uzytecznego wzmacniacza.
ny A

UemaxT

Uco 5
¥ \
’/'zUco7 Q‘L' 3 AP G

0 T

1
|
|

Y

£

&)

o
————————3
vd

~

<_\/
Y

Rys. 3. Uproszczony przebieg napiecia kluczowanego oraz przebiegi napiecia i pradu w. cz. wystgpujace
w ukladzie wzmacniacza z rys. 2

Czesto przy projektowaniu nowych nadajnikéw radiofonicznych stawiany jest dodat-
kowy warunek zaostrzajacy wymagania na poziom promieniowan niepozadanych. I tak
np. mozna sig¢ spotka¢ z wymaganiami, wedtug ktérych poziom ten ma nie przekraczaé
mocy 10 mW.

Jezeli wiec tytutem przyktadu przyjaé poziom mocy wyjsciowej nadajnika o czestotli-
wosci roboczej 1 MHz na okoto 1 kW, to w takich warunkach stosunek mocy drgan niepo-
zadanych do mocy drgaf o czestotliwosci roboczej nadajnika powinien by wynosi¢
P, » 10-10-3

o Soline 1000

=0,01-10"3=10-10"°. @)
Powyzszy stosunek mocy drgan harmonicznych do podstawowych, wystepujacych

w rezystancji obciaZenia, mozna réwniez przedstawié zalezno$cig

I (Irs)er o ([r3 )2

W S R T Py T

®
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Wymagany wsp6tczynnik filtracji dla trzeciej harmonicznej napitcia w.cz., wystepu-
jacej na rezystancji obciazenia obwodu rezonansowego, okre§lony w [5], przy uwzgled-
nieniu zalezno$ci (6) i (8) mozemy obliczy¢ jako

T e HTRpE | 1 1000
@"=¢>(31 alalni s ]/_:_l/ . = =105 9
2 (]r3/1r1) 1, 1,5 ﬂ3 03 3 10-10-¢ 9,5 . ( )
co odpowiada poziomowi napie¢ pasozytniczych —40,5 dB, okre§lonemu wzgledem po-
ziomu napiecia o czestotliwo$ci podstawowej, wystepujacego na rezystancji obcigZenia 7y .

3. SZCZEGOLOWE OMOWIENIE WELASNOSCI OBWODOW O WYBRANEJ KONFIGURACIJI

Ze wzgledu na to, ze warunek optymalnego dopasowania obcigzenia oraz warunek
utrzymania dopuszczalnego poziomu napie¢ pasozytniczych, jak i dopuszczalnego thu-
mienia wsteg bocznych sa $cidle zalezne od przyjetej konfiguracji obwodu rezonansowego,
to rozwazania dalsze zostang przeprowadzone na wybranych trzech przykladach szere-
gowych obwoddéw rezonansowych, ktére znalazty zastosowanie w budowie nadajnikéw.

31. Prosty obwdd szeregowy

Impedancja zwyktego szeregowego obwodu rezonansowego L, C, rp, jak wiadomo
wyraza si¢ zaleZzno$cig

2 ; 1 ’ 1
|Z]szer = ’L+](wL_R) ~JWL(1—m), (10)
gdyz zwykle rp < wL, natomiast kat fazowy impedancji okreéla réwnanie
5 (coL — %)
@ = arctg— = arctg At diy (11)
Fr, Iy,

Przebieg zmian wartoéci bezwzglednych impedancji i kata fazowego dla szeregowego
obwodu rezonansowego w funkcji czestotliwosci przedstawia rys. 4, a na 1ys. 5 uwidccz-
niono wykres wskazowy.

Nalezy podkresli¢, ze przebiegi tych zmian sg podobue, ale odwrotne, czyli dualne, do
wystepujacych dla klasycznych obwoddéw réwnoleglych.

Jak wiadomo impedancja obwodu szeregowego dla czestotliwosci rezonansowej f,,

, osiaga minimum i staje si¢ wielkoscia rzeczywista, o warto$ci réw-

czyli gdy w,L = wl c

nej sumie rezystancji szeregowych X(r).

W zwiazku z tym mozna uwazad, ze na zaciskach xy wzmacniacza, przy zaniedbaniu
strat, przy rezonansie wystepuje jedynie rezystancja obciazenia uzytecznego ry, ktéra, jak
w kazdym zrédle napieciowym, decyduje o maksymalnej wartosci pradu
Uyez
2(r)
plynacego przez obwdd drgafi (poréwnaj rys. 3).

(12)

Iwc: =
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Przy wszelkich innych czestotliwo$ciach warto$é bezwzgledna impedancji ro$nie po-
wodujac, zgodnie z whasno$ciami selektywnymi obwodu, spadek wartosci pradu.

Stopien wytlumienia harmonicznych wzmacniacza, wymagany przez Regulamin Ra-
diokomunikacyjny, okre§limy w napigciu wystgpujacym na rezystancji obcigZenia uzytecz-
nego ry, z bezwzglednej wartoéci stosunku amplitudy drgan harmonicznych do podstawo-

a)

Soﬂ

J13In
90° [
<5 752 //,
Us (F)=const 50°

25°.

0 23 4
-250 | Afn 040
1—J Q=10 7

/ -50° il
[

B

Rys. 4. Rezonans napie¢ w prostym szeregowym obwodzie drgan

Obcigzenie Obcigzenie ObcigZenie
jpojemnosciowe rzeczywiste indukcyjne
xA “”‘\\\ x A ‘”\\\\ xA “’\\\\
q . p
Jez-®L _j Jwez
) j wce
] Do | wezjol Jwezj WL
el Gz ety y] G LBl o
5 :.Z;rzz w=w, wwiz;'l_
U™  w<awp 4

Rys. 5. Wykresy wskazowe dla prostego szeregowego obwodu drgan

wego. W najbardziej interesujacym nas przypadku 3-ciej harmonicznej, jak wynika z ob-
liczeri zamieszczonych w Dodatku 5.1., stosujac wzmacniacz klasy D,,.., 0 komutowanym
przebiegu napiecia, wykorzystujacy prosty szeregowy obwdd drgad otrzymujemy zalezno§¢

1

bw. 4
gzer. 8QL

Urs
Url

) Ur3

= (13)

wzZm. Z i ﬁ?s
obw. szer.
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Oznacza to, ze cheac uzyskaé wymieniona uprzednio (9) warto$¢ wspétczynnika f iltracji
@5, nalezy w obcigzonym wzmacniaczu z prostym szeregowym obwodem drgan tak usta-
li¢ warunki pracy, aby dobroé wspomnianego obwodu przy obcigzeniu uzytecznym wzmac-
niacza spelniala nieréwnosé

D
Qw2 > 13. (14)

Przy nieznacznym odstrojeniu od rezonansu, np. o +4f, impedancja szeregowego
obwodu drgan, jak wiemy, wzrasta. Mozra to wyrazié zaleznoscia (poréwnaj Dodatek 5.2)
W postaci stosunku wartoéci impedancji przy odstrojeniu do wartogci wystepujacej przy

rezonansie, ktory wyraza si¢ zalezno$cia

i' Lo iZ Szet. o /I_g = lhz Af & 15
Al el AR 7 )

Wzrastajaca wraz z odstrojeniem od rezonansu impedancja szeregowego obwodu drgan
we wzmacniaczach modulowanych powoduje zmiane dopasowania tranzystoréw do ob-
cigzenia, co wprowadza znieksztalcenia liniowe wzmacnianego sygnatu i to tym wieksze,
im szersze pasmo zajmuje sygnal. Zjawisko zmiany dopasowania w pa§mie wystepuje réw-
niez we wzmacniaczach lampowych, z réwnolegtymi obwodami drgani. Dla wzmacniacza
rezonansowego zostalo ono nazwane obciraniem wsteg bocznych modulacji i musi byé
uwzgledniane przy jego projektowaniu. ;

Wynikajgce ze wspomnianego obcirania tlumienie, w przypadku prostego obwodu
szeregowego, dogodnie jest obliczy¢ z odwrotnosci wyrazenia (15) w postaci
Z,
i

L 13 1
RS MR < L R SRR 16
S [ Zlotw, l/lé At : o
L szer. ]/ 1+4QE f

Interesujace, ale wykraczajace poza zakres tematyczny niniejszego opracowania jest
stwierdzenie, Ze identyczng zalezro$¢ uzyskujemy réwniez dla réwncleglego obwodu drgan

3 X Vi
zbudowanego z podobnych elementéw L, C oraz réwnoleglej rezystancji R = ok

Warto$¢ wystepujacego tlumienia wsteg bocznych wyrazonag W dB mozna dogodnie
oceni¢ korzystajac z wykresu podanego na rys. 6. Wykres ten przedstawia w funkcji roz-

strojenia wzglednego dla okreslorych dobreci Q. obwodu drgafi, szukana warto$é

o
ttumienia 3.
Nalezy tu zwréci¢ uwage, ze szeregowy obwéd rezonansowy, pracujacy zwlaszcza
w ukladzie wzmacniacza mocy klasy D,,.,, o komutowanym napieciu, jest stale thumiony
rezystancja zastgpcza przewodzenia wewnetrznego . tranzystordw, ktéra jako rezystancja
szeregowa dodaje si¢ do rezystancji strat wlasnych rq obwodu drgan i rezystancji ry sta-
nowigcej wlasciwe obciaZenie uZyteczre wzmacniacza.

3 Porownaj [7] str. 17.
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W zwiazku z tym dobro¢ Oy, obciazonego obwodu drgaf. wzmacniacza mocy, wyste-
pujaca we wzorze (13), przy obliczeniach dokladnych powinna by¢ okreSlana z zalezno$ci

, w,L w,L
S s Rl O 4B
Wymagania techniczne na urzadzenia nadawcze okre$laja zwykle dopuszczalne ttu-

mienie na kraficach przenoszonego pasma sygnatéw modulujacych na < 1 dB w stosunku
do poziomu wystepujacego przy czgstotliwosci nosnej.
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Rys. 6. Thimienie wsteg bocznych przez prosty szeregowy obwod drgafi we wzmacniaczu klasy Dyes

af

o

w funkcji rozstrojenia dla okreslonej dobroci Qr

Projektujac szeregowy obwéd drgan zgodnie z oméwionymi warunkami (10), (12)
okazuje sie, Ze suma rezystancji Z(r) w takim obwodzie moze co najwyzej osiagnaé war-
to§¢ rzedu pojedynczych oméw, gdyz poprawnie skonstruowana cewka indukcyjna na.
0g61 bedzie miata przy biegu luzem dobro¢ zawarta w granicach Q, & 150 do 300.

Z powyzszego wynika, Ze szeregowy obwdd drgai, spetniajacy postawione wymagania,.
moze szczegSlnie korzystnie wspSipracowaé w ukladach wzmacniaczy tranzystorowych,
ktére odmiennie anizeli lampy radiowe z natury rzeczy sa czynnymi elementami nielinio-
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‘wymi o niskiej rezystancji optymalnego dopasowania. Poniewaz jednak bezposrednie
niskoomowe obciazenie uzyteczne wzmacniaczy w.cz. jest czgsto niedogodne, co wynika
z whasnosci uktadéw stanowiacych to obcigzenie, wigc nalezy sie liczy¢ z potrzeba stoso-
wania czwornikéw poéredniczacych, zapewniajacych odpowiednig transformacje warto$ci
wystepujacych tu rezystancji. Mozna réwniez stosowaé obwody szeregowe innej, nieco
bardziej ztozonej budowy. Zagadnienie powyZsze bgdzie omdéwione w dalszym ciggu ni-
niejszej pracy.

W rezultacie bez wigkszych trudno$ci mozna zaprojektowaé wzmacniacz klasy D,,.,
'z szeregowym obwodem drgan spelniajacym postawione wymagania.

Strojenie szeregowego obwodu rezonansowego w praktyce realizuje si¢ najczedciej
przez prosta zmiang jego indukcyjnosci lub pojemnoséci. Nieco blizsza analize zachodzacych
przy tym zmian parametrow elektrycznych w obwodzie szeregowym przeprowadzimy pa-
migtajac, ze wystepuje tu suma spadkéw napieé na rezystancji obciaZenia oraz na jego
obu reaktancjach. Mozemy zapisac

1o = U +Up+uc. (18)
przy rezonansie
Uy = —Uc, WieC u; = Uy, . (19)
Oznaczajac sume reaktancji
—1

Xs = Xpt+Xc = 2WfL+W (20)
okre§limy prad z wyrazenia
u u u
Ly = - = & = L 21
Z5 Vri+ Gt ]/ A )
nfL+ IfC
oraz poszczegdlne spadki napieé na jego elementach
Ur = LyeI'L = Bl 2,2 (22)
1
]/ (27‘:fL+ 5 fC)
2
UL i Iwc::XL T = fL 2 (23)
1 A
]/1L+ (ZthL-‘r- > fC)
UC = LyezXc = uS(_l/znfC) . (24)

]/'LJ“ (2”fL+ 2 flc)2

Moc wydzielong w obwodzie szeregowym wyraza réwnanie

Unly Unln
P = T = 2 COS(260t+ <P) V sy —Puroj.5 (25)
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ktéra dla czestotliwo$ci rezonansowej upraszcza. sie do postaci
2 Ti2 2 2|T i _,'1 B
P, = 7[ Pdt. = -Tf u(t) i (dt = —2—Umlmcos¢ = Ugylgcos@. 6) -
\ 5 ‘ g , oo
Przebieg chwilowych wartoci: poszczegdlnych napie€ i pradéw obwodu. szeregowego
przy rezonansie ilustruje rys. 7, a mocy rys. 8. -

( l471L"’Vmc) =dm* Xee Vit =dm* X, ‘ _ '/VL
Viesite /| Vae
A Vinric=9m* ZRic A
17 7 Va
@ AR
a - i
NN Nk “
\
, » Ve
VmR = Jm . R[_C
Vmc=Jm 'Xc Jm -

‘Rys. 7. Wykres wskazowy potencjatow, napieé i pradoéw w szeregowym obwodzie rezonansowym

Przy strojeniu indukcyjnym szeregowego obwodu rezonansowego otrzymujemy prze-
biegi ¥ okre§lonych powyzej parametréw przedstawione na rys. 9. Nalezy zauwazy¢, ze
U, osigga maksimum przy rezonansie, dla = w,, wowczas gdy U), dopiero powyZej tej
wielko$ci. Wynika to z faktu, ze Uy ro$nie wraz z rosnacym L powyzej rezonansu jeszcze

A
Un'J;
e f \anzeczgvisfa w
Uy J, / !
Pp==7 X
ot ~-;'490" . ‘l\‘asb[:)t
k3 ,‘.. '.:1 Pi
A
'/g i\\Un 'Uc
0 /s \.Q-' 0 . (Ui
NG N S/
NS

Rys. 8. Przebieg napieé i pradoéw oraz mocy chWilowej W szeregoWym obwodzie rezonansowym

4 Porownaj [6] str. 246 do 252.
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tak dlugo, dopdki X}, roénie szybciej anizeli zmaléje 1,,.,. Prad I,., osigga oczywiscie mak-
simum przy czestotliwosci rezonansowej w,.

. . du, . i —(r2 X2
Rézniczkujgc i przyréwnujac do zera dXL = 0'znajdujemy warto$é X, = —ELX"_—XQ
L ) [}
odpowiadajacg maksimum Uj przy strojeniu indukcyjnym. Z powyzszego tatwo okre$limy
L =1L, +A4L = C(r}+X3). 27
J'X[_ J’Xc J/L
Uy
J -
L) l
_ U
0 ..... \st(XL"'XC) . .
a Lrez L
Xc
Wo

Rys. 9. Rezonans szeregowy — strojenie indukeyjne

Analogiczne przebiegi wystgpujace przy strojenin pojemnoscia przedstawia rys. 10.
Gdy na obwéd szeregowy wprowadzamy napigcie o zmiennej czgstotliwodci, to przebieg
omawianych parametréw ilustruje rys. 11.

} ac

U Ter e ?

Flc)

UL;JWCZ'XL

......

Rys. 10. Rezonans szeregowy — strojenie pojemnosciowe
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Zeby w calym pa$mie uzytkowanych: czgstotliwo$ci moc oddawana przez wzmacniacz
klasy Dye; z szeregowym obwodem drgan nie ulegala zmianom oraz warunki jego pracy
byly mozliwie stale, co stanowi cz¢sto spotykane wymaganie eksploatacyjne, to trzeba aby

wL 1 1 _ /L _ :
=0, T e, 00 O 1/0 - const: @

Cho¢ impedancja wejéciowa szeregowego obwodu drgan, dostrojonego do czestotli-
wosci rezonansowej, jest zawsze réwna rezystancji szeregowej r, niezaleznie od wartosci
stosunku indukcyjno$ci do pojemnosci L/C, a wigc niezaleZnie od sposobu przestrajania,

1
AT P S .
Y / \Y\chz

Rys. 11, Rezonans Szeregowy przy zmianie czgstotliwo$ci pobudzenia

to jednak przy strojeniu jednym elementem obwodu, a wigc przy zmianie L lub C, ulega
zmianie dobroé obwodu Qy, a wicc i jego sprawno$é, co oczywiscie powoduje w rezultacie
zmiang mocy oddawanej wzmacniacza, zmiang stopnia tlumienia harmonicznych itp. :
Natomiast zachowujac staloéé dobroci @y obciazonego obwodu drgafi, uzyskiwana
przez réwnoczesng zmiang jego indukcyjnosci i pojemnosci, czyli spelniajac warunek

v % = const, Co 29
mozZna przy przestrajaniu uzyskaé pelng stalo§é mocy oddawanej wzmacniacza oraz sta-
10§é pozostatych parametréw charakteryzujacych jego warunki pracy. Konstrukcyjnie
jest to wykonalne np. przez mechaniczne sprz¢Zenie napedéw kondensatora obrotowego
i wariometru, ale stanowi spora komplikacje i podnosi koszt urzadzenia. Z tego wzgledu
w praktyce godzimy si¢ zwykle na ograniczona zmian¢ parametrow wzmacniacza strojo-
nego, w okre§lonym podzakresie czgstotliwosci roboczsrch, wzamian za co zyskujemy mozli-
wo$¢ uproszczenia jego konstrukcji. ~ ~

W urzadzeniach radiofonicznych, pracujacych calymi latami na uzgodnionyéh mi¢dzy-
narodowo czestotliwosciach roboczych, trudnoéci te oczywiscie nie wystepuja-
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3.2. Szeregowy obwod drgan typu gamma

Rezystanqe -uzyteczne typowych ukladow wyjéciowych, stosowanych powszechme
w technice urzadzent nadawczych mogace stanowi€ obcigZenie wzmacniacza rezonansowe-
go; charakteryzuja si¢ zwykle wielokrotnie wigkszymi warto$ciami anizeli to wynikalo
z warunku bezposredniego dopasowania dla optymalnego wykorzystania mocy oddawanej
tranzystoréw wzmacniacza klasy D,,., z prostym szeregowym obwodem drgafi. Specjalnie
wyraziécie'wyst'gpuje ta dysprdporcja w przypadku uzycia takiego wzmacniacza do wy-
sterowania np. siatki lampowego - wzmacmacza mocy wnzkszego nadajnlka Iub obwoddw
dostrojczych systemu antenowego. :

X o_w_f_-_a _ .
} T: Ye : iR=Jwez
| L
by Q| 7T U || e
I I i |
[ -
Y o I 1
Xag -
R
c B A

Rys. 12: Szeregowy obwod rezonansowy typu gamma

W Instytucie £acznosci opracowano jeézcze w 1~969 r. wzmacniacz mocy klasy D,,.,
Z szeregowym obwodem rezonansowym wedhlg skarlgwacia}éj odmiany obwodu typu =1,
w ktdrej dla dopasowania stosunkowo duzej rezystancji obciazenia R, do -optymalnej
i stosunikowo niskiej rezystaneji dynamicznej-elementu nieliniowego (tranzystora) o ry, <
< Ry, znika pojemno$é Ccp, a magazynem energii elektrycznej pozostaje pojemnosé Cyp.
W ten sposob obwdd typu =l przeksztalcony zostal w.obwdd dwuelementowy, ktdry jest
od strony wejscia réwnowazny szeregowemu obwodow1 rezonansowemu, & réwnocze$nie
na swym wejsciu zapewnia znaczng, transformaqe »W dol”? rezystanql obciaZenia.

Powstaiy w ten sposéb obwéd typu gamma (rys. 12) mozna okreslié jako odwrotny
do znanego w technice lampowej czwdérnika typu L

Stosujac metodg graficznego obliczania obwodéw rezonansowych 8 mozna narysowaé
szkic w polplaszczyZnie zmiennej zespolone) o wspébirzednych impedancji (r, jx), z kté-
rego odczytujemy zaleznoSci geometryczne uwidocznione na rys. 13

) : (a?q.L) ~,=;"LRL-_’_'L, o (30)
~(,€00L).2-_=_'RL"L-"%,-

(CUOL)Z_&_ .

P

5 Porbéwnaj [8] str. 21 do 22 oraz str. 60 dé 61, :
8 Porownaj [5} str. 164 do 174 oraz [9] str. 181-do 218.
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Ze wzgledu na swe wlasnoéci obwdd typu gamma moZna uzywaé we wzmacniaczu
klasy D,.c,. Wéwczas obwdd ten bedzie pobudzany do drgan prostokatnym przebleglem
komutowanego napiecia, gdyz wzmacniacz klasy D mozemy uwazaé za zrédto o charak-
terze napigciowym. Réwnoczes$nie uzyskujemy mozliwo$é dopasowania stosunkowo duzej
wartodci rezystancji Ry do niskooporowych z natury tranzystorowych wzmacniaczy mocy.
Prad, jaki plynie przez obwdd szeregowy, tak jak w kazdym zrédle napieciowym jest okres-
lony jedynie przez sume rezystancji tego obwodu.

: N Ry=R, | T
XBC=CUL
. Xp
- B
X=wc |
~XV gg=Q -

— Rys. 13 Wykres unpedancp obwodu typu gamma

Poniewaz w tym obwodzie, jak to wymka zZ zalezno§c1 geometrycznych Ry = r(02+
+1) ~ r.0F, wigc ze wzglgdu na to, iz zwykle Or = > 10 to mozna z dostatecznac doklad-
no§c1q posluglwaé SIQ wzorem przybhzonym '

a jak z niego wida¢ uzyskiwana transformaqa rezystancp jest rzedu 100. Pozwala - to, na-
wet w przypadku tranzystorowych wzmacniaczy mocy, na do$é dogodne rozw1qzan1e
szeregu ukladéw nadawczych :

xA

e owe
ik i -\

U . Uxy

r

s

Iwez - Uner U= Inaz* Ry
Exy : -

Rys. 14. Wykres wskamwy dla szeregowago obwodu rezonansowego typu gamma

Wykres wskazowy dla szeregowego obwodu drgan typu gamma przedstawiony Jest
na rys. 14. Jak z nlego w1dac, w odréznieniu od prostego obwodu SZETegowego, kat fa-
Zowy Wystepujacy przy rezonansie pomiedzy napigciem Uy, a napigciem wyjsciowym Uyezs
wystepujacym na rezystancji obcigzenia Ry, podobme jak w obwodach typu =1 dochodzi
do wartoéci bliskich 90°.
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Dane o stopniu wytlumienia harmonicznych, uzyskiwanym przy stosowaniu obwodu
rezonansowego typu gamma, zamieszczono w Dodatku 5.1; rezultat koficowy moze by¢
przedstawiony nastgpujaca zaleznoscig

_ 1
r 1\’
» nQyr (n— —n~>

" Zawarto$¢ trzeciej harmonicznej na wyjsciu wzmacniacza klasy D,.,, o komutowanym
napieciu przy stosowaniu obwodu typu gamma, obliczymy wprowadzajac wspéiczynnik
Bs, czyli analogicznie, jak to wykonaliémy przy rozpatrywaniu prostego obwodu szere-
gowego

UR3

T, (33)

(34)

wzmac. ﬂ3

URa
z obw. I"

Url

Umi 1 1 1
r

U, = 240,
Un 3QL(3—’;-) o,

Przyjmujac, jak poprzednio Q, > 10, otrzymamy
1

| Ugs o L
wzmac. H
z obw. I" 240

l' Url

co odpowiada poziomowi napigé niepozadanych —47,5 dB. , :

Poréwnujac ze soba wyrazenia (13) i (32) spostrzegamy, Ze obwdd. typu gamma jest
n-krotnie skuteczniejszy od rozpatrywanego uprzednio prostego szeregdwego obwodu re-
zonansowego L, C, ry. T

Chcac uzyskaé jeszcze wieksze odfiltrowanie sktadowych harmonicznych nalezy zasto-
sowaé bardziej zlozony obwdéd rezonansowy, jak np. szeregowo-réwnolegly uktad wedlug
Baxandalla [1], lub uktady taficuchowe gamma +l. S o ;

Ogdlnie mozna réwniez zaleci€ podwyzszanie dobroci Q.. obcigzonego obwodu drgan.
Jednak ze wzgledu na réwnoczesny wzrost strat w obwodzie, jaki z ta zmiang jest zwykle
zwiazany, takie postgpowanie stwarza tylko niewielka mozliwo$¢ dalszej poprawy stopnia
odfiltrowania sklfadowych harmonicznych nadajnika. W przypadku szczegélnie trudnym,
zwykle w szereg z rezystancja obciaZenia uzytecznego- wzmacniacza wiacza sig filtry za-
porowe, strojone na poszczegélne harmoniczne czgstotliwosci roboczej.

Dla szeregowego obwodu drgan typu gamma, w zwiazku z bardziej wysmuklym w sto-
sunku do prostego obwodu szeregowego przebiegiem krzywej rezonansu, wyraZenie na
tlumienie wsteg bocznych bedzie miato inna postaé. Zgodnie z zaleZno$ciami wyprowadzo-
nymi w Dodatku 5.2 dla obwodu typu gamma, otrzymujemy wzoér

A -

Z, | rrL _ . 1

Y el

Poréwnywujac ze sobg wzory (16) i (35) tatwo zauwazymy, Ze wzmacniacz klasy D,,.,
z obwodem typu gamma, przy sygnatach modulowanych amplitudowo, bedzie w nieco
wigkszym stopniu thumit wstegi boczne anizéli to ma miejsce w przypadku wzmacniacza

35)
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Z prostym obwodem szeregowym. Zakladamy, Zze oba zbudowane s z identycznych ele-
mentéw L, C i pracuja przy tych samych czgstotliwosciach rezonansowych fo oraz dobrocy
0, obwodu.

‘ 3.3. Regulacja' wspélczynnika transformacji

Obwdéd typu gamma, jak to wynika z (32), zapewnia staly i proporcjonalny do OF
stopieni transformacji rownolegie_] rezystancji obciaZzenia R, na szeregowa rezystancje
wejéciowa, r. W niektérych przypadkach uzyskiwany tg droga stopieni transformacji mozZe
byé zbyt wysoki nawet dla wzmacniaczy tranzystorowych. W zwiazku z tym mozZe si¢ oka-

- zaé celowe zastosowanie uwidocznionej na rys. 15 modyflkacp uktadu. Jak ze wspomnia-

v, L1 C
Il ligy } { Jwez

. | : -.,.{ | | .

L{vy”'L } q { 7-5 {Up { R Uyez

| el :

oL ! f——t

Y D x| L {XAB '

i " Ase y
D c B A

. Rys. 15. Zmodyfikowany obwdd rezonansowy t)"pu ga;mma

nego rysunku w1dac, proponowana modyflkac_]a ukiadu charakteryzuje sie wprowadze-
niem dodatkowego kondensatora C; wlaczonego szeregowo z rezystancja obcigzenia uzy-
tecznego Ry . Kondensator ten spelnla réwnoczes$nie dwie funkcje, a mianowicie uniemozli-
wia powstanie zwarcia wzmacniacza dla sktadowej stalej oraz pozwala na regulacjg stopnia
transformacji rezystancji obcigZenia.

Dzialanie izolujace jest oczywiste z rozpatrzenia ukladu i bardzo istotne dla jego dzia-
lania, gdyz odcina drogg uplywu, ktéry mdgiby powstaé poczynajac od Zrédla zasilania
U,, wzmacniacza poprzez tranzystor T1 w chwili jego przewodzenia, cewke obwodu drgail
i rezystor obciaZenia uzytecznego Ry, az do zacisku uziemienia. We wzmacniaczach mocy
straty powstajace wskutek uplywu na wskazaneJ drodze moga mie¢ decydujqcy wplyw na
sprawnosc energetyczng ukladu. -

*‘Dzialanie regulacyjne nie jest od razu oczywiste i wymaga omowienia. Okaque sie, Ze
we wzmacniaczach klasy D,., dla dopasowania mniejszych, anizeli wynikajacych ze sto-
sunku Q% rezystancji obciazenia, mozna uzyska¢ wymagane obniZenie stopnia transfor-
macji przez dobranie odpowiedniej wartosci pojemnos$ci kondensatora 1zolujqcego C;.

Dla udowodnienia postawionej tezy dogodnie jest zastosowaé wspomniang uprzedmo
metodg graficznego obliczania obwoddéw rezonansowych.

Rysujemy szkic w 'polplaszczyzme zmiennej zespolone_], o) wspolrzqdnych impedancji
(r,jx), podany na rys. 16. Na szkicu tym odcinek 04 odpow1ada zadanej, niewielkiej
réwnoleglej rezystancji obciazenia Ry. Euk kota o $rednicy OE OE odpowiada stalej, réwno-
leglej rezystancji, o umownej i dostatecznie wysokiej wartosci obcigzenia (Rp), wystepu-



1038 . . : S. Sypniewski . - Rozpr. Elektrot,

jacej na zaciskach pojemnosci C prostego obwodu drgan typu gamma. Odcinek AB przed-

stawia poszuklwanq warto$¢ reaktancji xAB = kondensatora 1zolujqcego C',-. Reak-

-1
W, Ci
tancja ta decyduje o wymaganym stopniu transformacji réwnoleglej rezystancji obciaZenia
R., na rezystancjg szeregowa r, widziang od strony wejécia, ktérej wartos$é powinna od-

0D A E

P

.

q

=Xy Q.

Rys. 16, Wykres impedancji zmodyfikowanego obwodu rezonansowego typu gamma

powiadaé optymalnemu dopasowaniu tranzystor6w wzmacniacza klasy D,.,. Odcinek

OD stanowi miarg rezystancji wejéciowej rr» a odcinek CD odpowiada szeregowej reaktancji
Xcp-= w,L cewki indukcyjnej obwodu drgan. Fuk 55 jest w tych warunkach miarg réw-

noleglej reaktanciji pOJemno§c1 'C obwodu drgan, ktdra trzeba obliczyé anahtyczme z za-
“leznosci

XgXe | -1

Xpe = Xy —Xc = 0, C . (36)
Nachylenie odcinka OC okre$la Wartoéé wspélczynnika reaktancyjnoséci g = Zo R

rL X,
obwodu drgafi odpowiadajacego jego dobr001 Q.. . ..
Stopiefi wytlumienia harmonicznych przez zmodyflkowany obwod szeregowy typu
gamma moze byé okreélony jako wspéimierny -do. uzyskiwanego dla zwyklego obwodu
typu gamma. Jednak kat fazowy powstajacy pomiedzy napigciem wejsciowym U,, oraz
wyjciowym U,., = Ur,, W opisywanym przypadku bedzie na ogol mniejszy, anizeli
wystepujacy w zwyklym obwodzie typu gamma. :

Przy zmianie czgstotliwosci rezonansowej obwodu drgas, wychodzqc z analogicznych
Jak poprzednio (poréwnaj (28)) przestanek, nalezy dazyé do zachowania warunku @ =
= const. W rezultacie bedzie to wymagaé réwnoczesnego przestrajania zaréwno L jak
i C oraz kazdorazowego dostrojenia wartosci C;. W praktyce, upraszczajac obstuge, zwykle
rezygnujemy przynajmniej z jednego z trzech elementéw strOJonyc.h godzac sig tym sa-
mym kompromisowo z okreSlonymi zmianami Q; oraz pewnym niedopasowaniem war-
toSci obcigzenia w uzytkowanym podzakres1e czqstothwo§c1 roboczych oplsywanego
wzmacniacza. ‘ .
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Na rys. 17 uwidoczniono wykres wskazowy zmodyfikowanego obwodu typu gamma,.
z ktérego mozna odczytaé przewidywany kierunek zmian kata fazowego, wystepujacy
wraz ze zmiang stopnia transformacji. '

X A
B e ‘ Ye
le| 4 ‘
U”= UII
- maleR R ez
wzgledemRp
: ' duzeR;
U Uy 0 o . wzgledem Rp
0N Iwe ? -r
Exy o -

Rys. 17. Wykres wskazowy dla zmodyfikowanego obwodu typu gamma przy zZmianie stopnia transférmaciji
i zachowaniu Uc = Ur = const
1) gdy male Ry, to Uwcz & Up oraz C jest duze,
2)'gdy duze Rr; to Uwez < Uy oraz C; jest male

, \ Uy Unez

4. WNIOSKI-

1. Szeregowe obwody rezonansowe najdogodniej pobudzaé do drgai wilasnych na-

pigciem o przebiegu prostokatnym i czgstotliwo$ci powtarzania odpowxadajqcej czgsto-
tliwosci tych drgafi. ' : :
2. Proste obwody szeregowe w zastosowaniu do wzmacmaczy klasy D,,., o komuto--
wanym napieciu w wersji tranzystorowej sa niedogodne ze wzgledu na to, Ze przy wyma-
ganej dobroci @, > 10 uzyskiwane wartosci rezystancji dynamicznej r;, tych obwodéw
‘ sa zbyt mate w stosunku do wartoéci potocznie uzywanych obciaZen.
| 3. Celem optymalnego dopasowania do powszechnie stosowanych rezystancji \obcizr
Zenia uZytecznego nalezy uzywaé obwodu rezonansowego typu gamma, lub jego opisanej.
modyfikacji umozliwiajacej Iatwq regulac_]g wspétczynnika transformacji réwnoleglej re-
zystancji obciazenia R,.
4. Zaréwno prosty szeregowy obwod rezonansowy, jak i obwod typu gamma, zasto--
owane we wzmacniaczu tranzystorowym klasy D,,.,, jak wykazano mogg zapewni¢ wy-
" magane przepisami thumienie zawartosci harmonicznych, wystepujacych w napieciu wyjs-
ciowym wzmacniacza na rezystancji obciaZenia oraz dostatecznie plaska charakterystyke:
znieksztalcen liniowych, przy modulacji amplitudowej stosowanej w radiofonii.
5. Przedstawione w niniejszej pracy szeregowe obwody rezonansowe stanowig opty-
‘ malnie prosta konfiguracj¢ ukladowa, zrealizowana przy uzyciu minimalnej liczby ele~
| mentdw skladowych, dzigki czemu warunek ich sprawnoéci energetycznej oraz fatwosci
‘ przestrajania wzmacniacza kluczowanego sa réwnoczesnie spetnione.

-
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5. DODATEK

5.1. Obliczanie zawarto$ci harmonicznych w napigciu wyjé-
ciowym wzmacniacza klasy D, przy wybranych rodzajach
obwoddéw rezonansowych

5.1.1. Prosty obwdd szeregowy

Zawarto$é harmonicznych w napieciu w.cz., wystepujacym né co najwyzej kilkuomo-
wej rezystancji obcigzenia ry szeregowego obwodu drgaf, obliczamy ze stosunku pradow
zasilajacych ten obwdd ze Zzrédia napigcia o statej amplitudzie U(f), czyli
b _n
L Zlser.

ktéry dla czestotliwosci hafmonicznych odpowiada przebiegowi krzywej rezonansu pra-

déw, przedstawionej na rys. 4.

Zawarto§é harmonicznych w napigciu w.cz. na rezystancji obciazenia r; obwodu sze-
Tegowego moZna wyrazi¢ jako stosunek:
U_r ) ' _ _
. U, 223:' h Liry, L
gdyz dla tego obwodu I, = I, oraz I, = I,. i ,

Po uwzglednieniu powyZszego otrzymujemy zaleznoéc podstawowa

U

n

T,

L, I, I,

s

L

I, r -
Wv _e— = ~ . a
A |Z]szer. ©

Impedancja obwodu szeregowego wynosi

R ; 1 . 1 -\ . . )
Zper. = ('L+j(wL—R) ~]60L(1— m), gdyz rp € wL.

Modut tego wyrazenia dla n-tej harmqnicznej okrela zalezno$§é

. ' 1 ’ 1 1
| Zalszer, = ﬂwaL(l - m) = nwoL(l - ;—{) = COoL(n— 7),

. W .
gdyz n = —- oraz przy rezonansie w2LC = 1.

o .
Po podstawieniu otrzymujemy wyprowadzona zalezno$¢ podstawowa w postaci

U,

r, L _ 1 .
T, (b)

szef: 'Z’sze_r. \ nw_.,L( ___;1\2_) QL(”_.%) .

Dla najbardziej interesujacej nas, ze wzgledu na zastosowania p}aktyczne, 3-ciej harmo-

nicznej, czyli dla n = 22 = 3 mamy

o

..

_r 3
g;’; ,23,szer. SQL .
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Realizujac wzmacniacz klasy D,,., o prostokatnym przebiegu komutowanego napiecia
pobudzajgcego prosty szeregowy obwodd rezonansowy do drgan mozemy oczekiwad, Ze,
jak wynika z rozkladu Fouriera, amplituda trzeciej harmonicznej napigcia wyjsciowego
bedzie trzykrotnie mniejsza od amplitudy drgan podstawowych U, . :

Przy typowej warto$ci dobroci Q; = 10 obcigZzonego obwodu drgait otrzymujemy za-
tem dla wzmacniacza stosunek = - -

U, 1 1

— ~

;’E; 80, %0 czyli —38 dB.

wzmac., .3 3
z obw.
szer.

"1

Stwierdzamy réwnocze$nie, Ze szeregowy obwdd rezonansowy moze zapewni¢ wythumie-
nie 3-ciej harmonicznej napiecia wynoszace tylko

—38 dB+9,5dB = —28,5 dB,

gdyz trzykrotne zmniejszenie amplitudy 3-ciej harmonicznej (9,5 dB), wynikajace z wpro-
wadzenia przebiegu prostokatnego na ten obwdd, nie zawdzigczamy jego wlasnoSciom
selekcyjnym a specyfice napieciowego Zrédia zasilania, jakim jest wzmacniacz klasy D,,...

5.1.2. Szeregowy obwdd typu gamma

' Zawarto§¢ harmonicznych w wyjéciowym napieciu w.cz.-na réwnoleglym obciaZeniu
R, obwodu typu gamma, osiggajacym latwo warto§¢ kilkuset oméw, mozna obliczyé roz-
patrujac dzielnik napigcia utworzony z reaktancji x, oraz réwnolegle polaczonych reak-
tancji X¢ i réwnoleglej rezystancji R;, do jakiego sprowadza si¢ skarlowacialy obwdéd
typu =1, o konfiguracji wedtug rys. 10.

W zwiazku z tym stosunek napieé o czgstothwosm podstawowej na wyjsciu i wejscm
wspomnianego dzielnika okresla zalezno$é

j R Xc
U\i:'cz — RL +jXC . (C)
\:wz 1 -RLXC ’

Pt R X

Zmnigjszenie sktadowych harmonicznych (rzqdu n) napiecia, wystgpujacego na wyjsciu
wspomnianego dzielnika, wyrazimy zaleznoscig :

1 ,

- T Rt 1 SR Xe @

] 1 n Ao |
i _ Py Ry Xc x  Xe+j (”xL'l' %) Ry

(RL +]; Xc) Jnxy +J_——XC

Ry + ¢

1!
UWCZ
'’
Uspez
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Ttumienie harmonicznych przez obwéd rezonansowy typu gamma nalezy -obliczyé [2]
dzielgc modul wyrazenia (d) przez modul wyrazenia (c). W wyniku otrzymujemy stosunek

. U‘lv'lcz . .
URn - U1,4»cz no_ _1_ / X%Xg + (xL +XC)2R.% . ('e)
[T, e~ Tom | = = '
Rs Jgamma U‘,"" ]/ xiXZ+ (nxL+X ) RZ
wez |1
. . 1 . . .
Podstawigjac x; = w,L; Xo = ——G OTaz Zwalywszy, Ze W obwodzie gamma przy rezo-
0
nansie spelniony jest réwniez warunek w,L = ol otrzymujemy
. 0
L2 1\,
Us, 1 ro (“"’L - co,,C) Ri
obw. . 7 2 . (f)
UR1 gamma n L2 +1n L 1 R2
L. C? @o nw,C| -
Poniewaz dla obwodu gamma mamy specyficzng zalezno$§é (30) B B  “
S 0. RL..L(R,_)
Ry, = Qiry, wigc ©,C = =% oraz o, L = =5 jak i = = |2L]) .
L= 0irL €c W, R, o O J C 0, )
Wobec tego wyraZenie (f) na ttumienie harmonicznych mozna upro$ci€ do postaci .
o) o = K ' ‘ 3]
U, loam: anl/ RE (nRL Ry )2R B
v _ ‘ . o1 ‘ 1073 nQL B :
a pomijajac warto$ci mniejszych rzedéw otrzyma¢ wyraZenie koficowe
Ugz, o RZ o 1 (b
~— UR1 g:xvt‘\’l.na 2 RL 1 nQ . l '~
nQL QL n -_—— RL L n :

Poréwnujac ze sobg wyraZenia (h) i (b) w1dz1my, Ze pod wzgledem wytlumienia skla-
dowych harmonicznych obwdd typu gamma jest n-krotnie skuteczniejszy od rozpatrywa-
nego uprzednio prostego szeregowego obwodu rezonansowego LCry. W zwiazku z tym
dla trzeciej harmonicznej obwéd typu gamma o dobrom 0. = 10 zapewnia wyttumienie
wynoszace . '

Uz,

Uz, _ 1
Ug,

_L czvli
oo = 1y ~ 80 &
30(3- 5

—38 dB.

Natomiast zawarto$¢ 3-ciej harmonicznej na wyj§ciu wzmacniacza klasy D,., 0 komuto-~
wanym napigciu z wyzej omawianym obwodem drgafi wyniesie

Uk, Uz, 11

Tn, T 2w =350 = 240 czyli —47,5 dB.

wzmac. —
Z obw.
gamma
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r

52. Obliczanie ttumienia wstegg bocznych
5.2.1. Prosty obwdd szeregowy

Impedancja széregoWego obwodu rezonansowego (Ih_O)\osiqga warto$§é minimalna rp

‘dla czestotliwosci rezonansowej f, (poréwnaj rys. 4), gdy w,L = . Natomiast przy

1
v w,C
nieznacznym odstrojeniu od rezonansu, np. o Af, impedancja ta wzrasta zgodnie z prze-
biegiem krzywej rezonansu uzaleznionej, jak wiadomo, od dobroci Q; obcigZonego ob-
wodu- drgan. : ’ ' :
Thumienie wsteg bocznych obwodu szeregowego okre$limy ze stosunku impedancji
tego obwodu przy rezonansie do impedancji przy okreslonym ‘odstrojénin

| Zo . LS
* 5 | ow. = T . @
Z szer, lZ'obw. . s

szer.

" Modut impedancji tego obwodu wyraza zalezno$c¢

~ . 1 z
Zlopw. = ]/rf*(“’L"EE) ; .
podstawiajac @ = w,+Aw oraz w, = VL;—C— otrzymujemy po przeksztalceniu
Z| = ]/l+1 L—l)z—r1/l+Q2w—w°2—
1Z] =rL E w o) - L e, "0 T
=rL]/1+4Qf(ﬂ)w) =rL]/1+4Qf(j1f) ,

zatem tlumienie wsteg bocznych prostego obwodu szeregowego okresla zaleznosé

l "zo—
Z

r 1 : . .
obw. e ; )]

22 ™ Bl 2
,\ s%’er. ]/1 +402 (—?Tf) .

5.2.2. Szeregowy obwdd typu gamma

Postepujac analogicznie do omdwionego uprzednio obwbdu okredlimy impedancje
obwodu typu gamma jako '
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oraz modutl tej impedancji

C2 +RL(COL )

L?
Zlp = 0 ]/(wL)2+QL( ) =

Ri+ e

VA TS ol

w zwigzku z czym ttumienie wsteg bocznych dla obwodu typu gamma bedzie miato postaé

ZA,, ry, 1

S, = B » ®
Z gg,‘,?’;m Z!obw. / 2>
N ot ]/1+2(jf'of ,+4Qi(;10f) ‘

gdzie r; stanowi prietransformowanq warto$¢ réwnolegiego obciaZenia R; widziang od
strony Zrédla pobudzajacego ten obwdd do drgan.

R

53. Przesunigcie fazy wprowadzane przez obwdd drgat

.5.3.1 . Prosty obwédd szeregowy

Przy rezonansie, gdy X = 0, czyli dla w,L = , przesunigcie fazy wproWadzane

1
w,C

przez prosty szeregowy obwdd drgan zanika i ¢ = 0°. Przy rozstrojeniu ¢ = arctg—;c—
: L

zgodnie z zaleznofcia (11).

5.3.2 Szeregowy obwdd typu gamma

Obwéd typu gamma powoduje powstawanie przesuniecia fazowego pomiedzy napie-
ciem wejSciowym Uy, a napigciem wyjéciowym U, na rezystancji obciazenia R, . Przesu-
nigcie to mozna obliczyé rozpatrujgc dzielnik napigcia zlozony z reaktancji x; oraz réwno-
legle polaczonych reaktancji X¢ i rezystancji obciazenia R, (poréwnaj wzér (c) z rozdziatu
5.1.2) analogicznie do obwodu typu =l.

Ry xy,
R +N’

Ze wzgledu na to 7, ze Xo = —

gdzie N = ]/ rp Ry —x} oraz biorac pod uwage zalezno$é (30), tangens kata fazowego
mozna wyrazié réwnaniem

XL
I‘LRL—XL

tgp = & =+ r—L +0. )

7 Porownaj [7] str. 24 do 27.
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W realizowanych wzmacniaczach rezongnsowych klasy D,,., omawiany kat fazowy
ma zwykle warto$é ponad 85°, co wynika réwniez z rozpatrzenia wykresu wskazowego
dla tego typu wzmacniacza (poréwnaj rys. 14).
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S. SYPNIEWSKI
IN-SERIES RESONANCE CIRCUITS IN CLASS D HIGH FREQUENCY AMPLIFIERS

Summary

Following the introduction, which describes the principle of ‘operation of “class D switched mode:

solid state tuned amplifiers, the author discusses the factors determinning the selection of in-series resonance:
circuits that constitute a characteristic element of the system of these amplifiers.

' Technical solutions of gamma type vibration circuits are presented in detail in order to make the
dependence occurring more noticeable. Owing to a modification of this type of circuit that makes it possible
to requlate the coefficient of load transformation, there occurs an economically justified variant, particularly
suitable for the realization of a class D amplifier system. All considerations refer to dependences characteri-
stic of a simple in-series circuit. ,

The final part lists conclusions particularly important when designing similar amplifier systems. The
annex qontains the derivation of the mathematical dependences presented.

S. SYPNIEWSKI s

AMPLIFICATEUR HAUTE FREQUENCE A TRANSISTORS CLASSE D AVEC COMMUTATION
DE LA TENSION

Résumé

Ayant présenté, dans P'introduction, le principe du fonctionnement des amplificateurs haute fréquence:
a transistors classe D, avec commutation de la tension, on a discuté les agents décidant du choix des circuits
résonnants série, constituant un élément caractéristique de ces amplificateurs.
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Afin de mettre en évidence les relations qui's’y produisent, on a présenté en détail les solutions techni-
-ques des circuits oscillants du type gamma, actuellement appliquées. Grice 4 la modification de ce type
du circuit, permettant d’obtenir le réglage du coefficient de transformation de la charge, on a réalisé un
nouveau type du circuit de Pamplificateur classe Dy, justifié dui point de vue d*économie et particuliérement
. -conyenable & I'application pratique. On a rapporté ’ensemble des délibérations aux relations caractéristi-
ques pour le simple circuit série.

A la fin, on a comparé les conclusions essentlelles surtout pour établissement des projets de pareils
«circuits d’amplificateurs. Dans I’annexe on a inclus la déduction des relations mathématiques présentées.

S. SYPNIEWSKI

HALBLEITER RESONANZVERSTARKER DER D-KLASSE
BETRIEBEN MIT KOMMUTIERTET SPANNUNG

Zusammenfassung

Nach einfithrender Erwégung des Funktionsprinzips von Hochfrequenz-Halbleitertrioden der D-Klasse
‘mit Schliisselspannungverlauf geht der Verfasser zur Diskussion iiber die entscheidenden Faktoren bei
-der Wahl von Resonanzschwingungskreisen iiber, die die charakteristische Eigenschaft dieser Verstirker
‘bilden.

Zwecks Darstellung der eintretenden Abhingigkeiten werden die angewa.ndten technischen Losungen
fiir die Gamma-Schwingungskreise niher beschricben. Nach Modifizierung derattiger -Kreise, die die
‘Erreichuing der Regelung des Belastungsumspannungsfaktors ermoglichen, entsteht eine fiir praktische
‘Realisierungszwecke eines Verstirkersystems der D-Klasse besonders giinstige, dkonomisch begriindete
"Variante desselben. Die gesamten Erwidgungen wurden auf die fiir den emfachen ‘Schwingungskreis cha-
-rakteristischen 'Abhéngigkeiten bezogen.

Abschlielend wurden Folgerungen erstellt, die besonders wesentlich fiir die Projektierung dieser
“Verstirkersysteme sind. Im Anhang hat man mathematische Ableltungen fiir die Abhéngigkeiten aufge-
fiihrt.

C. CBIITHEBCKH

TPAH3YVCTOPHELIE PE3OHAHCHBIE YCUIIMTEIN PABOTAIOIIME
B KJIIIOYEBOM PEXVME KIIACCA [

Pesmome

TToce OOCY>XAESHIMS TPYHIMIIA ueﬁcfmm TPAHSHCTOPHEIX YCHIUTENeH B.4. Kimacca [ 'pa601'a10nmx_
‘B KJIIOUEBOM PEXXHME aBTOD SUCKYTHPYeT HaKTOPBI OIpPefeAIoIne nabpaHue CEPHECHBIX PE3OHAHCHBIX
‘KOHTYPOB ABJUIIOIIUXCS XAaPAKTEPUCTIUECKHM SJIEMEHTOM TaKMX ycumureneli. Jlna mmocrpanum Ha-
JIMUHBIX 3aBHCHMOCTE}l IIPENCTABICHO MOAPOCHO TEXHMUECKOE pEIIeHHe KONECOATENBHBbIX CXeM THMA
ramma. Ilocnme mommburanuy cxembl ITOrO THIA IOSBOJLONIEH IOIY4YaTh BOSMOXKHOCTH DErYJIALME
‘woadurpenTa TPaHCHOPMALME HATDYSKY IOIYYaeTCs SKOHOMIYECKH OOOCHOBAHHBIN BapHaHT 0co6o
TPUIOAHBIH I MPAKTHUECKOTO CHHTE3A CXeMBbI YCHIIMTEIA B. Y. Kiacca []. Bee paccy)XAeHHA Kacarorcs
.3aBHCHMOCTE}E CBOMCTBEHHBIX NPOCTOMY CEPHECHOMY KOHTYDY. B SaiumoueHime COMOCTABNIEHBI CYILIlECT-
"BEHHBIE 3AKIIIOYEHHUS [l MPOCKTHPOBAHMUS ycHIMTeHell PacCMOTPEHHOTO TR, B npunoxeHuy npu-
‘Be[ieH BRIBOX KCIONb30BAHHBLIX MATEMATHUESCKHX 3aBUCHMOCTeH.



ROZPRAWY ELEKTROTECHNICZNE 1979, 25, z. 4, ss. 1047 — 1060

51:621.374

Wybrane wiasnosci
niektérych funkcji boolowskich wielu zmiennych

MARIAN ZENKIEWICZ (TORUN)

Osrodek Badawczo-Rozwojowy ,,Metalchem”

Otrzymano 2.2.1978

W artykule dokonano analizy funkcji boolowskich, ktore znalazly zastosowanie w budo-
wie modutéw logicznych. Przeprowadzono klasyfikacje tych funkcji oraz podano zwiazki
analityczne zachodzace pomiedzy poszczegdlnymi funkcjami. Okrelono algorytm generowa-
nia funkcji funkcjonalnie pelnych trzech zmiennych i klas abstrakcji ze wzgledu na relacje
permutacyjnej rownowaznosci. Przedstawiono wnioski z analizy aktualnego stanu wykorzy-
stania aparatu teoretycznego w praktyce.

1. WSTEP

Dynamiczny rozwdj uktadéw logicznych spowodowal konieczno$¢ stworzenia odpo-
wiednich podstaw teoretycznych, umozliwiajacych stosowanie aparatu matematycznego
w dziedzinie syntezy i analizy ukladéw logicznych. Problemy, jakie byly i sa nadal aktual-
ne w dziedzinie budowy i projektowania kombinacyjnych ukladéw logicznych, mozna
podzieli¢ na trzy podstawowe grupy.

1° Budowa modelu matematycznego ukladu i jego optymalizacja. Rozwiazanie tego
zagadnienia wymaga okre§lenia wlasnosci funkcji boolowskich i wyodrebnienia pewnych
klas funkcji, ktérych bramki logiczne moga znaleZé zastosowania praktyczne. W dalszym
etapie nalezy sformulowaé kryteria optymalizacji uktadu i zastosowag je przez wykonanie
odpowiednich operacji na modelu matematycznym.

2° Projektowanie uktadu w oparciu o wyniki analizy z punktu 1. Wymaga to szero-
kiej znajomosci zagadnieri technicznych, gléwnie z dziedziny automatyki i elektroniki.

3° Budowa modelu fizycznego ukladu i doktadna jego analiza, a w dalszym etapie
uruchomienie produkcji ukladu przystosowanego do pracy zgodnie z przyjetymi zaloze-
niami. Prawidlowe rozwiazanie tych probleméw wymaga duzego do$wiadczenia i znajo-
moféci z dziedziny technologii, wytwarzania oraz budowy ukladéw logicznych.

Zrozumiale jest, ze przedstawiony wyzej podzial ma charakter umowny. Mozna jed-
nak wyraZnie zaobserwowaé, ze wyniki prac badawczych w kazdej z wymienionych grup
zagadnieri powoduja zmiany kierunku i nateZenia prac w pozostalych grupach. Szczegélnie
wyraZny jest wplyw postepu w dziedzinie technologii i metod wytwarzania elementéw
elektronicznych oraz w dziedzinie budowy modutéw logicznych. Rozwdj mikroelektro-
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niki i wzrost integracji ukladéw scalonych. (LSI) spowodowat nie tylko zmiany w meto-
dach projektowania, lecz stal si¢ réwniez stymulatorem badan w kierunku wyboru opty-
malnych modutéw logicznych. Potwierdzeniem tej tezy jest m.in. gwaltowny rozwdj prac
w dziedzinie mikroprocesoréw. _

W dalszej czgdci artykutu zajmowaé si¢ bedziemy niektérymi wiasnosciami funkcji
boolowskich wielu zmiennych. Doktadna znajomos¢ tych zagadnien jest szczegSlnie po-
trzebna projektantom, gdyz umozliwia wiasciwy dobdr bramek i uktadéw logicznych
oraz budowg uktadéw optymalnych w sensie przyjetego kryterium. W dalszej czesci pracy
pojecie ,,funkcja” uzywane bedzie w znaczeniu ,,funkcja boolowska wielu zmiennych”.

2. ZWIAZKI POMIEDZY FUNKCJAMI STOSOWANYMI W AUTOMATYCE

W niniejszym rozdziale dokonano préby znalezienia zalezno$ci pomiedzy funkcjami,
ktére znalazly praktyczne zastosowania. Podstawowym zaloZeniem jest fakt, Ze warto$é
sygnaltu na wyjsciu z bramki logicznej jest funkcja liczby sygnaléw wejsciowych przyjmu-
jacych warto$¢ jeden (lub zero).

Dowolna funkcja moze by¢ jednoznacznie okre$lona na jeden z nastepujacych spo-
SOboOw:
1° za pomoca tablicy, w ktérej przedstawione sa wszystkie n-clementowe ciagi wartosci

argumentéw i podane sa wartoéci funkcji odpowiadajace poszczegdlnym ciggom,
2° przez podanie analitycznego opisu za pomoca symboli operacji boolowskich i zbioru

zmiennych,
3° przez podanie dwéch sposréd trzech zbioréw P, O, R,

gdzie:

P={F '} = {(t, ds, ..., &ts) € B"|Flats, o, ..., &) = 1},

Q= {F 10} = {(a1, 0tas -ovs 0n) €BYF(cty , lzy,.0n s 0tn)o= 0F,

R = {(og, 03, ..., &) € B"|F(0ty , %, ..., &,) — nie jest okre§lona},

a poszczegolne symbole maja nastepujace znaczenie:

F(o, 0z, ..., o) — okre§lona funkcja,

B = {0, 1} — zbidr wartosci argumentéw funkcji F,

B" —iloczyn kartezjaniski zbioru B,

o; — warto$¢ zmiennej x;, o; € {0, 1},

U —,,suma’’,

przy czym latwo zauwazyC, Ze:

— PUQUR = B" dla funkcji calkowicie okre$lonej wystarczy podaé jedynie zbidr
P lub Q,
— ciagi warto$ci argumentéw (o, o, ..., o) mozna zastapié odpowiadajacymi im
liczbami dziesigtnymi;
4° za pomoca tablic Karnaugha, lub za pomoca diagraméw Veitcha.
Inne sposoby przedstawiania funkcji, jak np. za pomoca macierzy, graféw lub n-sze-
$§cianéw maja znikome zastosowania praktyczne.
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W dalszej czeéci pracy bedziemy korzystaé jedynie z dwéch pierwszych form zapisu.
Funkcje, ktérych bramki logiczne znalazly praktyczne zastosowania, tworzg naste-
pujacy zbidr: '

7
L = | F; —indeks i oznacza kolejne funkcje.
i=1

Przed podaniem opisu funkcji zbioru L wprowadzimy nastgpujace oznaczenia:
W, — warto$é funkcji F; dla pewnego zestawu argumentow

W,’ € {0, 1},

l;, — liczba zmiennych przyjmujaca w pewnym zestawie argumer.tow funkcji
| F; warto$¢ 1,
l;o — liczba zmiennych przyjmujaca w pewnym zestawie argumentéw funkcji
F; warto$¢ 0,
| > — relacja stabej nier6wnosci okreslona w zbiorze liczb naturalnych,
4+, — operacja ,,suma’ i ,,iloczyn” boolowski okreslone w zbiorze B,
— operacja-dodawania okre$lona w zbiorze liczb naturalnych.
Funkcje zbioru L zostaly jednoznacznie zdefiniowane w tablicy 1 na dwa sposoby:
Za pomoca Wzordw oraz za pomoca W;, 1y, lio- Jedynie funkcja F; nie moze by¢ jedno-
znacznie zdefiniowana za pomoca zestawu liczb Wi, Uiy, io. Dla omawianych funkcji
n-zmiennych caltkowicie okreslonych, oczywista jest zalezno$é: '
1,8 1;o = n dla kazdego n.

Zbiér L mozna podzieli¢ na trzy podzbiory L,, L,, L takie, Ze:
L = Ll UL2UL3

oraz:
L, = {F17F3aF4,F6}>
L= {F3, Fs}
Ls = {Fs}.

Pomiedzy funkcjami zbioru L; zachodza nastgpujace zwigzki:
1° kazda z funkcji przyjmuje jedna z wartoéci (0 lub 1) tylko dla jednego zestawu wartosci
 argumentdw, natomiast dla wszystkich pozostalych zestawOw wartosci argumentéw
~ kazdaz funkcji przyjmuje warto$¢ przeciwng (1 lub 0),
‘ 2° spelnione sa nastgpujace zaleznosci:

Fl(x1>x2, "';xn) T Fs(xx,xz, ...,x,,),'

Falxi ; Xoy e . ) = TG 00550; 105%)
oraz:

Fl(-ila-i‘Za -'-axn) &= F3(x1,x2, ~-'9xn)7

Fs(in-fz, ---75511) = Fl(xlax2> --~,xn)-

Pomiedzy funkcjami zbioru L, zachodza nastepujace zwiazki:

1° warto$é funkcji F, uzalezniona jest jedynie od liczby zmiennych przyjmujacych w da-
nym zestawie warto§ci zmiennych warto$¢ 1, natomiast warto$¢ funkcji Fs zalezy jedy-
nie od liczby zmiennych przyjmujacych w danym zestawie warto$ci zmiennych warto$¢ 0,
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Tablica 1
Zestawienie funkcji zbioru L.
; 55 Okreslenie funkcji za pomoca
Nz, fosikeii Okres!enxe funkcji za po- liczb Wi, iy, Lo Uwagi
0moca Wzoru
Sod W.=0 Wil
1 | Hoczyn n-zmiennych| F; = x; X2+ ... * Xu lio>1 lio =0
2 | Antyrownowazno$¢ | F, = x;®X:®...Dxn l, =2k 1, = 2kE1 k=0,1,2...
n-zmiennych
3 | Suma n-zmiennych | F3 = x;+x,+ ... +x, I5,=0 ;=1
4 | Funkcja Pierce’a Fo=xi+x24+ ... +x, - | iy =0
n-zmiennych
5 | Rownowazno$¢ | F5s = x1@x20... @Xx, lso = 2k B lso = 2k k=0,1,2 ..
n-zmiennych
6 | Funkcja Sheffera Fs = x) - X 0. x5 lso =0 leo = 1
n-zmiennych
7 F7=x1-x2+x3'x4+ l71?kml l71< 1 dla n = 2k
Funkgja negacji s Ay
SRR llOCZyan F7 = X3 ° X2+X3 s Xat+ 1‘70 < k 170 =n dlan = 2k M1
bt X e X

2° funkcja F, zmienia swoja warto$¢ na przeciwna przy zmianie o nieparzysta liczbe iloSci
argumentow przyimujacych warto$¢ 1, natomiast funkcja Fs zmienia swoja warto$¢ na
przeciwna przy zmianie o nieparzystg liczbe iloéci argumentdw przyjmujacych warto$¢0;
zatem:
(Fz(xx 3 Xy wees Xn) = Fp(Py, Y25 ooy }’n)) =
1Liy(x)—=1,,(»)| =2kH1, k=0,1,2,..
oraz )
(Fs(x1 s X255 X)) = Fs(yy, a5 oo .Vn)) <
llso(x) —Iso()| = 2k @1, k=0,1,2,..,
gdzie: .
,,— —jest operacja odejmowania okre§lona w zbiorze liczb catkowitych,
| ... | — oznacza warto$¢ bezwzgledna liczby catkowitej
51 (x) — liczba zmiennych x; przyjmujacych warto$¢ 1;
3° mozna wykazaé, ze:
F, = Fs dla n = 2kE#1
i
F, = Fs dlan=2m.
Dowodzac zaleznos$ci 3° mozna rozrozni¢ dla dowolnej liczby argumentéw dwa przy-
padki.



Tom XXV — 1979 Wybrane wlasnoéci niektérych funkcji boolowskich... ¢ 1051

a) Niech n = 2k. Wtedy moze zachodzi¢:
Ly = ls; = 2k, 31, stad W, =1
i
Lo = lso = 2k, H1, stad W5 =0,
lub
Ly = lsy = 2m,,stad B =0
i
Lo '=1s0 = 2m,, stad W5 ='1.
b) Niech n = 2k HI. Wtedy moze zachodzié:
Ly =15, =2k, H1, stad W,

Il

Lo =150 = 2k3; stad Wi

Il
—
£

lub:
L= I = 2y s stad W, =0

120 —'—— 150 = 2}772 E“, Stqd WS = 0.

1 ‘Poréwnujac wyZej przedstawione zalezno$ci otrzymujemy dowdd wiasnosei 3°.
| Wazna wlasnoécia funkcji nalezacych do zbioréw L, i L; jest fakt, Ze dla dowolnej
permutacji argumentéw, warto$¢ funkcji nie ulega zmianie. Wiasno$ci tej nie posiada
| funkcja F,. ‘ \ :
| Poza oméwionymi funkcjami istotne znaczenie w teorii ukiadéw logicznych maja
funkcje: majorytarna, minorytarna i progowa. Funkcje te nie moga by¢ jednoznacznie
okre$lone przez podanie liczb W, [y, lio.

Korzystajac z podanych zwiazkéw i zaleznosci mozna upraszcza¢ uklady logiczne

 przez réwnowazna zamiane poszczegélnych bramek logicznych.

3. FUNKCJE FUNKCIJONALNIE PEENE

byt funkcjonalnie pelny. Jednak bardziej interesujace jest dokonanie analizy wlasnosci

pojedynczych funkcji, ktére sa funkcjonalnie petne. Dotychezas jedynie funkcja Pierce’a

i funkcja Sheffera, ktére sa funkcjonalnie pelne, znalazly szerokie zastosowania prak-

tyczne. Brak jest natomiast szczegdtowej analizy pozostalych funkcji funkejonalnie pet-
" nych n-zmiennych. Przyczyna tego stanu jest fakt, Ze liczba funkcji funkcjonalnie petnych
' ro$nie bardzo szybko wraz ze wzrostem liczby zmiennych i wynosi:

N(n) = 2°P(2P —1),

Znane twierdzenie Posta [1] podaje warunki, jakie musi spetnia¢ zbidér funkcji, aby
|

- gdzie:
} . P.= 20 D1 s
| n — liczba zmiennych.
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Stad
Tl M
n—»00 22

gdzie 22" jest liczba wszystkich funkcji boolowskich n-zmiennych.

Zatem prawie czwarta czg$6 liczby wszystkich funkcji stanowia funkcje funkcjonalnie
pelne.

Algorytm generowania funkcji funkcjonalnie pelnych mo¥%e byé zbudowany w oparciu
o nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie. Funkcja boolowska jest funkcjonalnie peina wtedy i tylko wtedy,
gdy nie zachowuje zera i jedynki oraz gdy nie jest samodualna.

Szkic dowodu.

1. Warunek konieczny. Zalézmy, ze dana funkcja zachowuje np. zero. Wtedy zgodnie
z [4] funkcja ta nalezy do zamknigtej ze wzgledu na operacje superpozycji i podstawiania
klasy funkcji zachowujacych zero i nie moze stanowié funkcji funkcjonalnie pelnej.

2. Warunek wystarczajacy. Zakladajac, ze dana funkcja speinia warunek konieczny
udowodnimy, Ze przez zastosowanie operacji podstawiania mozna uzyskaé funkcje Sheffera
lub funkcje Pierce’a. Wprowadzimy nastepujaca definicje: dwa zestawy wartoéci argu-
ment6w danej funkcji nazywamy para komplementarna, jezeli wszystkie odpowiadajace
sobie w obu zestawach argumenty przyjmuja wartosci przeciwne.

Z zatozenia mamy:

(0,105 15 0) =518 af(lizessil) =10;

f(xl 2 X2y eeny xn) #f(fl ) xZa soe’y fn)
Stad istnieje taka para komplementarna (Ky, K;) € B",

gdzie:
Ky = (g, oz, ..., &),
Ky = (@, 0z, ..., %), K, K;€B",
ze: f(Ky) = f(K)).
Zaléimy, ze:
f&) = fiKy) = 1.
Niech X oznacza zbi6r wszystkich argumentéw danej funkcji. Podzielmy zbiér X na dwie
klasy rozlaczne V i W tak, ze
V={xeXlx;=0 dla K i x=1da K},
W =X\V.
Podstawimy za wszystkie zmienne x; € ¥ zmienna x, a za wszystkie zmienne x; € W zmien-
ng y. Wtedy w sumowo-iloczynowej postaci kanonicznej danej funkcji znikna wszystkie
wyrazy, w ktérych pojawia si¢ cztony x - % lub y - y.
Funkcja przyjmuje warto$¢ 1 tylko dla trzech zestawéw wartosci argumentéw (0, 0, ...,
0); (Kp; (K;) i ma postaé funkcji Sheffera, gdyz:
F(x,y) = £: 745 y+x:F = xy
Przy zaloZeniu f(K;) = f(K;) = 0 postepujac analogicznie otrzymamy funkcje Pierce’a.
Szczegblowy dowdd twierdzenia zilustrowany odpowiednim przykladem przedsta-
wiono w pracy [2].



Tom XXV — 1979 Wybrane wlasnoéci niektorych funkeji boolowskich... 1053

Korzystajac z treéci podanego wyZzej twierdzenia mozna okreslié w prosty sposéb algo-
rytm generowania funkcji funkcjonalnie petnych, ktdry przedstawiono na rys. 1.
Dla funkcji trzech zmiennych liczba funkcji funkcjonalnie pelnych wynosi:

N@) =2323=1) =56 (p=20"D=1=23).

Korzystajac z algorytmu z rys. 1 wyznaczono i przedstawiono w tablicy 2 wszystkie funkcje
funkcjonalnie pelne trzech zmiennych. .

START

Czytanie liczby
zmiennych -n

|
Obliczenie liczby
ciggow argumentow,
N=2"

= |
]

Okreslenie kalej-

wa%c: unkcji
ﬂ (Xl ;XZ» ,Xn)

_Drukowanie
ciqgu wartosci

Funkcjifi

A

Rys. 1. Algorytm generowania funkcji funkcjonalnie petnych

Oznaczmy symbolem H zbiér wszystkich funkcji funkcjonalnie petnych dla ustalone-
go n. W zbiorze tym mozna okresli¢ relacje dwuargumentowa, ktéra nazwiemy ,relacja
permutacyjnej réwnowazno$ci” i oznaczaé bedziemy symbolem ,,~”. Definicja tej re-
lacji jest nastgpujaca.



2

Tablica

Zbiér wszystkich funkcji funkcjonalnie pelnych trzech zmiennych

ji

Numery funkec

105128 138 1488151604718 19 20 21 22 23 24 25726 327 28

9 10

8

0 0 0

10

1

0 0 O

011 020 =0

0

0 0
1=NOY 070y {0450

0
05 107 050 120
0710 X 020

0 Z0 1702101 -0, 0 J0 ‘0 :%Q

0

0

ORS00

077 0.7\0, "0.;]0

0

ORED/ 0

29 300 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 S0 51 52 53 54 55 56

0

0 010800 WEOMEOR € 0: %00 0. 0 0 O

0

0 .0 :0 &0

0: 070

0'¥0 0 0

0

Zmienne

X2 X3

X1

X2 X3

X1

0

0
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{

2

Relacja permutacyjnej réwnowaznoéci ,,~” zachodzi pomiedzy funkcjami F,, i Fy
nalezacymi do zbioru H wtedy i tylko wtedy, jezeli istnieje taka permutacja (x; , X, ...»
vy Xip ATgUMEntOw (Xq, X2, ..., X,) tych funkcji, Ze:

Fm(-xils Xiys wees -xi,.) e Fn(xl s X2y eens xn)-

Mozna udowodnié [2], Ze relacja ,,~ jest relacja typu réwnowaznos$ci. Zatem zgodnie
z zasadg abstrakcji (zasada identyfikacji elementéw réwnowaznych [3]) relacja ,,~* ustala
podziat zbioru H na niepuste i roztgczne podzbiory, tj. klasy abstrakcji relacji ,,~ ", w taki
sposéb, ze dwie dowolne funkcje zbioru H naleza do tej samej klasy abstrakcji wtedy i tylko
wtedy, gdy:

F,~ F,.

Pojecie relacji permutacyjnej réwnowaznosci okre$lonej na zbiorze H moze by¢ roz-
szerzone na zbiér wszystkich funkcji boolowskich przy zachowaniu tej samej formy de-
finicji.

Z przedstawionych wyzej wlasnosci wynika praktyczny wniosek, Zze kazda z funkcji
nalezacych do danej klasy abstrakcji mozna zrealizowaé za pomoca jednej i tej samej
bramki logicznej, w-ktérej poszczegdlne wejécia musza by¢ jednoznacznie oznaczone ze
wzgledu na konieczno$é odpowiedniej permutacji zmiennych wejsciowych.

Obecnie jako przykiad, przedstawimy sposéb okre$lania klas abstrakcji dla funkcji
funkcjonalnie petnych trzech zmiennych. Analizujac sumowo-iloczynowe postacie ka-
noniczne funkcji przedstawionych w tablicy 2, widzimy, Ze istnieje tylko jedna funkcja F;
przyjmujaca tylko dla jednego zestawu warto$ci argument6w warto$¢ 1. Jest to funkcja:
Fy = X+ %y %3

PoniewaZ wyraz X, * X, ¥; nie zmienia swojej postaci przy permutacji zmiennych,
a operacja ,,* ** jest przemienna, pierwsza klasg abstrakcji H; tworzy jedynie funkcja F; .

Wybierzmy z tablicy 2 funkcje przyjmujace warto$¢ 1 dla dwdch zestawdw warto$ci

argument6w, tj. posiadajace w sumowo-iloczynowej postaci kanonicznej po dwa wyrazy
iloczynowe. Zgodnie z numeracja przedstawione w tablicy 2 funkcje tworza zbidr:

7
A — UF,
1=2

Podczas dalszej analizy funkcji nalezacych do zbioru 4 nie ma potrzeby zajmowag si¢
wyrazem X, * ¥, * X3 gdyZz wyraz ten nie zmienia swojej postaci przy permutacji zmiennych.
Przedmiotem analizy bedzie sze§¢ permutacji trzech zmiennych: '

Xyt Xt X33y Xp°XztXa; Xp"Xg'X3y XptX3ztXgp; Xzt XgtXz; X3tXptXp.

Oznaczmy klase abstrakcji, do ktérej nalezy funkcja F, przez H,. Funkcja F, ma
postad:

F2 = fl '22' 553-}-.731 'X2'X3.
Dokonujac kolejnych permutacji zmiennych w drugim wyrazie iloczynowym funkcji F,
otrzymujemy funkcje F, i Fg, przy czym:

Fyp= %, %y X3+Xx1° %20 X3,

Fs = .7?1 '3-(52’i3+x1 .x2'j’-3'
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Stad mamy:
H, = {Fz, F4: Fs}-

Oznaczmy klase abstrakcji, do ktdrej nalezy funkcja Fs przez Hj
Fs = % %y by %y Xs.
Postepujac analogicznie jak z funkcja F, otrzymamy:
H; = {F;, Fs, F;}.

Nastepnie wybieramy z tablicy 2 funkcje przyjmujace warto$é 1 dla trzech zestawdw
wartoéci argumentéw. Funkcje te, zgodne z numeracja przedstawiong w tablicy 2, tworza
zbidr:

Kazda z funkcji posiada trzy iloczynowe wyrazy kanoniczne, lecz dla dalszej analizy wys-
tarczy wziaé tylko po dwa wyrazy, gdyz wyraz X, - X, - X; nie zmienia swojej postaci przy
permutacji zmiennych. :

Oznaczmy klase abstrakeji, do ktdrej nalezy funkcja Fg przez H,. Funkcja Fg ma naste-

pujaca postac:
Fg = X, - X X3+ Xy : X5 X3+X ° X3 ° X3.
Biorac dwa ostatnie wyrazy tej funkcji i dokonujac kolejnych permutacji zmiennych otrzy-
mujemy funkcje F,; i F,q, przy czym:
Fi3 =X "%,  X3+% "X  x3+X;* X3 X3,
Fio =% %y X3dhx, % X3, %50 %yl
Stad mamy:
H, = {Fas Fys, Fw}'
Biorac kolejno funkcje Fo, F 4, F,o i postepujac podobnie otrzymujemy:
Hs = {Fo, F14, Fo},
Hg = {F101 Fll s Fia, F15: Fyq, F1s},
Hy; = {on, F3, Fzz}-

Pozostate klasy abstrakcji zostaly okre$lone ta sama metoda. Wyniki przedstawiono
w tablicy 3.

4, WNIOSKI KONCOWE

Wyniki niniejszej pracy pozwalaja na sformulowanie nastgpujacych wnioskéw.

1° Funkcja, ktéra nie zachowuje zera, nie zachowuje jedynki i nie jest samodualna,
Jjest funkcja niemonotoniczng i nieliniowa. Funkcja ta jest funkcja funkcjonalnie peina.
Whiosek wynika z poréwnania twierdzenia podanego w pracy z twierdzeniem Posta o zbio-
rze funkcji funkcjonalnie pelnym.
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2° Podzial zbioru funkcji funkcjonalnie petnych przez relacje permutacyjnej réwno-
waznoSci na klasy abstrakcji pozwala ograniczy¢ analizg funkcji funkcjonalnie pelnych
do funkcji bedacych reprezentantami poszczegSlnych klas abstrakcji.
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M. ZENKIEWICZ
SELECTED PROPERTIES OF CERTAIN BOOLEAN FUNCTIONS WITH MANY VARIABLES

Summary

An analysis of the Boolean functions which found application in the logic modulus construction is
made. The classification of these functions is made and analytical relations occurring between particular
functions are given. The algorithm of the generating of functions functionally full of three variables is
determined as well as abstraction classes in consideration of relation of permutational equivalence. Con-
clusions of the analysis of the present state of utilisation of the theoretical apparatus in practice are pre-
sented.

M. ZENKIEWICZ

PROPRIETES CHOISIES DE CERTAINES FUNCTIONS BOOLIENNES DE MULTIPLES
VARIABLES

Résumé

Dans T'article on a analysé les fonctions booliennes appliquées dans la structure des modules logiques.
On a établi la classification de ces fonctions et on a donné les relations analytiques existant parmi les fon-
ctions particuliéres. On a déterminé Palgorithme de génération des fonctions fonctionnellement pleines
de trois variables et des classes d’abstraction en égard a relation d’équivalence permutatique. On a présenté
les conclusions de I’analyse de I’état actuel d’utilisation de Pappareil théorique dans la pratique.

M. ZENKIEWICZ
EINIGE GEWAHLTE EIGENSCHAFTEN MANCHER BOOL-FUNKTIONEN MIT VIELEN
VARTABLEN

Zusammenfassung

Im vorliegenden Beitrag sind Bool-Funktionen analysiert worden, die bei Aufstellung von logischen
Modulen Anwendung finden. Diese Modulen wurden Klassifiziert, und die unter den einzelnen Funktionen
auftretenden analytischen Zusammenhinge angefiihrt. Im weiteren wurde der Algorithmus fiir die Genera-
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lisierung der Funktion von funktionell vollen drei Verdnderlichen und der Klassen ihrer Abstraktion unter
dem Gesichtspunkt der Relation der Permutationsgleichwertigkeit bestimmt. Es wurden SchluBfolgerun-
gen auf Grund der Analyse des aktuellen Ausnutzungsstandes des theoretischen Apparates in der Praxis
gezogen.

M. )XEHKEBUY

W3BPAHUE CBOMCTBA HEKOTOPBIX ®YHKIINU BYJLI
MHOI'MX ITEPEMEHHBIX

Pesome

B crathe IPOBeIEH aHANMM3 yHKIuil anreGpPbI JOTHKH, KOTOPhIE NPAMEHAOTCA AJIA  IMOCTPOCHUA
BeCKOHTAKTHEIX CHCTeM yIpaBieHns. IIpoussonurcs KiaccubmKanmsa oTuX QYHKIWH, & TAOKe IPHBO-
JSITCST aHAINTHUECKHE 3aBHCHMOCTH, CYLIECTBYIOLUIHE MEXKAY OTAEJIBHBIMKA dbyaxuuama. Onpenensiercsa
QNTOPUTM CO3ABaHuA (DYHKIHOHAIBHO MOJHBIX (QYHKUHMH TPEX IEPEMEHHBIX X KIACCOB aGcTpaKIuu
COOTHOILICHHS IePECTAHOBOUHOM SKBUBAJIEHTHOCTH. IIPECTaBIIAIOTCA BEIBO/IBL, CIIEAYIOLIUC U3 aHATH3A
COBPEMEHHOTO ' COCTOSIHUS KCIIONB30BAHMA TEOPETHUECKOTO almapara B IPAKTHKE.
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Szeregi do obliczania doktadniejszych wartoéci
eliptycznej stalej modularnej g = q(k)
w zastosowaniu do filtréw elektrycznych

OLGIERD PRZESMYCKI (WARSZAWA)

Instytut Telekomunikacji Politechniki Warszawskiej

Otrzymano 4.9.1978

Wskazano og6lna metode wyznaczania wartosci wspoOlczynnikéw szeregdw okreslajacych
zaleznos$¢ eliptyc_znej stalej modularnej ¢ (i stowarzyszonej z nig stalej ¢’) od modutu & (lub ko-
modutu &k’ =/ 1—k?2). Podano takie szeregi z wyznaczonymi wartosciami pierwszych 14-tu
wspOlczynnikéw, tj. o siedem wiecej, niz bylo dotychczas znane. W wyniku umozliwiono
znajdowanie dokladniejszych wartosci stalej ¢ (i ¢”) dla danego k (lub k') i — co za tym idzie —
dokladniejszych warto$ci m.in. funkcji eliptycznych sn, cn i dn Jacobiego, parametrow
filtrow eliptycznych itp.

Rozpatrzono istotne problemy praktyczne metod numerycznych obliczania statej g (i sta-
lej ¢’) opartych na zastosowaniu podanych szeregéw z uwzglednionymi warto$ciami pierwszych
14-tu wspolczynnikéw. Zamieszczono przykladowe obliczenia okreslonych parametrow
filtroéw eliptycznych, przeprowadzone zgodnie z tymi metodami.

1. POJECIA PODSTAWOWE

W telekomunikacji jako filtréw elektrycznych nieraz uzywa sig filtréw eliptycznych,
czyli takich filtréw elektrycznych, ktérych okreSlone parametry (jak klasa Iub stopien
i czestotliwo$ci charakterystyczne) wyrazaja sie przez funkcje eliptyczne ¥. Przy oblicza-
niu takich wlaénie filtréw oblicza sie dla danego, rzeczywistego modulu k rzeczywista
jego funkcje g = q(k), zwana eliptyczng stata modularng 2. Oblicza si¢ tez wtedy mo-
dut k& dla danej wartoéci stalej g.

Stata g = g(k) jest okreslona jako:

q = q(k) = exp(—=nK'[K), (1)
gdzie: © — ludolfina (= = 3.14159...), a K = K(k) i K’ = K’'(k) — nastepujace calki:
- 72
dy
K K (‘f V1—k3sin%yp’ , @

D Por, np. [3, rozdz. VI i VIII, [4]=-[7], [8, rozdz. III, p. B], [11], [12], [17, rozdz. 7], [18, rozdz. 7]

i [19]+[21].

2 Wszystkie rozpatrywane w tej pracy wielkosci przyjmuje si¢ za rzeczywiste. Stala ¢ w szeregu prac
oznacza si¢ przez h (np. w [2], [11], [17], [18]i [22]).
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/2

dy
K =K(k =f N s 3
© =] Ve, @)

czyli calki eliptyczne zupelne pierwszego rodzaju (tu podane w postaci normalnej, trygo-
nometrycznej) modutu k i komodutu (modutu dopelniajacego) k' 2.

2
700, 8990 09995 i 1,0000

)

09 /
.08

a7 /
06 ‘97/

05 /
et

03 /‘

02 /0;\ 05“&\0

%

Ul g
0 0i 0z 03 04 Q5 G5 47 06 09 10

—_—

Rys. 1. Zalezno$¢ ¢q od k2 (wg [10, str. 52])

Modut k i komodut k&’ zwiazane sa ze soba zalezno$cia:
k2+k? =1, @)
przy czym kazdy z nich zawiera si¢ w przedziale <0, 1> 4.
Stata g zawiera si¢ réwniez w przedziale {0, 1). Jest ona przy tym réwna 0 dla k = 0
(tj. dla k" = 1), bo wéwczas K = /2 i K’ = o0; jest ona réwna 1 dla k =1 (tj. dla
k' =0), bo wtedy K= o0 i K’ = /2.
Ze wzrostem k stala ¢ monotonicznie roénie, i to poza bezposrednim otoczeniem

punktu k = 1 bardzo powoli, natomiast w tym otoczeniu — niezmiernie szybko (rys. 1)
Wprowadzimy wielkosci ¢ = e(k) i 5 = 5(k) okreslone jako:

1 1-YI=FF 1 1-yF o
28 Atyi=rE 2 dave”
7 = nk) = (k/4)? = (1-k?)/16, ©)

® Omawiane catki traktujemy tutaj jako funkcje zmiennej k. Zauwazmy jednak, ze K(k) = K'(k")
i K'(k) = K(Kk').

4 Z granicznymi wartoSciami k (i k%), rtéwnymi 0 i 1, nie ma si¢ do czynienia przy obliczaniu filtrow.
“Tutaj je jednak uwzgledniamy, by pokazaé, jak zachowuja sie dla nich okreslone funkcje k& (i ewent. k).

e = gk) =
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gdzie & — jak widaé — zawiera si¢ w przedziale od 0 (przy k = 0) do 1/2 (przy k = 1),
7 za§ — w przedziale od 0 (przy k = 0) do 1/16 (przy k = 1).

Postugujac si¢ podanymi np. w [22] (w p. 179 na str. 594) zwigzkami pomiedzy wiel-
koSciami 'k i ]/ % a funkcjami teta: 9,, ¥ i9,, i podanymi np. réwniez w [22] (w p. 176
na str. 587) rozwinieciami funkcji &, #3194 W szeregi, otrzymuje si¢ wazne dla k <1
nastepujace zaleznosci, z ktérych korzysta sig¢ przy obliczaniu ¢ i 7 dla danego g:

o0
Z‘ q(2u-1)2
o=1 q+4°+4*°+q*°+¢% +4"2' + ...

&= &(q) = w5 )

”s S i T+2(g* +4*°+ ¢3¢ +454+4"'°+ ..) °
v=1
lub
[oe]
4v(v+1)
1+v§1q 1+q84+q**+q*3+¢%°+ "2+ ...
e=¢q =¢q pes = 1+2(q4+q16+q36+q64+q100+ 0 ®
142 Z q4v2
v=1
oraz
0 4
I v(v+1)
+ 2 1+ +4°+42+¢°+¢°+ .. |*
n=mn(q =4q % = 4 O 62 . ®
1+2(q+9*+4°+q'°+q*° + ...)
142 Zq”’
v=1

Wystepujace w (8) 1 (9) szeregi sa bardzo szybko zbiezne, poniewaZ potega g szybko
w tych szeregach wzrasta (zwlaszcza w szeregach w (8)), a ¢ nie przekracza nawet war-
tosci 0.35316 ... dla k = sin 88° ~ 0.99939 ... [23, str. 351]. Zatem przy obliczaniu
e i n na podstawie (8) i (9), zachowuje si¢ w tych szeregach wyrazy zé stosunkowo
malymi potegami g. I tak, gdy np. obliczenia & prowadzi sie¢ wg (8) z 13-cyfrowa dziesigtna
arytmetyka zmiennego przecinka * przy k = sin 88°, czyli w mysl [23, str. 351] przy g =

" — 0.35316 56482 96 ..., to w szeregach licznika i mianownika (8) précz jednosci zacho-

wuje si¢ tylko wyrazy z potegami g nie wiekszymi odpowiednio niz 24 i 16, wtedy bowiem
g** ~ 14210711 i 2¢'° &= 1.17- 1077,

natomiast .
g*® ~2.01-10-22, ¢% ~ 6.89-10-%7 itd.
oraz
2¢%6 ~ 1.07- 10715, 2¢°* ~ 2.35-107%? itd,,
a zatem odrzucone wyrazy (wyrazy z potegami ¢ wigkszymi niz 24), jako znajdujace si¢

na dalekich pozycjach dziesigtnych, nie maja juz wplywu na rezultat koficowy obliczen
(przy wskazanej precyzji rachunku).

5 W takiej wlasnie arytmetyce wykonuje sig obliczenia m.in. za pomoca minikalkulatorow elektro-
nicznych firmy Texas Instruments typow SR-50, SR-50A i SR-51A.
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Jezeli obliczenia # prowadzi si¢ wg (9) z wymieniona arytmetyka réwniez przy k =
= sin 88°, to w szeregach licznika i mianownika (9) précz jednosci zachowuje sie tylko
wyrazy z potegami g nie wigkszymi odpowiednio niz 20 i 25, bo wéwezas

g*° ~ 9.11-10-1° § 2425 ~ 1.00- 10-11,
natomiast
2% = 2.75:-10-14, ¢*2 % 1.04- 10-*° jtd.

! \
oraz

2% ~ 1.07- 10715, 24*° ~ 1.42-10-22 itd.,

a wigc odrzucone wyrazy (z potegami ¢ wiekszymi niz 25), jako znajdujace sie na dalekich
pozycjach dziesigtnych, tez nie majg wptywu na wynik koficowy obliczefi.

Gdy znane sg warto$ci ¢ i #, na ich podstawie mozna obliczyé k postugujac sie wyni-
kajacymi z (5) i (6) zalezno$ciami postaci:

=

i 5
k= k() = 4y/7. (1)

Warto$¢ k dla danego g dogodnie jest obliczaé wg wzoru:

k = k(q) = %’ (12)
ktéry wywodzi sie z (10) i (7), i w ktérym:
a= 1+2§:q"'”2 ="TH2Ag* 704 P F g5+ 2 (13)
v=1
oraz
b= qﬁ’q“”‘"‘” = q(1+4°+**+q*+4¢%°+412°+ ..). (14)
v=1

Zajmiemy si¢ teraz zasadniczymi zalezno$ciami, zwlaszcza szeregami, wykorzystywa-
nymi przy obliczaniu stalej ¢ na podstawie zadanych wartosci k lub &'.

Ot6z analizujgc (7) badz (8) mozna dowiesé [2, § 45, str. 159], ze przy k < 1 stata q
wyraza si¢ w zaleZno$ci od ¢ szeregiem postaci:

e8]
q = q(e) =2:c,,:s""’+1 =cyetc, 8+ 8%+ ..., (15)

v=0

gdzie wspotczynniki ¢, (v = 0,1, 2, ...) sa okreSlonymi liczbami naturalnymi ©.

© Zgodnie np. z [2, § 45, str. 159] jest: co =1, ¢; =2, ¢ =15 i 5 = 150.
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Poréwnujac (8) z (9) i uwzgledniajac (15) mozna tez dowie$é, ze przy k < 1 stala ¢
wyraza sie¢ w zaleznofci od % nastgpujaco:

S 04 2 4
q=4q0) = 77(2‘%77) = nC+enten+ ..)% (16)

v=0

gdzie wspGtezynniki ¢, sa identyczre z odpowiednimi (majacymi taki sam indeks v) wsp61-
czynnikami ¢, wystepujacymi w (15).

Korzystajac z (15) i (5) lub z (16) i (6) oblicza si¢ stata ¢ = ¢ (k) dla wartosci k nie-
zbyt duzych (czyli warto$ci k' niezbyt malych). '

Dla warto$ci k wiekszych (K’ mniejszych), stala ¢ = g(k) oblicza si¢ ze wzoru:

q = exp(w?/Ing’), : (17)

wynikajacego ze zwiazku [23, str. 359] 7

1 T i 4
(1]1*6') L] (ln—q7) =T (18)

q' = q'(k) = q(k) = exp(—=K/K'). (19)

Jezeli zatem wprowadzi si¢ wielkoSci:

AL Yoy L L 1-Yi=k* 1 1—yk
e dul s oestab b Tupgfim e <02 U Sy

Jest

(20)

7' =1n'(k) = n(k’) = (k'[4)* = (1-k>)/16, (1) -
na podstawie (8)= (16) otrzyma si¢ wazne dla k > 0 (k' < 1) nastgpujace zaleznosci:

(o]

2 14v(v+1)

y =2 ; 1+q18+q124+ql48+q’80+q’120+ .
8'—8(q)—q——_—’__~‘=q 4 716 + /36 7 7 9(22)
% B T2+ + 0+ 7+ ™+ )

7’ —n(q’)—qx

0 4
1 ro(v+1)
+'§14 : 1+q’2+q’6+q’“+q’2°+q'3°+ NCLE b
K oy = " T 14 1 79 1 716 1 25 > (23)
® 142(¢' +q"*+q4°+q"*°+q*°+ ...
+2 Z q
v=1
A
kK =Kk() = "/1 s ‘1___28_) 2 (24)
14+2¢
K = kl(nl) . 4]/;7—': (25)
IR A2 4 ART2Y
41/ a'b'(@*+4b?) (26)

k= @+26y  °

W (17) i (18) symbol In oznacza logarytm naturalny, czyli logarytm o podstawie e = 2.71828...
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2]
qg =4q() = chs"*”“ =c,&'tec &5+, .., 27)
v=0
< 4
9 =4q0)= 77'( > ) = n'(coten +ean?+ )4 (28
v=0
gdzie:
0
P 1+2Zq,4uz i 1+2(ql4+ql16+q/36+q'64+q'100+ e (29)
v=1
0
b =g unw(u_l) = (145 +q 2 Fq*+q%0 L q1204 ), (30)
v=1

a wspdlezynniki ¢, sg identyczne z odpowiednimi (posiadajacymi taki sam indeks 7) Wspot-
czynnikami ¢,, wystepujacymi w (15) i (16).

Wielko$¢ ¢’ zwie si¢ eliptyczng stalg modularng stowarzyszong z ¢ (lub komplemen-
tarng).

Stosujac (20) i (21) oblicza si¢ &’ i 7’ dla danego k lub &/, gdzie

kK =y1-k, (31)

przy czym &' (i #') zachowuje si¢ w funkcji k’ tak, jak ¢ (i ) w funkcji k.

Wrykorzystujac (27) lub (28) oblicza sie ¢’ dla danego &’ lub %/, przy czym zachowanie
si¢ ¢’ w funkcji k' jest dokladnie takie, jak zachowanie si¢ ¢ w funkcji k.

Korzystajac z (22) i (23) oblicza sie &’ i 7’ dla znanego ¢’. Przy tym, ze wzgledu na szyb-
- ka zbiezno$é szeregow, wystepujacych w (22) i (23), w szeregach tych zachowuje sie wéw-
czas stosunkowo mata liczbe poczatkowych wyrazéw (postepuje si¢ zatem wtedy tak, jak
w przypadku obliczeni ¢ i 5 prowadzonych wg (D +(9), o czym méwilismy wyzej).

W oparciu o (24), (25) i (26) oblicza si¢ &’ dla znanego odpowiednio ¢, %’ i ¢/, przy
czym od k' przechodzi sie do k postugujac si¢ wzorem:

k = YT=FZ (32)
ktory, podobnie jak i wzér (31), tatwo otrzymuje si¢ z (4).
Gdy zna sig warto$¢ ¢’, odpowiadajaca jej warto$é g oblicza si¢ za pomoca wzoru (17),
gdzie wg [15, str. 2] z doktadnoscia do 32 cyfr znaczacych jest ®:
7% = 9.86960 44010 89358 61883 44909 99876 2. (33)
Analizujq_g m.in. (18) i (4) bez trudu mozna stwierdzié, ze — w szczegllnosci — dla
k=K =V2[2, czyli dla k* = k'* = 1/2, jest @
q = q = exp(—mn) = 0.04321 39182 63772 24977 44177 37171 728 ... (34)

Uwzglednienie tego pozwala kontrolowaé Jako$¢ opracowywanych dla komputeréw
program6w stuzacych do obliczania stalych ¢ i g’ dla zadanych wartosci ki k'.

8 Zauwazmy, ze w [15, str. 1] podana jest warto$é m z dokladnoscia do ponad 700 cyfr znaczacych.
? Podana tu wartos¢ exp (—m) zaczerpnigto z [15, str. 1], gdzie znaleZé mozna jeszcze 17 dalszych
jej cyfr znaczacych. Zauwazymy, Ze nastepna cyfra liczby podanej w (34) jest 0.
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2. NIEKTORE ASPEKTY PRAKTYCZNE METOD NUMERYCZNYCH BEZPOSREDNICH
I POSREDNICH OBLICZANIA ¢

Zajmiemy sie tutaj istotnymi problemami praktycznymi metod numerycznych obli-
czania stalej g, opartych na zaleznosciach (15) i (5), (16) i (6), (17), (27).i (20) oraz (17),
(28) i (21), przy czym metody tego rodzaju, oparte na (15) i (5) lub (16) i (6) nazwiemy
metodami bezposrednimi (odpowiednio typu A lub typu B) (obliczania q), a oparte na (17),
(27) i (20) lub (17), (28) i (21) — metodami posrednimi (odpowiednio fypu A lub typu B)
(obliczania q) .

Ot6z od razu zauwazymy, Ze wyZej wymienione zaleznoSci sa zalezno$ciami dokltad-
nymi 1 (w odpowiednich przedziatach k). Zatem w oparciu o te zaleznosci mozna by
obliczaé wartoéci dokladne ¢ w przypadku, gdyby bylo mozna i wykonywaé dzialania
nieskoriczone, i wykonywaé dzialania doktadnie (tzn. bez bledéw obcigcia albo zaokragle-
nia 12, i — oczywi§cie — bez pomylek, ktérych jednak w calej tej pracy nie bedziemy
uwzgledniali, bo nie sa one nierozerwalnie zwiazane z procesem obliczeni i fatwo mozna
je wykryé i wyeliminowa¢). Taka mozliwos€ istnieje w teorii. W praktyce ona nie istnieje.
Godzac sie z tym, w praktyce, w przypadku szeregéw (15) i (27), jak réwniez i szeregow
w (16) i (28) — zastgpuje si¢ dzialania nieskoriczone przyblizonymi dzialaniami skoriczo-
nymi poprzez zachowanie w tych szeregach ¢ pierwszych wyrazéw i odrzucenie wszystkich
wyrazéw dalszych. A wigc zaleznosci: (15), (16), (27) i (28) zastepuje si¢ wéwcezas odpo-
wiednio zalezno$ciami:

-1

1 g =q(e) » Zc,,s“'”" 5 | ~ (35
v=0
-1
q=q(n) ~ n( Z; cun")4, (36)
o=
t—1
g =g @)Y aett, , &)
v=0
-1 3
7 =q) ~ 7| > ) (38)
o=

gdzie ¢ jest okreSlona liczba naturalna.

Reasumujac, obliczenia g w praktyce prowadzi si¢ w poszczegélnych metodach nu-
merycznych, wymienionych powyzej, w oparciu o nastgpujace zaleznoéci: 1° w metodzie
bezposredniej typu 4 — w oparciu o (35) i (5), 2° w metodzie bezposredniej typu B —

10) W dalszym ciagu czesto bedziemy pomijaé te czgsci termindow kilkuwyrazowych, ktore podane
sa pomiedzy nawiasami.

11) T, sama uwaga dotyczy takze innych podanych wezeéniej zaleznosc1 ktore zawieraja znak =, a nie
znak X.

12) Por. ap. [13, p. 1.1.3, str. 101], [24]i [25, str. 10].
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w oparciu o (36) i (6), 3° w metodzie posredniej typu 4 — w oparciu o 17), (37) i (20)

oraz 4° w metodzie poSredniej typu B— w oparciu o (17), (38) i (21).

Jak widaé, omawiane metody numeryczne sa metodami numerycznymi przyblizonymi
i pozwalajg oblicza¢ wartosci ¢ nawet w teorii (tzn. nawet przy doktadnym wykonywaniu
dziatan) jedynie przyblizone 3.

Rozpatrujac powyzsze metody obliczania g tatwo jest stwierdzié co nastepuje:

1) w tych metodach warunkiem koniecznym otrzymania dostatecznie doktadnego wyniku
(wyniku, dostatecznie mato rézniacego sie od doktadnej wartosci stalej g) jest uwzgled-
nienie w (35) +(38) dostatecznie duzej liczby ¢ pierwszych wyrazéw szeregow z (15), (16),
(27) 1 (28), i to w (36) i (38) na ogdt wiekszej niz w (35) i (37), albowiem szeregi
w (16) 1 (28) sq wolniej zbiezne;

2) metody posrednie sa ogdlnie biorac mniej dogodne niz metody bezposrednie, bo wy-
magaja uzycia jednego wzoru wigcej, i to wzoru, w ktérym trzeba obliczaé m.in. war-
toéci funkeji Inx 1 exp x 14,

Reasumujgc, obliczenia ¢ dla danego & (lub k') dogodnie Jjest prowadzi¢ metodami
bezposrednimi, przy czym gdy k jest duze, co np. w przypadku filtréw najczesciej ma
miejsce, liczba t, zwlaszcza w metodzie typu B (a wiec w (36)), musi byé przyjmowana
do$¢ duza po to, zeby otrzymany wynik byt dostatecznie dokladny (przy wystarczajaco
duzej precyzji rachunku). Tego ostatniego warunku bardzo czgsto nie mozna spelnié,
znane s3 bowiem (podane w literaturze) wartosci tylko 7 pierwszych wspStezynnikéw c,,
a mianowicie [23, str. 359], [6, str. 395], [17, str. 285]:

=1, ¢ =2,- .¢;=15 _¢c; =150, }

¢ = 1707, c¢5 = 20910, c = 2 68616. (39)

3. OGOLNA METODA WYZNACZANIA WARTOSCI ¢o IWARTOSCI ¢ DLA v = 0(1)13

Wskazemy ogdlna metode wyznaczania wartodci ¢y 1 podamy je dla v = 0(1)13.
Otz interesujace wartoSei ¢, (v = 0, 1,2, ...) mozna wyznaczy¢ metoda wspolczyn-
nikéw nieoznaczonych postugujac si¢ np. szeregiem (15) i wynikajacyn z (7) réwnaniem
postaci: :
g+ +q*5+q*°+q¥ + .. = e+2eq*+2eq'6+26q3 +2q54 + Gei ) (40)

Jezeli w (15) zachowa si¢ wyrazy z potegami ¢ nie wigkszymi od okre§lonej wybranej po-
tegi n, = 4v+1 (zaleznej od liczby wyznaczanych wspéiczynnikéw c,) i — nadto — w sze-
regach licznika i mianownika (7), a w konsekwencji i w (40), zachowa si¢ wyrazy z pote-
gami g od 1 do co najmniej n;. Podstawiajac uzyskany z (15) szereg skoriczony w miejsce
g do odpowiedniego réwnania jak (40), otrzyma si¢ wtedy réwnanie, z przyréwnania

13 Warto wspomnieé, ze réwniez przyblizona metoda numeryczna obliczania stalej g jest metoda
oparta na zastosowaniu wzoru (1) i wzoréw: K = K(k) = m©2u(1, k') oraz K’ = K'(k) = =[2u(1, k),
gdzie pu (1, k') oraz u(1, k) sa to wprowadzone przez Gaussa Srednie arytmetyczno-geometryczne odpowied-
nio wartosci: 11 k’ oraz 11k (por. np. [2, § 46, str. 1601, [6, str. 3941 i [1, p. 17.6 na str. 598]). Tej
metody obliczen ¢ tu nie rozpatrujemy, jako na ogét mniej dogodnej.

* Mowa tu — oczywiscie — o wzorze (17).
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wsp6tczynnikéw ktdrego, wystepujacych przy takich samych potegach &, dostaje si¢ uktad
réwnan pozwalajacy wyznaczy¢ szukane wartodci ¢, 1. I tak, ta wlasnie metoda, przy
przyjeciu n, = 53, otrzymano, Ze:
Co=i Lo niCi =25 < ex =1, C8iT 150,
¢, = 1707, ¢5 = 20910, ' ¢6 = 2 68616,
¢, = 3567400, cg = 48555069, co = 6734 58874, (41)
o = 9481557398, ¢y = 1351195 29972,
¢, = 1944997539623,  ¢;5 = 2823 51727 53886,

czyli précz wartosci ¢,+cs jak W (39) znaleziono nadto wartosci ¢;+c¢;3, ktére dotych-
czas nie byly znane.
~ Z (35) i (36) po przyjeciu ¢ = 14 i uwzglednieniu (41) otrzymuje si¢ odpowiednio:
g = q(e) ~ e(1+2¢*+156°+150¢'2 + 17076+
+20910 £2°+2 68616 £2*+35 67400 £2°+
485 55069 £32+ 6734 58874 ¢3° 494815 57398 e+t
113 5119529972 4+ 194 49975 39623 &*°+
12823 51727 53886 &5 42)

g = q(n) ~ (1 +27+15 7> +150 7°+1707 7*+
20910 75 +2 68616 7°+35 67400 77 +
4 485 55069 n® -+ 6734 58874 7°+94815 57398 7+
+13 51195 29972 5! 4194 49975 39623 nt?+
+2823 51727 53886 ' *. (43)
Z (37) i (38) po wykonaniu analogicznych czynnoéci dostaje si¢ odpowiednio:
g =q()~ & (1+2 &*4+15 &8 +150 2 +1707 gio+
+20910 £'2°42 68616 &'>*+35 67400 g28 +
+485 55069 £'32+ 6734 58874 &'36+94815 57398 &4°+
+13 5119529972 &'**+194 49975 39623 g8+
+2823 51727 53886 ¢'°? ; (44)

g =q) = n(l+2n +1572+150 "° + 1707 '+
£20910 77542 68616 7/0+35 67400 77 +
+485 55069 7' + 6734 58874 7'° + 94815 57398 7'+
113 51195 29972 7’11 +194 49975 39623 712+
+2823 51727 53886 n'1¥*. (45)

15) Widaé, Ze otrzymanie jawnych wzorow na wspOlezynniki ¢, jest dos¢ trudne.
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Stosujac (42) i (5), lub (43) i (6) mozna obliczaé wartosci przyblizone stalej g w me-
todach bezposrednich, stosujac za$§ (44) i (20), lub (45) i (21) — wartosci przyblizone
statej ¢’ w metodach posrednich. Obliczenia te mozna prowadzi¢ wychodzac z zadanych
wartosci tak &, jak i k' (umozliwiaja to wzory: (5), (6), (20) i (21)), przy czym przejécie
od ¢’ do g dokonuje si¢ w oparciu o (17), ewentualnie z uwzglednieniem wartosci n2 z (33),
jezeli 32-cyfrowa doktadno$é % wystarcza (por. notke 8).

WartoSci wystepujacych w (42)+ (45) szeregéw, dla znanych wartodci ¢, 5, & i 7’
wygodnie jest oblicza¢ wg schematu Hornera [25, p. 3.2 na str. 40], w szczegdlnodci trak-
tujac szeregi w (42) i (44) jako wielomiany odpowiednio zmiennych &* i &4,

4. OSZACOWANIE DOKEADNOSCI METOD OBLICZANIA ¢ I ¢ OPARTYCH NA
ZASTOSOWANIU ZALEZNOSCI (42)--(45)

Oszacujemy doktadno$¢ przyblizer stalej g otrzymywanych ze wzoréw (42)1i (5), (43)
i (6), (17), (44) i (20) oraz (17), (45) i (21) przy zalozeniu, Ze wartosé = w (17) jest do-
ktadna i wszystkie obliczenia sa wykonywane dokladnie (w tym ‘obliczenia wartosci funkcji
Inx i exp x w (17)). Ta dokladno$é, bedaca dokladnoscia metod znajdowania statej ¢
W oparciu o wymienione wzory — jest identyczna z doktadnoscia metod znajdowania
stalych g i ¢’ w oparciu o wzory (42) + (45) 19). Ta ostatnia dokladno$é jest z kolei doktad-
noscia, z jaka suma S, wszystkich wyrazéw danego szeregu skoriczonego z (42), (43),
(44) lub (45) przybliza sume S, wszystkich wyrazow odpowiedniego szeregu nieskoriczo-
nego z (15), (16), (27) lub (28), tzn. jest okre§lona przez odwrotno$é réznicy sum S,i.S;.

Dokladnej warto$ci 6 = S,—S; dla k€(0,1) lub k' e (0, 1) nie znamy i w ogéle
nie jeste$my w stanie obliczy¢. Oszacujemy 6 za pomoca pierwszego brakujacego w (42) =
-+ (45) wyrazu odpowiedniego szeregu nieskoriczonego, tj. WYTAZU: 14 £°%, C14 M4, C1p €56
. lub ¢;49** odpowiednio w przypadku (42), (43), (44) lub 45).

Oszacujemy najpierw doktadno$é rozwazanych metod znajdowania statych ¢ i ¢’ pod
wzgledem jako$ciowym, traktujac przy tym ¢ jako funkcj¢ modutu k, a ¢’ — jako funkcje
komodutu k'. Ot6z, jezeli uwzglednimy informacje podane wczesniej o zachowaniu sie
szeregéw (15) i (27), szeregéw z (16) i (28) oraz wielkosci e(k), n(k), &'(k’)1ix'(k') od-
powiednio z (5), (6), (20) i (21), bez trudu dojdziemy do nastepujacych waznych stwier-
dzeni:

1) doktadno$é metody wyznaczania g (lub ¢’), opartej na stosowaniu (42) Iub (43) (lub
(44) albo (45)), jest przy k ~ 0 (lub przy k' ~ 0) niezmiernie duza, a przy wzrofcie

k (lub k') szybko ona maleje;

2) doktadno$é metody wyznaczania g (lub g'), opartej na uzyciu (43) (lub (45)) jest
- dla danej wartosci £ > 0 (lub &’ > 0) znacznie mniejsza, anizeli metody wyzna-

czania ¢ (lub ¢’), opartej na uzyciu (42) (lub (44));

3) doktadno$¢ metod wyznaczania ¢ i ¢’, opartych na zastosowaniu kolejno (42) i (44)

(lub (43) i (45)) jest taka sama odpowiednio dla wartosci k i &', sobie réwnych.

16) Na og6t w przypadku metod numerycznych przyblizonych operuje sie pojeciem nie dokladnosci,
lecz bledu takich metod (por. np. [25, p. 1.1, str 9]). Biad stanowi odwrotno§¢ doktadnosci, o jakiej tutaj
moéwimy.
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Oznaczajac omawiang dokladno$¢ przez D mozna naszkicowaé jej przebiegi w funkcji
k lub k' typowe — zgodne z podanymi na rys. 2.

By méc szacowaé doktadno$é rozwazanych metod pod wzgledem ilo$ciowym, wypro-
wadzimy w miar¢ proste wzory, pozwalajac szacowaé raczej z niedomiarem niz z nad-
miarem liczbe N cyfr znaczacych dokladnych tych przyblized ¢ (lub ¢’), jakie mozna
by obliczy¢ za pomoca (42) (lub (44)) i (43) (lub (45)) dla danego k lub k', prowadzac
rachunki w dziesigtnej arytmetyce doktadnie 17.

Wzér taki dla przypadku (42) wyprowadzimy zadajac, Zeby brakujacy w szeregu z (42)
wyraz ¢4 €°° stanowit okre$lona, dostatecznie matg czg$é najwiekszego spos$réd wyrazéw
tego szeregu (tj. wyrazu ¢, = 1), a mianowicie zadajac, Zeby

¢148°¢ =3~ 10- "D, : (46)
Z obserwacji zachowania si¢ ilorazéw c,/c,—; przy v = 1,2, ..., 13 (tabl. 1) oszacu-

jemy warto$é c4/c,5 &~ 14.6, a
stad — przy uwzglednieniu warto$ci ¢,3 z (41) — warto$é

cia ~ 14.6 ;5 ~ 4.12233 5222+ 104, 47
D A /
o0 |—
1
2
' =
0 7 %

Rys. 2. Przebiegi typowe doktadnoéci D metod znajdowania g w oparciu o (42) i (5) (krzywa I) lub w oparciu
0 (43) i (6) (krzywa 2) w funkcji »# = k oraz dokladnoéci D metod znajdowania ¢’ w oparciu o (44) i (20)
(krzywa I) lub w oparciu o (45) i (21) (krzywa 2) w funkcji % = k’.

Uwzgledniajac wartodci ¢, z (41) i ¢;4 z (47) w réwnaniu (46), i biorac logarytm dzie-
sietny obu stron tego réwnania, po prostych przeksztalceniach otrzymamy nastepujacy
szukany wzor na N dla (42):

N~ —(15.10+56 log &), (48)

gdzie & oblicza sie wg (5) dla danego k lub k'.
Oczywiscie liczba N musi byé catkowita. Gdy wiec z (48) otrzyma si¢ liczbe niecatko-
wita, trzeba ja zaokragli¢ do najblizszej liczby calkowitej. To zaokraglenie dokonuje sie

1" Méwimy, ze dana liczba przyblizona (dane przyblizenie liczby dokladnej) ma N cyfr znaczacych
dokladnych, jezeli blad bezwzgledny tej liczby nie przekracza potowy jedno$ci pozycji, okreslonej przez
N-ta cyfre znaczaca, liczac od lewej do prawej. Tak wiec liczba przyblizona majaca N cyfr znaczacych
dokladnych stanowi wynik obcigcia odpowiedniej liczby dokladnejpo N-tej cyfrze znaczacej i poprawnego

)zaoquglenia (por. np. [16, str. 15] i [25, str. 23]).
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Tablica 1

Torazy c,/c,_; wspdlczynnikéw ¢, i ¢,_; z (41)

v ColCr=t v ColCo_1

1 2! 8 13.61077...

2 7.5 9 13.87000...

3 10 10 14.07889...

4 11.38 11 14.25077...

5 12.24956... 12 14.39464...

6 12.84629... 13 14.51681...

7 13.28066...

zgodnie z ogélnie znana i stosowana reguta poprawnego zaokraglania (por. np. [25, str. 23]).
Zgodnie z ta regula np. liczby (utamki dziesigtne): 10.32, 10.50 i 10.52 zaokragla si¢ wigc
odpowiednio do nastepujacych liczb catkowitych: 10, 11 i 11.

Przez analogie do (48) mozna napisaé nastepujacy wzér na N obowiazujacy dla (44):

N ~ —(15.10+456 log &), (49)

gdzie & dla danego k' lub k oblicza sie- wg (20). 5
Wzér na N obowiazujacy dla (43) otrzymuje si¢ w spos6b analogiczny do wyzej opi-
sanego, z tym, ze zamiast z (46) wychodzi si¢ wowczas z réwnania

G RS I e (50)

ze wzgledu na wystepujaca w (43) zmienng 7 a nie & i wolniejsza zbiezno$¢ odpowiedniego
szeregu.

Wychodzac z (50) mozna by tatwo otrzymaé szukany wzér na N dla (43), ktéry jednak
podamy w nastepujacej zmodyfikowanej formie:

N~ —(16.219+14 log n) —log (1+823 7%, (51)

pozwalajacej do$é doktadnie szacowaé N nawet w zakresie stosunkowo duzych wartosci
k, bo dla k < /0.72 = 0.8485 .... A wiec wzér (51) obowiazuje dla wartosci k* < 0.72,
przy czym wystepujaca w tym wzorze wielko§¢ ) oblicza si¢ wg (6) dla danego k lub k'.

Przez analogie do (51) napiszemy nastepujacy wzér na N wazny dla (45) przy k"2 <
< 0.72 (tj. przy k' < 0.8485 ...):

N ~ —(16.219+14 log ) —log(1+823 %), (52)
gdzie %’ oblicza si¢ wg (21) dla danego &’ lub k.

Zwrécimy uwage, ze w zaleZnoSciach: (48), (49), (51) i (52) wystepuja logarytmy dzie-
sietne, a nie inne i Ze w zaleznosciach (51) i (52) mozna pomija¢ ostatni wyraz, gdy odpo-
wiednio wartosci k i k' sa dostatecznie male (np. mniejsze od 0.2).

Warto przypomnieé, iz przy wyprowadzaniu podanych wyzej wzoréw na N zatoZono.
iz obliczenia przyblizen g (ewent. ¢') sa wykonywane wg (42) i (5) lub wg (43) i (6) (ewent.
wg (44) 1 (20) lub wg (45) i (21)) doktadnie, tzn. bez bledéw obciecia albo zaokraglenia.
W praktyce doktadne wykonywanie tych obliczeri oczywiscie nie jest mozliwe, a jest mozli-
we ich wykonywanie tylko z ograniczona, np. u-cyfrowa dziesi¢tna precyzja. Jezeli  jest
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dostatecznie duze, wyzej wymienione biedy praktycznie nie wplywaja na rezultaty koncowe
obliczen. Wtedy wigc mozna wystarczajagco doktadnie szacowaé N za pomoca (48) lub
(49) (ewent. za pomoca (51) lub (52)). Zatem wtedy mozna wystarczajaco doktadnie
szacowaé liczbe N cyfr znaczacych doktadnych tych przyblized g (ewent. g'), jakie dla
danego k lub k' oblicza si¢ wg (42) i (5) lub wg (43) i (6) (ewent. wg (44) i (20) lub wg
(45) i (21)). Taka sytuacja ma miejsce, gdy u jest dostatecznie duze w poréwnaniu-do N
~ obliczonego za pomoca odpowiedniego ze wzoréw: (48), (49), (51) lub (52), a mianowi-
cie, gdy p jest wigksze od N np. o kilka.

W tabl. 2 podano warto$ci N obliczone wg (48) i (5) dla wartosci k2 = 0.972(0.001)0-999
i odpowiednie warto$ci N dokladne (oznaczone przez N,), okreSlone w drodze analizy
wynikéw obliczen g przeprowadzonych dla tych samych warto$ci k2 wg (42) i (5), i réw-

Tablica 2

Maksymalna osiagalna liczba cyfr znaczacych
dokladnych (N, N;) wartoSci przyblizonych
stalej ¢ obliczanych wg (42) i (5) dlas? = k2 =
= 0.972(0.001) 0.999 i rowniez wartosci przyblizo-
nych stalej ¢’ obliczanych wg (44) i (20) dla 2 =
= k'* = 0.972(0.001)0.999

%2 % ’ N ‘ Na
0.972 | 0.98590 060... 23 24
0.973 0.98640 762... 23 23
0.974 0.98691 438... .| 22 23
0.975 0.98742 088... 22 23
0.976 0.98792 712... 22 22
0.977 0.98843 310... 2 22
0.978 0.98893 882... 22 22
0.979 0.98944 428. .. 21 21
0.980 0.98994 949... 21 21
0.981 0.99045 444... 21 21
0.982 0.99095 913... 20 20
0.983 0.99146 356... 20 20
0.984 0.99196 774... 20 20
0.985 0.99247 166... 20 20
0.986 0.99297 532... 19 20
0.987 0.99347 873... 19 19
0.988 0.99398 189...- 18 19
0.989 0.99448 479... 18 19
0.990 0.99498 743... 18 18
0.991 0.99548 982... 17 18
0.992 0.99599 196... 17 17
0.993 0.99649 385... 16 16
0.994 0.99699 548... 16 16
0.995 0.99749 686... 15 15
0.996 0.99799 799... 14 14
0.997 0.99849 887... 13 13
0.998 0.99899 949... 12 12
0.999 | 0.99949 987... 11 11
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niez wg (17), (44) i (20) w arytmetyce dziesietnej 28-cyfrowej (przy uzyciu komputera
CDC 6400). '

Podane w tabl. 2 wartoSci NV i N, obowiazuja takze i w przypadku odpowiednich war-
tosci g’ obliczanych wg (44) i (20), co w tej tablicy zostalo uwzglednione.

W tabl. 3 podano wartoéci N obliczone za pomoca (51) i (6) dla wartoéci k2 =
= 0.025(0.001)0.721 i odpowiednie warto$ci N dokladne (oznaczone przez N,), ktdre
ustalono w drodze analizy wynikéw obliczeri ¢ wykonanych dla tych samych warto$ci k2
wg (43) i (6), wg (42) i (5), jak réwniez i wg (17), (44) i (20) w arytmetyce dziesietnej
28-cyfrowej (przy zastosowaniu komputera CDC 6400).

Tablica 3

Maksymalna osiagalna liczba cyfr znacza-
cych dokladnych (N, N,) wartosci przybli-
zonych stalej g obliczanych wg (43) i (6)
dla 2> = k?* = 0.025(0.001)0.7211 réwniez
wartosci przyblizonych stalej ¢’ obliczanych
wg (45) i (21) dla »* = k’? = (.025(0.001)

0.721
AP [ N } N

. 0.025+-0.027 23 2423
0.028--0.032 22 2322
0.033+-0.038 | 21 22

0.039--0.044 20 2120
0.045+-0.052 19 2019
0.053--0.062 18 19+18
0.063+-0.073 17 18+17
0.074-+0.086 16 17+16
0.087-+0.102 15 16=15
0.103+0.120 14 15+14
0.121-+0.141 13 14+13
0.142+0.166 12 13+12
0.167-+0.195 11 12+11
0.196+0.230 10 11+10
0.231-+0.270 9 10+9
0.271+0.317 8 98
0.318+0.371 7 8+7
0.372-+0.434 6 76
0.435-0.507 5 65
0.508+0.591 4 54
0.592-+0.689 3 43,
0.690 +0.721 2 3+2

Podane w tabl. 3 warto$ci V i N, obowiazuja takze i w przypadku odpowiednich war-
tosci ¢’, obliczanych wg (45) i (21), co w tej tablicy uwzgledniono. ;

Poréwnanie zamieszczonych w tabl. 2 i takze w tabl. 3 odpowiednich par liczb N i N,
Swiadczy o stosunkowo bardzo duzej dokladnoéci podanych wyzej wzoréw na N, co
najmniej w zakresie uwzglednionych w tych tablicach warto$ci k2 (i k£'3).
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Obserwacja znajdujacych si¢ w tabl. 2 i tabl. 3 wynikéw (liczb &V i &V,) daje pojecie
o doktadnosci przyblizenn ¢ (i ¢') osiagalnej przy stosowaniu wzoréw (42) i (5), lub wzo-
réw (43) i (6) (albo tez wzoréw (44) i (20) oraz (45) i (21)) w zakresie warto$ci k>
(albo k'?) stosunkowo bardzo duzych, tj. z punktu widzenia tej dokladno$ci najbardziej
krytycznych.

Jak wiadomo, przy obliczeniach, zwlaszcza automatycznych, odejmowanie od siebie
liczb bliskich jest Zrédtem najwiekszych bledéw. Nalezy wigc w miare moznoS$ci unikaé
sytuacji odejmowania od siebie dwu bliskich sobie liczb i np. wzdr

z=You—V8, (53)

przy o = f, zastgpowaé nastgpujacym wzorem réwnowaznym:

{

zZ = E;'B_, 54
Vet VB o
ktdry jest mniej czuly na biledy.

W liczniku wzoru (5) przy k =~ 0 wystepuje sytuacja odejmowania od siebie dwu blis-
kich sobie liczb. A wigc przy k& =~ 0 wzér ten dogodnie jest zastepowal réwnowaznym
mu i przy k ~ 0 mniej czutym na btedy wzorem postaci:
1 : k>
2 (1+VEPA+K)
lub g zamiast za pomoca (42) i (5) obliczaé z’ei pomoca zaleznosci (43) i (6), ktére do tego
wladnie celu (obliczenn ¢ przy k ~ 0) zostaly w tej pracy podane 1.

Do$¢ dogodnym do obliczen & wzorem, réwnowaznym wzorowi (5), jest wzor:

L ORRLS e
24 e TR

(5%

e =

# &= (56)
ktéry przy k ~ 0 jest bardziej czuty na bledy niz (55), jednakze na ogét mniej czuty niz (5).
Dla do$¢ duzych wartosci k z reguly dokladniejsze wyniki otrzymuje sie z (56) i z (5),
anizeli z (595).
Ze wzoréw (55) 1 (56) w drodze zastapienia k przez k' oraz k' przez k, mozna otrzy-
maé nastgpujace wzory na &', réwnowazne wzorowi (20):

1 k>

Gt (1+Vk)>2(1+k) @7
T RS e
fs g 1+1/yk’ &8

ktére pod wzgledem czulosci na bledy zachowujg sie w funkcji k' tak samo, jak wzory
(55) i (56) w funkgji k.

Za pomoca (42)+(45), na skutek zastosowania w szeregach zwickszonej liczby wy-
‘razéw, oczywiscie mozna obliczaé przyblizenia ¢ i ¢’ znacznie dokladniejsze (znacznie

18 Podobnie (45) i (21) podano w celu umozliwienia obliczefi przyblizeri ¢’ mozliwie doktadnych przy
k' =0, 3
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blizsze warto$ciom dokladnym ¢ i ¢') niz za pomoca stosowanych dotychczas odpowied-
nio nastepujacych zalezno$ci *9:

qg=q(e) = e(1+2e*+15e8+150612+ 170716 +

+20910£2°+2 68616£2%), (59
q = q(n) & n(1+25+ 1592+ 15053 +17075* +
+20910%° +2 686167°)%, (60)
g =q' (&)~ &(1+2*+15¢'8+150612 4170716 +
+20910&'2°+2 68616¢'2%), (61)
g =qm) ~ g 1+2y +1592+150n3 + 17079+ +
- 42091075 +2 686167'6)*. (62)

W istocie, wykonujac obliczenia g, np. w arytmetyce dziesi¢tnej 13-cyfrowej przy uzyciu
minikalkulatora elektronicznego firmy Texas Instruments typu SR-50A, dla k2 = 0.999
(tj. dla & ~ 0.9995) z (56) otrzymuje si¢ warto$¢

e = 0.34902 04427 887,

ktéra — jak sie okazuje — ma wszystkie cyfry znaczace dekladne 2%, a stad w oparciu
0 (42) i (59) — odpowiednio wartoéci (po przyjeciu dla c¢,;; zaokraglonej warto$ci:
2.82351 72753 89-10'3 i przy zastosowaniu schematu Hornera):

q = 0.36073-78778 881 (63)
g = 0.36073 76304 173 (64)

z ktérych pierwsza ma 11 cyfr po kropce dziesigtnej dobrych (réwnajacych sie odpowied-
nim cyfrom warto$ci doktadnej ¢), a druga — ich tylko 6. RzeczwiScyie, warto$¢ doktadna
g dla k* = 0.999 wynosi

q = 0.36073 78778 85982 91022 3 ...,

co ustalono wykonujac odpowiednie obliczenia wg (17), (44) i (20) w arytmetyce dzie-
sietnej 28-cyfrowej (przy uzyciu komputera CDC 6400). W (63) i (64) cyfry niedobre ozna-
czono podkresleniem.

Przy tacznym stosowaniu tego samego typu (4 lub B) metod bezposredniej i posred-
niej obliczania ¢, najmniej dokladne przyblizenia ¢ otrzymuje si¢ w otoczeniu punktu
k =k = V 2/2 (jezeli — oczywiscie — poszczegdlne obliczenia wykonuje si¢ z jedna-
kowa precyzja dla wszystkich w gre wchodzacych warto$ci & lub k’). Nie trudno stwier-
dzi¢, iz np. dla k = k' = ]/ 2/2 przyblizenie ¢ obliczone za pomoca (42) i (5) moze za-
wiera¢ ok. 60 cyfr znaczacych dokladnych, gdy tymczasem obliczone za pomoca (59)
i (5) — dwa razy mniej takich cyfr. Wida€ stad, jak duzy zysk w dokladnosci wynikéw

19 W [23, str. 359] podano informacje taka, ze za pomoca zaleznosci (59) i (5) dla k > sin 70° &
~ 0.939692... jest trudno lub nawet wrecz nie mozna wyznaczy¢ (obliczy¢) wartosci ¢ z 16 cyframi Znacza-_
cymi dokladnymi. By¢ moze tak jest, ale za pomoca (42) i (5), jak to widaé¢ z tabl. 2, mozna obliczaé ¢
Z nie mniej niz z 16 cyframi znaczacymi doktadnymi nawet dla wartosci k siegajacych ok. 0.99699 5 ... &
~ sin 85,6°.

20 Warto$¢ dokladna & dla k2 = 0.999 wynosi: & = 0.34902 04427 88676 ...
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obliczenr g i ¢’ stal sie mozliwy do osiagnigcia, dzigki wyznaczeniu warto$ci c¢;+c¢;3
i uwzglednieniu ich w szeregach, zwlaszcza w (42) i (44). Fakt ten tak silnie tu podkres-
lamy, poniewaz wiele réznorodnych zadan naukowych i technicznych rozwigzuje sie¢ przy
zastosowaniu funkcji eliptycznych [14] i numeryczne rozwiazanie tych zadan nieraz wy-
maga znajomoS$ci stosunkowo bardzo doktadnych wartoéci statych g i ¢'. Podane wyzej
zaleznoéci i metody z pewnoscia pozwola znalezé te rozwigzania. W szczegdlnosei pozwola
one znajdowad (obliczaé) wartosci tak czesto uzywanych funkcji eliptycznych Jacobiego:
sn (sinus amplitudy), cn (cosinus amplitudy) i dn (delta amplitudy) dokladniejsze niz
znajdujace sie w najdoktadniejszych znanych tablicach tych funkcji, podanych w [23] 2%,
jak réwniez znajdowaé warto$ci okre$lonych przez te funkcje m.in. parametréw filtréw
eliptycznych dokladniejsze i odpowiadajace wigkszym stopniom niz podane np. w [5],

[7], [19] i [21].

5. WZORY SEUZACE DO OBLICZANIA PRZYBLIZONYCH WARTOSCI ELIPTYCZNYCH
FUNKCIT JACOBIEGO: sn(u, k), cn(u, k) i dn(u, k)

Przypomnimy, iz przy k < 1, stosunkowo bardzo dokladne przyblizenia funkcji:
sn = sn(u, k), cn = cn(u, k) i dn = dn(u, k) mozna obliczaé korzystajac z nast@pu--
jacych zalezno$ci (por. np. [9, p. 8.191 i p. 8.192 na str. 937] 22)):

= A U
4/~ D (—1)P+1g"@=Vsin2y —1)——
e,y = 2V S0 K _

/
VE 142 3 (—1)g*cos -
v=1

20 W tablicach w [23] podane sa wartosci funkcji sn, cn i dn z 12 cyframi znaczacymi dokladnymi
dla kata modularnego ® =arc sin k=1°(1°)89°. Zauwazymy, Ze interpolacja w tych tablicach jest niezmiernie
uciazliwa i w szeregu przypadkow nie prowadzi do zadowalajaco doktadnych rezultatow.

22) W [9, p. 8. 192. 1, str. 937] w wykladniku potegi g wystepuje blad, ktory usunieto w liczniku (65).

Zaleznodci (65)=(67) mozna przedstawi¢ w zmodyfikowanej formie uwzgledniajac, ze:

142 3 g

1 1T ,;; 1 1 142g42¢4+24° + 245+ ...

VE  2i/q Z Jno iy L P+ g2+ g0 v
qvu—'

vl=

0
142 3 (—1)yg»
]/k’ 1 Gl gél( Yq 1 1-2g+2¢*—2¢°+29*°—

* oYy P I G R S Gt

o]
2 qre-h
v=1

[o0]
142 3 (—1)yg»
Vi "é“ g o 1—2g+2¢*—2¢°+2¢"°—

T T1+2¢+20°+20° 424+ ...

[ve]
142 3 ¢g*
v=1
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s sin o + Ssin i 77ru
T e ’
Vk 1—2qcos% +2q4cos—%K— —2q9cos§F +— ...
4~ % g
7 2V ¢q D q°®Vcos (20 — 1) 2K
cen(u, k) = . "=‘°° %
142 3 (- 1)%q*cos .
v=1 K
—_— cos——+q cos3 +4g° os5 +g'%c s———7 + ...
B ]/k’ 2% 2K 2K 2K 2K 66)
1——2qcos7<-+2q cos 2K —24¢°c s%g—+ - ...
o0
L 125 q"zcosgchE
dn(u, k) = YK s =
142 3 (=1)%"cos £
v=1 K
2mu 3nu
B 1+2q0037+2q oS +2g°cos—— X + ...
o el ey Pl R R 2
q X q K g~ co Ve

a przy k' < 1 — z podobnego ksztaltu zalezno$ci ze stalg ¢’ i funkcjami hiperbolicznymi
(por. [23, str. 361]).

Wystepujace w powyzszych zalezno$ciach szeregi nieskoriczone sa do$é szybko zbiezne.
Gdy wigc te zalezno$ci wykorzystuje si¢ do obliczania przyblizonych wartosci funkcji sn,
cn i dn, w tych szeregach zachowuje sie na ogél do$é mata liczbe poczatkowych wy-
Tazow.

Jak wiadomo, pomigdzy funkcjami: sn(u, k), en(u, k) i dn(u, k) zachodza nastgpu-
jace proste zwiazki (por. np. [9, p. 8.154, str. 930]):

sn?(u, k)+cn?(u, k) = 1,

dn?(u, k) +k?sn?(u, k) = dn2(u, k)+ (1 —k'?)sn?(u, k) = 1.

Jezeli wige zna si¢ warto$¢ k lub k' i warto$¢ dowolnej jednej sposréd tych funkeji, w opar-
ciu o te zwiazki nie trudno obliczyé wartosci obu pozostatych funkcji.

6. PRZYKLADY OBLICZEN NUMERYCZNYCH Z DZIEDZINY FILTROW ELIPTYCZNYCH

Na zakonczenie podamy jeszcze 2 przyktady obliczeh numerycznych z dziedziny fil-
tréw eliptycznych, mianowicie przyktady obliczenn okre$lonych parametréw takich filtréw
przy zastosowaniu m.in. zaleZno$ci (42), (43), (65) i (67). Wszystkie obliczenia w tych
przyktadach wykonane sa przy uzyciu minikalkulatora elektronicznego firmy Texas In-
struments typu SR-50A w charakterystycznej dlafi arytmetyce dziesietnej 13-cyfrowej
(zatem w (42) i (43) zamiast doktadnej warto$ci wspotczynnika ¢, 3 przyjeto jego warto$é
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przyblizona, réwna 2.82351 72753 89 1013), przy czym rezultaty poszczegdlnych obliczer
podano z 10 cyframi znaczacymi takie, jakie mozna otrzymaé na wyswietlaczu wymie-
nionego minikalkulatora bezpo$rednio po wykonaniu danych obliczen, tj. bez nacisniecia
klawiszy: ,,—”, ,,EE” 1,,=", co spowodowalo by pojawienie si¢ na wyswietlaczu dalszych
cyfr rezultatu. Podana ostatnia (dziesiata liczac od lewej do prawej) cyfra znaczaca re-
zultatéw jest wiec zaokraglona stosownie do wartosci cyfry odrzuconej — jedenastej,
zgodnie z regulg poprawnego zaokraglenia. Dla wygody w przyktadach nie rozrézniono
w symbolice rozwiazan dokladnego i przyblizonego, tzn. przed wartoscia przyblizona,
otrzymang z obliczen, podano znak ,,="’ zamiast znaku ,,~”, jak to zrobiono juz m.in.
w (63) i (64).
Doktadno$é otrzymanych wynikéw omoéwiono w p. 7.

Przyktad 1. Metoda parametréw falowych projektowany jest filtr‘eliptyczny
reaktancyjny dolnoprzepustowy drabinkowy symetryczny (oporowo) skladajacy si¢ z og-
niw konwencjonalnych (tj. pochodnych i ewent. podstawowych), ktéry ma pasmo prze-
pustowe (praktyczne) zawarte w przedziale czestotliwoéci fod 0 do f, = 100 kHz, pasmo
tlumieniowe (praktyczne) — w przedziale czgstotliwosci od f; = 100.6 kHz do oo i kté-
rego ttumienno$§¢ skuteczna A, w pierwszym z tych pasm powinna by¢ nie wigksza niz
Ay, = 0.15 Np, natomiast w drugim — nie mniejsza niz 4, = 3.6 Np >¥. Zgodnie z ta
metoda ([17], [11]), nalezy wyznaczy¢: 1° klas¢ ttumieniowa ~ filtru, 2° parametry m; jego
ogniw (i = 1,2, ...,n), 3° czestotliwo$¢ graniczna f,, 4° klas¢ oporowa n, i 5° para-
metry (ewent. parametr) impedancji falowych znormalizowanych czestotliwosciowo
(wzgledem czgstotliwosci granicznej f;) i oporowo (wzgledem rezystanciji roboczych R; =
=R, = R). ‘ :

Rozwigzanie. Najpierw obliczymy minimalna thimienno$¢ falowa filtru wymagana
w pasmie tlumieniowym:

A, = Ay+1In2 = 4.29314 7181 Np, (68)
jak réwniez iloczyn wspodtczynnika wykorzystania teoretycznego pasma przepustowego
k, przez wspdlczynnik wykorzystania teoretyczrego pasma thumieniowego k;:

kyk. = fplfe = 0.99403 57853. (69)
Klasa n jest okre§lona jako:
A Ing,
L Inqt > (70)

gdzie:
X q; — eliptyczna stala modularna ¢ odpowiadajaca modutowi k = k,
g4 — analogiczna stala odpowiadajaca modutowi k = k.
Modut k, jest funkcja A; postaci:

T ]/1 —th“%. (71)

2% Tu i w przykladzie 2 zaktada sie, ze wartoéci zadane sa dokladne.
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Wobec tego w my$l (5) i (6) jest:

1
eq = &lky) = E‘eXP( —A4,), (72)
1
e = k) = S 1 2. 73)
Podstawiajac warto$¢ 4, z (68) do (72) znajdziemy
&4 = 6.83093 0612 - 10~ S, (74)
Podstawiajac ¢4 z (74) do (42) dostaniemy (przy zastosowaniu schematu Hornera 24)
g4 = q(e4) = 6.83093 0642 - 103, (75)
Przyjmlemy wstepnie, Ze k, = k,. Zatem wg (69) bedzie
k? = 0.99403 57853, (76)
tzn.
k, = 0.99701 34329. an
Stad wg (5)

& = &(k,;) = 0.28253 39345,
co uwzglednione w (42) daje: ;
q: = q(&) = 0.28631 85088. (78)
Podstawiajac warto$ci g4 1 g, z (75) 1 (78) do (70) otrzymamy
n = 3.98696 0924,

Wielko$¢ n, jak wiemy, musi byé liczbg catkowita (w przypadku filtréw symetrycz-
nych). Dlatego przyjmiemy n = 4 i zachowujac wartosci 4; i ¢, jak w (68) i (75), skory-
gujemy warto$¢ k,.

Z (70) mamy wzor:

q: = 'i/q,u _ , (79)
z ktérego dla n = 4 i warto$ci g, jak w (75) znajdziemy skorygowana — ostateczna

warto$é
q. = 0.28748 81637, (80)

a stad — w oparciu o (7) i (10), uwzgledniajac (4) — skorygowane wartoSci:
& = 0.28362 67084,

’ 1_281 b3 )
2= = 5.81269 7049 -10-3,
142¢
ki = 7.62410 4570-10-2, (81)
Vki = 027611 78113, (®2)
= Y 1—ki? = 0.99708 94157. (83)

24 Schemat ten stosowano i w dalszych obliczeniach wykonywanych wg (42) i (43).
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Aby sprawdzié, czy warto§é ¢, z (80) zostata obliczona poprawnie, obliczymy A4, ze
wzoru:
1+2(g8"+ ¢+ +¢f*"+ ...)
2(qr + 4"+ 9"+ + )
i poréwnamy otrzymany wynik z (68).
Z (84) dla n = 4 i wartosci ¢, jak w (80) dostaje si¢ A, = 4.29314 7181 Np, czyli

warto§é zgodna z podana w (68) 2°.
Dzielac (69) przez (83) znajdziemy

k, = 0.99693 74558, (85)

a stad, ewent. z (83), uwzgledniajac, Ze k, = f,/fy, k: = folfts f, = 100kHz i f; = 100.6
kHz — czestotliwo$¢ graniczng

fo = folk, = fik: = 100.30719 52 kHz.
Parametry m; ogniw filtru sa okreslone jako
m; = dn(u, k), (86)

A, =

(84)

przy czym
2i—1 f1:5
u= o Ky i =1,2, ... s, 87
gdzie K, — calka eliptyczna jak w (2) dla k = k,, tzn. K, = K(k).
Na mocy (67), wyrazajac katy w stopniach a nie w radianach, mamy stad

y— 142¢q,cos o;+2g¢ cos2a; +2g7 cos3a; +

M =V T cos o+ 297 cos 20; — 290 cos 3+ — ... 55]
gdzie
L i=1,2,..,n. (89)
Kladac'w (89) n = 4, otrzymujemy:
o =208, . 4y = 6T5% oy = L1255, \r e =il 5155,
co uwzglednione w (88) tacznie z wartosciami ]/E z (82) i g, z (80), daje
. my = 0.88927 17049,

m, = 0.43383 82715, (90)

ms; = 0.17573 60996,
m, = 0.85734 25341.101.

25) Zauwazymy, ze w klasie # = 4 w my$l [18, str. 353] obowiazuje wzor:

4 ~2mthw
1+ V&,

ktory stosujac fatwo mozna by sprawdzié, czy np. warto$¢ k; z (81) zostala obliczona poprawnie (okazaloby
sig, Ze tak istotnie jest).
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Warto wspomnieé, iz przy obliczaniu warto$ci m; +m, z (90), w szeregach licznika
i mianownika (88) zachowano tylko po 6 poczatkowych wyrazéw (czyli précz 1 zacho-
wano tylko wyrazy ze stala g, w potedze nie wigkszej niz 25), bowiem ¢?° ~ 2.92- 1014,
ajuz g2 ~ 3.24- 10~ 2°,

Aby sprawdzié¢, czy wartosci m, +m, z (90) sa obliczone poprawnie, mozna by dla
nich (i dla k; z (81)) obliczy¢ ttumienno$¢ falowa 4 filtru, np. dla czestotliwosci f = f;,
Ze wzoru

i zbadaé, czy otrzymane warto$ci 4 sa dostatecznie bliskie wartosci 4, z (68), co musi byé
spelnione. Okazalo by sie, ze tak istotnie jest (z bledem bezwzglednym co do modutu réw-
nym ok. 1:10~° Np).

Klas¢ oporowa 7, i parametry znormalizowanych impedancji falowych filtru wyzna-
czymy wychodzac z warunku, Zze w pas$mie przepustowym (praktycznym) maksymalna
ttumienno$¢ wynikajaca z niedopasowania

Asumaz = In— (@+ @) (91)

nie moze przekracza¢ wartosci A, = 0.15 Np.
W Kklasie 1, = 1 jest

6 =1/y1-kz
Stad po podstawieniu wartosci k, z (85) mamy
; O = 3.57592 4092,

co uwzglednione w (91) daje Agymax ~ 0.66 Np, czyh warto$¢ wigkszg od 4g,. Wnosimy
stad, ze klasa n, = 1 jest za niska.

Zbadamy, czy klasa n, = 2 jest wystarczajaco wysoka. Jak wiemy, w klasie n, przy
warto$ciach m; < 1//2 jest

0=@i=]/ (1/ T ) ' (92)

o e s (93)

gdzie

przy czym oprécz warunku:
R 1
} J‘isnmaxi = In—— @,-I" )
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nadto musi byé speliony warunek:
= Y17k 2 95)

Eatwo stwierdzié, iz parametr ms z (90) te warunki speinia (spo$réd parametréw m;
z (90) jedynie on, gdyz m; > 1/1/5, natomiast w przypadku m, jest Agumaxz ~
~7.6mNp < 4,,, ale k,» & 0.97275 < k, orazw przypadku m, jest Asnmaxa ~ 0.348 Np >
Asp, chociaz ky, =~ 0.99997 > k,), albowiem w jego przypadku:

6 = 6, = 170004 5235, ' (96)
Agnmaxs = 0.13464 66544 Np < 4, = 0.15 Np,
ks = 0.99949 21073 > k, = 0.99693 74558.

A zatem ustalamy, ze klasa oporowa filtru n, = 2 i ze parametrami jego znormalizo-
wanych impedancji falowych sa parametry @ = @3 i m = m3 o wyzej podanych wartos$-
ciach (odpowiednio jak w (96) i (90)).

W ten sposéb rozwiazaliémy postawione w przykladzie 1 zadanie: wyznaczyliSmy
wszystkie szukane parametry filtru.

Przyktad 2. Metoda parametréw roboczych projektowany jest filtr eliptyczny
reaktancyjny dolnoprzepustowy 29, ktéry ma pasmo przepustowe zawarte w przedziale
czestotliwoscif od 0 do f, = 60 kHz, pasmo tlumieniowe — od f; = 60.15 kHz do oo
i ktorego thumienno$¢ skuteczna A, w pierwszym z tych pasm powinna by¢ nie wigksza
niz Ay, = 0.12 dB, natomiast w drugim — nie mniejsza niz 4, = 20 dB *7: Nalezy wy-
znaczyé stopier n tego filtru i jego parametry a; (i = 1,2, ...,n) dla przypadku a jak
w [19, rozdz. III, p. E, str.. 294].

Rozwigzanie. Najpierw wyznaczymy stopieni n filtru okreslony zalezno$cia:

ln(IA
n= lan 7

gdzie:
g4 — eliptyczna stala modularna ¢ odpowiadajaca modutowi k = ky,
gy — analogiczna stala odpowiadajaca modulowi k = kj.
Modul k, zwigzany jest z wiglkoSciami A4, i 4, (Wyrazonymi w decybelach) i z mak-
symalnym odchyleniem 4 ([19, rozdz. HI, p.E; str. 294], [7, str. 7]) wzorem:

3 /IOAsp/IO —1
- A2 —
ko=4%=17/ ToAT0=1" 98)
Modutl k; zwiazany jest z ¢zestotliwoéciami f, 1 f; zaleznoScia:
ky = folft- ‘ 99)

26) Jak wiadomo, filtry eliptyczne projektowane metoda parametréw roboczych zwane sa filtrami
Cauera i oznaczane sa przez C ([5], [7], [12], [19], [20D.
27 Por. notke 23.
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Podstawiajac wartosci 4, = 0.12 dB i 4,, = 20 dB do (98) znajdziemy:
kj = 2.82992 9103 - 10-4.
Stad wg (6)
74 = n(ky) = 1.76870 5690 - 10-5,
tak iz zgodnie z (43) 29
94 = q(n4) = 1.76895 6002-10-5. . (100)
Podstawiajac f, = 60 kHz i f; = 60.15 kHz do (99) otrzymamy:
ky = 0.99750 62344.
Stad wg (5)
& = e(k;) = 0.29009 78745,
co uwzglednione w (42) daje
gr = q(¢;) = 0.29444 21240. (101)
Podstawiajac wartosci g, z (100) i g z (101) do (97) znajdziemy
n = 8.94968 4463.
Jak wiemy, n musi by¢ liczba catkowita. Wobec tego przyjmiemy n = 9. Zachowujac
przy tym A, = 20 dB i czestotliwo$é graniczng
fo =VJofi = 60.07495 318 kHz, (102)

nieco zwigkszymy k; i odpowiednic zmniejszymy A,,, co jest korzystne, bo A, bedzie
mniejsze niz 0.12 dB w pa$mie przepustowym poszerzonym w stosunku do zadanego i 4,
bedzie nie mniejsze niz 20 dB w pas$mie ttumieniowym réwniez poszerzonym w sto-
sunku do zadanego.

Zalozymy

k; = sin86° = 0.99756 40503, (103)

wobec czego pasmo przepustowe filtru bedzie wystgpowalo w przedziale czestotliwosci
fod 0 do

o =/, V/sin 86° = 60.00173 879 kHz, (104)

a pasmo tlumieniowe — w przedziale czestotliwosci od

fi = f,]Y/sin 86° = 60.14825 692 kHz (105)
do f = oo.
Podstawiajac k; = sin 86° do (5) dostaniemy

: il——]/cos 86°

& = o CONCO St : 106
o = elky) = T 0.29106 75758 (106)

28 Stala g4 zamiast wg (42) obliczamy tu wg (43), poniewaz warto$¢ k4 jest bardzo mata i wobec tego
wg (43) otrzymujemy wynik wystarczajaco dokladny.
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skad na podstawie (42)
gy = q(&) = 0.29548 83856.
W mysl (97) zachodzi zalezno$¢:
g4 = 45
Podstawiajac warto$é ¢,z (107) in =19 do (108) znajdziemy warto§¢:
g4 = 1.71736 94651073,
a stad w oparciu o (9) — warto§¢ ‘ v

na = 1(qs) = 1.71713 35391073,

dla ktérej z (11) otrzymuje sig

Rozwiazujac (98) wzgledem A, mamy
Ay, = 10 log[1+4*(104/10~1)],  A* = k3.

(107)

(108)

(109)

(110)

Podstawiajac warto$é A, = 20 dB i warto$¢ k2 z (109) do (110) znajdziemy, Zze w pas-
- mie przepustowym (dla fe < 0,f, > ) maksymalna tlumienno$é skuteczna filtru bedzie

wynosila

K3 = k() = 274741 3662 10~*.
|

|

|

‘ A,, = 0,11654 75504 dB,

:

\

czyli rzeczywiscie bedzie mniejsza od zadanej, jak to zapowiadaliSmy.

Wiedzac, ze n = 91 k; = sin 86° mozemy obliczy¢ parametry a; filtru ze wzoru:

|
|
; 5 21 l/k_fsn(%Kf,k,) dlai=1,2,..,n-1,
\ Vk, dlai=n,

gdzie Ky — calka eliptyczna jak w (2) dla k = kg, tzn. Ky = K(ky).

)

(112)

*

Przy obliczaniu wartoSci funkcji sn(iKy/n, ky) postuzymy sie zaleznoécia (65), zgodnie

z ktéra, i przy uwzglednieniu, ze ¢ = gy — bedziemy mieli:
sn iK kel =
n S e B

SN s i o 2 : 3.’ " G 51 | e 71 R Z
e 2i/qf s1n;90 —qfsm790 + g7 sm790 —q5 sm—n—90 i

Vs 1—2q,cos%180°+2q}cos%180° —2qj9~cos—:j;-180°+ -

(113)

Podstawiajac do wzoru (113) wartosci: n =9, i = 1(1)8, ¢r z (107), k; = sin 86°

oraz odrzucajac w tym wzorze wyrazy z potegami gy wigkszymi niz 30 (gdyz np. sin10°

~
~

A 0:1736, ¢2° ~ 2.575- 10-1%'¢?° ~ 5.80T- 10714, ¢3° ~ 1.307 - 10~'¢, natomiast g3 ~

~ 8.699 - 1072, g#? ~ 5.790- 10~23 itd.), otrzymamy, Ze
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sn (%K,,k,) 0.42221 42596,
sn (%K, ,kf) 0.71693 48734,
sn (_;’_K,,kf) 0.87494 55901,
sn (%K,, k,) 0.94785 43414,
S (114)
sn (31(,, k,) 0.97915 04049,
sn (gKf,kf) 0.99214 98851,
sn (%Kf, kf) = 0.99743 67795,
sn (%K,, k,) = 0.99947 26131.

Stad na podstawie (112), uwzgledniajac, Ze ]/ k_f = ]/ sin 86° = 0.99878 12825, do-
staniemy:
a; = 0.42169 96997,

a, = 0.71606 11323,

a; = 0.87387 92786,

a, = 0.94669 91747,

as = 0.97795 70971, (115)

as = 0.99094 07347,

a; = 0.99622 11858,

ag = 0.99825 45384,

ay = 0.99878 12825.

Parametry a, z (115) z indeksami parzystymi (v = 2,4, ..., 8) stanowig znormalizo-
wane czestotliwosci zer thtumiennosci skutecznej A, obliczanego filtru w pasmie przepus-
towym i réwnoczes$nie odwrotnosci znormalizowanych czestotliwosci biegunéw tej ttu-
miennosci w pasmie ttumieniowym. Wynika to bezposrednio z nastepujacego wzoru na
tlumienno$¢ 4, omawianego filtru w zalezno$ci od czestotliwosci znormalizowanej Q =

= fife

A4; = A5(Q) = 10 log[1 +[p(Q) |*], (116)
przy czym: 4 5 PN
SIS0 azv"'Q
QP = ]| (————1 2o ) , (117)
= 1/ (1042110 — 1) (104s/10—T), (118)

2 Z (116) i (117) widaé, Ze zero A, wystepuje tu takze dla 2 = 0, a biegun 4; — dla 2 = co0.
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gdzie A, ma warto$é jak w (111), 4, = 20 dB oraz pasmo przepustowe wystepuje dla
Qe<0,Q,», pasmo tlumieniowe —dla Q e<Q;, 0>, a Q,=f;/f; =)/sin 86° =
=0.99878 12825 i Q; = f/[f, = l/]/lsin 86° = 1.00122 0205.

Parametry a, z (115) z indeksami nieparzystymi (v = 1, 3, ..., 9) przedstawiaja znor-
malizowane czestotliwo$ci maksymalnej ttumiennosci 4, filtru w pasmie przepustowym
i jednocze$nie odwrotnoéci znormalizowanych czestotliwosci minimalnej thumienno$ci A,
filtru w pa$mie tlumieniowym. Uwzgledniajac to i fakt, ze maksima A; w pa$mie prze-
pustowym powinny by¢ réwne warto$ci A, z (111) oraz minima 4, w pasmie ttumienio-
wym powinny wynosi¢ 4, = 20 dB, za pomoca (116)=(118) mozna by sprawdzié, czy
poszczegllne parametry a, z (115) obliczone sa poprawnie.

Poprawno$é obliczeri wartosci a;, as, ..., dg z (115) mozna tez skontrolowaé badajac,
czy obowiazujaca dla rozwazanego filtru réwno$¢ [19, str. 294, wzér (39)], [7, str. 7]:
A =(a; a3 as-a;)?a (119)

przy wartoéci A* = k3 jak w (109) — zachodzi (z wystarczajaca dokladnoscia). Obli-
czajac lewa strong (119) (na podstawie k3 jak w (109)) otrzymujemy warto$¢ 0.12874 51903,
a obliczajac prawa strong (119) (na podstawie odpowiednich wartosci a, z (115)) — réw-
niez warto$é 0.12874 51903 39, Zatem wartoSci a;, as, ..., ao z (115) moZzemy uznaé za
obliczone poprawnie. Przeprowadzajac stosowne obliczenia wg (116)= (118) mogliby$my
stwierdzié, ze wszystkie warto$ci z (115) obliczone sa poprawnie.

W ten sposSb rozwiazali§my postawione w przykltadzie 2 zadanie, a mianowicie wyzna-
czyliSmy wszystkie Zadane parametry filtru.

7. ZAKONCZENIE

Koficzac poinformujemy, jak dokladne sa te parametry filtréw, wyznaczone w przy-
ktadach 11 2 (p. 6), ktére podane sa w formie ulamkéw dziesigtnych z dziesiecioma cyf-
rami znaczacymi 3. Otz parametry te réznig si¢ od wartosci dokladnych nie wigcej
niz o potowe jednoéci na dziesiatej cyfrze znaczacej (liczac od lewej do prawej), czyli je
przedstawiaja z doktadnoécia do 10 cyfr znaczacych 32). Rozwazane parametry maja wiec
maksymalna graniczna dokladno$é osiagalna przy zastosowaniu 10 cyfr znaczacych.

Tak wysoka doktadno$¢ omawianych parametréw w granicach uzytej precyzji rachun-
ku — mimo stosowania (zwlaszcza w przykladzie 2 przy duzej warto$ci modulu k = k, =
= sin 86°) metody bezpo$redniej obliczania stale] modularnej ¢ = gy — uzyskano dzigki
obliczaniu tej stalej za pomoca szeregu (42), a nie szeregu (59). Rzeczywiscie, w przykia-
dzie 2 przy wykonywaniu obliczefi za pomoca wymienionego wyzej minikalkulatora

39 W wyniku obliczen lewej i prawej strony (119) otrzymuje si¢ z 13 cyframi po kropce dziesigtnej
odpowiednio warto$ci: 0.12874 51902 617 i 0.12874 51902 578, ktére, jak widaé, roznia sie od siebie tylko
03.9:10712,

31) Parametry, bedace liczbami calkowitymi (klasy 7 = 4 i no = 2 w przykladzie 1 oraz stopiefi n =9
w przykladzie 2), sa dokladne.

32) O tym, ze warto$ci np. sinusa amplitudy z (114) ten warunek spelniaja, fatwo mozna si¢ przekona¢
porownujac je z odpowiednimi warto$ciami podanymi w [23] na str. 342 i 344.
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otrzymano przy k = sin 86° w oparciu o (42) i (5) nastgpujaca warto$é stalej ¢ z 13 cyf-
rami po kropce dziesietnej:

q = 0.29548 83855 580, (120)
gdy tymczasem w oparciu o (59) i (5) w tych samych warunkach otrzymanoby warto$c¢:
q = 0.29548 83844 284. (121)

Wartosé doktadna ¢ dla k = sin 86° wynosi [23, str. 343]:
g = 0.29548 83855 58691 ...,

wobec czego warto$¢ ¢ z (120) ma 12 cyfr po kropce dziesietnej dobrych, a wartosé q
z (121) —tylko 8 (w (120) i (121) cyfry niedobre zaznaczono podkre§leniem). Jasne
Jest, ze parametry a,, a,, ..., as obliczone za pomoca (112)-i (113) przy wyjsciu z war-
tosci ¢ z (121) 3® bylyby mniej dokladne niz podane w (115), nawet wtedy, gdyby te
obliczenia byly wykonane dokiadnie.

Warto wspomnie¢, ze zgodnie z tabl. 2 przy k = sin 86° = 0.99756 405 ... 3% za po-
mocg (42) mozna by wyznaczyé stalg ¢ z 14+ 15 cyframi znaczacymi dokladnymi, co po-
zwoliloby na znalezienie wartosci parametréw a;,a,, ..., ay filtru w przykladzie 2 z ok.
13 cyframi znaczacymi doktadnymi. W tym celu w przykladzie 2 nalezatoby prowadzi¢
obliczenia z odpowiednio duza precyzja (np. z precyzja ok. 18-tu cyfr dziesigtnych).

W ten sposéb na konkretnych przyktadach obliczefi numerycznych z dziedziny fil-
trow eliptycznych pokazano, w jak duzym stopniu przy warto$ciach modutu k nawet bar-
dzo zblizonych do jedno$ci mozna zwigkszy¢ dokladno$¢ wyznaczanych parametréw ta-
kich filtréw, jezeli eliptyczna stata modularna ¢ oblicza sie korzystajac  z szeregu (42)
zamiast z szeregu (59). Tak wiec w szczegSlnosei z szeregu (42) dogodnie jest korzystaé
W praktyce zamiast z szeregu (59) w celu osiagniecia wiekszej doktadnosci wynikow.
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O. PRZESMYCKI

SERIES FOR CALCULATING MORE PRECISE VALUES OF MODULAR ELLIPTIC FUNCTION '
g = q(k) AS APPLIED TO ELECTRIC FILTERS

Summary

A general method is indicated for determining the values of coefficients of series, determining the
dependence of modular elliptic function ¢ (and of function ¢’ coupled with it) on modulus & (or on com-
plementary modulus &’ = 1—k?). Such series are presented, together with the determined values of the
first 14 coefficients thatis 7 more than had so far been known. As a result it has become possible to deter-
mine a more precise value of function ¢ (and of ¢’) for a given k (or k") and, what follows, more precise
values of, amongst others, elliptical functions sn, cn and dn of Jacobi, of elliptical filter parameters, etc.

Essential practical problems of numerical methods of calculating function ¢ (and ¢’) are discussed
based on the application of the series given, the values of the first 14 coefficients having been taken into
account. An example is given of a calculation of specific parameters of elliptical filters; the calculation was
made according to these methods.
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O. PRZESMYCKI

SERJES POUR CALCULER AVEC PRECISION LES VALEURS DE LA CONSTANTE ELLIPTIQUE
MODULAIRE ¢ = g(k) UTILISEES DANS LES FILTRES ELECTRIQUES

Résumé

On a présenté la méthode générale de désignation des valeurs des coefficients des séries, définissant
la relation entre la constante elliptique modulaire ¢ (et son adjointe constante q’) et le module k (ou le
module k' = ]/ 1—k?). On a donné de pareilles séries avec les valeurs de 14 premiers coefficients définies,
cest & dire, sept coefficients de plus de ceux que I'on connaissait jusqu’alors. Cela a permis de calculer
avec plus de précision la valeur de la constante g(et ¢) pour k¥ donné (ou k') et, ce qui en suit, aussi les
valeurs des fonctions elliptiques sn, cn et dn de Jacobi, des paramétres des filtres elliptiques etc.

On a étudié les essentiels problémes pratiques des méthodes numériques de calcul de la constante
g (et q°), basées sur 'application des séries ci-dessus citées ou sont pris en considération les valeurs de 14
premiers coefficients. En se servant de ces méthodes on y a inclus,  titre d’exemple, les calculs des para-
metres des filtres elliptiques.

O. PRZESMYCKI

RETHEN ZUR BERECHNUNG GENAUER WERTE DER ELLIPTISCHEN MODULKONSTANTE
g = g(k) ZUR ANWENDUNG BEI ELEKTRISCHEN FILTERN

Zusammenfassung

Es wurde auf die allgemeine Bestimmungsmethode fiir den Wert von Koeffizientenreihen hingewiesen,
die die Abhéngigkeit der elliptischen Modulkonstante ¢ (und der mit ihr verbundenen Konstante ¢’) von
dem Modul k (bzw. Komodul k&’ = ]/ﬂi) bezeichnet. Es wurden derartige Reihen unter Bestimmung
" von Werten fiir die ersten 14 Koeffizienten angefiihrt, dh. um 7 Wertbestimmungen mehr, als bisher bekannt.
In dessen Ergebnis ist es moglich, genauere Werte fiir die Konstante g (und ¢’) fiir das gegebene k (oder
k') zu ermitteln, und — was hieraus ergeht — auch genauere Werte u.a. fiir elliptische Jacobi-Funktionen
sn, cn und dn, Parameter von elliptischen Filtern u.dgl. zu erhalten. Z

Im weiteren wurden die wesentlichen praktischen Probleme der numerischen Methoden zur Berechnun,
der Konstante ¢ (oder Konstante ¢’) erwogen, die sich auf die Anwendung der angefiihrten Reihen stiitzt
unter Berticksichtigung der Werte der ersten 14 Koeffizienten.

AbschlieBend wurden Beispiele fiir die Berechnung der gemifB obigen Methoden bestimmten Para-
meter von elliptischen Filtern angefiihrt.

O. IMIIECMBILIKUA

PAIOBI IJIA PACYETA YTOUHEHHBIX 3HAUEHUN DJUIUIITUYECKOM
MOIVJIISIPHON IIOCTOSAHHON g = g(k) B IIPUMEHEHUU
K SJINTUIITUYECKUM PUIIBTPAM

Pezmome

TIpuBenen obLImT METOXN OImpegeneHus SHAUCHHI K09(DDUIHEHTOR PANOB OIPEIEIAIONINX 3aBH-
CHMOCTb SJITHIITHYIECKON MOAYJIAPHON IOCTOSHHON ¢ (¥ aCCOMUPOBAHHON TOCTOSIHHOMN q’") ot mopyns k
(unmu xomonymsa k/ = Y/ 1_-—_?). IIpuBenens! Takue pPsObI C BBIUMCITEHHBIME 3HAUCHHAME HEPBLIX 14
K09 DUIUEHTOB, T. €. Ha 7 GONBIIE HIBECTHOTO MO CHX Iop peileHusi. B pesymnprare mpencraBieHa
BOSMOYKHOCT YTOUHEHHsI SHAYEHUS TOCTOAHHOM ¢ (1 ¢’) A mamHoro smavenusa k (wim k') u, 4ro oT-
CIO[ia BBITEKACT YTOUHEHHBIX SHAUCHHH OIUTHITHYECKHN byaxnuit sn, cn u dn  S[xoGH, MapaMeTpoOB
SITUNTHYECKUX (DUIBTPOB U T. II.

PaccMOTpeHBI CyIlecTBeHHbIE TpaKTHUECKHe TIPOGJIEMBI UHCIIOBBIX METOHOB PAcUeTa ITOCTOSHHON ¢
(um ocTosHHOM ¢’) 0GOCHOBAHHBIX Ha TNPUMEHCHUY IPUBEIEHHBIX PANOB C YUETOM SHAYCHUI IMEPBBIX
14 xosddunyenros. ITpuseneHbI TNPHMEPBI  PACUCTOB  ONPSHEICHHBIX IIAPAMETPOB  SIUIUITAUECKHX
(HIBTPOB HPOBEICHHBIX STHM METOHOM.
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Analiza stabilno$ci stabilizatoréw duzych praddéw
z obciazeniem inercyjnym

IRENEUSZ KRYSINSKI (WROCEAW), BOGUSEAW WOLSZCZAK (WROCLAW)

Instytut Telekomunikacji i Akustyki Politechniki Wroclawskiej

Otrzymano 5.6.1978

W pracy przedstawiono metode projektowania elementéw czlondéw korekcyjnych
poprawiajacych stabilno$¢ stabilizatorow pracujacych z obciaZeniem inercyjnym. Warunki
stabilno$ci analizowano na podstawie logarytmicznych charakterystyk amplitudowo-fazowych
ukladu otwartego stabilizatora. Uktady korekcyjne oraz wartosci ich elementow okreslono na
podstawie analizy wrazliwosci modutu i fazy wzmocnienia ukladu otwartego na zmiany
parametrow poszczegblnych elementow stabilizatora. Podano przyklad projektowania
korektora do stabilizatora pradu od 0 do 100 A o mocy 3 kW i stabilnosci 10~* zasilajacego
elektromagnes laboratoryjny.

1. WSTEP

Projektowanie stabilizatora pradu duzej mocy i doktadnosci pracujacego z obcigze-
niem inercyjnym wymaga starannego wyboru poszczegdlnych elementéw ukiadu w celu
zapewnienia wymaganej dokladnosci statycznej i okreslonych wiasciwosci dynamicznych.
Potrzeba specjalnego projektowania i wykonania tego rodzaju stabilizatora wynika czesto
z trudno$ci w uzyskaniu odpowiedniego zasilacza w producji seryjnej, przystosowanego
do pracy z danym obciazeniem zespolonym. Obcigzeniem takim sa na 0got cewki elek-
tromagneséw laboratoryjnych charakteryzujace si¢ mala rezystancja i’ duza indukcyj
noScia.

Zasilanie elektromagnesu laboratoryjnego wymaga przewaznie dostarczenia duzej
mocy do obciazenia. W zwiazku z tym wykonanie wersji prototypowych jak i praktyczne
eksperymentowanie jest bardzo kosztowne i pracochtonne. Dlatego korzystnie jest zmniej-
szyé zakres eksperymentéw konstrukcyjno-pomiarowych przez zastapienie ich modelo-
waniem uktaddw stabilizatoréw na EMC.

Najwiecej trudnoéci podczas projektowania nastreczaja zagadnienia zwigzane z dyna-

-mika uktadu i zapewnieniem stabilnej pracy. TrudnoSci te sa tym wigksze im wigksza jest

wymagana dokladnoéé statyczna stabilizatora. Projektowanie: i analizowanie wiasci-
wosci dynamicznych tego rodzaju stabilizatoréw mozna przeprowadzi¢ w oparciu o lo-
garytmiczne charakterystyki amplitudowo-fazowe uktadu otwartego. Na ich podstawie
mozna sadzié.o stabilno$ci uktadu i jego whasciwosciach dynamicznych. W celu poprawy
jakosci stabilizatora, charakterystyki te mozna odpowiednio uksztattowaé przez dobor
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elementéw uktadu, ich konfiguracji (topologii uktadu) i przez wprowadzenie specjalnych
ukladéw korekcyjnych. Na tym etapie dogodnym narzedziem analitycznym jest analiza
wrazliwo$ci funkcji transmitancji stabilizatora na zmiany warto$ci parametréw poszcze-
gblnych elementéw uktadu (metodyke postepowania przedstawiono ponizej).

2. MODEL STABILIZATORA I METODA ANALIZY WARUNKOW STABILNOSCI

Jedna z mozliwych realizacji stabilizatora pradu duzej mocy jest konfiguracja przed-
stawiona na schemacie blokowym — rys. 1 [6,7,8,9]. Realizacja poszczegdlnych blo-
k6w, tzn. konfiguracje elementéw ukladéw elektronicznych i ich poczatkowe wartosci
parametréw zaleza od danych techniczno-eksploatacyjnych projektowanego stabilizatora.

Przedmiotem dalszych rozwazan jest stabilizator pradu od 0 do 100 A mocy 3 kW
i wspdlczynniku stabilno$ci 10~% [8].

Regulator

S

Filtr

Zasilacz

Rys. 1. Schemat blokowy stabilizatora pradu

Na rysunku 2 przedstawiono matosygnatowy model projektowanego stabilizatora,
gdzie tranzystory i kondensatory elektrolityczne zastgpiono odpowiednimi modelami
[10, 11, 12]. Model wzmacniacza operacyjnego uA 741 przyjeto wedtug [1]. W powstalej
w ten sposéb sieci elektrycznej po rozwarciu petli sprzezenia zwrotnego mozna wydzielié
dwie pary zaciskéw 0—1 i 0—2, a wigc potraktowaé uktad jako czwérnik. Transmitancje
napigciowg tego czwornika obliczono za pomoca EMC wedhug algorytmu malosygnato-
wego [3] z nastegpujacej zaleznoéei [2]:

oU, Y

Kulz(a}) = Ku(a)) = aUl N Y2,2+Y00 ’ (1)

dzie:
2 Ku, , — transmitancja napigciowa czwdrnika réwnowazZnego,
U, , U, —napiecia wejSciowe 1 wyjSciowe czwdrnika,
Y{;— elementy macierzy admitancyjnej czwérnika ekwiwalentnego po zredu-
kowaniu weziéw wewnetrznych analizowanej sieci.

Elementy Y;; macierzy admitancyjnej czwérnika po redukcji weziéw wewnetrznych

uzyskuje si¢ z nastepujacej formuly [2]:
2 Yii Yu :

S diowr

@



mAd fojrem)o fomorodrdeu rfouejiusuer) eruezoljqo Op npkid BIOJRZI[IqR)S AUZOAIINO[ JBUISYDOS AUJUS[RMIMNH °T sk

b e o — o — - — -

squbbwo1iyalyg

||||||||||||||||||||||| J--|x||||xx|||1z1x|111
-l
2 P e & -
vws (74 m— b7 Ty 495 == JUESL H
(1
.................. AL
00 . Vi ooz Tsws | swy | W
‘ 4 |
A Wso& = 061 _ " g =
A 8 4 i M SN RS R LI B
T_W__ il _ AL
W67 5 I
— 1
00, mw siz [| 9% L bz “
| o | — ”. llllllll e I—
g n Iv -—
i ot : £ falabil L 1
rll_ \ | i __KEm.hl_l i
o ot I (' 4905 4_ ! _u.&w i ; 1
o Jalh BB TR SO o Bl S T 1 X
E] I ! “ : “ags . i Millzo0
=L 761 | Lyt 1
J0¢] qu—g = | 1 I
mm.nmw i ! “ _omn_H 77 IR
’ Y — L.U.Ld a5 B TN T !
| i Z- L4 |
) *S“_v oo | __. |||||||| - ; 2 ) % Ll
............. Y Rl R It ' [ it AR o
J0301nbay , ERC ! iy 2a0)Isoz7
By “nl
1



1094 I. Krysinski, B. Wolszczak Rozpr. Elektrot.

wykonujac dzialania dla
k=n,n-1,...,3,
L=l 24535000kl
Ji=1,283, L., k=1
przy kazdej czestotliwodci, gdzie k, k — wspGirzedne elementu macierzy admitancji wez-
fowych, odpowiadajace aktualnie redukowanemu weztowi o numerze k.
Po zaprogramowaniu wymienionych zalezno$ci mozna obliczyé na EMC charakte-
rystyki czgstotliwo$ciowe w postaci charakterystyki amplitudowej i fazowe;j:

L(w) = 201g|Ku(w)], 3
¢(0) = arg {Ku(w)}. @)

Analizg wrazliwosci wzmocnienia Ku uktadu z otwarta petlg na zmiany warto$ci para-
metréw P elementdw sieci stabilizatora oparto na

ouU.
7 o0

gdzie P; — parametr i-tego elementu. (Uwaga: w dalszym ciggu przyjeto, ze U, = Ku,
poniewaz podczas obliczen sieé jest pobudzana zrédlem jednostkowym U; = 1V.)

Zbior parametréw elementow P w omawianym przypadku uktadu stabilizatora sta-
nowia: rezystancje R, indukcyjnosci L, pojemnoéci C i transkonduktancje zrédet stero-
wanych GM. Pochodne (5) moga by¢ tatwo obliczone z wykorzystaniem koncepcji sieci
dotaczonej [13]:

- LI ©
S = ol I, | ™
97 = jou, UL, » ®)

pa
gdzie:
Uy, I, — napiecia i prady elementu typu x w sieci oryginalnej,
U, I, —mapigcia i prady elementu typu x w sieci dotaczone;j,
g — galaz sterujaca,
p — galaz sterowana.
Pochodne te (od (6) do (9)) wykorzystano do obliczenia wrazliwosci logarytmu
modulu wzmocnienia ukladu otwartego Ku

6 0 1 0Ku
P = e AT R
Sh(w) = 201g]Kul = §8,6858 ——- P In|Ku| = 8?‘-6858 Re(Ki‘ 7P ) (10)
oraz wrazliwo$ci fazy
6 a 1 OKu
P = = ol 11
SE(w) = arg(Ku) Im {In(Ku)} = Im ( %i 3P ) (11)
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W celu zaobserwowania wplywu rozrzutu warto§ci poszczegélnych parametréw ele-
mentéw sieci na wzmocnienie Ku, wspdtczynniki wrazliwosci S, i SE (zaleznosc1 (10
il 1)) wykorzystano do obliczenia jego zmian procentowych okreslanych jako

AM(w) = Siw) =57 [dB/%] (12)

100/

Agi(w) = S”i(w) -k[deg/%], (13)

y 100 /
gdzie:
AM; — przyrost logarytmu modutu wzmocnienia Ku petli spowodowany jednopro-
centowa zmiana wartosci parametru P; dla okreslonej pulsacji w,
Ag; — przyrost fazy wzmocnienia Ku petli spowodowany jednoprocentowa zmiang
warto$ci parametru P; dla okreslonej pulsacji o,
= 57,2957 ... — wspdlczynnik zamiany radianéw na stopnie katowe.

pa 3. UKLAD KOREKCYJINY

Omawiany stabilizator pracuje w warunkach duzych zmian pradéw obciazenia (0-+
+100 A), ktére pociagaja za soba zmiany parametréw tranzystoréw — w szczegGlnosci
tranzystoréw w uktadzie regulatora — rys. 2. A wigc regulator nie bedzie pracowal w wa-
runkach statych, lecz w uktadzie podlegajacym pewnym zmianom amplitudowo-fazowym
w zaleznoéci od pradu obciaZenia. W zwiazku z tym dobierajac charakterystyke ukladu
korekcyjnego rozpatrzono tzw. ,,najgorszy przypadek”, ktéry moze si¢ zdarzy¢ podczas
regulacji pradu wyjsciowego.

Najbardziej krytycznym stanem pracy, ze wzgledu na stabilnosé, jest przypadek gdy
wystapi maksymalne wzmocnienie petlowe. Z rys. 3, gdzie zamieszczono charakterystyke

vay [vl
4

24r
2r
201
18
16

Uwy" f(Une! 0 Ropc=025%

1 1 ! 1 Lot

07 2B oA, 26 28..:+80+: B2
18 2 0 R

Rys. 3. Charakterystyka statyczna napiecia wyjSciowego ukiadu regulatora U,, = f(Uy,e) od napiecia
wejsciowego
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pomiarowa uktadu regulatora U,,, = f(Uyz) wynika, ze maksymalne wzmocnienie wystapi
w $rodku zakresu regulowanych pradéw, co odpowiada wartoéci pradu obciazenia I,, =
= 50 A. Dla tej wartosci pradu okre$lono parametry modeli tranzystoréw w bloku re-
gulatora — rys. 2. :

W celu okreslenia odpowiedniej charakterystyki korektora niezbedna jest znajomo$é
charakterystyki amplitudowo-fazowej ukladu stabilizatora z otwarta petla. Postugujac
si¢ programem analizy zmiennopradowej opartym na zaleznosciach (1) i (2) obliczono
przebieg transmitancji widmowej ukfadu otwartego przedstawionej na rysunku 4 (linia

o Ky
T T
204100 ol 3

0+ 90

-201 60 | S

-40170 s

- 60T 60 R AN

i

-0 150 - A

-100 140 " R

K
PEAN @
?Kor A __‘: ot \L\‘ <
N

-120 + 30

-140 120 2 SHHERE

-1604 10 = S =

~2001-10 :
N\

o1 1 10 100 1000 F[HZ]

Rys. 4. Poi6wnanie przebiegdw transmitancji widmowej ukladu otwartego stabilizatora bez korektora
(linia przerywana) i z korektorem (linia ciagla)

przerywana). Widag, Ze bez korekeji uktad stabilizatora jest niestabilny w otoczeniu czesto-
tliwoéci 1 kHz.

Dokladno$¢ modelowania tranzystoréw okreslono na podstawie poréwnania obliczonej
charakterystyki czestotliwo§ciowej regulatora z pomiarowa (rys. 5) i stwierdzono rozbiez-
nos$¢ dopiero powyzej 25 kHz. PoniewaZ pasmo stabilizatora jest ograniczone do 1 kHz
(gtéwnie przez obcigzenie i wzmacniacz operacyjny), to ukltad regulatora (38 tranzysto--
réw potgczonych réwnolegle plus 2 tranzystory sterujace) zastapiono — stosujac formute
(2) — réwnowaznym czwérnikiem o parametrach rzeczywistych (do 1 kHz skladowa
urojona jest pomijalnie mata). W rezultacie zmniejszono ilo$é weztéw sieci z 21 do 10 —
rys. 6. :

Jak wynika z przebiegu charakterystyki fazowej (rys. 4 — linia przerywana), stabili-
zator wymaga odpowiednio dobranego korektora. Wybdr odpowiedniego cztonu korek-
cyjnego powinien by¢ rozsadnym kompromisem pomiedzy wymaganiami doktadnosci
statycznej, szybkosci dziatania i stabilno$ci ukladu. Najczeéciej w tego rodzaju stabiliza- -
torach pradu doktadno$é statyczna jest parametrem z géry narzuconym. Wéwcezas uklad
korekeyjny powinien by¢ tak dobrany, aby przy danym wysokim wspétczynniku wzmoc-
nienia statycznego ukladu otwartego osiagnaé dobre wlasciwoéci dynamiczne stabiliza-
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tora. Mozna to osiagna¢ przez odpowiednie uksztattowanie charakterystyki amplitudowo-
-fazowej, tj. otrzymanie duzej pulsacji granicznej modutu przy zachowaniu odpowiedniego
zapasu fazy,

A
KU
- h-ka wyli
BB] B <\C wyilczona
20 - \\\
ch-ka zmierzona
15 b
o dla I,, =50A ;
S Robc‘-‘-,O,ZSSL \
0 -
_5 -
1 L P
*® 10K 100K f [Hz]

Rys. 5. Charakterystyki czgstotliwosciowe regulatora tranzystorowego — zmierzona i wyliczona

Zapas fazy mozna powigkszyé przez zabocznikowanie wyjécia stabilizatora kondensa-
torem o odpowiednio duzej wartosci. Jest to sposéb bardzo czesto praktykowany. Jednak
w precyzyjnych stabilizatorach takiego rozwiazania si¢ unika, poniewaz kondensator ten
zmniejsza impedancje wewnetrzng stabilizatora i moze by¢ przyczyna plyniecia do obcig-
zenia niekontrolowanych pradéw. Mniejsza jest réwniez szybko$é sterowania pradem
obciazenia.

Postugujac si¢ metoda korekcji liniowych uktaddw stacjonarnych [5] okre§lono struk-
ture i warto$é elementéw korektora opézniajaco-przyspieszajacego faze (PID) —rys. 6.
Nastepnie obliczono na EMC transmitancje ukladu otwartego skorygowanego tym ko-
rektorem (rys. 4 —linia ciggla). Stwierdzono, Ze zapas fazy wzrdst do 20°. Uzyskanie
wiekszego zapasu fazy przy zastosowanym korektorze jest ograniczone dlatego, Ze war-
to$¢ rezystora R, majacego wplyw na wypadkowe wzmocnienie ukladu otwartego musi
by¢ stala. Lepsze rezultaty mozna osiagnaé stosujac zamiast biernego korektora PID —
regulator PID [4] wykonany przy uzyciu wzmacniacza operacyjnego w ukladzie przedsta-
wionym na rys. 7. Jednak w przypadku, kiedy w uktadzie nie zachodza nagle zmiany ob-
cigzenia oraz wielkosci sterujacej, zapas fazy wynoszacy 20° moze byé zupelnie wystar-
czajacy.

Uktad z korektorem (rys.6) poddano analizie na EMC wrazliwo$ci opartej na podanych
zalezno$ciach (6)=+ (13).

W rezultacie ustalono, ze najwigkszy wplyw zmian indukcyjno$ci obciazenia L, na
zapas fazy zachodzi dla czestotliwoéci f = 0,8 Hz, tzn. — 0,2794 deg/% (tabl. 1), tak
wiec kilkudziesigcio-procentowe zmiany wartoéci indukcyjnosci elektromagnesu nie spo-
woduja niestabilnej pracy stabilizatora (duzy zapas fazy na malych czestotliwo$ciach —
rys. 4). Na wyzszych czgstotliwo$ciach (patrz tabl. 1) wplyw zmian indukcyjno$ci na
charakterystyke fazowa jest pomijalnie maly.
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! : Tablica 1

Tabulogramy wyjéciowe programu analizy wrazliwosci
Analizowano sie¢ stabilizatora z rys. 6 przy czestotliwosciach krytycznych 0,8 Hz)\50 Hz i 1000 Hz. Elementami ukiadu korekcyjnego
1. sa:'R2,:R12,C1 €5

F =0,8 Hz F =50 Hz F = 1000 Hz
DLOG!V!/% DFl/% DLOGIVI/R DFI/2 DLOGIVI/Z DF1/%
R1 =-6.787E-10 -1.658E-09 R 1 -1.306E-09 -1.698FE~09 R 1 -3.563E-09 -1.277E-08
R 2 -3.405E-02 -8.123E-02 R2 -6.076E-02 1.101E-01 R2 5.321E-03 4.571E-02
R 3 2.641E-02 -4.170E-02 R3 1.076E-02 -8.901E-03 R 3 4.532E-03 -3.532E-02
R4 B8.631E-02 -4.550E-02 R4 3.347E-03 -1.103E-0! R4 8.702E-06 -5.735E=-03
RS 7.627E-02 -3.032E-02 RS5 7.177E-02 -9.786E-04 RS5 7.177E-02 -4.837E-05
R 6 2.003E-03 -7.961E-04 R 6 1.885E-03 -2.570E-05 R6 |.B885E-03 -1.270E-06
R 7 8.584E-03 3.111E-02 R 7 1.321E-02 1.004E-03 R 7 1.321E-02 4.964E-05
R 8 4.765E-02 1.759E-01 R 8 7.377E-02 5.677E-03 R 8 7.378E-02 2.806E-04
R 9 -8.433E-04 5.709E-03 RO -3.063E-08 4.461E-06 R 9 -3.427E-17 1.033E-12
RI0 -1.053E-02 7.088E-02 RI0 -5.491E-06 2.288E-03 RI0 -1.362E-08 1.149E-04
RIl 8.644E-02 2.835E-03 Rl1 8.686E-02 9.152E-05 RI1 8.686E-02 4.523E-06
RI2 -2.598E-03 1.014E-02 RI2 S5.344E-02 3.064E-02 R12 2.294E-02 -1+750E-0!
L1 -1.088E-03 -6.991E-03 L1 -5.311E-05 -1.587E-05 L 1 -2.459E-10 -3.339E-12
L 2 -4.321E-02 =-2.794E-01 L 2 -8.718E-02 -9.103E-03 L 2 -8.755E-02 -4.515E-04
C 1 -4.642E-05 8.467E-04 C ! 3.933E-03 9.444E-02 C1 3.265E-02 =-1+654E=01
C2 -5.513E-04 -4.550E-02 C2 -8.351E-02 -1.103E-01 C 2 -8.685E-02 -5.735E-03
C 3 -3.952E-06 1.678E-05 C 3 -3.935E-04 =5.142E-05 C 3 =7.281E-07 -3.772E-09
C4 -3.113E-10 -6.084E-10 C4 -1.721E-06 -8.934E-08 C4 -6.913E-04 -1.750E-06
C5 -1,019E-02 -1.136E-01 C5 -4.929E-04 3.740E-02 CS5 1.407E-04 8.029E-04
G1 4 B.686E-02 -2.829E-12 @ 4 8.686E-02 -1.553E-12 @ 4 B8.686E-02 3.249E-12
@ 5 8.686E-02 0.000E 00 ™ 5 8.686E-02 0.000E 00 @ 5 8.686E-02 -1.040E-11
M 8 @ 8 7.378E-02 -1.006E-03 @ 8 7.378E-02 -4.973E-05

7.841E-02 -3.117E-02

Obserwujac przebieg charakterystyki fazowej ukladu z korektorem (rys. 4) ustalono
dwie krytyczne czestotliwosci 50 Hz i 1000 Hz, tzn. takie, przy ktdrych zapas. fazy jest
minimalny. Wyniki analizy wrazliwosci przedstawiono w tabl. 1, gdzie kolumny liczb

opisane jako DLOGIV]|/ o i DFI/ 9% odpowiadaja zaleznosciom AM; ((w)[dB/%] - (12)
i Agp;(w)[deg/%] (13). Opis elementéw dotyczy oznaczefi na 1ys. 6.

Na podstawie wynikéw analizy wrazliwoéci (tabl. 1) moZna oszacowaé wplyw roz-
rzutéw produkcyjnych wszystkich elementéw uktadu. v

Przykladowo rozpatrzono wplyw rozrzutu elementéw korektora, czyli R2, R12, C1
i C5. Zalézmy, ze wsz\ystkie te elementy maja tolerancje 10%, wiec wystarczy liczby
7z kolumny drugiej DFI/% pomnozy¢ przez 10, by otrzyma¢ odchylenie 4¢ spowodowane
10-procentowa zmiana parametru.

W analizie tolerancji stosowane jest pojecie maksymalnego odchylenia

2., 4

gdzie:
y — zmienna wyjéciowa analizowanej sieci,
P; — parametr i-tego elementu sieci.

W rozwazanym przypadku zmienna wyjSciowa jest faza, a parametrami tylko elementy
korektora R2, R12, €1 1 C5

4
4] = ' |(DFL/%)-10. (15)

i=1
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Podstawiajac do zaleznosci (15) wartosci liczbowe z tabulogramu (tabl. 1) odpowia-
dajace elementom R2, R12, C1 i C5 otrzymano:

[4p(S0Hz2)| ~ 1,7 deg/10%;,
|4p(1000 Hz)| ~ 3,75 deg/10%.

Zauwazamy, Ze zastosowanie elementéw RC z tolerancja 10-procentowa w obwodzie
korektora w tzw. ,,najgorszym przypadku” nie naruszy warunku stabilno$ci. Postepujac
podobnie mozna przeanalizowaé wplyw pozostalych parametréw i okreslié ich tolerancje.

4. PODSUMOWANIE

Zaleta modelowania na EMC stabilizatoréw duzej mocy i doktadnosci jest przyspie-
szenie procesu projektowania i wyeliminowanie znacznej liczby kosztownych i praco-
chlonnych eksperymentSw.

Jako podstawg do badania wlasnosci dynamicznych stabilizatora wykorzystano loga-
rytmiczne charakterystyki amplitudowo-fazowe jego sieci elektrycznej uktadu otwartego.
W tym celu konieczne byto okreSlenie parametréw modeli poszczegdlnych tranzystoréw,
kondensatoréw elektrolitycznych, elektromagnesu i wzmacniacza operacyjnego.

W przypadku tranzystoréw bloku regulatora obliczono ich parametry przy obcigzeniu
regulatora od 1 A do 100 A i okazalo sie, ze najwigksze wzmocnienie regulatora wystepuje
przy obcigzeniu 50 A —rys. 3. Prace w tych warunkach przyjeto jako najgorszy przy-
padek ze wzgledu na stabilno$é uktadu.

Duzym udogodnieniem procesu projektowania jest stosowanie uproszczed analizo-
wanych sieci. Biorac to pod uwage, sie¢ wielotranzystorowego uktadu regulatora zastg-
piono odpowiednim tranzystorem ekwiwalentnym (po redukcji weziéw wewnetrznych
wedtug formutly (2)). Po obliczeniu na EMC okazato sig, ze w pasmie 0+ 1 kHz sktadowe
urojone admitancji czwdrnika réwnowaznego regulatora (rys. 2) sa pomijalnie mate,
a wigc mozna go zastapié odpowiednim uktadem bezinercyjnym (uwidocznionym na rys. 6).
Co wigcej, okazalo sig, ze znajomo$é pojemnosci modeli tranzystoréw pracujacych w blo-
ku nie musi byé doktadna.

Dla uzyskanej w ten sposéb sieci réwnowaznej (rys. 6) obliczono uktady korektoréw
RC. Dobér wartosci elementéw RC korektora oraz ich tolerancji oparto na przedsta- -
wionej analizie wrazliwosci funkcji ukladowej na zmiany parametréw elementéw uktadu.

Zastosowany w przyktadzie bierny korektor PID spowodowal, ze uktad jest stabilny,
a zapas fazy wynosi 20°. Dalsze zwickszenie zapasu fazy jest utrudnione ze wzgledu na
ograniczenia natozone dla elementdéw korektora (a zwlaszcza dla rezystora R, majacego
wplyw na wypadkowe wzmocnienie). Lepsze wyniki mozna otrzymaé stosujac regulator
PID [4] wykonany przy uzyciu wzmacniacza operacyjnego, w ktérym elementy korek-
cyjne wystepuja w ujemnym sprzezeniu zwrotnym (rys. 7). W przypadku, kiedy zastoso-
wanie jednego wzmacniacza operacyjnego jako regulatora okaze si¢ niewystarczajace ze
wzgledu na wzmocnienie, wowczas nalezy uzy¢ dwéch regulatoréw: PD (proporcjonalno-
-rézniczkujacy) i PI (proporcjonalno-catkujacy) jak na rys. 8.
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Wykonane pomiary na modelu stabilizatora pradu potwierdzity dobra zbieznos¢ wy-
nikéw obliczonych i zmierzonych. Dotyczy to zaréwno poszczegblnych elementdw, jak
i calego uktadu zastgpczego stabilizatora.

'%z'l

Rys. 7. Regulator PID

Na koniec nalezy zaznaczy€, ze powodzenie w dobrym wykonaniu stabilizatora za-
lezy réwniez od prawidlowego montazu, majacego na celu unikniecie szkodliwych sprze-
zen elektrycznych miedzy poszczegdlnymi elementami. Zjawiska te sa trudne do uwzgled-
nienia w ukladzie zastepczym stabilizatora. W tym przypadku jest nieodzowne do$wiad-
czenie konstruktora. 3

P Asy —

T

* Rys. 8. Wzmacniacz probkujacy wraz z regulatorem PID
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I KRYSINSKI, B. WOLSZCZAK

ANALYSIS OF STABILITY OF HIGH CURRENT POWER-SUPPLY HAVING THE INERTIAL
LOAD

Summary

The paper deals with methods of improvement of dynamic properties of high-power and high-accuracy
current regulators working with the inertial load. Stability conditions of the regulator network were analysed
with the aid of its logarithmic gain-phase characeteristics. The sensitivity analysis of the open-loop voltage
with respect to the changes of the network elements parameters is given. There is given an example of these
design techniques to the high-power current regulator from 0 to 100 A, 3 kW of power, with stabilization
coefficient 105, feeding the laboratory electromagnet. ;

I. KRYSINSKI, B. WOLSZCZAK

ANALYSE DE LA STABILITE DES STABILISATEURS DU HAUT COURANT SOUS UNE CHARGE
INERTE

Résumé

Dans P’étude on a présenté la méthode de I’établissement des projets des éléments pour les réseaux
correcteurs améliorant la stabilité des stabilisateurs sous une charge inerte. On a analysé les conditions de
stabilité, en se basant sur les caractéristiques logarithmiques de la réponse en amplitude et en phase du
stabilisateur au circuit ouvert. On a défini les circuits de correction et les valeurs de leurs éléments a partir
de l'analyse de la sensibilité du module et de la phase de I'amplification du circuit ouvert aux changements
des paramétres des éléments particuliers du stabilisateur. On a présenté, a titre d’exemple, le projet d’un
correcteur pour stabilisateur du courant de zéro a 100 A, a puissance de 3 kW et avec stabilité 10~5 . Le
stabilisateur est destiné pour électro-aimant de laboratoire.

pe I. KRYSINSKI, B. WOLSZCZAK
STABILITATSANALYSE VON STABILISIERUNGSROHREN GROSER STROME MIT TRAGER
BELASTUNG

Zusammenfassung

In vorliegender Bearbsitung wurde eine Projektierungsmethode fiir Korrektorelemente geschildert,
die die Stabilitit der mit triger Belastung betriebenen Stabilisierungsrohren verbessern. Die Bedingungen
fiir die Stabilitdt wurden auf Grund logarithmischer Amplituden- und Phasenkurven eines offenen Kreises
der Stabilisierungsréhren analysiert. Korrektionssysteme und Werte deren Elemente wurden auf Grund



Tom XXV — 1979 Analiza stabilnoéci stabilizatoréw... 1103

¢

der Analyse des Empfindlichkeitsmoduls und der Verstirkungsphase des offenen Kreises hinsichtlich
Parameterdnderungen der einzelnen Elemente der Stabilisierungsrohren bestimmt. Es wurde ein Beispiel
fiir die Projektierung eines Korrektors fiir eine Stromstabilisierungsrshre von 0 bis 100 A mit Leistungs--
féhigkeit 3 kW und Stabilitdt 10-° angefiihrt, die ein Laborelektromagnet mit Strom versorgt.

Y. KPBICMHCKUY, B. BOJIBIIAK

AHAJI3 CTABUJIBHOCTH CTABUJIM3ATOPOB BOJIBIINX TOKOB
C MHEPLINOHHOM HATPY3KOM

Pesmome

IIpencraBien METON NPOEKTHPOBAHWA BIIEMEHTOB KOPPEKTEPYIOIMX KOHTYDOB VIIyUINAIOIHX -
CTaGI/LTII:HOCTH CTabHIIH3aTOPOB PaGOTAIONMX C MHEPIMOHHON HATPY3KOM. Y CJIOBHS CTAaGHIIBHOCTH aHa-
nusnpoxaanncn Ha OCHOBAHUY JIOTaPHDMUUECKHX AMIUIHTYIHO-(Da30BBIX XapPaKTEPUCTHK PA30MKHYTOI
uenn crabumsaropa. KoppeKTupyiolye KOHTYPEI 1 SHAYEHHA UX SJIEMEHTOB ONpPe/e/IeHbI IIyTeM aHATA3a |
quc'anTemHoc'm 0 MOAYMO ¥ (hase YCHIEHHA PASOMKHYTOTO KOHTYPA HA H3MEHEHHs IMapaMeTpoB
OTJeIBHBIX SITEMEHTOB crabuiusaropa. IIpuBe/ieH IpUMep IPOEKTHPOBAHUA KOPPEKTOPa CTa0MIM3aTopa .
ToKa ot 0 10 100 a momHocTRIO 3 KBT M crabuisHOCTH 10~ nuTaroniero mabopaTtopHbIi 9JIEKTPPMATHHAT. _
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KOMUNIKATY Z zycia PTETS (4)

Dziatalno$é :
Polskiego Towarzystwa Elektrotechniki Teoretycznej i Stosowanej
w roku 1978 i plan na rok 1979

W dniu 20 grudnia 1978 r. odbylo si¢ w Warszawie Zebranie Plenarne Zarzadu Gtéw-
nego z udzialem Gtéwnej Komisji Rewizyjnej PTETS, ktére przyjelo sprawozdania Od-
dzialéw i Zarzadu Gléwnego za rok 1978 oraz zatwierdzito plan na rok 1979.!

Kolejny XVI Zjazd Delegatéw Towarzystwa [1], [2], [3], odbedzie si¢ na poczatku
roku 1980.

Sprawozdanie za rok 1978

W roku 1978 odby! si¢ XV Zjazd Delegatéw PTETS [3], 8 zebrari organizacyjnych
Zarzadu Gléwnego, 1 zebranie Gléwnej Komisji Rewizyjnej i 60 zebrari organizacyjnych
w Oddziatach. Liczba czlonkéw Towarzystwa wzrosta o 26 — do stanu obecnego 540
oséb, w tym Gdansk — 59, Gliwice — 50, Krakéw — 54, £6dz— 54, Poznan — 63,
Szczecin — 19, Warszawa — 152, Wroctaw — 89.

Na 55 zebraniach naukowych, w ktdrych uczestniczylo tacznie 1.178 0séb, wygloszono
65 referatéw, w tym w poszczeg6lnych Oddziatach: Gdansk — 8, Gliwice — 3, Krakéw —
7, £6dZ — 7, Poznan — 6, Szczecin — 14, Warszawa — 3, Wroctaw — 17. Wéréd refe-
rentow, byto 16 0s6b z zagranicy. Tematyka referatéw obejmowata zagadnienia elektro-
dynamiki, elektrotechniki teoretycznej, teorii sterowania i regulacji, informatyki, auto-
matyki, maszyn elektrycznych i innych.

W dalszym ciagu w dziatalnosci PTETS znaczna role odgrywaja sympozja i seminaria
naukowe, w ktdrych coraz bardziej zarysowuje si¢ specjalizacja poszczegSlnych osrodkéw
naukowych, utrzymujacych przez kilka lat to samo podstawowe hasto konferencji. W roku
1978 bylo to:

I.Metody matematyczne w elektrotechnice— VII Sympozjum, zor-
ganizowane przez Oddzial Warszawski 29.V —3.VL.1978 r. w Otmuchowie. Przy
udziale 150 uczestnikéw, wygloszono 70 referatéw.

2. Zjawiska elektromagnetyczne wobwodach nieliniowych—
Modele matematyczne — V Sympozjum zorganizowane przez Oddzial Poznanski
21—22 kwietnia 1978 1., z 25 referatami i 32 uczestnikami.

3. Mikroprocesory i ich zastosowanie— Kolokwium zorganizowane
przez Oddzial £.6dzki 21 wrze$nia 1978 r. Wygloszono 12 referatéw przy udziale 49
0s6b.
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4. Informatyka w medycynie— Seminarium zorganizowane przez Oddziat
Gdanski PTETS w dniu 19 — 20 wrze$nia 1978 r. Przy udziale 136 uczestnikdw, wy-
gloszono 10 referatow.

W roku 1978 Zarzad Gléwny PTETS zorganizowal 1 konkurs naukowy. W konkursie
tym, pod hastem ,,Zastosowanie metod optymalizacji w elektrotechnice”, nagrody otrzy-
mali:

I— Dr inz. Lestaw Olbrycht z Oddziatu Gdanskiego za prace ,,Optymalizacja wyboru
i rozmieszczenia slupoéw jako element hierarchicznego wyznaczania trasy linii elektro-
energetycznej’,

II — Doc. dr Andrzej Marusak z Oddziatu Warszawskiego za prace ,,Synteza i optyma-
lizacja dynamiczna nowego ukladu regulacji predkosci obrotowej silnika synchronicz-
nego o sterowaniu zewnetrznym’,

IIl — Dr inz. Zygmunt Leszczynski z Oddziatu £6dzkiego za prace ,,Optymalizacja ter-
modynamiczna struktur ukladowych”.

Akcja wydawnicza obejmowala druk materiatéw sympozjow 1 sesji naukowej w fodzi,
Poznaniu, Warszawie, Szczecinie oraz druk komunikatu sprawozdawczego [3].

Pilfatnt nfat Srioke 11979

Przewiduje si¢-wzrost liczby cztonkéw Towarzystwa do 569. Odbedzie sie 81 zebrah

naukowych oraz nastgpujace sympozja i seminaria:

1. Migdzynarodowe seminarium z podstaw elektrotechniki i teorii obwoddéw (Gliwice,
kwiecien 1979 r.),

2. Metrologia elektryczna w kriotechnice (Wroctaw, 1979 r.),

3. Problemy wyladowan niezupelnych w ukladach elektroizolacyjnych (Krakdw, czer-
wiec 1979 r.),

4. Zjawiska elektromagnetyczne w obwodach nieliniowych — Obwody z pdiprzewodni-
ka;ni (Poznani, 25—27 pazdziernika 1979 r.),

5. Metody matematyczne w elektrotechnice (Warszawa wspdlnie z WSI w Opolu, 21—26

maja 1979 r.),

Optymalizacja (Warszawa, 5—8 czerwca 1979 r.),

Fizyka i elektronika w medycynie (Gdansk, 1979 r.),

8. Systemy telekomunikacyjne i teorie obwodéw (Poznan, 1979 r.).

=D

Konkursy naukowe organizujq:

1. Zarzad Gléwny n.t. ,,Zastosowanie modelowania i symulacji w urzadzeniach elektrycz-
nych”,
2. Oddziat £6dzki n.t. ,»Mikroprocesory i ich zastosowanie”.
W celu rozszerzenia kregu uczestnikéw konkurséw PTETS, postanowiono, ze do kon-
kurséw za rok 1979 i 1980 mozra bedzie zglaszaé prace nie publikowane lub publikowane,
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e
nie wezeéniej niz 3 lata tacznie z rokiem zamknigcia konkursu (dawniej byt 1 rok), przy
czym prace zglaszane na Sympozja PTETS bedg za zgoda Autora kierowane réwnocze$nie
na odpowiedni konkurs.
Na rok 1980 przewiduje si¢ wstepnie zorganizowanie ogdlnopolskiego korkursu nau-
kowego Zarzadu Gléwnego z zakresu numerycznej analizy pdl fizycznych w maszynach
i urzqdzeniach elektrycznych i elektronicznych.

Bibliografia _

1. XV lat Polskiego Towarzystwa Elektrotechniki Teoretycznej i Stosowanej, Komunikat 1, Rozprawy
Elektrotechniczne, 1976, 22 nr 3 ss. 749—750.
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1977, 23, nr 2, ss. 479—481.
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Bonpcxu: Iennoi anaiu3 HeJMHCHHbIX CHCTENM C HCIONb30BAHMEM PANOB Bomsreppa .

LG PYXEIKH: MeTO,D{ paSGHBKIfI MHOYKECTBa 9JIEMEHTOB Ha CHJIBHO CBS3aHHBIE IIOLMHO-

KECTBa .

. Toxacxa: IlpumeHenue TeopHu rpadoB CBSASH K aHATHSY JIHHEHHBIX OIIEKTPHUECKHX

nenei

. Mansgku: OGonemxbm ANTOPHTM pacdeTa HAUAIBHOTO PACIPEIEIICHHUs HAMPSHKEHUA

B TpaHCHOpMaTOpax

. Mansnxu: Mogems 'rpchd)opwxaTopa B BHE IJIMHHON JIMHHH IIyHTHPOBAHHOW IIPOJOJIb-

HBIMH €MKOCTAMH [JIsI pacuera IIepeHanpsIKEHAH

. MycepoBuu: AHanus pe3sOHAHCHBIX IEPEHANPSHKEHMH B YCIOBHAX BPEMEHHOM HECHM-

METPUH IPOBOJUMOCTeH (ha3 Ha 3eMIII0 B BBICOKOBOJBTHBIX CETAX

Haxsacxku: PekoMOuHALMOHHbBIE SBIEHAA B IIOIyIPOBOJHAKAX. 1. I/Isnyqa'renb}xaa " 6e3-
M3JIy4aTeIbHAA PEeKOMOMHANNS, CIIOHTAHHAS ¥ BBLIHY>KICHHAS SMHCCHT . .
Haxsacxu: PexomOuHauuoHHble SABIEHHA B TIOJIYNPOBONHHKAX. II. PCKOM6HH3.LII/IH
B @pelenax p-A mepexona . S S T ST me
B axuk: Onmo us o6o0Ienmit mTpa(bHOH q)y}mmm U e€ IPUMEHEHNE B OIITHMISAIINY XapaK-
TEPUCTHUK 9JICKTPOHHBIX CXEM BT G s Ol BN o S
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K09(DHUITMEHTOM CKBaYKHOCTH IIPSAMOYTOJIBHOTO YIPABJIAIOLIETO HANDSKEHHA . bt
Kemngsmepcxu, 3. Kycsmupex: lsmepenne BHYTPEHHETO HMIENAHCA TeHe-
paTopoB

.MartkoBCcKu: lemeHe}me Meroaa Eunepa K cpm'resy (bopmm ABTOHOMHBIX CHCTEM .
. CroinHeBcKHU: TpPaH3UCTOPHBIE DE3OHAHCHLIE YCHIMTEIH PAGOTAION[HE B KIIOUEBOM

pexume Kmacca [

. Kenmxesnuu: lsbpaxuble CBOHCTBA HEKOTOPLIX DYHKIUY ByNIf MHOTHMX IMEPEMEHHBIX .

ITmre cmbripku: Pajgel ans pacyeTa yTOUHEHHBIX 3HAUCHHH SJUIMIITHUECKON MO IAPHOM
TIOCTOSIHHON ¢ = ¢(k) B IpuMeHeHHH K SIUIUMTHUECKUM DUILTPAM .

. Kpeicuucxu, B. Bonpmuiaxk: AHamus CTabWIbHOCTH CTaGKm»lsa'ropOB 6om,um*<
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— do dnia 25 listopada na styczeh, I-szy kwartal, I-sze pélrocze
i caly rok nastepny,
— do dnia 10 kaZzdego miesigca (z wyjatkiem grudnia) poprzedza-
jgcego okres prenumeraty.
Jednostki gospodarki uspotecznionej, instytucje i organizacje spo-
leczno-polityczne oraz wszelkiego rodzaju inne zaklady pracy,
skladajg zamoéwienia w miejscowych Oddzialach RSW ,Prasa—
Ksigzka—Ruch”.
Zaklady pracy w miejscowoéciach, w ktérychnie-ma~Oddziatéw
RSW oraz prenumeratorzy indywidualni zamawiajg prenumerate"
w urzedach pocztowych lub u doreczycieli.
Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice, kt6ra jest o 50% -
droZsza od prenumeraty krajowej, przyjmuje Centrala Kolportazu
Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa, konto
NBP XV Oddziat w Warszawie Nr 1153-201045-131-11 w terminach
podanych dla prenumeraty krajowej. Biezace i archiwalne numery
mozna nabyé lub zam6wié we Wzorcowni Wydawnictw Nauko-
wych PAN-Ossolineum~-PWN, Palac Kultury i Nauki (wysoki par-
ter) 00-901 Warszawa oraz w Kksiegarniach naukowych ,,Dom
Ksigzki”.
A subscription order stating the period of time along with the sub-
scriber’s name and address can be sent to your subscription agent
or directly to Foreign Trade Enterprise Ars Polona-Ruch, 00-068
Warszawa, T Krakowskie Przedmiefcie, P.O. Box 1001, Poland.
Please send payments o the account of Ars Polona-Ruch in Bank
Handlowy S.A., 7 Traugutt Street, 00-067 Warszawa Poland.
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