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Dwuwymiarowe dyskretne modele Roessera dla réwnania Poissona

WIESEAW MARSZALEK (OPOLE)
Instytut Elektrotechniki, Wyzisza Szkola Inzynierska w Opolu

Otrzymano 1985.09.20

W pracy wykorzystano metode roznic skonczonych oraz iteracyjne sposoby analizy row-
nania Poissona do otrzymania odpowiednich dwuwymiarowych modeli dyskretnych Roessera.
Modele te wykorzystano do rozwiazania zagadnienia Dirichleta, a w dwéch przykladach nu-
merycznych poréwnano t¢ nowa metodg z rozwiazaniami otrzymanymi metoda Fouriera.

1. WPROWADZENIE

W ostatnich latach odnotowa¢ mozna duzy wzrost zainteresowania wielu autoréw
teorig liniowych, dwu- (i wielo-) wymiarowych modeli dyskretnych Roessera [1] o naste-
pujacej postaci

X" = Ax+ Bu (1)

*
gdzie: x = [(xi)7, DT, X = (C ) LA C% ) Ll L - uij, -dimu;; =p, A i B
sg stalymi macierzami o wymiarach odpowiednio: (ny+ny)x(ny+ny) i (ny+n)xp
a x5 1% sasmg i ny-wymiarowymi wektorami stanu, odpowiednio: horyzontalnym i wer-
tykalnym. Réwnanie (1) stanowi uogdlnienie na przypadek dwoch zmiennych niezalez-
nych znanego modelu jednowymiarowego

Xe+1 = Ax,+ Bu, 2

Znane dotychczas zagadnienia odnoszace si¢ do modelu (2) takie jak: sterowalnosé,
obserwowalno$é, przesuwanie biegundw, realizowalnos¢, stabilno$¢ i sterowanie opty-
malne zostaly rozszerzone w ostatnim dziesiecioleciu na przypadek modelu (1). Zlozona
w stosunku do modelu (2) posta¢ rownania (1) powoduje znaczne komplikacje w popraw-
nym rozwigzywaniu wielu wymienionych wyzej zagadnien. Wymiénié tutaj mozna prob-
lemy stabilno$ci ukladéw dwuwymiarowych oraz dotychczasowy brak sformulowania
poprawnej definicji dwuwymiarowych wartosci wlasnych dla tzw. nieseperowalnego
modelu Roessera.

Dodajgc nastepne zmienne niezalezne mozna uogdlni¢ model Roessera do dowolnej
postaci g-wymiarowej (g > 2) [2]. Ostatnio pojawily sie réwniez prace dotyczace modeli
wielowymiarowych o zmiennych wspélezynnikach [3, 4].
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Dwuwymiarowy model Roessera o postaci (1) znalazt zastosowanie do przyblizonej
analizy ukladéw o parametrach roztozonych opisanych hiperbolicznymi réwnaniami
czastkowymi. Analiza ta dotyczy zagadnien cieplnych, réwnania falowego oraz zagadnie-
nia Darboux opisujacego problemy absorpcji gazow, dynamiki wymiennikow ciepta,
ogrzewania strumieniem wodnym [5]. W pracy [6] wykazano, ze stosujac metodg réznic
skoficzonych mozna réwnania czastkowe opisujace powyzsze zagadnienia przeksztalci¢
do postaci (1). :

Rozwigzanie réwnania (1) z warunkami brzegowymi/poczatkowymi xg; oraz
x%(i,j = 0,1,2,...) ma posta¢ analogiczng do rozwigzania rownania (2) i dane jest
w Dodatku. Wystepujacqa w tym rozwiazaniu macierz tranzycyjna A"/ mozna obliczac
z wykorzystaniem dwuwymiarowych wersji twierdzenia Cayleya-Hamiltona i wzoru
Sylvestera [7, 8].

W niniejszej pracy zastosowano dyskretne dwuwymiarowe modele Roessera o postaci
(1) do rozwiazywania metodami iteracyjnymi zagadnienia Dirichleta dla réwnania Poisso-
na.

Algorytmy iteracyjne stosuje si¢ w wielu problemach analizy numerycznej. Jezeli,
na przyktad y;(j) oznacza dyskretng wartos¢ funkcji jednej zmiennej y(7) dla #; = jAr
(j=0,1,2,..) otrzymana w i-tej iteracji (i=0,1,2,..), wowczas traktujac y;(j) jako

funkcje dwoch zmiennych i oznaczajac yi(j) = yij, przeksztalcamy zagadnienie jedno
wymiarowe w dwuwymiarowe. Charakter zmiennej niezaleznej i jest catkowicie rézny od
charakteru zmiennej j: pierwsza z nich oznacza numer iteracji a druga dyskretng chwile
czasowa. Przyktad dwuwymiarowego modelu Roessera o takiej strukturze zmiennych
niezaleznych przedstawiono w pracy [4]. Modele Roessera rozwazane w tej pracy maja
inna nature zmiennych niezaleznych: obydwie zmienne oznacza¢ beda odlegtosci.

2. DWUWYMIAROWY MODEL ROESSERA DLA ITERACYJNEJ
METODY SEIDELA

Rozwazmy obszar prostokatny z brzegiem /' oraz zagadnienie Dirichleta dla réwnania
Poissona (0 < x,y < 1,Ax = Ay = h)

Uex (6, Y)H (%, ) = — (X, ¥) (3a)

. ux, Phr = p(x, ) (3b)

Stosujac metode réznic skonczonych oraz iteracyjny algorytm Seidela rozwiazywania

uktadu réwnan algebraicznych rozwiazanie przyblizone zagadnienia (3a, b) mozna otrzy-
maé korzystajac z nastepujacego modelu réznicowego [9, str. 541]

Uep 1 (=1, )ty (0, j— D) —due (i, )) = _]72‘P(iaj)‘uk(i+ 1, ))—uli,j+1) )
gdzie: u (i, j) oznacza rozwigzanie przyblizone réwnania (3a) w punkcie (ih, jh) otrzymane
w k-tej iteracji (dowolne wartosci uo (i, j) moga by¢ przyjete dla zerowej iteracji). Zauwaz-
my, Zze prawa strona réwnania (4) jest znana dla kazdej iteracji k =0, 1,2, ....
Oznaczmy

i+ 1, 4w, j+ D) +Ep(, ) = fera @), )
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Réwnanie (4) przyjmie wtedy posta¢ (po opuszczeniu numeru iteracji k+1)

Oznaczajac
X = Aul=1,)), u( - D =[x, 2] ©)
z réwnania (6) otrzymamy
PSR I 4 ey :
S 4[1 IJ x+[l]f= Ax+ Bf ®)
gdzie:
Epi-l 1 xoi] = [u(0,))
“ :T[l 1]’ E [1] [x?o]=4[u<f, 0)]' o

W szczegdlnym przypadku gdy u(x, y)r = 0, uwzgledniajac (9) otrzymamy nastepu-

‘jace rozwiazanie réwnania (8)

(H—j—a—ﬂ—l)“

f / itj—oa—f—1

=0
a i—o

Latwo mozna zauwazy¢, ze zmiana numeru iteracji k — k+1 daje nowa funkcje
»wymuszenia” f(i, j) podczas gdy macierze 4 i B w modelu Roessera nie zmieniaja sie.

3. MODEL ROESSERA DLA ITERACYJNEJ, ,,POPRZECZNO-TROJKATNEJ”
METODY ANALIZY ROWNANIA POISSONA

Zagadnienie Dirichleta dla réwnania Poissona wyrazone za pomoca wzoréw (3a, b)
mozna réwniez rozwiazywaé metoda iteracyjna, ,,poprzeczno-tréjkqtng” [9, str. 551],
ktéra jest pokazana schematycznie na rys. 1. Metoda ta wymaga stosowania w kazdej
iteracji dwéch modeli dyskretnych o postaci (6): jednego z rosnacymi wartosciami i oraz

J, dla ktérego obliczenia rozpoczynaja si¢ w lewym dolnym wierzchotku prostokata oraz

drugiego z malejacymi warto$ciami 7 oraz j, dla ktérego obliczenia rozpoczynaja si¢ w pra-

2
s 3
1
3 o dl l[
2 ° o
7 o o
O O M
0 1. 273 N

oy

Rys. 1. Metoda analizy rownania Poissona
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wym goérnym wierzchotku prostokata. Ogolna posta¢ drugiego modelu jest nastepu-
jaca

[1.{.%2_-;- AC;Z] u@i,j)— = uli,j+1)— = fG.)) (1D

(0 > 0, parametr).
Funkeje ,,wymuszenia” oblicza si¢ w kazdej iteracji w oparciu o wartosci u(i, j) be-
dace rozwiazaniem modelu pierwszego dla tego samego numeru iteracji [9].

Wprowadzajac transformacje zmiennych niezaleznych (N—k, M—1) — (k, 1), (patrz
rys. 1), gdzie 0 < k < N i 0 < /< M, mozna réwnanie (11) przeksztaici¢ do postaci

[”sz ]u(k D= ull, =)=y uk—1,D) = fk, 1) (12)

Postad ta jest analoglczna do modelu metody Se1dela, co sprawia, ze odpowiadajacy
réwnaniu (12) model Roessera powstaje w sposéb podobny do schematu okreslonego
wzorami (7)—(9).

Przedstawione wyzej dwuwymiarowe modele dyskretne wykorzystujq nastgpujace
punkty metody réznic skonczonych: (i, /), (i—1,/), (i,j—1). Sytuacja taka wystepuje
réwniez w prostym zagadnieniu poczatkowo-brzegowym dla réwnania Eulera

u(x, t)+au(x, t) = f(x, 1) i

z danymi: u(x, 0) = a(x), u(0, 1) = B(1), «(0) = B(0), t >0, x>0, a>0.
Jedna z mozliwych aproksymacji réwnania Eulera jest nastepujacy schemat dyskretny

(13)

1 s At
ulh, ) = w1 )4y =D M. v=S0 a4
+1 Ax
Schemat ten mozna przeksztalci¢ do modelu Roessera
y 1 [r1 Ar|1
%= ﬁTLf e, Jsc.n G
przy czym: x; 2 u(i—1,j), xi; = u(z j—1) a warunki poczatkowo-brzegowe wyno-

sza X, = B(jAt), x¢; = a(iAx). Rozwiazanie dokladne réwnania Eulera dla ¢t = 0,5,
€[0,2], a=1, At 4Ax = 0,1, ofx) = 2exp(—x), p(t) = 2cos2nt, f(x,1)=0

oraz rozwiazania otrzymane z wykorzystaniem modelu wyjsmowego (14) i odpowiada-
jacemu mu modelu Roessera (15) przedstawione sa na rys. 2. Wynika z niego, ze rozwiaza-

2F
o
19 RN L
4o -
1
U(XIZ_)
05+
0 ; 1 2

X —

Rys. 2. Rozwiazanie rownania Eulera: — doktadne, o o model (15), » o model (14)
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nie oparte na modelu Roessera jest znacznie dokladniejsze niz rozwiazanie schematu
dyskretnego (14).

4. ANALIZA PRZYKEADOW NUMERYCZNYCH

W oparciu o przedstawione wyzej metody zastosowan dwuwymiarowych modeli
dyskretnych Roessera do analizy réwnania Poissona opracowano dwa programy obliczen
numerycznych w jezyku FO R TR A N. Wykorzystano je do rozwiazania zagadnienia
Dirichleta dla nastepujacych danych:

@0<x<1,0<y< ], Ax =Ay =1/20

u@©, ) =u(l,y) = u(x,0) =0, u(x,1) = x(1-x), ¢(x,y) =0
b 0<x<1,0<y<1, Ax =Ay =1/20

u(x, 0) = 100, (0, y) = u(l,y) = u(x,1) =0, ¢(x,y) =0

Rozwmzame otrzymane dla przypadku (a) przedstawiono w postaci wykresu plotera
na'rys. 3. Wykres ten sporzadzono w oparciu o wartosci rozwiazania otrzymanego z wy-
korzystaniem modelu Roessera dla 36 punktéw wezlowych kwadratu o wspotrzednych
(iAx, jAy), i,j = 0, 4, 8, 12, 16, 20. Zatem, z pierwotnej liczby 441 punktéw weztowych
biorgcych udziat w obliczeniach (Ax = Ay = 1/20) do procedury plotera wykorzystano
tylko ok. 8% tej liczby punktow. Ten fakt oraz stosowanie interpolacji liniowej miedzy
punktami weztowymi tlumacza niewielkie nleregularnosm oraz ksztatt linii ekwipotencjal-

(01) (11)
oV ov
005
Qo1
(00) ov (10)

Rys. 3. Rozklad linii ekwipotencjalnych — przykiad (a)

nych z rys. 3. Przebieg tych linii (dla 5-ciu wybranych wartosci potencjatu) wykazuje duza
zgodnos¢ z rozwiazaniem réwnania Poissona dla przypadku danych (a) otrzymanym me-
toda Fouriera

s 8 v sm[(2m+1)7tx]smh[(2m+1)ny]
“ay 50T @m+1)3sinh[@m+ D7

m=0
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Rys. 4 przedstawia punkty tworzace 3 linie ekwipotencjalne rozwigzania réwnania
Poissona za pomoca modelu Roessera dla danych (b) oraz odpowiadajace im punkty
wynikajace z rozwigzania otrzymanego metoda Fouriera, ktére ma nastgpujacg postac

400 O sin[(2m+ 1)zx]sinh[(2m+ 1) (1 —y) 7]
(2m+1)sinh[2m + 1) 7] . o

u(x,y) =
m=0

(0,1) (1,1)

oV ov

(0,0) 100V (10)
o metodu modelu Roessera
o metoda Fourtera

Rys. 4. Rozkiad linii ekwipotencjalnych — przyktad (b)

W obydwu przyktadach obliczeniowych korzystano z modeli Roessera dla algorytmu
Seidela a liczba iteracji wynikajaca z przyjetego kryterium zakonczenia ‘obliczen (blad
wzgledny rozwigzan w nastgpujacych po sobie iteracjach mniejszy niz 1%,) oraz rozwiazan
poczatkowych (ue(i,j) =1, i,j=0,1,2,...,20) wynosita okoto 200.

5. WNIOSKI

W pracy zastosowano dyskretne dwuwymiarowe mode e Roessera do analizy meto-
dami iteracyjnymi zagadnienia Dirichleta dla réwnania Poissona. Przyklady obliczen
numerycznych rozwiazywania réwnania Poissona oraz zagadnien przedstawionych w pra-
cy [6] wskazuja na mozliwosci stosowania tych modeli do analizy wielu uktadéw dyna-
micznych. Jednakze przedstawiony wyzej kierunek wykorzystania modeli dwu- (i wielo-)
wymiarowych do analizy ukladéw dynamicznych wymaga podjecia szeregu dalszych
badan, gdyz w literaturze $wiatowej istnieje (jak dotychczas) bardzo mata liczba prac
opublikowanych na ten temat. ‘
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DODATEK

Rozwigzanie réwnania (1) z warunkami brzegowymi/poczatkowymi x4; i x%, dane
jest nastepujacym wzorem [l, 2]

- Serlts S 8 S i

0 f=

i Jj—1
G e 0
+ ) 2 A=t [Bz] Unp
a=0 f=0

przy czym macierz tranzycyjna 4“7 dla macierzy systemowej

Al A2
C 145 A

dana jest za pomoca nastepujacych relacji
Ai,j L AI, OAi-l,j+AO, IAi,.i—-l

Ay A, 0 0
A0 _ A01 —

A%° = I (macierz jednostkowa)
A" = 4>~ = 0 (macierz zerowa)

Macierze A, A,, A5, A, oraz B, B, wynikaja z podziatu macierzy A oraz B we wzo-
rze (1), ktéry to podziat odpowiada podzialowi wektora stanu x na skladowe x% i xt;.
Zatem dimA; =n,xn,, dimA, =n,xn,, dimd; =n,xn,;, dimA4d, =n,xn,, dimB, =
= nyxp, dimB, = n,xp.

W. MARSZALEK

TWO-DIMENSICNAL DISCRETE ROESSER’S MODELS
FOR THE POISSON EQUATION

Summary

The finite difference technique and the, so called, Roesser’s models are used in this paper to analyze
the Dirichlet problem for the Poisson equation. Two numerical examples are given in which the solution
of the Poisson equation via a new method are compared with the solutions obtained using the Fourier
method.
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W. MARSZALEK

MODELES BIDIMENSIONNELS DISCRETS DE ROESSER
POUR L’EQUATION DE POISSON

Résumé

Dans cet article on a utilisé la méthode de différences finies et les moyens itératifs de I’analyse de
I’équation de Poisson pour obtenir des modeles bidimensionnels discrets de Roesser. Ces modeles on
&té utilisés  la résolution du probléme de Dirichlet et dans deux examples de calculs numériques on a com-
paré les résultats obtenus par cette nouvelle méthode avec les résultats qui viennent de la méthode de
Fourier.

W. MARSZALEK

ZWEIDIMENSIONALE DISKRETE ROESSER-MODELLE
FUR DIE POISSON-GLEICHUNG

Zusammenfassung

In der Bearbeitung wurde die Methode der begrenzten Differenzen sowie Arten der Iterationsanalyse
der Poisson-Gleichung zur Gewinnung von entsprechenden zweidimensionalen diskreten Roesser-Modellen
genutzt. Diese Modelle wurden fiir die Losung des Dirichlet-Problems genutzt, und in zwei numerischen
Beispielen wurde die neue Methode mit Losungen verglichen, die nach der Fourier-Methode gewonnen
worden sind.

B. MAPIIAJI9K

IBYXMEPHBIE NUCKPETHBIE MOJIEJIM PECCEPA IJISA YPABHEHUA
IIYACCOHA

PesomMme

MCcrmonb30BaH METOJ PA3HOCTHBIX CXeM, 2 TAKKe HMTEPANHOHHBLIM Croco® aHanusa ypaBHEHHUS
TlyaccoHa I TIOTYUEHUS COOTBETCTBYIOI[MX IBYXMEPHBIX JMCKPETHBIX Mopeseit Peccepa. IDtu Mmo-
leNW KUCIIONb30BaHb! [UIA pelleHust mpobiema Jupuxie, a B ABYX I(POBBIX IIPUMEPAX OTOT METO[
CpaBHEH C PELIeHUsMH TOJYUeHHbIME MeTofgoMm Dypbe.
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Analiza korelacyjna znieksztalcen nielinearnych
przy zastosowaniu gaussowskiego sygnalu wejSciowego

MACIEJ] WALASZEK (GDYNIA)
Instytut Radiokomunikacji, Wyzsza Szkola Morska w Gdyni

Otrzymano 1985.11.08

W pracy przedstawiono korelacyjna metode obliczania gestosci widmowej sygnatu na
wyjsciu toru nielinearnego przy pobudzeniu szerokopasmowym sygnalem gaussowskim. Me-
toda ta pozwala wyznaczy¢ oddzielnie produkty nielinearne kolejnych rzedéw. Mozna ja
stosowa¢ zarowno do toréw o malej, jak roéwniez i o duzej nielinearnosci. Wyprowadzono
wzory do obliczen inzynierskich i przedstawiono graficznie zalezno$¢ gestosci widmowej pro-
duktow nielinearnych od 2 do 5 rzedu wlacznie przy pobudzeniu szerokopasmowym sygna-
fem gaussowskim.

i. WSTEP

Problematyka znieksztalcei nielinearnych, ze wzgledu na dazenie do uzyskania jak
najlepszej jako$ci transmisji i wiernego odtwarzania nadawanych sygnatdw, jest uwazana
od wielu lat za bardzo wazng. Zagadnienie to stato si¢ szczegélinie istotne w okresie wpro-
wadzania tranzystorow i uktadéw scalonych o coraz wigkszej skali integracji, poniewaz
nowe elementy i ukfady charakteryzujg sie bardziej nielinearnymi charakterystykami.
Chociaz stosowane uklady do transmisji sygnaléw sg coraz doskonalsze, sprawa analizy
i pomiaréw znieksztalcen nielinearnych pozostaje dalej aktualna. Zagadnienia te sg szcze-
gblnie wazne w elektroakustyce, poniewaz od poziomu znieksztalcen nielinearnych w torze
elektroakustycznym zalezna jest subiektywna ocena odtwarzanych na jego wyjsciu sygna-
16w mowy i muzyki.

Jezeli na wejscie toru elektroakustycznego zostanie podany pOJedynczy przebieg
sinusoidalny, to znieksztalcenia nielinearne objawiaja si¢ przez wystgpowanie harmonicz-
nych. Jezeli na wejécie toru zostanie podany sygnal zawierajacy dwie lub wigeej skladowych
sinusoidalnych, to na wyjsciu otrzyma sie oprdcz harmonicznych takze przebiegi kombi-
nowane o czestotliwo$ciach stanowigcych sumy i réZznice czestotliwosei sktadowych
sygnalu wejSciowego i ich harmonicznych [12, 13]. Te przebiegi kombinowane sg prze-
waznie liczniejsze od sktadowych harmonicznych na wyjéciu toru i maja zasadniczy wplyw
na odbior stuchowy programu.
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Dotychczas rozpowszechnione metody pomiaru znieksztalcen nielinearnych polegaja
na pomiarze produktéw nielinearnych, przy podaniu na wejsciu toru pojedynczego syg-
nalu sinusoidalnego lub sumy dwéch sygnaldw sinusoidalnych. W warunkach rzeczy-
wistych przy przekazywaniu sygnatu fonicznego, na wejscie toru podawany jest sygnat
o zlozonym widmie ciagtym [14]. Tor elektroakustyczny wytwarza produkty nielinearne
posiadajace znacznie bardziej ztozony charakter, niz otrzymywane przy sygnale wejscio-
wym o widmie dyskretnym. Poniewaz znieksztalcenia nielinearne w torach elektro-
akustycznych zaleza od wtasnosci nielinearnych toru oraz od widma sygnatu wejsciowego,
wiec powszechnie obecnie stosowane metody pomiaru znieksztatcen nielinearnych za po-
moca dyskretnego synatu wejsciowego wyznaczaja tylko cze$¢ produktéw nielinearnych
wystepujacych przy przesylaniu rzeczywistych sygnaldéw fonicznych [9, 19]. Wynikiem tego
jest wystepowanie rozbieznosci pomigdzy wynikami pomiardw znieksztalcen nielinear-
nych za pomoca dotychczasowych metod, a ich oceng subiektywna [9, 10]. Rozbieznosci
te byly przyczyna opracowania metody pomiaru znieksztalcen nielinearnych z wykorzysta-
niem rzeczywistego sygnatu mowy lub muzyki [4, 5, 20, 21]. Metody te stosowano w ba-
daniach laboratoryjnych i nie znalazly szerszego rozpowszechnienia.

Dla uzyskania wynikéw zblizonych do rzeczywistych warunkéw pracy torow elektro.
akustycznych, ktére przekazuja ztozone sygnaly foniczne, nalezy do pomiardw i oceny
nielinearnodci stosowaé sygnat wejsciowy o widmie ciagtym [6, 17]. Zapewni to lepsza
zgodnos$¢ obliczonych lub zmierzonych znieksztatcen nielinearnych z ocena subiektywna.
Potwierdzaja to badania Wolfa [20, 21], ktérych wynikiem byto stwierdzenie, Zze pomiar
znieksztalcenn nielinearnych w urzadzeniach elektroakustycznych za pomoca sygnatu
o widmie cigglym znacznie wierniej odzwierciedla znieksztatcenia nielinearne odczuwane
subiektywnie, niz przy sygnale o widmie dyskretnym oraz, ze ,,/liczne istotnie wazne cechy
charakterystyczne dla pomiaréw znieksztaicen nielinearnych za pomocq sygnatu o widmie
ciqglym pozostajq niezmienione, niezaleznie od zmian obwiedni widma sygnalu wejscio-
wego™.

Uzywanie do pomiardow sygnatdow rzeczywistych zrddet dzwigku nie jest wskazane
ze wzgledu na brak powtarzalnosci i czesto niestacjonarny charakter sygnatu. Ze wzgledu
na stacjonarno$¢, latwos¢ wytwarzania i mozliwos¢ zapewnienia dobrej powtarzalnosci
najkorzystniejszy jest gaussowski sygnatu szumu o statej gestosci widmowej o okreslonym
pasmie czestotliwosci [8, 15, 16, 18].

W czgsci drugiej niniejszej pracy przedstawiono analityczng metodg wyznaczania pro-
duktéw nielinearnych, wykorzystujaca funkcje korelacji przy gaussowskim sygnale wej-
sciowym. W dotychczasowych pracach, ze wzgledu na trudnosci natury matematyczne;j,
obliczono przewaznie produkty nielinearne przy wejSciowym sygnale gaussowskim do
3 rzedu wlacznie [20]. Na podstawie przedstawionej w niniejszej pracy metody mozna
wyznaczy¢ w tatwy sposob produkty nielinearne takze wyzszych rzedow. Podana metoda
moze wigc stuzy¢ takze do analizy toréow o duzej nielinearnosci. W pracy przedstawiono
wyprowadzone wzory do obliczania produktéw nielinearnych do 10 rzgdu wiacznie.

W czesci trzeciej] wyprowadzono wzory na wyznaczanie produktéw nielinearnych na
wyjsciu bezinercyjnego toru nielinearnego przy wejsciowym sygnale gaussowskim o statej
gestosci widmowej oraz przedstawiono jak zmieniaja sig znieksztalcenia wraz ze wzrostem
rzgdu nielinearnosci uktadu.
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2. KORELACYJNA METODA WYZNACZANIA PRODUKTOW NIELINEARNYCH
NA WEJSCIU TORU

Zalezno$é pomiedzy sygnatami wyjsciowym u,(t) i wejSciowym u,(¢) toru nielinear-
nego mozna przedstawi¢ nastgpujaco: )

uy(t) = Flu.(?)].

Przy zalozeniu, ze sygnat wejsciowy jest gaussowski, funkcje korelacji sygnatu wyjsciowego
R,(ty, t,) okresla wzor:

Ry(t1, 1) = E{[F(uz1) —my ] [Fteo) —=myo] ;=

= [ PG = ] [F(tz) = 1321t s t2) iy i M

gdzie:
E — symbol wartosci przecigtnej,
ey = uy(t,) — warto$¢ sygnatu wejéciowego w momencie 7y,
u., = uy(t,) — warto$¢ sygnatu wejsciowego w momencie 75,
m,, = my(t,) — wartos¢ przecigtna sygnatu wyjsciowego dla t = ¢4,
my, = m,(t,) — warto$¢ przecigtna sygnatu wyjsciowego dla ¢ = 1,
Sty , ;) — dwuwymiarowa funkcja gestosci sygnatu wejsciowego.
Mnozac czynniki podcatkowe we wzorze (1) otrzymuje sig:

Ryt 1) = | [ [F(te) Ftu) (s s th2) = Fther) 1y flther s t12) =

—00
- F(uxz) mylf(uxl > uxZ) + nyy my?.(uxl > uxz)] duxl duxz C (2)
Poniewaz:
f f F(uxl)f(uxl s uxZ)duxlduxZ == nz,vl
-0 f
0 ™ i
f f F(uxZ)f Uxis ux2) duxldu.\’Z T myZ (3)
-
oraz [ [ fle, we)duyduy = 1
—w ©

wiec wzdr (2) mozna sprowadzi¢ do postaci

[So o}

Ry(ty, 15) = j f F(ugy) F(ut2) fQths1 5 t2) Qthey dthy =2y Myy 1My My =
— 00 o0
= [ [ ) Ft) fltss s ) it dito —mmys . @

Zaklada sie, ze sygnal wejéciowy posiada rozklad normalny o dwuwymiarowej funkcji
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gestosci okreslonej wzorem [I, 2]:

i ) —I_W_—; exp : R P
e Z”Zo‘ﬂaxz Vl—gx(tl, t5) 2[1—02(1y, 15)]

[ (ux1;mx1) ) Qx(ux1_mx1) (uxzfl?jlizl (uz2— x2) ]} (5)

2 o gt
X1 Ox10x2 Ux

gdzie:
62, = 62(t,) — wariancja sygnalu wejéciowego dla ¢ = 1,,
22 = 0%(t,) — wariancja sygnatu wejsciowego dla t = 1,,

R.(ty,t : ; o3 . .
0<(ti;8) = Ll—i) — znormalizowana funkcja autokorelacji (wspotczynnik ko-

V%102,
relacji) sygnatu wejs’ciowego.
Wprowadzajac do zaleznosci (5) nowe zmienne z; i z,:

Uypq — My Upy — My
s ot e - G o M il (6)
Oxy Ox2

z

otrzymuje si¢ dwuwymiarowa funkcje gestosci rozktadu normalnego w postaci:
71 21 —204(t,, 1) 2,2, + 25 ‘ 7
27001 Oxz |V 1—02(t1, 15) exp{ 2[1—%(t;, 15)] f
Nowe zmienne, nazywane standaryzowanymi, charakteryzuja sie tym, ze posiadaja
warto$¢ przecigtng rowna zeru i wariancje réwna jednosci, tzn. E(z) = 0 i ¢%(z) =
Podstawiajac (7) do (5) otrzymuje sig:

f(uxl s ux2) ==

R, (t:, 1) = f f F(mygy + 041 2) F(Myy 4+ 012 25) fo(21 5 25)dzi dzy —myymys, (8)
gdzie
1 2—20.(t, 1)z, 2,4+ 22
Jolzy, 25) = T eXp{_ Gl e S 2} ©)
22Y1-ei(0r, 1) 2= 3(, 1)l

Wyrazenie (9) mozna rozlozy¢ w szereg wedlug poteg wspodlczynnika korelacji [1]:

1 f 23 —20.(t1, t2)212,+ 23
— _exp!— ’ ==
21 Vl —0%(ty, 1,) 1 2[1—03(t:, t5)]
d"ex (—Lﬁ) drex ( —1-22>
IR R R e R Ve 10)
o 2 n! dz} dz%
Po podstawieniu (9) i (10) do (8) otrzymuje sie:
(¢ ,t
Ry(t, 1) = 2 D a e (1 2) f { F(myy + 051 21) F(Myp + 0x222)
d"exp (——é—z%) d"exp ( ——% zﬁ')
: - -dzydzy—my my, (11)

dz} dzj
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Wzér (11) mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:

0%(ty, 12)

R,(t;, 1) = pay Sin(Mx1, 020) fon(Myz, Ox2) —my My, (12)
n=0 e 5
gdzie
: ( 1 2)
d"exp —5 2
) = —— F
Finltm, 00) = [Zn_f (et 07) —— (1)
1
d"exp (—~2—z§)

1 [ce]
fultnaas 0 == | Fna+ova2) (14)
7 — 0

dz3

Poniewaz fo(My1, 0x1) = My 1 fr0(Msz, 0x2) = my,, wiec wzér (12) przyjmuje postac:

LR
Rttt = O BB fn 6 fanlmes, 0.0 (15)
n=1

Jezeli na wejécie toru nielinearnego posiadajacego charakterystyke stacjonarng poda sie
przypadkowy sygnat stacjonarny, wtedy m,; = My, = My, Ox; = Oxz = Ox, f1a(Ma1, Ox1) =
= fou(Mya, Oxs) = fu(my, 0,) 1 R(ty, 1) = Ry(7), a funkcja korelacji sygnatu wyjsciowe-
go przyjmuje postac:

R = 2 ED 2,0 (16)
n=1

gdzie
\

d"exp( ; 22)
f F(m,+0.2) R T dz an

fn(mxa Gx) =

Obecnie zostanie wyprowadzony wzér na f;(m,, o,) z zaleznosci (17) przy zatozeniu,
ze charakterystyke bezinercyjnego toru nielinearnego przedstawia wielomian:

Fu) = D) At = D) Ay(m,+0,2)" (18)
k=0 k=0

Podstawiajac (18) do (17) otrzymuje sig:

1
m . dnexp ( e 7 22)
f;l(mx; O'x) s I;; l/2n _f (mx—f—o' Z)k———*azn—“' dz (19)

Mozna rozrézni¢ dwa przypadki:
D dla n > k calkujac przez czeici k razy i stosujac regule de L’Hospitala otrzymuje
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sie:
1
(i @ d"*exp (— e 22)
: 1 . 2
.fn(’“xa Gx) T I:/—_\T)J (—l)kAkO'; _f —_— 'a;n'—_k*'f* dz =
n n—k—1 1 2
2 3 d exXp —~§~z TO
= Z (— l)kAkk'O'I;C ——— WW—T»A,a ] =0 (20)

2) dla n < k réwnanie (19) mozna przeksztalci¢ nastgpujaco,
Wyrazenie podcatkowe catkujemy n-krotnie przez czesci:

© d"exp( ; 2)
k —_— ==
: j (my+o.2)" - ao dz
.! 1
- (-1 J (02 Mexp | — 2| dz @1
Dwumian (m,+6,z)*~" mozna wyrazi¢ wzorem Newtona [3]:
k—n
Ntk ;
k—n _ gl k-t
R D T (22)

Po podstawieniu (22) do (21) a nastepnie otrzymanego wyniku do (19) otrzymuje si¢
zaleznos¢:

- \n k! n
S, ) = % (—1y by s o8

k=n ©

ST s L [ (2L
% l!(k_n_l)!“o'xmx ]/Z"L— J z exp -72 dz (23)

Calka f Zlexp (——722) dz przedstawia moment centralny rzedu / sygnatu o rozkia-

— 00

dzie normalnym. Jak wiadomo [7] calka

o I
= fz’exp(——;—zz) dz =13+ ... -(—1)o® =—(ll++l—i 24)

dla / parzystych i réwna si¢ zeru dla / nieparzystych. Wyrazenie (/4+1)!! oznacza iloczyn
wszystkich nieparzystych liczb od 1 do /+1. Uwzgledniajac (24) i oznaczajac / = 2i wzoér
(23) mozna przedstawi¢ w nast@pujqcy Sposob:

,. Qi+1)!! n+2i, k—n—2i
fum, x)—EZ (~1Y Al i o 25)
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Wzér (25) mozna zapisaé

fulme, 6 = D fuulms, 0, | (26)
k=0
gdzie
. k—n
t$727—
\' Qi+D!! 15

.f;ik(mxa Gx) = Ak(—l)uk'

mkn=2 27

& Qix)ik—n—20)! =
dla n < k. Dla n > k wielkos¢ f,x = 0.

W dodatku 1 przedstawiono obliczone wyrazenia (27) dla wartosci 7 i k od 0 do 10,
ktére mozna wykorzystywaé do obliczen produktéw nielinearnych.

Z wzordw (27) i (24) wynika, ze dla sygnatéw wejsciowych, ktorych warto$é przecigtna
réwna si¢ zeru z sumy (27) powstaje tylko jeden czton rézny od zera dla parzystych / = 2i -
=k—n:

K\(k—n+1)1!

Ju(my = 0, 0,) = (—1)"4, m X+

(28)
Znajac funkcje korelacji stacjonarnego sygnalu wyjsciowego dla uktadu nielinearnego,

zgodnie z twierdzeniem Wienera-Chinczyna, mozna wyznaczy¢ gestos¢ widmowag S,
stosujac przeksztalcenie Fouriera [11]:

S) = 5 [ R(Deorar. 29)

275_

Podstawiajac (16) 1 (26) do (29) uzyskuje sie zaleznos¢:

ooj S f;r%((mx> Ux) 1 0? n —Jjort,
S, (@) = Z Z il 02) j o"(v) e~ dr. (30)
n=1 k=0 — @
Wyrazenie
sl f ()e~Pordy = —- f n(7)e-iordr G1)

stanowi znormalizowang gesto$¢ widmowa rzedu n-tego. Wiegc

@ m1 1 , &
) = 3 Y e, 65a(). (32)
n=1 k=0
Uwzgledniajgc, ze
oa(®) = (D) = [ salw)edz (33)

wzor (31) mozna przeksztalci¢ nastgpujaco:

? Rozprawy Elektrotechniczne 1'x7
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: (e ; s 3 . ;
5u@) = o [ F@et@edr = o [ ¢ @[ [ sens@deod, |eordr =

o)

o) l e} ' '
. f Sx,n—k(wl) ["2'; _f Qk(r)e-“m_ml)rdr]dwi =7
= [ srs@)sa(@—0)do, = s s s dla k<. G4

Wyrazenie (34) przedstawia splot funkcji s, ,_x 1 s.c. Podstawiajac do zaleznosci (34)
k =1 otrzymuje sig:

[eo)

$al@) = [ 501 (@) su(@— ;) doo, (35)
— 00
Biorac pod uwage, ze
Tniarii e G
$0@) = 5 | edDemdT = 5,() (36)
x -
i podstawiajac do wzoru (35) kolejno wartosci » = 2, 3, ... otrzymuje si¢

Sx1(@) = s4(@)

o]

52@) = [ sa@)s(@—)do, = s, =5,
Sx3(w) = f SxZ(wl)Sx(w—wl)dwl = Sy ¥ 8y
Sa@) = [ $p0i(@)s(@—0)do; = s, %5, 37

Podstawiajac (37) do (32) otrzymuje si¢ wzory na gesto$é widmowa sygnatu wyjsciowego
kolejnych rzeddéw:
Syn(w) = ﬁ(mx’ O'x)Sx(CU) dla n =1 (38)

1
S@) = =0 D [0, 0 (55 m1 %5 =
T k=0

1 m
S Zf,,i(mx, 0.)Sxn(w) dla n =2,4,5 ..., (39)
" k=0

gdzie foi(m,, o) okresla wzér (27).
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Calkowita gestos¢ widmowa sygnatu wyjsciowego okresla wzor

Sy@) = > Syu. (40)
n=1

W praktycznych obliczeniach przy rozktadaniu funkcji korelacji sygnalu na wyjsciu
uktadu nielinearnego wedlug poteg wspdtczynnika korelacji uwzglednia sie tylko skonczona
ilos¢ wyrazéw szeregu (15). Spowodowany tym blad determinuje blad przy wyznaczaniu
gestosci widmowej (30) sygnalu wyjsciowego. Oszacowanie tego bledu przedstawiono
w dodatku 2.

3. WYZNACZANIE PRODUKTOW NIELINEARNYCH NA WYJSCIU
STATYCZNEGO TORU NIELINEARNEGO PRZY SZEROKOPASMOWYM
SYGNALE WEJSCIOWYM

Dla zbadania wlasnosci nielinearnych toréw elektroakustycznych przewaznie uzywa sie
jako sygnalu pomiarowego pojedynczego przebiegu sinusoidalnego. Otrzymane wyniki
czesto nie odzwierciedlaja dobrze wlasnosci torow, ktéore w warunkach rzeczywistych
sa sterowane sygnatami o widmie ciagltym [9]. Dlatego wydaje si¢ celowe stosowanie jako
sygnatu pomiarowego szerokopasmowego sygnalu gaussowskiego o statej gestosci widmo-
wej w zakresie czestotliwosci fonicznych (rys. 1). Zaklada sg, ze badany tor jest nielinearny
bezinercyjny i ze jego charakterystyka jest okreslona wielomianem (18).

S}
A

-8 [/ B8 w
Rys. 1. Wykres gestosci widmowej gaussowskiego sygnalu wejsciowego

Do analizy produktéw nielinearnych zostanie zastosowana oméwiona w czesci 2 me-
toda korelacyjna, ktéra pozwala wyznaczy¢ gesto$é widmowa (38, 39) sygnatu wyjscio-
wego w funkcji gestosci widmowej i parametréw (warto$ci przecigtnej, wariancji) sygnatu
wejsciowego. Dla wyznaczenia znormalizowanej gestosci widmowej na wyjsciu toru wy-
korzystane zostana wzory (37). Gdy przy analizie produktéw nielinearnych elektro-
akustycznego toru nielinearnego zostanie podany na jego wejscie szerokopasmowy sygnat
gaussowski szumu, ktérego widmo obejmuje caly zakres czestotliwosci fonicznych (— B, B),
sygnal wyjéciowy bedzie zawieral produkty dajace pelng charakterystyke nielinearnych
wlasnodci toru. _

Dla szerokopasmowego sygnatu gaussowskiego o widmie zawartym w przedziale
(— B, B) znormalizowane wartoéci gestoéci widmowej s, ,(w) obliczone ze wzoru (37)
przyjmuja nastgpujgca postaé (pierwszy indeks przy s oznacza rzad nielinearnosci, drugi
kolejna cze$é widma; s(w) przedstawia widmo dla dodatnich , natomiast s'(w) okresla
widmo dla ujemnych w):

2%



510(0)) = 0

1
si1(w) = 2B
S20{@) =0

$21(w) = 4B% (2B—w)

s30(w) =0

S31(w) = 8B®

T

1 2
S32(C0) = 48B3 7((’0_33)
, g
531(60) = _8B3 —_2“

; 1
532(0) = 8B> 2 (w+3B)?

Sao(@w) =0
1
Sq1(w) = 16B*

1

1
542(60) = —1*6—B4——6— (4B'—Cl))3

1

1
sap(w) = 1—68_‘*?(—30)3_121}“)2—*_3283)

; 1 1
542((/)) = —IBF{ '~6"' (4B+(D)3

Sso(w) = 0

1 1
$51(®) = 3555 54

(RS
$5(®) = Sy
+40B3w +220B%)

.1 b
353(0)) = "ZEB—S“‘EZ (w—SB)
S, (U)) == _1____
SLEEMET BOE
s' ( ) e _1__
e DY
—40B%w +220B%)

: 1 1
ss3(w) = 3385 24 (w+5B)*

—é (Bw?—12Bw?+32B%)

—— (6w* —60B%*n?* +230B%)

(—40*+40Bw® — 120B%w? +

~212~ (6w* —60B%w? +230B%)

% (—4w* —40Bw® — 120B%w? —

dla w > B,w < —B

dla —B<w< B
dla w > 2B,w < —2B

dla 0 < w < 2B

dla —2B<w <0
dla w > 3B, w < —3B

dla 0 <w < B
dla B < w < 3B
dla —B<w<0

dla —3B<w < —B
dla w > 4B, < —4B

dla 0 <w < 2B
dla 2B < w < 4B
dla —2B<w <0

dla —4B < w < —2B
dla w > 5B,w < —5B

dla 0 <w < B

dla B< w < 3B

dla 3B < w < 5B

dla - B<w<0

dla —3B < w < —B

dla —5B < w < —3B

(1)
)
@3)
(44)
@3)
(46)
@7

(48)
(49)

(50)
(51)
(52)

(53)
(54

(35)
(56)
(7

(58)
(59

(60)

(61)
(62)
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Gestosé widmowa s, (w) stanowi nieznieksztalcona czes¢ widma, natomiast pozostate
wyrazenia przedstawiaja produkty nielinearne toru. Na rys. 2 przedstawiono wykreslone
zaleznosci (41)—(62) dla dodatnich w. Catkowita gestos¢ widmowa sygnatu na wyjsciu
toru nielinearnego mozna wyznaczy¢ z wzordw (38), (39) i (40), korzystajac z zaleznosci

Sn )
xB" S
09
S2
04 55

43

0 1 2 3 4 5xB ¢y

Rys. 2. Wykresy znormalizowanych gestosci widmowych do 5 rzedu

(27) 1 gestosci widmowych okreslonych wzorami (41)—(62), odpowiednio sumujac ggstosci
widmowe poszczegdlnych rzedéw. Korzystajac z podanych wzoréw mozna wigc obliczy¢
w stosunkowo prosty sposob nielinearnosci na wyjsciu danego toru elektroakustycznego.
Nalezy zaznaczy¢, ze przedstawiona metode mozna stosowaé do wyznaczania produktéow
nielinearnych nie tylko toréw fonicznych, ale takze do uktadéw o dowolnej szerokosci
pasma przenoszenia.

Interesujacym zagadnieniem jest zmiana produktéw nielinearnych wraz ze wzrostem
rzedu nielinearnosci uktadu. W tablicy 1 przedstawiono natezenie produktéw nielinear-
nych na wyjéciu uktaddw, ktérych charakterystyka zawiera cztony linearne i jeden czlon
nielinearny. Do obliczen wykorzystano wzor (32) i zalezno$ci wyprowadzone w dodatku 1,
przy zatozeniu, Ze sygnatem wejsciowym jest sygnat gaussowski o wartosci przecigtnej
réwnej zeru z réwnomiernym widmem mocy w przedziale czestotliwoséci (0, B). Znormali-
zowane gestosci widmowe mocy produktéw nielinearnych dla czterech ukladéw o cha-
rakterystykach podanych w kolumnie 1 tablicy 1 przedstawiaja odpowiednio wzory
" (43)—(45), (46)—(50), (51)—(55) i (56)—(62). Widma produktéw nielinearnych sg
zawarte w przedziatach czestotliwosci (0, nB), gdzie n—rzad nielinearnoéci uktadu,
B — gbrna czestotliwoé¢é graniczna widma sygnalu wejsciowego. Malejg one wraz ze
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wzrostem czestotliwosci. Dla oceny nielinearnosci uktadéw wprowadzono wskaznik nie-
linearnosci, zdefiniowany jako pierwiastek kwadratowy ze stosunku mocy produktu
nielinearnego danego rzedu P,,, do mocy sygnatu uzytecznego P,,, na wyjsciu uktadu.
Wyniki obliczenr przedstawiono w trzeciej kolumnie tablicy 1.

Tablica 1

Pordwnanie wlasnosci ukladéw o réznych nielinearno$ciach

Natezenie produktu i it il o ‘
Charakterystyka nielinearnego na wyjéciu ukfadu Srazlils TUSINCATNOSCL uldadu 1
ieii 1 Pwyn
uktadu nielinearnego ol ST ey ]
71! yu E
I
_ 4 !
uy = Ayuy+ Aru2 24%0% V2 % ;
° 1
Sl SRR PO S . I |
4 1
uy = A+ Asud 64308 l/‘g 252
Ay ]
SR : PP ) NS SWE. I L i S S |
4 2 .8 __ Aa 3 i
Uy = Ajitx+ Agu? 2442038 V24 o 03 !
1 |
|
= o Tar e o |
A 1
they = Astix+Asu? 12043 03° 1’/f2—074’j' oy l‘
g
Natezenie sygnalu uzytecznego na wyjsciu uktadu A;o? ‘

4. WNIOSKI

Dla zwigkszenia zgodnosci obiektywnej oceny znieksztalcenn nielinearnych torow
elektroakustycznych z oceng subiektywna nalezy zastosowaé do obliczania i pomiardw
produktéw nielinearnych wejsciowego sygnalu o widmie zblizonym do widma rzeczy-
wistych sygnatéw fonicznych, np. gaussowskiego sygnatu szumu. W pracy wykorzystano
korelacyjna metode do wyznaczania produktéw nielinearnych na wyjsciu bezinercyjnego
toru elektroakustycznego przy gaussowskim sygnale wejsciowym, ktérego widmo obej-
muje caly zakres czgstotliwosci fonicznych. Wyprowadzono wzory umozliwiajace obli-
czanie produktéw nielinearnych przy znajomosci parametréw toru (wspotczynnikow wie-
lomianu aproksymujacego charakterystyke toru) oraz sygnalu wejsciowego (wartosci prze-
cigtnej i wariancji). Metoda ta umozliwia oddzielne obliczenie produktéw nielinearnych
poszczegdlnych rzedéw. W pracy podano wykresy widm poszczegdlnych rzeddw przy
gaussowskim sygnale wejSciowym. Calkowity produkt nielinearny réwna si¢ sumie pro-
duktow poszezegblnych rzedéw. Stosujac przedstawiona metode okreslono wplyw rzedu
nielinearno$ci ukiadu na wyjsciowy produkt nielinearny (tablica 1).



Tom XXXIIT — 1987 Analiza korelacyjna znieksztalcen ...

DODATEK 1

Wzory okreslajace funkcje fx(my, 6;) dla n i k zmieniajacego si¢ od 0 do 10

. k—n
is—5
Qi+ s .
= —1)k! 2 o n+2i, k—n—2i
S = A(=1) L Qi D)ik—n=2)! Oy My
1) n=0
foo=Ao
Jor = Aymy

Sor = Ax(m3+03)

Jos = As(m:3c+3mx0'>2c)

foa = Ag(mi+6m?Zo?+30%)

fos = As(m3+10m3 o2 +15m,03)

fos = Ag(mS+15ms 62 +45m?2 0% +150%)

for = A7(m]+21m3 0% +105m3 o5 +105m,. 63)

fos = Ag(mE+28mS 0% +210m 0%+ 420m3 6% +1050%)

Joo = Ao(m3+36m] 0%+ 378mS 0%+ 120m3 68+ 945m,. 0%)

Foro = A1o(mi°+45m 62 +630mS 0% +3150m% 6% +4725m? 6% + 94501°)

2) n=1

.fil = _Alax

Ji2 = —24,m 0,

fis = —3A3(m:2c0‘x+0'§c)

fia = —4A,(mio.+3m, 02)

fis = —S5As(mst o, +6mioi+307)

fie = —6A4¢(mio,+10m3oi+15m,03)

fin = —TA7(m& o+ 15ms o3 +45m3 o3+ 1507)

fis = —8Ag(m}o,+21m3 a3+ 105m3 o3+ 105m, 07)

fio = —9A4o(mE 0, +28mS 03 +210mé o3 +420m2 o] +10503)

fiio = —104,0(m3 o, + 36m1 o2+ 378m3 o3 + 1260m3 o7 +94507)
3) n=2

Joz = 2A20':2c

Jos = 643 m, 0%

Soa = 1244,(mZ 62 +03)

fas = 2045(m3 0%+ 3m, 03)

fos = 3044(m 6%+ 6m2o+30%)

for = 424,(m3 02+ 10m3 o + 15m,0%)

fog = 56A4g(mS o2+ 15mt oy +45mZ 68 +150%)

fas T2A44(m] 62+ 21m3 6% +105m3 08 +105m, %)

foro = 904, o(m8 02 +28mS ot +210m¢ 68 +420m2 08 4105 0%°)

Il



4

5)

6)

7)

8)

9)

=

f33
VEn
f35
J36
f37
f3s
f39
f310

n=
Jaa
Jas
Jae
f47

Jas
fao

3

Il

i

— 64503

—24A4,m, 03

—60A45(mko2+03)

—1204¢(m3 02 +3m,03)

—2104,(m% o2 +6m2 o3 +30l)

—33644(m3 o2+ 10m 6+ 15m, o)

—504A44(mS 03+ 15m% o3 +45m?% 6l +1502)
—T7204,o(m] o3+ 21m3 o3+ 105m32 0 + 105m, 03)

1204 5m, 0%

3604 ¢(m2o%+0%)

8404 ,(m3 ot +3m,c?)

16804 (m? o +6m2 6%+ 30%)
302444 (m3 0%+ 10m3 65+ 15m,.0%)

Sfa1o = 50404, o(mS 0%+ 15m% oS +45m2 0% + 150.°)

n =

5

f55 o ke 120A50‘£

Sse
f57
JSss
f59
f510

Jes
f67
f68
f69
f610

f710

Jes
f89
.f810

Il

I

Il

6

7

—T720A4¢m, 03

—25204,(m2 05 +0l)

—672045(m3 03+ 3m,c))
—15120A40(m5 o3 + 6m3i o7+ 303)
—30240A4,o(m3 03+ 10m3 67 + 15m, a2)

72044 08

50404, m,. 08

20160A45(m2 oS + of)

60480A44(m32 65+ 3m,. o)
151200450 (% oS + 6m2 08 +301°)

— 50404, 07

— 4032044 mo

— 18144044 (m2 ol +03)

— 6048004, (m3 o+ 3m.03)

4032045 0®
36288044 m, 0%
18144004, o (m? 6 + 61°)

4

(24
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10) =9

foo = —362884507

for0 = —36288004,,m, 03
1) n=10

figwe = 26288004 ,0°

DODATEK 2

Ocena btedu obliczania gestosci widmowej, wynikajgcego z uwzglednienia
skonczonej liczby cztondw szeregu

Przedstawiona w pracyl metoda obliczania gestosci widmowej sygnatu na wyjsciu
nielinearnego toru wykorzystuje roztozenie funkcji korekcyjnej w nieskonczony szereg.
Rozlozenie w szereg jest korzystne, poniewaz pozwala okresli¢ gestosci widmowe produk-
tow nielinearnaych poszczegolnych rzedéw. Suma wszystkich cztonéw szeregu przedstawia
catkowita gestos¢ widmowa sygnatu wyjsciowego. Poniewaz w praktycznych obliczeniach

[=e]
uwzglednia si¢ skonczona ilo$¢ cztondw szeregu > S,» powstaje btad, ktory zostanie

n=1 '
oszacowany.
Rzeczvwista gestos¢ widmowa sygnalu wyjsciowego jest okreslona wzorem

0

Sy0) = > L fEme, 050,0(0) (1)

n=1
natomiast przyblizona, przy uwzglednieniu N cztondéw jest réwna

N

Sy) = 2 me, 0050,4(@). ®

n=1
Nie uwzgledniona cze$¢ gestosci widmowej rowna jest roznicy zaleznosei (1) i (2): -

Sy(w)—Sy(w) = Z —’;lrf,f(mx, 0. 55, n(®). 3
n=N+1 :

Znormalizowana gesto$¢ widmowa s, ,(w) dla dowolnego n > N spetnia zaleznos¢:

[s 0}
al

@) <5 [lotorar < [lecorar @

Oznaczajac przez 2m najwigksza liczbe parzysta mniejsza lub réwnag N+ 1 oraz uwzglednia-
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jac zaleznos$¢ (4) mozna dla n > N napisaé:

Sen@) < f o< L f oD =

2 f Q_,Z‘m(‘[)d‘lf = Sx, Zm(o)- (5)

Uzyskang zalezno$¢ s, ,(w) < 8y, 2w (0) nalezy podstawi¢ do (3):

(@) — S)(®) < 55, 24(0) 5’ o) =

n= N+ 1

. o N
= Sx, Zm(o) [Z —ii!f;lz(mx> Gx)_ 2 %'!'"ﬁl(’n,v: Gx)] (6)
n=1 n=1 -

Korzystajgc z zaleznodci (16) podanej w rozdziale 2 i uwzgledniajac, ze ¢,.(0) = 1 mozna
napisa¢ nastepujgce zaleznosci:

0

1
~’-1!~f,,2(mx, O'x) = R).(O) = O'f, (7)
n=1
N
1 : '
—n!—'.f;z(mx: O-x) o Ryo = Gyz- (8)
n=1

Podstawiajac (7) i (8) do (6) otrzymuje si¢

Sy(@) =S (@) < (65— 0,°) Sy, 2m(0). ®
Zaleznos¢ (9) przedstawia bezwzgledny blad. Dla obliczenia bledu wzglednego nalezy
podzieli¢ (9) przez gestos¢ widmowa S;(0):

Sy(@)—=8, _ oy—0,*
S0 < am w0 (10)
Wariancje o; sygnatu wyjsciowego oblicza si¢ z ogdlnych wzoréw, podanych w dodat-
ku 3, w ktérych nie wystepuje szereg. Wartosé 0,2 mozna obliczy¢ z R} (0). Przy obliczaniu
g,? uwzglednia si¢ tylko te wspotczynniki 2 (m,, oy), ktére byly uwzgledniane przy wyzna-
czaniu Sj(w).

DODATEK 3

Warto$¢ przecigtna i wariancja sygnalu na wyjsciu toru nielinearnego

Wzér na warto$¢ przecigtna sygnatu na wyjsciu nielinearnego toru o charakterystyce

m

Fw) = D) Ay ()
k=0
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mozna wyrazi¢ nastgpujaco [2]:

my = [ Ff ) dus = Z A [ ubfut) du. @
Poniewaz
K !
k! Uy — 711,
ui T [(ux—mx)+mx]k = 2 l'(k—[)' U'xm; I(T—) ’ (3)
=0 ' %

k @
_ N ki et f(ux“m
My = 2 ZA" k=T o= o,
k=0 [=0 — o

Wyrazenie podcatkowe przedstawia centralny moment /~tego rzedu zmiennej przy-
padkowej. Dla rozktadu normalnego [7]

1
: ) fulu)duy. (C)

w© S (/+ D
! 2
—m. 1 _ oz ———-"" dla / parzystego
f ( u"a n&_) feluy)du, = —— f de 2dz=1 [+1
- x V2n - 0 dla [ nieparzystego
&)
gdzie z L jest znormalizowang zmienna losowa. Wprowadzajagc oznaczenie

x

! = 2i oraz podstawiajac (5) do (4) otrzymujemy koncowy wynik:

k'(21+1)” D k2
22 QirDh—2pr =M (6)

Obliczone z (6) wzory na wartos$¢ przecietna sygnatu na wyjsciu nielinearnego toru dla
m = 0+3 przedstawiono w tablicy 2.

Wzér na wariancje sygnalu na wyjséciu nielinearnego toru o charakterystyce (1) mozna
wyrazi¢ nastgpujaco [2]:

0} = f [Flu)—m,2f)du, = [ [Fa)Pf(u) duy—m,? =

f [Z Akul,‘c]z = felu)du,—m;. 7
— o0 k=0
Poniewaz
[57 Aku':c]2 = jjA,Asu;“, (8)
k=0 r=0s=0

wiec (7) przyjmuje postaé

o= D M aa, [ ) du—m?. ©)
0 — 0
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Poniewaz
r+s
- 1 (r+9)! e W
r+s s TJr+s — ! o r+s—1 x X
uX [(ux mx)+m.\] — l!(r"l‘S"—‘l)! Gx mx ( U_x ) 2 (]O)
wiec (9) przyjmuje postac:
m m r+s 2]
e X (r+s)! C o ue—m, \
R r+s—1 x x ) v
o, = % "/_—OJ gojA,As N Ts—Di alm’; _J p So(u) duy—m; .
(1D
Dla rozktadu normalnego, uwzgledniajac (5) mozna napisac:
m m r+s
[ vz LD R ez
o2 = 2 A, A No+stDU+1) o T —my dla / parzystego.
[ 0 dla / nieparzystego
(12)

Zaleznos¢ (12) umozliwia obliczenie wariancji sygnatu na wyjsciu nielinearnego toru
przy znajomosci charakterystyki toru okreslonej wzorem (1) oraz parametrow sygnalu
wejsciowego (1, 0,). Kwadrat wartosci przecigtnej sygnatu na wyjsciu uktadu oblicza sie
z wzoru (6). Obliczone z (12) wzory na wariancje sygnatu na wyjsciu nielinearnego toru
dla m = 0=+3 przedstawiono w tablicy 2.

Tablica .2
Wzory na warto$¢ przecietna i wariancje sygnalu na wyjsciu nielinearnego toru
7 |
m
m F(uy) = ZAku,‘;' : m o
k=0
0 Ao Ay 0 i
1 Ao+ Ay Ao—l-Alnu A%o2
T - ' S o et =
2 Ao+ A+ Asu? Ao—%—Almx—t—Az(mx—i-o‘ﬁ) A02+A3(Am2Z + 024208+
i +4A4, Aymy o2
|
3 | Ao+ Ay u+ A ul+Asul A0+A1mv+A2(m‘+a,f)+ Af 2+ A3(dm2o24+ 209+
+ As(m3+3my02) +A;Om*cZ+36m2ot+1508)+

+A; Ay meo2+6A4; As(mici+ |
+03)+ A4, A;(12md 03 +24m o) |
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M. WALASZEK

CORRELATION ANALYSIS OF NON-LINEAR DISTORTION
IN THE OUTPUT OF DEVICES
USING WIDE-BAND GAUSSIAN SIGNAL IN THE INPUT

Summary

A corelation method is pressented for calculation of spectral density in the output of memoryless audio
devices, using a wide-band Gaussian input signal. The method makes it possible to identify separately non-
linear products for successive orders of magnitude. This approach is particularly suitable for the solution
of highly non-linear problems, Products of non-linearity of the 2nd, 3rd, 4th and 5th orders for the input
Gaussian signal are given.

M. WALASZEK

ANALYSE CORRELATIVE DES DISTORSIONS NON-LINEAIRES DANS
LES CIRCUITS APPLIQUANT LE SIGNAL D’ENTREE GAUSSIEN

Résumé

On a présenté la méthode corrélative de calcul de la densité spectrale du signal a la sortie du circuit
non-linéaire excité par le signal gaussien a large bande. Cette méthode permet d’obtenir séparément les
produits non-linéaires des ordres consécutifs. On peut l'utiliser aussi bien pour les circits & petite qu’a forte
no-linéarité. On a déduit les formules pour les calculs techniques et on a présenté graphiquement la re-
lation de la densité specreale des produits non-linéaires des le 2¢me ay 5¢me ordre excités par le signal gaus-
sien a large bande.

M. WALASZEK

KORRELATIONSANALYSE DER NICHTLINEAREN
VERZERRUNGEN BEI ANWENDUNG EINES GAUB-EINGANGSSIGNALS

Zusammenfassung

In der Bearbeitung wird eine Korrelatins-Berechnungsmethode dargestellt fiir die Berechnung der
Spektraldichte des Signals am Ausgang einer nichtlinearen Bahn bei Erregung mittels breit-bandigen Gauf3-
Signals. Diese Methode ermoglicht die Losung einer ganzen Reihenfolge nichtlinearer Produkte; sie kann
bei Stufen mit kleiner und groBer Nichtlinearitit angewandt werden. Die Gleichungen sind fiir Ingenieur-
berechnungen abgeleitet worden. Die Kennlinien zeigen die Abhéngigkeit der Spektraldichte nichtlinearer
Produkte von 2. bis zur 5. Ordnung dei Erregung mitttels breitbandigen GauB-Signals.

M. BAJIAIIEK

KOPPEJISIUMOHHBIN AHAJIU3 HEJIMHEMHBIX WCKAXEHHN B 3JIEKTPOAKYCTU-
UECKOM TPAKTE IIPHI HCITIOJIbBOBAHMH BXOIHOI'O TAYCCOBCKOI'O CHUI'HAJIA

Pesome

IlpencTaBiieH KOPPETANUOHHDBIA METOJ DPACUETA CIEKTDAJIBHOI ILUIOTHOCTH CHICHAJIA HA BBIXOJE
HEJIMHEHHOI0 9JIEKTPOAKYCTHYECKOIO TPAaKTa IIPH IIPUMEHEHHH BXOJHOIO IUIHPOKOIOJIOCHOTO IayCCoB-
CKOTO cHurHajia. MeToJ 9TOT MOKET ObITh NPHMEHEH, KaK UIsT HeGOJBIINKX, TaK M CHJIBHLIX HEJHHEeH-
HOCTell TpakTa. BeIBeleHBI (DOpMysIbI, HCIOJIB3YEMBbIE B MHYKEHEPCKHUX pACueTax, MPEeNCTaBJIEHbI 3a-
BUCHMOCTH CIEKTPAJIbHOH IIJIOTHOCTH HEJIMHEHHBIX CHUTHAJIOB OT 2-TO A0 5-I0 MOPSAKA BKIIIOUHTEIBHO,
B CJIydae, KOrja Ha BXOJe TpaKTa IPUMEHSIETCS UIMPOKOIIOJIOCHON IayCCOBCKUI CUTHAI.
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Artykul ma charakter przegladowy i dotyczy fundamentalnego problemu rozwiazalnosci
nieliniowych obwodow rezystancyjnych. Przedstawiono wazne rezultaty w zakresie istnienia
i jednoznacznosci rozwigzan z wykorzystaniem kluczowych, w omawianych zagadnieniach,
koncepciji klas macierzy P, oraz par macierzy # . Omowiono szereg ogédlnych topologicznych
kryteriow rozwiazalnosci i wskazano na ich duzg przydatno$¢. Znaczng cze$¢ pracy poswie-
cono, rozpowszechnionym w zastosowaniach, obwodom tranzystorowym.' Prezentowana

_w pracy problematyka ma duze znaczenie poznawcze oraz §cisle wiaze si¢ z potrzebami symu-
lacji komputerowej. ¥

1. WPROWADZENIE

W polowie lat szes¢dziesiatych nastapito, trwajace do dzis, powazne zainteresowanie
teoria nieliniowych obwoddw rezystancyjnych poparte rozleglymi i glgbokimi bada-
niami. Przyczynil si¢ do tego postep w dziedzinie technologii oraz szerokie zastosowanie
komputeréw do analizy i projektowania ukladéw elektronicznych.

Obwody rezystancyjne sa strukturami nie zawierajacymi cewek i kondensatoréw zto-
zonymi z takich elementéw jak oporniki, tranzystory, zrodla sterowane, idealne transfor-
matory i zyratory, wzmacniacze operacyjne, niezalezne zrodia napiecia i pradu. Nieliniowe
obwody rezystancyjne odgrywaja wazna, fundamentalng role w ogolnej teorii obwodow
nieliniowych. Skladaja sie na to nastg¢pujace przyczyny.

1) Istnieje szeroka klasa ukladéw, w ktorych dominuja elementy rezystancyjne, a po-
jemnosci i indukeyjnosci moga by¢ pominigte.

2) Numeryczne wyznaczanie przebiegow czasowych obwoddéw dynamicznych dokonuje
sie¢ w wyniku dyskretyzacji rownan rézniczkowych opisujacych obwodd, co mozna zrealizo-
waé W procesie rozwiazywania tych réwnan lub na etapie ich formutowania przy wyko-
rzystaniu modeli iterowanych kondensatoréw i cewek. W ten sposob problem analizy
ukladéw dynamicznych zostaje sprowadzony do wykonania ciggu analiz obwoddéw re-
zystancyjnych. Powyzsza idee mozna rozszerzy¢ na analize wrazliwosciowa w dziedzinie
czasu obwodow dynamicznych.

3) Wyznaczenie stanéw réwnowagi lub punktéw pracy obwodow nieliniowych polega
na rozwiazaniu obwodu rezystancyjnego otrzymanego w wyniku zwarcia cewek i usunigcia
kondensatordw. :
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4) Na gruncie teorii nieliniowych obwodow rezystancyjnych mozna rozwigzaé wiele
probleméw z innych dziedzin jak np. transport lub przeplywy sieciowe.

Rozpatrywane w procesie analizy obwody sa modelami rzeczywistych obiektow fi-
zycznych i tylko w pewnym zakresie w przyblizeniu charakteryzuja te obiekty. Za rozwia-
zanie obwodu uwazamy rozwigzanie rownan opisujacych obwod. Istnienie i jednoznacznosé
rozwigzania jest najbardziej fundamentalnym problemem teorii nieliniowych obwodoéow
rezystancyjnych. W celu naswietlenia tej kwestii zostanie ponizej rozpatrzonych kilka
prostych przyktadow.

Na rys. 1 pokazano obwdd zawierajacy diod¢ opisang réwnaniem i = K(e* —1).
Jezeli j < (—K), to obwdd nie ma rozwigzania, bowiem nie istnieje u spetniajace row-
nanie K(e**—1) = j (rys. 2). Gdyby w modelu zrédta uwzgledni¢ konduktancje G > 0
(rys. 3), wowczas réwnanie obwodu K(e*—1) = j—Gu miatoby rozwiazanie i bytoby
ono jednoznaczne (rys. 4). Na podstawie powyzszych rozwazan mozna sadzi¢, ze nie
istnienie rozwigzania w obwodzie jest konsekwencja nieadekwatnosci zastosowanego
modelu.
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Rys. 1. Obwodd zawierajacy diode Rys. 2. Graficzna analiza obwodu z rys. 1
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Rys. 3. Obwod z konduktancja G > 0 Rys. 4. Graficzne rozwiazanie obwodu z rys. 3

Kolejny przyktadowy obwdd (rys. 5) zawiera opornik nieliniowy o charakterystyce
i = f(u) pokazanej na rys. 6. W zaleznos$ci od wartosci pradu zrédtowego j obwdd moze nie
mie¢ rozwigzania (j = j;), moze mie¢ nieskorczenie wiele rozwigzan (j = j,), dwa (j = j3),
trzy (j = j,) lub jedno (j = js) rozwiazanie. Istnienie wielu rozwiazan jest cechg charakte-
rystyczna obszernej klasy obwodoéw elektronicznych, czesto warunkujacg prawidtowe dzia-
tanie uktadu. Nalezy zauwazy¢, ze przyjecie w rozpatrywanym przypadku modelu zZrédta
jak na rys. 3 oraz odstapienie od zaloZenia, ze charakterystyka ulega nasyceniu nie zmienia
faktu istnienia, w pewnych warunkach, wielu rozwiazan (rys. 7).
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Rys. 5. Obwodd przykladowy Rys. 6. Charakterystyka opornika nieliniowego
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Rys. 7. Analiza graficzna .

Z powyzszych rozwazan wynika, Zze nieliniowy obwéd rezystancyjny moze nie mieé
rozwiazania, moze mie¢ jedno rozwiazanie lub wiele rozwigzan. Badanie rozwiazalnosci
jest podstawowym problemem jakosciowej analizy obwodow nieliniowych. W dalszej
czesei artykutu dokonano przegladu wainiejszych osiagnie¢ z tej dziedziny.

Szeroki zakres problematyki dotyczacej teorii nieliniowych obwodow rezystancyjnych
ujeto w pracach [1—3]. '

2. ROZWIAZALNOSC OBWODOW NIELINIOWYCH BEZ ZRODEE STEROWANYCH

Problem rozwiazalnosci nieliniowych obwodow rezystancyjnych po raz pietwszy sfor-
mulowal Duffin w 1947 r. [4]. Rozwazone byly obwody utworzone z opornikow nie-
liniowych i Zrddet niezaleznych. Podstawowym warunkiem wystarczajacym istnienia
jednoznacznego rozwiazania by}o'ZeLdanie, aby charakterystyki i-u opornikow nielinio-
wych byly funkcjami scisle monotonicznie rosngcymi, odwzorowujacymi o§ liczb rzeczy-
wistych na siebie.

Glebokie studia nad omawianym zagadnieniem przeprowadzili Sandberg i'FWillson,
a najwazniejsze rezultaty zostaly przedstawione w pracy [5]. Badania dotyczyly obwoddéw
d.c. utworzonych z opornikéw liniowych o dodatnich rezystancjach, opornikéw nielinio-
wych oraz niezaleznych Zrédel napigcia i pradu. Obwdd przedstawiono w postaci linio-
wego n-wrotnika obcigzonego opornikami nieliniowymi (rys. 8). Eliminujac z rozwazan
pewne patologie, mozna rozpatrywany n-wrotnik opisa¢ réwnaniem ,

‘ Ay+Bx = ¢ )
gdzie x = [x,, .. x, )7 eR, y=[y,... .17 €R" a skladowymi tych wektoréw sa prady

lub napiecia wrotowe; A I B oznaczajg rzeczywiste macierze n x n; ¢ jest stalym wektorem

N
3 Rozprawy Elektrotechniczne 1/87
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zaleznym od wymuszen. Jezeli prady i napiecia zréddlowe sg réwne zZeru, to przy oznaczeniu
z = —X otrzymuje si¢ z (1): .
' Ay = Bz %))

— -O- -©-
i ce e

Rys. 8. Obwdd z wyodrebnionymi opornikami nielinjowymi

Poniewaz n-wrotnik zawiera jedynie oporniki liniowe o dodatnich rezystancjach, wiec dla
wszystkich wektoréw y i z spelniajacych (2) zachodzi

y'zz0 (3)

Z tego powodu (A, B) nazywa si¢ pasywna para macierzy. Zakladajac, ze oporniki nie-
liniowe sg opisane rownaniemy = £(x) = [f;(x;) ... fy(x,)]" otrzymuje si¢ na podstawie (1)

CAf(X)+Bx =c¢ @)

Przyjeto, ze f:R" — R" nalezy do klasy funkcji 4" o tej whasciwosci, ze funkcje fi(k =
=1, ..., n) s3 ciggle i scisle monotonicznie rosnace. Przez .4 (B) oznaczono zbidr wszyst-
kich x e R" spetniajacych réwnanie Bx = 0. Ponadto Vfe.#" okreslono zbidr Z(f)
wszystkich x e R", dla ktérych f(ox) jest ograniczone, gdy ¢ — co.

Twierdzenie ]

Niech f e.#" i niech (A, B) bedzie pasywna para macierzy rzeczywistych n x n. Woéwczas
réwnanie (4) ma jedno rozwiazanie Ve € R" wtedy i tylko wtedy, kiedy Z(f)nA (B) = {0}.
Jezeli Z(H)n A" (B) # {0}, to istnieje takie ¢ € R", Ze réwnanie (4) nie ma rozwiazania.

Powyzsze twierdzenie dotyczy obwodéw, w ktérych oporniki nieliniowe maja $cisle
monotonicznie rosnace charakterystyki. Wykazano réwniez [5], ze sformutowane warunki
wystarczaja, aby istniato co najmniej jedno rozwiazanie réwnania (4) jezelidlak = 1, ..., n
Ju jest funkcjg ciagla oraz 34, > 0 takie, ze f; jest $ciSle monotonicznie rosngca dla
|xk| > 4. Taka funkcja f; bedzie nazywana funkcja kraicowo scisle monotonicznie ros-
ngcey.

Przyktad

Na rys. 9 przedstawiono obwod zawierajacy cztery oporniki nieliniowe o charakte-
rystykach i-u pokazanych na rys. 10. Réwnanie obwodu jest nastepujace

000 0] [A@w)] [1 -1 0 0] [u, e
000 —1f |L@)| |0 01 0f [uw]_| e
110 of || lo 00 0f |us —i
001 0f [fiGod lo o0 1] | —~i
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W rozpatrywanym przypadku otrzymuje sig¢
=/V(B) = {”1 = Uy, u; = 0,iy = 0}
oraz

;

BE) =T xxI;xI,, gdzie I, = {0},I, = (—c0, o0),
I3=('—OO,O],I4=(-—OO,OO).

Stad Z(f)nA"(B) = {0}, a zatem obwdd ma jednoznaczne rozwiazanie.
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Rys. 10. Charakterystyki opornikoéw wystepujacych w obwodzie z rys. 9

Desoer i Katzenelson zapoczatkowali badania topologiczne rozwigzalnosci nielinio-
wych obwod6w rezystancyjnych. W pracy [6] rozpatrzono obwéd .4 ztozony z opornikow
nieliniowych zaréwno uzaleznionych napigciowo jak i pradowo oraz wykazano stusznosé
nastgpujacego twierdzenia.

. Twierdzenie 2

Jezeli w obwodzie .# zachodzg warunki: »

1) istnieje drzewo utworzone tylko z opornikéw uzaleznionych pradowo oraz dopel-
nienie utworzone tylko z opornikéw uzaleznionych napigciowo;

2) charakterystyka i = gi(ux) kazdego opornika nalezacego do dopemienia oraz cha-
rakterystyka u; = ri(iy) kazdego opornika nalezacego do drzewa jest funkcja ciagla

3*
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i monotonicznie rosngca, to dla dowolnych zrédet pradowych dolaczonych do weztdow
oraz dla dowolnych zrddel napieciowych dotaczonych w wyniku rozcigcia galezi obwdd
ma jedno rozwiazanie. N

Z warunku 1) wynika, Zze w obwodzie .# nie mogq wystapi¢ petle (przekroje) utworzone
tylko z opornikéw uzaleznionych pradowo (napigciowo). Z zalozenia tego odstapiono
w pracy [7] dzieki bardziej szczegétowemu rozrdznieniu wystgpujacych w obwodzie nie-
liniowosci. Oporniki nieliniowe o ciaglych monotonicznie rosnacych charakterystykach
o = f(o) (gdzie ¢ oznacza prad, a ¢ napigcie lub odwrotnie), podzielono na trzy zbiory:
U, H oraz B. Opornik jest typu U jezeli jego charakterystyka spelnia zaleznos¢ f(g) — o,
gdy o — oo oraz f(o) - —oo gdy 0 » —co; typu H jezeli albo f(g) - — o0, gdy 0 = — o0
oraz dla pewnego K > 0 |f(0)| < K, gdy ¢ — o0, albo [f(¢)| < K dla pewnego K gdy
o~ —oo oraz f(g) —» © gdy ¢ — co; typu B jezeli {f{o)| < K, gdy |o| — oo.

Twierdzenie 3

Niech 4 oznacza obwdd utworzony z opornikéw o cigglych, $cisle monotonicznie
rosngeych charakterystykach, Obwéd ma jednoznaczne rozwiazanie dla dowolnych. war-
tosci zrodtowych Zrodet napigcia dotaczonych do obwodu poprzez rozciecie galezi oraz
zrodet pradu dotaczonych do wgz’fow obwodu wtedy i tylko wtedy, kiedy zachodza naste-
pujace warunki:

1) Kazda petla utworzona z opornikéw uzaleznionych pradowo zawiera albo co naj-
mniej jeden opornik typu U albo co najmniej dwa oporniki typu H, przy czym nje wszystkie -
te oporniki (typu H) sa jednakowo zorientowane! . '

2) Kazdy przekroj utworzony z opornikéw uzaleznionych napieciowo zawiera albo
co najmniej jeden opornik typu U albo co najmniej dwa oporniki typu H i nie Wszystkie
te oporniki (typu H) sa jednakowo zorientowane. '

Uwaga

Jezeli obwdd Yawiera opornik typu H, to przypisujemy mu taka orientacjg, aby |f(o)| <
< K, gdy 0 — o0. '

Dla obwodu zawierajacego oporniki, ktérych charakterystyki nie sa monotonicznie
rosnace ale sa krarficowo $ciSle monotonicznie rosngce, zalozenia twierdzenia 3 stanowia
warunki wystarczajace istnienia co najmniej jednego rozwiazania. '

3. ROZWIAZALNOSC OBWODOW NIELINIOWYCH ZAWIERAJACYCH
ZRC)DLA STEROWANE

W omawianych wyze_l pracach badanie istnienia Jednoznacznego rozwigzania, doty—
czylo obwodow nie zawierajacych zrédet sterowanych ani opornikéw lokalnie aktywnych.
Wystepowanie takich elementéw dopuszczono w pracy [8]. Podano tam zatozenia topolo-
giczne uzupelnione warunkiem ilosciowym wymagajacym przeprowadzenia analizy pew-

1 Zbior galezi nalezacych do petli (przekroju) w grafie zorientowanym na jednakowa orientacje
jezeli mozna przyjgc taki kierunek odniesienia, ze zwrot kazdej galezi zbioru jest zgodny z tym kierun-
kiem.
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nego liniowego n-wrotnika (rys. 11) utworzonego z oﬁornikéw liniowych oraz zrédet ste-
rowanych. Konduktancje widziang z zaciskéw kk’, po rozwarciu zaciskéw 11/, ..., (k—1),
(k—1)" oraz zwarciu zaciskow (k+1), (k+1)', ..., nn’ oznaczono przez f,. Wspomniany
wyzej warunek ilociowy byl nastepujacy: B > 0 dla k =1, ey L

[ A

l (=0,
|

L

—
e ] ]

7 n n’

Rys. 11. Liniowy n-wrotnik

Nishi i Chua wykazali ostatnio [9], ze w obwodzie o utworzonym z opornikéw linio-
wych o dodatnich rezystancjach, opornik6w nieliniowych o $ci§le monotonicznie rosna-
cych charakterystykach i-u odwzorowujacych 0§ liczb rzeczywistych na siebie, wszystkich
czterech rodzajéw liniowych zrodet sterowanych o dodatnich wspdlczynnikach oraz 7ré-
del niezaleznych mozna sformutowaé wylacznie topologiczne warunki istnienia :jednego
rozwigzania. Wykorzystano tu nowa strukture topologiczng — graf o komplementarnej
strukturze drzewa. Otrzymane rezultaty nalezy zaliczy¢ do najwigkszych osiagnieé w dzie-
dzinie jakosciowej analizy nieliniowych obwodéw rezystancyjnych.

Dla rozpatrywanego obwodu &/ tworzy si¢ graf G stosujac nastgpujace zasady. Kaz-
demu Zrédtu niezaleznemu i kazdemu opornikowi przyporzadkowuje si¢ galaz grafu
o dowolnie przyjetej orientacji. Kazdemu Zrodtu sterowanemu odpowiada para gatezi
zorientowanych w sposéb pokazany na rys. 12. Na otrzymanych w ten sposdb grafach
beda wykonywane nastegpujace operacje:

fo——— ) ao . pb

R
q'o—— I a b
go——— —of a afy
b G, B
'o—— op’ a »
a b a b

{ @a[ §€
at b 7 Nep
a9 b a Ab
TU <1>(1U D{
ae b ao’ - ®b’

Rys. 12. Grafy zrédet sterowanych

1) 0/@(R) — oznacza zwarcie lub rozwarcie galezi grafu odpowiadajacej opornikowi R,
przy czym rozwarcie oznacza usunigcie galezi z pozostawieniem weztow, do ktérych ga-
laz byla dolgczona.

2) /-] —dla galkzi odpowiadajacej niezaleznemu zrodhu napiecia E, (pradu 1)
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operacja Z(E,) (Z(I,)) oznacza zwarcie (rozwarcie) tej galezi. W przypadku Zrédta ste-
rowanego CS sens operacji &/CS/ wyjasnia rys. 13.

cCcvs vCCs cces VCVsS

a b b | a
a b |0 o |g o | © b
o o o o
a blo Ie) a o | o b’
a’ b’ b | a

Rys. 13. Ilustracja operacji Z [CS/

Sformutowano, przytoczone nizej, warunki zwane dalej zaloZzeniami topologicznymi
(Z7D).

1) Graf obwodu nie zawiera zadnej petli ztozonej wytacznie z gatezi odpowiadajacych
nastepujacym elementom: niezalezne Zrédia napigcia, galezie sterowane zrédet CCVS
lub VCVS, galezie sterujace zrédet CCVS lub CCCS.

2) Graf obwodu nie zawiera zadnego przekroju utworzonego wylacznie z galezi od-
powiadajacych nastepujacym elementom: niezalezne Zrddia pradu, galezie sterowane
zrédet CCCS lub VCCS, galezie sterujace zrodet VCVS .lub VCCS.

Wyszezegolniono trzy rodzaje przeksztalcania grafu:
- a) zastosowanie operacji Z(E;) do kazdego Zrédla napigcia oraz Z(J;) do kazdego
zrodta pradu,

b) zastosowanie operacji:0/p(R) do kazdego opornika,

¢) zastosowanie operacji & (CS) do niektérych (w szczegdlnosci do zadnego) Zrédet
sterowanych.

Rozpatrzono graf G, ztozony z n par galezi (k, k) (k =1, ..., n) odpowiadajacych n
Zrodtom sterowanym. Graf G, nazywa sie grafem o komplemeutarnej strukturze drzewa
jezeli jest spdjny i zaréwno galezie sterujace {k;k = 1,2,...,n} jak i sterowane {IAc;
k=1,2,..,n} tworza drzewo w G,. Graf G, nazywa si¢ grafem o dodatniej (ujemnej)
komplementarnej strukturze drzewa, jezeli detBy > 0 (< 0), gdzie By oznacza podmacierz
macierzy fundamentalnych petli [BTII], przy czym T jest drzewem utworzonym z galezi
- sterujacych.

Nastepujace twierdzenie okreSla topologiczne warunki konieczne i wystarczajace
istnienia jednoznacznego rozwiazania w obwodzie .

Twierdzenie 4

Obwéd &/ spelniajacy zalozenia topologiczne (ZT) ma jedno rozwiazanie dla wszyst-
kich dopuszczalnych wartosci parametrow? wtedy i tylko wtedy, kiedy jego graf nie moze
by¢ zredukowany w wyniku zastosowania operacji a), b) i ¢) do grafu o ujemnej komple-
mentarnej strukturze drzewa.

Przyktad

Obwdd z rys. 14 spetnia zatozenia topologiczne (ZT). W wyniku zastosowania ope-
racji a), b) oraz c) wygenerowano grafy o komplementarnej strukturze drzewa przedsta-

2 To znaczy dla dowolnych dodatnich rezystancji liniowych opornikéw, dowolnych warto$ci pradow
i napie¢ 7rédet niezaleznych, dowolnych dadatnich wartosci wspotczynnikow Zrodet sterowanych.
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wione na rys. 15. Poniewaz wszystkie te grafy maja dodatnia komplementarna strukture
drzewa z twierdzenia 4 wynika, Ze rozpatrywany obwdd ma jedno rozwiazanie.

o
U
o <>
Gl

Rys. 14. Obwod przykladowy

a) &) f) g)

vy e R T O o

Rys. 15. Grafy o komplementarnej strukturze drzewa obwodu z rys. 14

v
Uwaga

Sformutowane wyzej twierdzenie pozostaje stuszne dla nieliniowosci niespetiajacych
warunku odwzorowywania osi na of o ile stowa. ,,istnieje jedno rozwiqzanie” zostana zasta-
pione stowami ,,istnieje co najwyzej jedno rozwiqzanie”.

Nishi i Chua podali ponadto w pracy [9] kilka dodatkowych twierdzefi wyrazajacych
topologiczne warunki rozwigzalnosci, a w artykule [10] coi sami autorzy zastosowali
podobna idee do analizy jakosciowej obwoddw zawierajacych wzmacniacze operacyjne.

4. ROZWIAZALNOSC OBWODOW TRANZYSTOROWYCH

Opublikowany w 1969 r. artykul [11] Sandberga i Willsona zapoczgtkowal intensywne
prace nad problemem rozwiazalno$ci d.c. obwodéw diodowo-tranzystorowych. Wystepu-
jace w badanych obwodach tranzystory bipolarne sa modelowane za pomoca schematu
Ebersa-Molla (rys. 16), gdzie: iy = fi(u)) = m(e"—1), ic = f(u,) = my(e"*>—1),
przy czym m; > 0;, n; > 0 dla tranzystora typu p-n-p oraz m; < 0, n; < 0 dla tranzystora
n-p-n (i = 1, 2). Funkcje f;(u;) ulegaja nasyceniu (rys. 17 i 18) co ma niekorzystne kon-
sekwencje. Jezeli uwzgledni sie efekt uplywu powierzchniowego zlacza p-n, to zamiast
nasycenia, wykres funkcji f; bedzie asymptotycznie zblizal si¢ do linii prostej o dodatnim
nachyleniu. Z kolei efekt przebicia lawinowego zlacza dla rewersyjnej polaryzacji moze by¢
zamodelowany w postaci funkcji pokazanej na rys. ‘19.

W obydwu ostatnich przypadkach, w odréznieniu od przebiegdw z rys. 17 i 18 Jr
jest funkcja odwzorowujgca o§ liczb rzeczyw1stych na siebie. W zalezno$ci od przyjetego
charakteru nieliniowosci rozréznia si¢ model wykltadniczy (charakterystyki jak na rys. 17
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Rys. 16. Model = Ebersa-Molla Rys‘. 17. Przebieg fi(u;) dla  Rys. 18. Przebieg fi(u;) dla
tranzystora bipolarnego tranzystora p-n-p tranzystora n-p-n

0

=y

Rys. 19. Przebieg i(u) z uwzglednieniem efektu przebicia lawinowego

i 18) i model skorygowany (o charakterystykach odwzorowujacych R' na siebie). Anali-
Zujac obwdd z rysunku 16 otrzymuje sie

[h] [ L —o [ fi(ur)
) g —IHfz(ug)} / )
przy czym O < o, o, < L.

Wystepujace w obwodach diody (rys. 20) beda opisane funkcja wykltadnicza iy =
= fi(uy)) = K(e**a—1), gdzie K > 0, 4 > 0 lub funkcja wyktadniczg skorygowana w spo-
s6b omdwiony wyzej.

W dalszym ciggu rozpatrzono obwody d.c. utworzone z tranzystoroéw, diod, opornikow
liniowych o dodatnich rezystancjach oraz niezaleznych zrédet napigcia i pradu (rys. 21).

s D5 ]

4 M Y ug | up Y2 @n-1Yusnq| up, Yon Yi2n+r lzn+a
N e i S . o .
NP Uppsy Ugn+a
Ug (]
O 1%l
Rys. 20. Dioda o charakterystyce Rys. 21. Obwod z wyodrgbnionymi tranzystorami i diodami

iy = f;l(”d)
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Wyodrgbniony na rys. 21 m-wrotnik liniowy mozna opisa¢ (podobnie jak poprzednio)
rownaniem
Au+Bi = ¢ . (6)
Z zaleznosci (5) wynika »
i= Tf(u) @)
' I —a®
gakT=L®n®m®n®hwmymmTw{;w) ILRH®=UNMM
. - f
N ) o
Z réwnan (6) i (7) wynika B
Mf(u)+Nu = ¢ (®)
gdzie M = BT, N = A. W szczegolnym przypadku, gdy istnieje opis admitancyjny
m-wrotnika otrzymuje si¢ .
Tf(w)+Gu = ¢ , ‘ ®

—i po pomnozeniu przez T~! dochodzi si¢ do réwnania
f(u)+Qu = b (10)

W jakosciowej analizie obwodow diodowo-tranzystorowych fundamentalng role odgrywa
klasa macierzy P, [11-15] oraz klasa par macierzy # o [16]. Macierz rzeczywista A mxm
nalezy do klasy P, jezeli det(A+D) # 0 dla kazdej macierzy diagonalnej D > 0. -Para
mxm macierzy rzeczywistych (A, B) nalezy do %", jezeli det(AD+B) # 0 dla kazdej
macierzy diagonalnej D > 0.

W celu sprawdzenia, czy para macierzy (A, B) nalezy do klasy # ', trzeba wygene-
rowaé, wedlug pewnej reguly, 2" macierzy o wymiarach m x m i obliczy¢ ich wyznaczniki.
Wrynik jest pozytywny, jezeli wszystkie te wyznaczniki sa nieujemne albo wszystkie nie-
dodatnie i co najmniej jeden z nich niezerowy. Dla duzej liczby m jest to czynno$¢ bardzo
czasochonna. »

Rezultaty dotyczace rozwigzalnosci obwodéw diodowo-tranzystorowych o nielinio-
wosciach wykladniczych opisanych réwnaniem (9) zawiera twierdzenie Sandberga [14]:

Twierdzenie 5

Niech <{u, Tf(w)> > 0 Vu € R™. Funkcja Tf/ - /+ G jest homeomorfizmem z R™ na R”
wtedy i tylko wtedy, kiedy T~'G € P, oraz Z/f/nA(G) = {0}. Jezeli T-'G ¢P,, to
istnieja co najmniej dwa rozwigzania réwnania (9) dla pewnego ¢ € R™; jezeli T!G € P,
lecz B/f/NA(G) # {0}, to dla pewnego ¢ € R™ nie istnieje rozwigzanie rownania (9).

Do obwodéw opisanych ogdlnym réwnaniem (8) stosuje si¢ nastepujace twierdzenie
Willsona [16]

Twierdzenie 6

Roéwnanie (8) ma jedno rozwigzanie Ve e R™ i Vi) = [fi(u)) ... fu(u,)]" takiej, ze
dla i =1, ..., m fi(;) jest funkcja $cisle monotonicznie rosnaca odwzorowujaca R! na
sicbie wtedy i tylko wtedy, kiedy (M, N) € #,. ‘

Z dowodu powyzszego twierdzenia wynika, ze jezeli (M, N) ¢ ¥4, to istnieje taka funkcja
f(u) (spetniajaca podane w twierdzeniu warunki) i taki wektor ¢ € R™, ze réwnanie (8) ma
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wigcej niz jedno rozwigzanie. Natomiast dla ustalonej funkcji f(u) przy (M, N) ¢ #"¢ moze
sie zdarzyé, ze istnieje jedno rozwigzanie réwnania (8) dla wszystkich wektorow ¢ € R™.
Dla funkcji, ktére nie odwzorowuja przestrzeni R™ na siebie zachodzi twierdzenie::

Twierdzenie 7

Yezeli f(u) = [f1(4y) ... fru(Um)]™ jest takim odwzorowaniem, ze dla i = 1, ..., m fi(u;)
jest funkcja $cisle monotonicznie rosnaca odwzorowujaca R w siebie oraz (M, N) € #,
to istnieje co najwyzej jedno rozwiazanie réwnania (8) dla kazdego ¢ e R™ 4

Z powyzszych rozwazaf wynika, ze przynalezno$¢ pary macierzy (M, N) do klasy %
ma kluczowe znaczenie w badaniach istnienia i jednoznacznosci rozwigzan rozpatrywanej
klasy obwodéw. Wykazano [17], ze dla okreslonych klas obwodéw diodowo-tranzystoro-
wych warunek (M, N) € #°, zachodzi przy wszystkich dopuszczalnych wartosciach
parametréw. Taka klasa sg uklady o strukturze przedstawionej na rys. 22, Ukfady te nie
moga wiec mieé wigcej niz jedno rozwigzanie, co umozliwia sformutowanie nastgpujacego

wniosku:
B+

d® O |00
02y |0 ¥
i ji

Rys. 22. Specjalna klasa obwodéw diodowo-tranzystorowych

-

_—

B

Nie mozna dokonaé syntezy bistabilnego obwodu ztozonego z opornikéw, cewek,
kondensatoréw, diod, niezaleznych Zrédet napigcia i pradu oraz dowolnej liczby tranzys-
toréw, ktory po zwarciu cewek i usunigciu kondensatoréw ma strukturg z rys. 22.

‘W celu petniejszego wykorzystania otrzymanych wynikéw, badany obwdd dzieli sig
na dwa podobwody polaczone ze sobg w okreslonych weztach x oraz y. Jezeli obydwa

'podobwody spehiaja pewne zaloZenia, to mozliwe jest wnioskowanie o. przynaleznosci

par macierzy (M, N) do klasy #", na podstawie oddzielnych analiz podobwodéw. Istot-

ng role spetia tu nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 8

Niech obwéd pokazany na rys. 23a bedzie opisany réwnaniem Mf(u)-+-Nu = ¢ oraz
niech réwnania poszczegdlnych podobwodéw z rys. 23b beda nastepujace: M,f,(u,)+
+N,u, = ¢;, Mfy(u,)+Nyu, = ¢,. Jezeli (M,,N,)e#, oraz (M,, N,) e #, dla
wszystkich dodatnich wartosci rezystancji R*, to (M, N) € #.

%) Warunek ten moze by¢ zastapiony nastepujacym: dla R =01i R = .
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a) b)
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Rys. 24. Obwod przykiadowy

Rys. 25. Podobwody utworzone z obwodu z rys. 24

Przyktad

Na rys. 24 przedstawiono obwdd tranzystorowy z zaznaczonymi punktami x i y wskazujg-
cymi spos6b podziatu. Poniewaz kazdy z podobwodéw (rys. 25) ma strukture z rys. 22,
wiec na podstawie twierdzenia 8: (M, N) € #7,. Oznacza to, ze obwdd z rys. 24 ma co
najwyzej jedno rozwiazanie, jezeli w modelu tranzystoréw uzyto nieliniowodci typu
wykladniczego lub jedno rozwiazanie jezeli wprowadzono nieliniowoséci skorygowane.
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W rozpatrywanym obwodzie twierdzenie 8 okazalo si¢ wyjatkowo efektywne. Twier-
dzenie to jest réwniez bardzo pomocne w przypadku, gdy poszczegdine podobwody nie
majg postaci struktury z rys. 22, bowiem naktad pracy zwiazany z oddzielna analizg dwéch
podobwoddw jest znacznie mniejszy niz przy analizie pelnego obwodu.

Wazne rezultaty dotyczace topologii obwodéw tranzystorowych o wielu rozwiaza-
niach przedstawili Nielsen i Willson w kolejnej pracy [18]. Zdefiniowano tam S, Strukture
ze sprzezeniem zwrotnym” pokazana na rys. 26. Pojawienie si¢ takiej struktury w wyniku
zwarcia zrédel napigciowych, usunigcia zrédet pradowych, zwarcia lub rozwarcia opor-
nikéw oraz zastgpienia wszystkich tranzystoréw, poza wybranymi dwoma, przez struk-
tury z rys. 27 ma decydujacy wplyw na rozwigzalno$é obwodu. Precyzuje to kolejne twier-
dzenie.

|

Rys. 26. Struktura ze sprzezeniem zwrotnym

2

2 2

o / o $ 2
10 1 1 10 1

o ) \:

3 3 3 3 3

Rys. 27. Struktury zastgpujace tranzystory
Twierdzenie 9

Niech Mf(u)+Nu = ¢ bedzie réwnaniem obwodu tranzystorowego. Wowczas
(M, N) e %", dla dowolnych (dodatnich) wartosci rezystancji opornikdéw i dowolnych
wartosci parametrow tranzystordw (0 < o, @, < 1) wtedy i tylko wtedy, kxedy w obwo-
dzie nie wystepuje ,,struktura ze sprzezeniem zwrotnym’’.

Uwaga
Tranzystory tworzace uklad z rys. 26 moga by¢ réznych typdw (p-n-p, n-p-n) o réznym
usytuowaniu zaciskéw emiterowych i kolektorowych.

Wynika stad, ze jezeli w obwodzie nie wystepuje zadna ,,struktura ze sprzezeniem
zwrotnym”, to obwéd ma co najwyzej jedno rozwigzanie. W przypadku, gdy taka struk-
tura wystepuje (M, N) ¢ #", dla pewnych wartosci parametréw. Rozstrzygnigcie, czy dla
danych parametréw zachodzi (M, N)e#, wymaga przeprowadzenia dodatkowej
analizy omdwionej poprzednio. Twierdzenie 9 pozwala ponadto wnioskowaé, ze w kaz-
dym obwodzie majgcym wiecej niz jedno rozwigzanie wystepuje ,,struktura ze sprzezeniem
zwrotnym”.

Sformutowane wyzej rezultaty topologiczne dotyczace obwoddéw z tranzystorami
bipolarnymi moga by¢ bezposrednio przeniesione na klase obwodéw zawierajacych
tranzystory FET o typowych charakterystykach przedstawionych na rys. 28. Przy usta-
leniu tego faktu istotna role odgrywa sformulowane nizej twierdzenie [19].
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I
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Rys. 28. Typowe charakterystyki tranzystora FET z kanalem typu #

apic efle
le=h{uy) (o =h{)
(1 [ZA
uq s
S 6 0

Rys. 29. Uklad rozpatrywany w twierdzeniu 10
Twierdzenie 10

Dla dowolnie wybranych dwéch punktéw pracy tranzystora FET mozna utworzy¢
obw6d przedstawiony na rys. 29 o tych samych punktach pracy. W obwodzie tym f; i />
sg funkcjami $ci§le monotonicznie rosnacymi odwzorowujacymi o liczb rzeczywistych

" na siebie oraz jeden z parametréw oy, o, nalezy do przedziatu (0, 1), a drugi do przedzialu
©, 1}.

Nalezy podkresli¢, ze uklad z rys. 29 nie jest traktowany jako wielkosygnatowy mo-
del tranzystora FET lecz jedynie jako obwéd, ktory mioZe przyjmowaé dowolna parg
punktow pracy wystgpujqcych w tranzystorze FET. Mozliwo$¢ zastosowania wezesniej-
szych wynikéw dotyczacych tranzystoréw bipolarnych do ukladéw z tranzystorami FET,
wynika stad, Ze obwdd z rys. 29 ma wszystkie jakosciowe wiasciwoéci modelu Ebersa-
Molla wykorzystywane w dowodzeniu przedstawionych wyzej twierdzef topologicznych.
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Vv
Omawiane zagadnienie jest szczegdtowo przedstawione w pracy [19]. Przytoczone w wy-
kazie literatury prace [20—28] stanowia uzupelnienie problematyki omawianej w ni-
niejszym artykule.

4. UWAGI KONCOWE

Analiza nieliniowych obwodéw rezystancyjnych odgrywa wazna, fundamentalng
rolg w ogolnej teorii obwodéw. Postep technologiczny oraz szerokie zastosowanie kompu-
terow do projektowania uktadéw elektronicznych byly czynnikami stymulujacymi postep
w tej dziedzinie. Najwazniejszym problemem teorii nieliniowych obwoddéw rezystancyj-
nych jest istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazania. Badania w tym zakresie maja duze
znaczenie poznawcze pozwalajac glebiej zrozumieé nature obwoddw nieliniowych. Z dru-
giej strony otrzymane rezultaty $cisle wigza si¢ z potrzebami symulacji komputerowe;j. -
Szereg idei dotyczacych rozwigzalnodci przyczynilo si¢ do rozwoju teorii obwodéw
nieliniowych i matematyki stosowanej.'Na szczegllng uwage zastuguja te wyniki, ktore
sa formulowane w kategoriach topologicznych. Do waznych osiagnieé mozna zaliczy¢
gleboka i spojng teori obwoddw diedowo-tranzystorowych.
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M. TADEUSIEWICZ
THE SOLVABILITY OF D. C. NON-LINEAR NETWORKS

Summary

The paper presents a review of certain fundamental results of the theory of non-linear resistive net-
works. Specifically, the problem of the existence and the uniqueness of the solution is discussed. Several
theorems relating to this problem are presented using the key concepts of a P, matrix and #7 pairs of
matrices. Topological criteria for circuits to have a unique solution are also formulated and some theore-
tic implications pertaining to the networks are considered. Special attention has been devoted to a class of
d.c. networks consisting of transistors, diodes, linear positive resistors and independent sources.

M. TADEUSIEWICZ

PROBLEME DE LA RESOLUTION DES CIRCUITS NON-LINEAIRES
A RESISTANCES

Résumé

L’article a un caractére de revue qui touche Ia résolution des problémes fondamentaux des circuits
non-linéaires & résistances. On a présenté les résultats en matiére de I’existence et de 'univocité de solu-
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tions. Afin d’obtenir ces résultats, on a exploité les conceptions principales des classes des matrices Pg
ainsi que les paires des matrices #7,. On a montré quelques critéres topologiques généraux des résolutions
et on a .indiqué leur utilité. La grande partie de Particle est consacrée a des circuits & transistors.

'

M. TADEUSIEWICZ
PROBLEM DER LOSBARKEIT VON NICHTLINEAREN RESISTANZSCHALTUNGEN

Zusammenfassung

Der Aufsatz gibt einen Uberblick iiber das grundsitzliche Problem der Losbarkeit von nichtlinearen
Resistenzschaltungen. Es werden wichtige Ergebnisse im Bereich sowohl der Existenz, als auch der Ein-
deutigkeit von Losungen dargestellt unter Nutzung der fiir die erwogenen Probleme Auffassung von Mat-
rixklassen P, und Matrixpaaren % ,. Viele allgemeine topologische Kriterien der Lisbarkeit werden be-
handelt, und es wird auf ihre groBe Anwendbarkeit hingewiesen. Der groBte Teil der Bearbeitung ist den
in der Praxis sehr populdren Transistorschaltungen gewidmet. Der hier dargestellte Fragenkomplex hat
eine sehr groBe Erkennt-nisbedeutung, und ist mit den Bediirfnissen der Computersimulation eng verbun-
den.

M. TATEYCEBHUY
PA3PEIIMMOCTS HEJUHENHBIX PE3UCTHBHBIX LIEITEN

Pezome

IlpencraBnen 0030p MOCTIDKEHMH OTHOCSINMXCS K KAUECTBEHHOMY aHANHSY HEIHMHEHHBIX pesu-
CTUBHbIX Hemeit. OGCTOATENBHO PacCMATPMBAETCA NPOGJIEMa CYMECTBOBAHHA M EIMHCIBEHHOCTH pe-
menst. IIpescTaBieHo HECKOJBKO TeopeM KacalOlMXCA PaspelIMMOCTH X HCHOJIE30BAHUEM OCHOBHBIX
KOHUENUMi Py Marpuyy ¥ #7o map MaTpmi. IIpuBefeHbI TONONOTHUECKHE KPUTEDHH CYILECTBOBAHHIS
He OoJbile YeM OHOTO PEINEHMA M PACCMOTDEHA MX TEOPETHUECKas NPHroAHOCTs. Ocoboe BHHMAHHE
YIOCBAINEHO KJIACCY LENed COCTABJIEHHBIX U3 TPAaH3UCTOPOB, AHMOK, JIMHEHHBIX ITOJIOMUTENBHBIX PEsii-
€TOPOB H HE3aBHCUMbBIX MCTOYHHKOB TOK2 M HAIIDSIKEHHA,
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O przewodnodci wlasciwe]j substancji ziarnistej

HENRYK GIERASIMOWICZ (WARSZAWA)

Instytut Podstaw Elektroniki, Politechnika Warszawska

Otrzymano 1985.11.08

Wykorzystujac zamieszczone w artykule obliczenia przewodno$ci whasciwej struktur
uporzadkowanych, tworzacych przestrzenne sieci Bravais’go, podjeto probg okreslenia wply-
wu promienia zlacza ziaren i $redniej liczby koordynacyjnej na przewodnosé¢ wilasciwa sub-
stancji ziarnistej ztozonej z kulistych ziaren zblizonych S$rednic.

W wielu przypadkach substancja ziarnista moze by¢ traktowana jako nieuporzadko-
wana struktura przestrzenna zlozona ze stykajacych sig ze soba kulistych ziaren. Szeregu
wiadomosci o wilasciwosciach elektrycznych takich substancji moga dostarczy¢ modele
wyidealizowane, majaceé posta¢ ukladdéw przestrzennych zlozonych z identycznych, sty-
kajacych si¢ ze soba ziaren kulistych, tworzacych izotropowe sieci Bravais'go. Komérki
sieciowe rozpatrzonych sieci Bravais’go o réinych liczbach koordynacyjnych ¢ przed-
stawiono na rys. 1, zaznaczajac punktami $rodki ziaren kulistych.

11P (c=5)

Rys. 1. Sieci rezystancyjne réwnowazne komorkom sieciowym sieci Bravais’go

4 Rozprawy Elektrotechniczne 1/87
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Aby moc okredlic przewodnos$¢ wlasciwa struktury opisanej powyzszymi modelami
nalezy przyja¢ okreslony model zlacza ziaren, gdyz w przeciwnyim przypadku zerowe
powierzchnie kontaktu miedzy stykajacymi si¢ idealnymi ziarnami kulistymi sprawi-
lyby, ze przewodnos$¢ wiasciwa struktury bylaby zawsze rowna zeru.

Zakladajac okreslony model zlgcza ziaren i wyznaczajac jego rezystancje, mozna zastg-
pi¢ model kulowy substancji przez réwnowazny mu sieciowy model rezystancyjny. Uzys-
kuje si¢ to umieszczajac wezly sieci w Srodkach kulistych ziaren i przyjmujac liczbe ga-
Iezi wychodzacych z kazdego wezta réwna liczbie koordynacyjnej ¢ danej sieci. Wyznacze-
nie wartosci rezystancji galeziowych R, jednakowych w obrebie danej sieci, znacznie sig
upraszcza w przypadku, gdy przewodnosé wlasciwa materiatu stykajacych sig ziaren
jest znacznie wigksza od przewodnosci wlasciwej materiatu zlacza, gdyz wéwcezas re-
zystancja galeziowa R jest praktycznie réwna rezystancji zlacza [l].

Jezeli struktura przestrzenna skiada si¢ z kul o promieniu a i przewodnosci WlasmweJ a,
tworzacych sieci Bravais’go o krawedzi komérki sieciowej rownej l, to przewodnosé
. wladciwa o, struktury moze by¢é wyrazona z zalezno$ci

1
R : 6))
gdzie R, jest rezystancja zastgpcza sieci rezystancyjnej, réwnowaznej komorce sieciowe;.
Dla poszczegdlnych sieci przestrzennych przedstawionych na rys. 1 otrzymuJe sig:
a) dla sieci szeSciennej o strukturze diamentu 12F '

Oy =

8a , ]/ 3
l=—— = = 2
]/3 B 'RZ . ‘R’ U," 8a_R 2 ( )
b) dla sieci szeiciennej prostej 11P
: 1
[ = R,=R = 3
2a5 ‘ Z 3 Gﬂl zaR 2 ( )
¢) dla sieci szeéciennej wewnetrznie centrowanej 111
4a R V3
[=— R, =~ = 4
'/3 2 z 2 2 O'm 2aR > ( )
d) dla sieci szesciennej powierzchniowo centrowanej 11F
- R 2
l=2l/2 a, Rz=”‘“ O = ]/ (5)

27 aR -’
Zaleznos¢ przewodnoéci wlasciwej o, struktury uporzadkowanej od liczby koordyna-
cyjnej ¢ danej sieci przedstawiono na tys. 2.

W rozpatrzonych modelach substancji ziarnistej, majacych postaé sieci Bravais’go,
wszystkie rezystancje galgziowe R byly sobie réwne i nie zalezaly od struktury przestrzen-
nej. Stwierdzenie to pozostaje stuszne réwniez dla modeli w postaci struktur nieuporzadko-
wanych zloZonych z identycznych ziaren kulistych polaczonych ze soba poprzez jednakowe
zlacza.

W rzeczywistych substancjach ziarnistych ztozonych z kulistych ziaren o zblizonych
$rednicach nalezy dodatkwo liczyé sie z tym, Ze:
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— lokalna wartos$é liczby koordynacyjnej ¢ moze znacznie odbiega¢ od Sredniej war-
tosci tej liczby ¢,
— promienie zlaczy poszczegdlnych ziaren roznia sie miedzy soba.

98} s

07 46§07 5

Rys. 2. Zalezno$¢ przewodnosci wlasciwej struktury od liczby koordynacyjnej

Wplyw zmienno$ci powyzszych czynnikow na wartos¢ przewodnosci wlasciwej o,
substancji ziarnistej mozna uwzglednié na drodze nastgpujgcego rozumowanid. Z rys. 2
wynika, ze dla struktur uporzadkowanych, charakteryzujacych si¢ tym, ze lokalna war-
to$é liczby koordynacyjnej c jest réwna wartosci $redniej ¢ tej liczby, wyniki obliczefi
przewodnosci whasciwej ukladaja si¢ w przyblizeniu wzdtuz linii prostej opisanej rowna-
niem

0maR = pic+q; (6)
gdzie p, = 0,1511, ¢, = 03841

W rzeczywistej substancji ziarnistej o 1dentycznych ziarnach kulistych wystgpuja
mniejsze lub wigksze skupiska ziaren tworzace uporzadkowane sieci Bravais’go. Mozna
wiec domniemywaé, ze i dla takiej rzeczywistej substancji przewodnoé¢ wiasciwa bedzie
takze liniowa funkcjg $redniej liczby koordynacyjnej ¢, opisana wyraZeniem (6).

Z kolei jak wykazano w [1], w szerokim zakresie zmienno$ci stosunku x promienia
zlacza r do promienia a kulistych ziaren, przewodno$¢ G zlacza moze by¢ uwazana za li-
niowa funkcje¢ parametru x.

G = naox (N

gdzie n jest wspdlczynnikiem proporcjonalnosci o wartosei zaleznej od przngtego modelu
zlacza ziaren. Wobec tego réwnanie (6) przyjmie postad

Opmd
m — 8
. nacx P1C+Q1, » ()

ktéra po przeksztalceniach mozna zapisaé jako
0o = pex+gx )

gdzie p = pyn, g = q,n a 0, = on/o jest wzgledng przewodnoécia wlasciwa substancii.

4%
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Jezeli potraktuje si¢ x i ¢ jako zmienne losowe niezalezne, majélce rozktady prawdopodo-
bienstwa o gestosciach wynoszacych odpowiednio fi(x) i f>(¢) przy czym
xe<x13x2>a xlaxze(()’ 1) A
c€<cl,C2>, C1,02é<2, 12>
to mozna woéwczas wyznaczyC gestos¢ rozkladu prawdopodobienstwa g(o,) zmiennej
losowej o,. Poniewaz z zaleznosci (9) wynika, Ze
£ - .
Go—gx
= e 10
=00 | (10)
wobec tego [2]

s = [ ﬁ(X)-fz( ""1‘4’3) Jdx an
bx
9x x| 1o
dzie 1/ AL D IS D U (12)
gaz . - _a_(,'“ ac - }'——_:2— 7 - Ipxl ._
ox do, pxp

Doboru funkeji gestosci rozkladu prawdopodobiefistwa zmiennych losowych x i ¢
oraz ich wartosci oczekiwanych E(x) i E(c) nalezy dokonywaé z uwzglednieniem rodzaju
substancji ziarnistej i ewentualnie procesu jej wytwarzania. I tak np. dla substancji ziar-
nistych sypkich E(c) powinno mieé wartos¢ zblizona do 6, gdyz potwierdzone ekspery-
mentem rozwazania analityczne [3] wykazaly, ze dla przestrzennej struktury nieuporzadko-
wanej, ztozonej z identycznych ziaren kulistych, nalezy przyjmowaé $rednia wartos¢ liczby
koordynacyjnej ¢ = 6,16. Z kolei dla substancji powstatych np. w procesie spiekania
kulistych ziaren E(c) powinno naleze¢ do gérnego zakresu przedziatu {2,.12).

Rodzaj procesu technologicznego, towarzyszacego powstawaniu substancji ziarnistej
oraz stopien odksztalcenia kulistych ziaren powinny byé takze brane pod uwage przy
doborze funkeji gestosci prawdopodobiefistwa zmiennej losowej x i jej wartosci oczeki-
wanej E(x).

Jezeli zmienne losowe x i ¢ sg niezalezne, to wowczas warto$é oczekiwana E(o,) spelnia
warunek

E(0o) = pE(c) - E()+qE(x). : (13)
Pozwala to przewidywaé mozliwo$é wyznaczenia na drodze doswiadczalnej najbardziej
prawdopodobnej wartosci x, a tym samym i promienia zlgcza ziaren, o ile tylko znana
bedzie najbardziej prawdopodobna warto$¢ liczby koordynacyjnej dla zadanej substancji
ziarnistej. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze sprawdzenie powyzszej hipotezy bedzie wymagato
licznych pomiaréw wykonanych dla Scisle okreslonych substancji ziarnistych. '
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H. GIERASIMOWICZ

ON CONDUCTIVITY OF GRANULAR SUBSTANCES

Sumfnary

The article discusses the effect of the grain junction radius and the mean coordination number on
conductivity of granular substance composed of nearly identical spherical grains. This effect is assessed with
the help of a calculation of conductivity of ordered structures which form spatial Bravais lattices.

H. GIERASIMOWICZ

SUR LA CONDUCTIVITE DES SUBSTANCES GRANULAIRES

Résumé

Dans cet article nous avons présenté les calculs de la conductivité des structures ordonnées, qui for-
ment des réseaux spatiaux de Bravais. A partir de ces calculs nous anons essayé de déterminer I'effet de
rayon de jonction des grains et de la valeur moyenne du nombre de coordination sur la conductivité d’une
substance granulaire composée de grains sphériques aux diametres pareils.

H. GIERASIMOWICZ

UBER DIE SPEZIFISCHE LEITFAHIGKEIT KORNIGER SUBSTANZEN

Zusammenfassung

Unter Benutzung der in dem virliegenden Artikel durchgefiihrten Berechnungen der spezifischen
Leitfihigkeit geordneter Strukturen, die raiumliche Bravois-Gitter bilden, wurde der Versuch unternommen,
den Binfluss. des Radius der Beriihrungsstelle und der mittleren Koordinationszahl auf die spezifische
Leitfahigkeit korniger Substanzen zu beschreiben, die sich aus kugelférmigen Kornern von vergleichbaren
Durchmessen zusammengesetzen.

X. TEPACUMOBUY

OB VIEJBHOM IIPOBOIOMMOCTH 3EPHMCTOI'O BEIWECTBA

Pezome

HOHB3YHCB UPHUBEACHHBIMI BBLIUYCICHUAMK yIICJ'ILHOI\;I IIPOBOAMMOCTH YIIOPALOUYCHHBIX CTPYKTYD,
COCTaBJIAIOINX IIPOCTPAHCTBCHHBLIC CCTKH, IIPCANPHHATA IIOIIBLITKA oﬁpenene}ma BIINAHWUA Pagdyca
KOHTAaKTa 3épeH H CpeaHero KOOPAUHAIMOHHOIO 4Yyclia HAa YAENBHYIO IPOBOJMMOCTE 3CPHHCTOIO BEC-
11eCTBa, COCTABJICHHOIO U3 mapooGpasHbe BépCH CPaBHUBACMBIX JJUAMETPOB.
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Ztacza ziaren substancji ziarnistych maja ro6zna postac i rézne wlasciwosci elektryczne.
W artykule dokonano przegladu modeli zlaczy znanych zaréwno z literatury jak i opra-
cowanych przez autora. OKre§lono czynniki decydujace o przewodnosci styku ziaren
i sformutowano wnioski dotyczace przydatnosci i dziedziny zastosowania poszczegdlnych
modeli.

Wypadkowe wiasciwosci elektryczne materialéw ziarnistych takich jak proszki, ma-
terialy granulowane, ceramiczne materialy polikrystaliczne, itp. zaleza nie tylko od struk-
tury materiatu (granulacji, porowatosci, wlasnosci i udziatu sktadnikéw), ale sa takze
silnie uzaleznione od wlasciwosci elektrycznych i wymiaréw stykow ziaren. Zigcza ziaren
moga mieé rézna postaé, a ich whadciwosci elektryczne moga by¢ zaréwno zblizone do
wlasciwosci stykajacych sig czastek, jak tez moga si¢ od nich znacznie rézni€. Z tego tez
wzgledu analiza wlasciwosci stykéw ziaren moze miec istotne znaczenie dla rozwoju tech-
nologii matriatow ziarnistych.

1. POROWNANIE ELEKTRYCZNYCH WEASCIWOSCI MODELI
STYKOW PUNKTOWYCH (1] '

Gdy wymiary ztaczy sa znacznie mniejsze od wymiaréw stykajacych sig czastek, zlacza
ziaren moga by¢ opisywane za pomoca modeli stykéw punktowych, sposréd ktorych na
szczegblna uwage zastuguja modele punktowe podane przez Holma i Vandamme’a.

Styk punktowy wedlug uproszczonej teorii Holma stanowia dwie odizolowane od
siebie polprzestrzenie, wypelnione materiatem o przewodnosci wlasciwej o, stykajace sig
ze soba jedynie poprzez doskonale przewodzaca kule o promieniu r (rys. 1).

Linie gestoéci pradu sa tworzacymi rodziny stozkéw o wspolnym wierzchotku w $rodku
wspomnianej kuli, a powierzchniami ekwipotencjalnymi jest rodzina wspétirodkowych
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powierzchni kulistych. Rezystancja R styku punktowego jest rozumiana jako suma re-
zystancji dwoch jego poldwek (dwoch pédlprzestrzeni) i moze byé okreslana z zaleznodci

- dx
R = 2.[ 2mxo

7
6
V=const

[zolator

Y

Rys. 1. Styk punktowy wedlug uproszczonej ‘teorii Holma

co oznacza, e rezystancja R i przewodnos¢ G styku punktowego wynosza
1

R=;o“;, G = mor. B (1)

Uogdlnieniem przedstawionego powyzej modelu jest zaproponowany przez Vandemme’a
model styku punktowego ze stozkowa powierzchnig graniczng (rys. 2). Dwa obszary
o przewodnosci wladciwej o zawarte wewnatrz stozkéw o kacie rozwarcia « sa polaczone
ze sobg poprzez doskonale przewodzgcg kulg o promieniu r. Linie gestosci pradu i po-

7
V=const
&
L lzotator
/ﬁ

Rys. 2. Styk punktowy Vandame’a ze stozkowa powierzchnig graniczna

wierzchnie ekwipotencjdlne sa takie same jak dla modelu styku wedtug uproszczonej teorii
Holma Rezystancja R styku i jego przewodno$¢ G wynosza teraz -

1

= or(d—cosald)” G = mor(l—cosaf2). _ (@)

W zaleznosci od wartoéci kata o przewodno$é modelu styku moze przyjmowaé wartosci
od zera dla « = 0 do mor dla « = =

W modelu styku punktowego wedtug uscislonej teorii Holma (rys. 3), dwie odlzolowane
od siebie pélprzestrzenie, wypelione materialem o przewodnosci wlasciwej o sa potaczone
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‘ze soba jedynie poprzez powierzchnie kolowa o promieniu . W tym przypadku linie ggstos-

ci pradu leza na hiperboloidach jednopowlokowych, a powierzchniami ekwipotencjalnymi
jest rodzina elipsoid obrotowych, ortogonalnych do wspomnianych hiperboloid. Re-
zystancja R i przewodno$¢ G styku sa okreslone wyrazeniami

R = G = 2or. (3)

V=const

lzolator

Rys. 3. Styk punktowy wedlug uscislonej teorii Holma

W rozpatrywanym modelu styku ostre konce powierzchni izolujacej pbwoduja, Ze
w ich otoczeniu nat¢zenie pola elektrycznego osiaga nieskonczenie wielkie wartosci, co
w rzeczywistych substancjach ziarnistych nie znajduje fizycznego uzasadnienia. Niedo-
godnosci tej jest pozbawiony zaproponowany przez Vandamme’a model styku punktowego
z hiperboloidalng graniczna powierzchnig izolujacg (rys. 4), bedacy uogdlnieniem mo-

V=const .

Rys. 4. Styk punktowy Vandamme’a z hiperboloidalna powierzchnia graniczna

delu styku wedlug uscislonej teorii Holma. Ograniczajaca obszar styku jednopowlokowa

hiperboloida graniczna, scharakteryzowana przez promien krzywizny p, pozwala na uni-

knigcie nieskonczenie duzych wartosci natezenia pola elektrycznego w obszarze styku. '
Linie gestosci pradu i powierzchnie ekwipotencjalne w rozpatrywanym modelu po-

zostaja takie same jak w modelu styku wedlug uscislonej teorii Holma. -

Rezystancja R 1 przewodno$¢ G modelu styku wynosza

Re= o :ﬁ" G = 20'r( I+—$— l/ *fj ) N C))



58 " H. Gierasimowicz Rozpr. Elektrot.

W zaleznos$ci od wartosci promienia krzywizny p przewodnos¢ modelu styku moze przyj-
mowaé wartosci od zera dla p — co do 20r dla p = 0.

Z analizy modeli stykéw punktowych wynika, Ze ich przewodno$¢ G jest liniowa funkcja
promienia styku r (rys. 5), przy czym najwicksza warto$¢ przewodnodci uzyskuje sig sto-
sujac model wedtug uproszczonej teorii Holma. Omoéwione modele styku punktowego
nie uwzgledniaja ksztaltu i wymiaréw stykajacych si¢ ze soba ziaren.

6/6 &
93k 1

NSNS N,

0 G602 04 06 008 07

Rys. 5. Zalezno§¢ przewodnosci styku od jego promienia
1 —styk z rys. 1, 2—styk z rys. 2, 3 —styk z rys. 3, 4 —styk z rys. 4

2. MODELE ZY ACZY ZIAREN KULISTYCH

W wielu przypadkach dobrym modelem substancji ziarnistej moze by¢ struktura nie-
uporzadkowana zlozona ze stykajacych si¢ ze soba ziaren kulistych zaréwno o identycz-
nych jak i réznych srednicach. Poniewaz przewodnos¢ takiej struktury ztozonej z kul
idealnych pod wzgledem ksztattu, ze wzgledu na zerowe powierzchnie stykéw miedzy ku-
lami, bylaby zawsze réwna zeru, dlatego tez zachodzi konieczno$é¢ zaproponowania odpo-
wiednich modeli zlgczy stykajacych sig ze soba ziaren.

W rzeczywistych substancjach, ziarnistych obszar przejsciowy migdzy ziarnami, czyli
zlacze ziaren, moze byé wytworzony dzialaniem sily cigzkosci, co moze mie¢ miejsce np.
w substancjach sypkich, lub tez przyczyna tworzenia si¢ ztacza moga by¢ réznego rodzaju
procesy technologiczne jak np. spiekanie [2]. Dokladne okreslenie geometrii zlacza zia-
ren wymaga. z jednej strony dobrej znajomosci zjawisk fizycznych towarzysza;cych danemu
procesowi technologicznemu, a z drugiej strony napotyka na bardzo powazne trudnosci
obliczeniowe, spowodowane gléwnie koniecznoscia uwzglednienia przemieszczania sig
masy w obszarze zlacza. Tworzenie si¢ ztgcza moze zachodzi¢ bez zmiany odlegtosci migdzy
srodkami ziaren lub tez moze powodowad, zmiang odlegtosci miedzy ich srodkami, a para-
metry elektryczne powstalego ztacza moga by¢ zblizone lub tez mogg si¢ nawet zdecydo-
wanie rézni¢ od parametrow elektrycznych materialu ziaren.
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Wymienione powyzej okoliczno$ci powoduja, ze w praktyce zachodzi konieczno$¢
postugiwania si¢ modelami zlaczy ziaren. Modeli tych musi by¢ wiele, gdyz tylko jeden
model nie jest w stanie uwzgledni¢ réznorodnych zjawisk i sytuacji towarzyszacych two-
rzeniu si¢ ziaczy.

Wiasciwosci elektryczne styku ziaren kulistych, rozumianego jako obszar miedzy dwie-
ma powierzchniami ekwipotencjalnymi przechodzacymi przez s$rodki stykajgcych sig
ziaren, bedg w ogdlnym przypadku zalezaly zaréwno od wlasciwosci elektrycznych ztacza
jak i od wiasciwosci elektrycznych materiatu ziaren. Moga jednak mie¢ miejsce takie sy-
tuacje, gdy wlasciwosci elektryczne jednego z tych obszaréw beda dominujace i wowezas
o wlasciwosciach elektrycznych styku ziaren beda decydowaly badz wylacznie whasciwosci
elektryczne zlacza, badz tez materialu stykajacych sig ziaren. : :

2.1. MODEL ZLACZA W POSTACI RURKI PRADOWEJ
T. Ramanan i A. Chaklader [3] zaproponowali model zlacza ziaren zakladajac, Ze
stykajgce si¢ ze sobg kuliste ziarna ulegaja deformacji w sposéb pokazany na rys. 6.

!\ &

\
Va2

r r

6

|
|
i
|
|

1
Rys. 6. Model zlacza ziaren w postaci rurki pradowe;j

Rezystancja styku dwdéch identycznych ziaren kulistych o promieniu & i przewodnosci
wlasciwej o zostala potraktowana jako rezystancja rurki pradowej o przekroju poprzecz-
nym zr? i dlugosci 2 ;/ a®—r?, co sprawia, Ze rezystancja styku R i jego przewodno$¢ G
Wynosza :

2MWaZ—r? 2
roV@—r o mor? ®)
cE 2V —r?
Oznaczajac rfa = x otrzymuje sie .
2 1—x* 7 2
r=2V1=¥ g aeadt 6)
roax 2y 1-x2

Niewatpliwa zaletg tego modelu jest jego prostota i tatwos¢ okreslania ’przy jego uzy-
ciu przewodnosci struktur przestrzennych zlozonych z identycznych ziaren kulistych
1 tworzgcych regularne sieci Bravais’go. Do mankamentdw modelu, poza przyblizeniem
wynikajacym z zastapienia kuli przez rurki (rurke) pradowe, naleza:

— niemozno$¢ adaptacji inodelu do obliczania przewodnosci struktur przestrzennych
ztozonych z ziaren kulistych dwuwarstwowych o zréznicowanych przewodnosciach wlasci-
wych otoczki i jadra,
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— nieprzystosowanie modelu do struktur przestrzennych ztozonych z ziaren kulis-
tych réznych $rednic.

2.2. MODEL ZLACZA ZIAREN WYKORZYSTUJACY ROZKEAD POTENCIALU
W KULL ZASILANEJ] DWUPUNKTOWO

Wad modelu zaproponowanego w [3] nie posiada model ztacza ziaren kulistych wyko-
rzystujacy rozklad potencjatu w kuli zasilanej dwupunktowo symetrycznie lub osiowo-
symetrycznie. Analiza przeptywu pradu statego przez tak zasilang kule [4, 5] wykazala,
ze powierzchnie ekwipotencjalne przechodzace w poblizu punktéw zasilania kuli mogg
by¢ z bardzo malym bledem uwazane za powierzchnie kuliste ortogonalne do powierzchni
rozpatrywanej kuli.

Przyjeto, ze stykajace si¢ ze soba ziarna kuliste o promieniu a i przewodnosci wiasci-
wej o sa polaczone ze sobg przez zlacze z doskonale przewodzacego materiatu, przy czym
powierzchnia ograniczajgca zlacze pokrywa si¢ z powierzchniami ekwipotencjalnymi
wyznaczonymi przy osiowo—symetrycznym zasilaniu kulistych ziaren. Wobec tego dla
r < a (rys. 7a) ztacze ma ksztalt bardzo zblizony do kuli o promieniu r i srodku znajdu-
jacym sie w teoretycznym punkcie stycznosci ziaren kulistych.-

Rys. 7. Model ziacza ziaren wykorzystujacy rozktad potencjatu w kuli zasilanej dwupunktowo

Rezystancja R styku ziaren wyznaczona przy wykorzystaniu znajomosci rozktadu
potencjalu w kulistym ziarnie [4] wynosi

1 2a(a—r) 1 2a—r
e TS I R 71 . 7
& nac [)‘(2a—r) * 2ty ] ()
Oznaczajac r/a = x otrzymuje sie
1 2(1—x) 1 2—x 1
S S i il 1 L 8
nac [x(Z—x) 2 n ]’ g R ®

W przypadku, gdy stykaja si¢ ze sobg kule réznych s$rednic zatozono, ze zlgcze ma
postac ,,grzybka” z doskonale przewodzacego materiatu (rys. 7b), przy czym powierzchnia
ograniczajaca zlacze réwniez pokrywa si¢ z powierzchniami ekwipotencjalnymi jakie
uzyskuje si¢ przy osiowo-symetrycznym zasilaniu kuli. Jezeli (a—r): (¢ —r,) = a;:a,
to wowczas rezystancja R i przewodnos$¢ G styku wynosza

1 (i+ lw_)[z(l—x)%l_m 2—3:]’ deitu Al ©)
2 X

T 270 ca ay ' #2=x)
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Zalezno$¢ przewodnosci G styku ziaren kulistych jednakowych $rednic od parametru x
pokazano na rys. 8,

50§

a3

0 gz g4 g6 g8 g1 X
Rys. 8. Zaleznos¢ G = f(x)

1 —zlacze 7 rys. 9, 2 —zlacze z rys. 7a

2.3. MODEL ZEACZA ZIAREN WYKORZYSTUJACY PRZYBLIZONY ROZKLAb POTENCJALU
W KULI ZASILANEJ DWUPUNKTOWO
W niektérych przypadkach, zwlaszcza wtedy, gdy wymiary zlacza sa male w poréwnaniu
ze Srednica stykajacych si¢ identycznych ziaren kulistych, mozna postugiwaé sic modelem
zlgcza wykorzystujacym przyblizony rozklad potencjatu w kuli zasilanej osiowosymetrycz-
nie. W rozpatrywanym modelu zaklada si¢, ze powierzchnie ekwipotencjalne w kuli za-
silanej dwupunktowo osiowo-symetrycznie maja posta¢ powierzchni kulistych ortogo-

Rys. 9. Model zlacza ziaren wykorzystujacy przyblizony rozkiad potencjatlu w kuli zasilanej dwupunktowo

nalnych do powierzchni rozpatrywanej kuli. Zlacze z doskonale przewodzacego materiatu
skfada si¢ z dwéch odcinkéw kulistych o promieniu r; (rys. 9), a powierzchnia ogranicza-
Jjaca zlacze pokrywa si¢ ze wspomnianymi wyZej powierzchniami ekwipotencjalnymi.
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Korzystajac z zalezno$ci podanych w [4] i przyjmujgc r za promiefi zlacza otrzymuje si¢
nastepujace wyrazenia opisujace rezystancje R i przewodno$¢ G styku ziaren

_ V1i=x? G- Taox
~ macx Y=

(105

gdzie x = r/a. Zalezno$¢ przewodnosci G styku od parametru x pokazano na rys. 8.

2.4. MODEL ZEACZA O TOROIDALNEJ I KULISTET POWIERZCHNIACH GRANICZNYCH

Niech dwa ziarna kuliste o promieniu a beda polgczone ze soba przez zlacze ograni-
czone powierzchnig toroidu o promieniu przekroju r, i dwiema powierzchniami kulistymi
o promieniu b ortogonalnymi do powierzchni ziaren, przy czym Srodek toroidu, srodki
krzywizn kulistych powierzchni ograniczajacych i $rodki stykajacych sig ziaren leza w jed-
nej plaszezyznie (rys. 10). .

Rys. 10.' Model zlacza ziaren o toroidalnej i kulistych powierzchniach graniéznych

Jezeli przewodno$é wiasciwa o; materialu ziaren jest znacznie wigksza niz przewod-
no$é wladciwa ¢ materiatu zlacza, to mozna woéwczas uwazaé, ze powierzchnie kuliste
o promieniu b sa powierzchniami ekwipotencjalnymi i o rezystancji styku bedzie decydo-
wala wylacznie rezystancja zigcza. .

Analityczne yznaczenie rozkiadu potencjalu w powyzszym zlaczu i obliczenie jego
rezystancji stwarza powazne klopoty, dlatego tez rezystancje zlacza okreSlono wyko-
rzystujac przyblizony ksztalt powierzchni ekwipotencjalnych. Zatozono mianowicie, e
powierzchnie ekwipotencjalne wewnatrz zlacza sa rodzina powierzchni kulistych ortogo-
nalnych do powierzchni toroidalnej. Elementarna rezystancja dR migedzy dwiema sasied-
nimi powierzchniami ekwipotencjalnymi odleglymi od siebie o dz (rys. 11) wynosi

&

>

[0

dR

gdzie s = 2nb,z, jest vpolem powierzchni czaszy kulistej o promieniu krzywizny b, 1 wy-
sokosci z,. Woéwczas rezystancja zlacza, a tym samym i rezystancja styku ziaren kulis-
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tych bedzie okreslona wyrazeniem

. Zo
dz
R=2 f —_— 11
8 27b,z, o (11)
A
Sz
< 51| S2x _ry b fmmm=~ TS
N S 8 = E ,'a \\\
N X X X ) \\
NIE r 1y n 1
) EE;
by
Oy

Rys. 11. Rysunek pomocniczy do wyznaczenia przewodnosci zlgcza

Rozwazania geometryczne przeprowadzone przy wykorzystaniu rys. 11 pozwalaja na
uzaleznienie by, z, i zo od zmiennej z i wymiaréw zlacza. Otrzymuje sie¢ mianowicie

2 2
b= 2T A2 (12)
2z
22412+ 2rrg
ST )
Zg =7, (14)

gdzie r jest promieniem przekroju poprzecznego zlacza. Wobec tego po uwzglednieniu
zaleznosci (11) i wykonaniu niezbgdnych przeksztalcei otrzymuje sie

2 . 224+ Qry+7r)>?
R 70 @2 +1242rr)? z (15
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Rozwigzaniem powyzszej catki jest

MO T i
nio | r(r+ro)  ry/r(r+2r,) o)/ (r+2ro)r |
Jezeli uwzgledni sig, ze
’.2 ., Y
ro = - Ha—r)’ to wowczas (17)
1 1 2—x 1
bl P & T 3 7= 8
R = [Z—x + x]/liéx' arctg(l x)], = (18)
gdzie x = r/a. Jezeli x € 1 to wdwczas
~ 20ax (19)

Zaleznos$¢ przewodnosci G styku od parametru x przedstawiono na rys. 12.

&l 2

03¢

~a

02y

0 002 Q07 416 008 01

Rys. 12. Zaleznosé G = f(x)

1 —ztacze z rys. 10, 2—zlacze z rys. 13

2.5. MODEL ZEACZA OGRANICZONY POWIERZCHNIA HIPERBOIDALNA I ELIPSOIDALNA

Niech dane beda dwa ziarna kuliste o promieniu a i przewodnosci wlasciwej o, pota-
czone ze sobg przez ztacze o przewodnosci wlasciwej o, ograniczone powierzchnig elip-
soidy obrotowej ortogonalnej do powierzchni stykajacych sie ziaren kulistych i po-
wierzchnia hiperboloidy jednopowlokowej ortogonalnej do granicznej powierzchﬁ.i elip-
soidalnej (rys. 13).

Jezeli wprowadzi sie uktad wspdtrzednych sferoidy splaszczonej &, 7, ¢ to wowczas

x =Y (A+&)(1—7) cosg,
y = V£ U=7D) sing, z=f&, 20)

gdzie 1 jest wspdlna ogniskowa elipsoidy i hiperboloidy granicznej, opisanych réwnaniami
§=£& 1n=m.

Gdy przewodnos$¢ wlasciwa o, materiatu ziaren jest znacznie wigksza od przewodnosci
wlasciwej o materiatu ztacza, to wéwcezas gorna i dolna czg$¢ powierzchni granicznej elip-
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soidy stanowia powierzchnie ekwipotencjalne. W konsekwencji linie gestosci pradu prze-
plywajacego przez zlacze beda lezaty na rodzinie powierzchni hiperboloid jednopowloko-
wych ortogonalnych do elipsoidy granicznej, a powierzchniami ekwipotencjalnymi beda
powierzchnie stanowiace czes¢ powierzchni elipsoid obrotowych o tej samej ogniskowej f.

Rys. 13. Model zlacza ziaren ograniczony powierzchnia hiperboloidalna i elipsoidalna

Aby znalezé rozkiad potencjalu we wnetrzu ztacza, a nastgpnie wyznaczy¢ jego rezys-
tancje, a tym samym i rezystancje styku ziaren, nalezy rozwiaza¢ réwnanie Laplace’a we
wspolrzednych sferoidy sptaszczonej. W rozpatrywanym przypadku potencjal V' zalezy
jedynie od &, wobec czego réwnanie Laplace’a upraszcza sie do postaci

d*y & AV
= “5*"*— T g ST N 21
& e & o
a jego ogdlnym rozwiazaniem jest [7]
V = A+ Barctgé, (22)
gdzie A i B sa statymi zaleznymi od warunkdéw brzegowych. Jezeli przyjaé, ze dla & = 0
V =0 to woéwczas A = 0 i rozwigzanie rownania przyjmuje postacé
V = Barctgé (23)

Stala B mozna wyznaczyé zakladajac, Zze natezenie pradu przeplywajacego przez zlacze
ziaren, a tym samym przeplywajacego przez dowolna powierzchnig ekwipotencjalna,
wynosi /.
Poniewaz

I= [jds, a j=oE, (24)
S

gdzie S — pole powierzchni ekwipotencjalnej, E: — skladowa natezenia pola elektrycz-
nego, ortogonalna do &,
wobec tego

I= [oE.dS. (25)

N

Wprowadzajac wspdtczynniki metryki uktadu wspotrzednych sferoidy splaszczonej g1,

5 Rozprawy Elektrotechniczne 1/87
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822 1 g33, gdzie

ox\’ 3y)2 (62 O E D)
g“"‘(a_f) +(T§ % 35) e
ax\* (ay\® [az\*  fuE+9?)
e = (G) +(5) +(5) =T o

2 2
g = (2] 4 (2 2] =ravera-m,

mozna zapisac

1 v ' 1T/ 148 B
Ee= v — = WV "5 — 27
: 1/g11 o if E24n? 14£2 @D
ds = ]’/gzz : g33A dndé = f? V/(772‘+_£:7)(1 +§_27 dyndé. (28)
Uwzgledniajac zaleznosé (25) otrzymuje sie
I= [ Bfodndp. (29)
S
Dla & = 0 powyzsze wyrazenie przyjmuje postaé
2n I
I=Bfs | | dydg = 2aBfo(1 1), (30)
0 7
skad
B.= . (31)
2afo(l—no)
Wobec powyzszego potencjal wewnatrz zlacza ziaren bedzie opisany zaleznoscia
Tarctgé
SN e B 32
2nfo(l—1n,) ° (52
a rezystancja R zlacza moze by¢ okre$lona z wyrazenia
V(&,)—V(0) arctgé,
R=2 = . 33)
7 mof (1= o) (

Wartosci parametrow 7o, & i f mozna uzalezni¢ od wymiaréw zlacza ziaren. Jezeli
oznaczy¢ x = r/a to wowczas

Mo=x & =VIoxt, f=— L (34)
co prowadzi do zaleznosci

1 JiFx —
RiLE l/--i_»?i arctg ]/1 —x2 . (35
Toax 1—x

Gdy x < 1 to woéwczas przewodno$é G zlacza, a tym samym i przewodnos¢ styku
ziaren wynosi

G = 4aox. (36)
Zaleznos¢ przewodnosci styku od parametru x przedstawiono na rys. 12.
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2.6. MODEL ZEACZA ZIAREN OGRANICZONY POWIERZCHNIA WALCOWA

Odmienny model ztacza identycznych ziaren kulistych zaproponowali S. H. Chu
i M. A. Seitz [6]. Na rezystancje R styku ziaren sklada si¢ rezystancja R; zlacza o prze-
wodnosci wlasciwej o, majacego postac walca o promieniu r i wysokosci 4 oraz rezystancja
R, dwéch potédwek kulistych ziaren o promieniu a i przewodnosci whasciwej o .

Rys. 14. Model zlacza ziaren z walcowa powierzchnia graniczng

Rezystancja R, zostata wyznaczona przy znacznym uproszczeniu dotyczacym ksztattu
powierzchni ekwipotencjalnych wewnatrz ziaren. Autorzy zalozyli, ze powierzchnie
ekwipotencjalne sa plaszczyznami réwnoleglymi do zlacza ziaren (do podstawy walca).
Otrzymano wowczas, ze

1 v
R, = log 21V (37)
7Taoy a—Va*—i
Poniewaz rezystancja R; wynosi
h
Ry = ——y
1 :/TG'"Z L) (38)
wobec tego rezystancja R styku kul jest okreslona wyrazeniem
h 1 S D) »
AR ol log 2X V-1 (39)
o nac, a—ya*—r?

Uwzgledniajac zwiazek migdzy gruboscia ztgcza /1 a jego promieniem i wymiarem ziaren

h=2(a—ya2=r?) (40)
otrzymuje sig
RO W T TRE
R L(LL"‘E_L) yrnals bsoalalid @1
oY ac, a— ]’/az 2

Jezeli zatozy¢, ze rla = x, to wowczas

2(1—)/1—x2 T—x2
R - ( 1 V“l_!_ 1 fog 1+y1-x> @2)

naox? wao, 1—-y/ {2

Powyzszy model uwzglednia rézne wiasciwosci elektryczne ztgcza i materiatu sty-
kajacych sie ziaren, jednakze istotne uproszczenie zastosowane przy wyznaczeniu re-
zystancji ziaren sprawia, ze model ten moze by¢ uzyteczny gtéwnie wtedy, gdy o; > ¢. Re-

5%
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zystancja styku R i jego przewodno$¢ G.upraszczaja si¢ wowczas do wyrazen

2(1=y1=x2) moax?

= 2G—yi=) %

R =

>

woax?

3. PODSUMOWANIE

Z dokonanego przegladu modeli stykéw wynikaja nastgpujace wnioski:

a) Modele stykow punktowych, ktérych zaleta jest ich prostota i liniowa zalezno$¢
przewodno$ci styku od jego promienia, moga mieC jedynie ograniczone zastosowanie
przy szacowaniu przewodnosci rzeczywistych substancji ziarnistych z uwagi na to, ze nie
uwzgledniaja geometrii i wymiaréw stykajacych sie ziaren.

b) Dla okreslenia wlasnosci elektrycznych substancji ziarnistych ztozonych z ziaren
o ksztalcie zblizonym do kulistego moga by¢ uzyteczne zaproponowane modele zlaczy
ziaren kulistych, przy czym wybdr modelu powinien by¢ uzalezniony od relacji zachodzg-
cej miedzy przewodnosciami wlasciwymi materiatu ziaren i obszaru przej$ciowego migdzy
ziarnami (ztacza). I tak np. modele zlacza przedstawione na rys. 10 i 13 moga si¢ dobrze
nadawa¢ dla substancji powstalych w procesie spiekania kulistych ziaren, gdy dodatkowo
przewodno$¢ wilasciwa zlgcza jest znacznie mmiejsza od przewodnosci wilasciwej ma-
terialu ziaren.

¢) Modele ztaczy ziaren wykorzystujace przyblizony i uscislony rozklad potencjatu
w kuli zasilanej dwupunktowo (rys. 7 i 9) moga by¢ uwazane za pewnego rodzaju adap-
tacje modelu styku punktowego wedlug uproszczonej teorii Holma, dla przypadku sty-
kajgcych sie ze soba ziaren kulistych. W szerokim zakresie zmiennosci parametru x prze-
wodnos$é styku ziaren moze by¢ wowczas uwazana za liniowa funkcje stosunku promienia
ztacza do promienia kulistych ziaren. Modele te moga by¢ szczegdlnie uzyteczne wowczas,
edy przewodnos$é obszaru przejéciowego jest znacznie wigksza od przewodnosci materiatu
ziaren. Zblizone wartosci przewodnos$ci otrzymane dla obu modeli (rys. 8) pozwalaja
na postugiwanie si¢ modelem ziacza wykorzystujacym przyblizony rozklad potencjatu
w ziarnie kulistym zasilanym osiowosymetrycznie, opisanym prostszymi zaleznosciami.

d) Model zlacza ziaren, majacy postaé rurki pradowej (rys. 6), daje w pordéwnaniu
z modelami wykorzystujacymi znajomos$¢ rozkladu potencjatu w kulistym ziarnie zasila-
nym osiowosymetrycznie, znacznie zanizone wartosci przewodno$ci. Z poréwnania za-
leznodei (6) i (10) wynika, Ze rozbieznosci te sa tym wigksze im mniejszy jest stosunek
promienia zlacza do promienia ziaren. )

e) Powazne trudnodci obliczeniowe stanowia przeszkod¢ dla wyznaczenia rezystancji
styku w przypadku ogélnym, gdy zachodzi potrzeba uwzglednienia zaréwno przewodnosci
wlasciwej zlacza jak i przewodnosci wiasciwej materiatu ziaren. Préba podejécia do tego
zagadnienia jest model zaprezentowany na rys. 14, w ktérym przyjeto jednak istotne za-
fozenia upraszczajace.
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H. GIERASIMOWICZ

COMPARISON OF ELECTRIC PROPERTIES OF GRAIN JUNCTION MODELS
OF GRANULAR SUBSTANCES

s

Summary

The junctions between adjacent grains of granular substances have various forms and various elec-
tric properties. A review of junction models is undertaken, both those which are known in literature and
those deve]oped by the author. The factors which determine conductivity of grain junctions are identified.
In conclusion an appraisal of the usefulness of particular models is offered.

H. GIERASIMOWICZ

COMPARAISON DES PROPRIETES ELECTRIQUES DES MODELES
DE JONCTIONS DES GRAINS DES SUBSTANCES GRANULAIRES

Résumé

Les jonctions des grains des substances granulaires ont des formes diverses et des diverses propriétés
électrigues. Dans cet article nous avons présenté des modeles des jonctions connus dans la littérature ainsi
qu’élaborés par I'auteur. Nous avons déterminé les facteurs qui décident de la conductivité de la jonction
des grains et nous avons formulé les conclusions concernant ’utilisation et les possibilités de I’application
des modeéles analysés.

H. GIERASIMOWICZ

VERGLEICH DER ELEKTRISCHEN EIGENSCHAFTEN
VON MODELLEN DER VERBINDUNGEN
BEI KORNIGEN SUBSTANZEN

Zusammenfassung

Die Gestalt und die elektrischen Eigenschaften der Verbindungen bei kérnigen Substanzen unterscheiden
sich voneinander. In dem Artikel wird die Betrachtung von Verbindungsmodellen durchgeftihrt, die sowohl
von der Literatur her bekannt sind, als auch vom Autor selbst erarbeitet wurden. Beschrieben werden Fak-
toren, die Uber die Leitfihigkeit der Beriihrungsstelle der Korner entscheiden. Im weiteren werden Schluf3-
folgerungen formuliert, die die Anwendungsgebiete der einzelnen Modelle betreffen.
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X. TEPACMMOBHUY

CPABHEHUE 2JIEKTPUUECKMX CBOMCTB MOJEJEW COEOWHEHUS 3EPEH
3EPHUCTBIX BEIIECTB

Pesmome

CoepHeHHsT 3e¢peH 3ePHHCTLIX BEIECTB HMEIOT DPAa3JIMUHBIN BHI M Pasiu4HbIe OJICKTPHUCCKUE
cBolictea. IIpoBeeH 0630p TAK W3BECTHBIX IO JIMTEPATYpE, KaK I PpaspabOTaHHBLIX aBTOPOM MoHesei
coenuHennust. OnpeeneHsl GaKTOPBI, ONpPEAEIONMe IPOBOAUMOCTD KOHTAKTA 3EPEH M CHOPMYIIIPO-
BaHbBI BHIBO/IbI, OTHOCSIINECS K TIPOUTOJHOCTH X 00IACTH IPHMEHEHHS OTACILHBIX MOIEIIeH .
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Modele przewodnictwa cienkich Vpolikrystalicznych
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W pracy przedstawiono modele przewodnictwa cienkich polikrystalicznych warstw krze-
mu. Omoéwiono szczegoétowo rozwdj teorii putapkowania nos$nikéow. Duzo uwagi poswiecono
nowemu fenomenologicznemu modelowi Manduraha i in., ktory oparty zostat na trzech zja-
wiskach pulapkowania nosnikow, segregacji domieszek oraz odbicia no$nikéw od barier po-
tencjatu. Model ten pozwala przewidywac i interpretowac zaleznosci wlasciwosci elektrycz-
nych warstw od procesow obrobki cieplnej jakiej poddawane sa warstwy w procesie ich wytwa-
rzania oraz od rodzaju domieszek. 2

1. WPROWADZENIE

Intensywne badania wlasciwosci elektrycznych warstw polikrystalicznego krzemu
przypadaja na lata siedemdziesigte i sa z réwnym natezeniem kontynuowane. Z prac
doswiadczalnych wiadomo, ze przy malych koncentracjach domieszek polikrystaliczny
krzem charakteryzuje sie duzo wyzsza rezystywnoscia niz rezystywnos¢ krzemu mono-
krystalicznego i malg czulo$cia na zmiany koncentracji domieszek [1, 6, 7, 12, 20]. Przy
srednich koncentracjach domieszek niewielki wzrost koncentracji powoduje gwattowny
spadek rezystywnosci; za$ przy duzych koncentracjach domieszek rezystywnos$¢ zbliza sie
do rezystywnosci krzemu monokrystalicznego, chociaz zwykle pozostaje nieco wigksza.

Dla wyjasnienia zmian rezystywnosci polikrystalicznego krzemu wraz ze zmiana kon-
centracji domieszek w pracach [1, 6, 7, 12, 20] zaproponowano kilka modeli. Wszystkie
one wykorzystuja zatozenie, ze obszar graniczny pomiedzy krystalitami jest zredukowany
w praktyce do obsadzonej dyskretnymi stanami energetycznymi powierzchni wewnetrzne;j.
Wszystkie wymienione w pracach [13, 14, 21, 22, 31] modele sprowadzaja sie do dwdoch
podstawowych: modelu pulapkowego oraz modelu z segregacja domieszek i byly rozwi-
jane niezaleznie od siebie (autorzy jednej grupy modeli nie probowali wykorzystaé wy-
nikéw i doswiadczen drugiej grupy, nie prébowano wzajemnie ich powiazan). Model
putapkowy zaklada jednakowy rozklad atoméw domieszki w materiale i ograniczone

" kontrolowanie rezystywnosci materialu przez pulapkowanie no$nikéw na granicy krysta-

litow gdzie pulapkowane nos$niki tworza bariery potencjatu, ktdre ograniczaja transport
swobodnych nosnikéw pomiedzy krystalitami [13, 14, 21, 22]. Duza rezystywno$¢ krzemu
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przy mniskich koncentracjach domieszek jest wyjasniana pulapkowaniem znacznej ilosci
no$nikéw na granicach krystalitéw i niewielka iloscia swobodnych no$nikéw wnoszacych
wklad do przewodnosci. Gdy wzrasta koncentracja domieszek ilos¢ putapkowanych nosni-
koéw rosnie i zbliza si¢ do nasycenia. Przy dalszym wzroscie koncentracji domieszek ilo$¢
putapkowanych nosnikéw nie wzrasta w sposdb wyrazny a w konsekwencji bariery po-
tencjatu maleja powodujac gwattowny spadek rezystywnosci polikrystalicznego krzemu.
Tak wiec przy wysokiej koncentracji domieszek bariery potencjalu na granicach krysta-
litdw staja sig¢ bardzo mate i nie ograniczaja przewodnosci warstw. Wiasciwosci ma-
teriatu polikrystalicznego krzemu zblizaja sie do wlasciwodci krzemu monokrystalicznego.
Model z segregacja domieszek zaklada, ze przewodno$¢ polikrystalicznego krzemu jest
zalezna od segregacji atomdéw domieszki na granicy krystalitéw gdzie s one putapkowane
i stajg sie elektrycznie nieaktywne [32, 33].

Przy malych koncentracjach domieszek, wigkszo$¢ atomoéw ulega segregacji na granicy
krystalitéw a tylko niewielka ich ilos¢ ma wktad do przewodnictwa. Ze wzrostem kon-
centracji domieszek wigcej atomow pozostaje wewnatrz krystalitu i wowczas rezystywnosé
warstwy zbliza sie do rezystywnosci krzemu monolitycznego.

Chociaz obydwa modele w sposéb zadowalajacy wyjasniajg zmiany rezystywnosci
warstw polikrystalicznego krzemu ze zmiana koncentracji domieszek to model putapkowy
zdobyt wigksze uznanie i znaczenie poniewaz model w segregacja domieszek nie wyjasnia
ani temperaturowej zalezno$ci rezystywnosci warstw ani tez minimum ruchliwosci Halla
obserwowanego przy $rednich koncentracjach domieszek. To uzasadnia, ze w niniejszym
artykule oméwiono przeglad putapkowych modeli przewodnictwa [I—7] jako bardziej
przydatnych w interpretacji wynikow eksperymentalnych.

Modele putapkowe zakladaja, ze uklady atoméw w obszarze granicznym pomigdzy
krystalitami sg nieuporzadkowane i dalatego istnieje w tym obszarze wiele defektéw zwia-
zanych z nieskompensowanymi wigzaniami atomoéw [1—3].

W wyniku tego powstaja stany putapkowe wykorzystujace swobodne nosniki z obsza-
réw krystalitow. Ladunek zawarty w putapkach jest neutralizowany tfadunkiem przestrzen-
nym zjonizowanych domieszek powodujgc powstanie bariery potencjatu i obszaru przy-
barierowego. Ogranicza. to mozliwosci poruszania si¢ nos$nikéw pomiedzy krystalitami
zmniejszajac ich ruchliwos¢. Pierwszymi, ktérzy zastosowali do analizy whasciwosci ele-
ktrycznych polikrystalicznych warstw krzemu model putapkowy byli Kamins [I] oraz
Roi-Chondhury i Hower [3]. Zmnigjszenie ruchliwo$ci nosnikéw wraz ze zmniejszeniem
koncentracji nos$nikow Kamins wigze z duza rezystywnoscig obszaru tadunku przestrzen-
nego otaczajacego obszar graniczny. Roi-Chondhury i Hower postugujac si¢ tym samym
modelem za podstawowy parametr przyjeli wylacznie bariere potencjatu i w ten sposob
interpretowali wyniki pomiaréw rezystywnosci w funkcji koncentracji domieszek.

Jednak dopiero w potowie lat siedemdziesiatych ukazuje si¢ podstawowa praca w tej
dziedzinie opublikowana przez Seto [7]. Autor podal analizg teoretyczng modelu putap-
kowego, ktéra nastepnie rozwineli Boecarani i in. [6] oraz Seager i Castner [5]. Zaden
z wymienionych modeli putapkowych, podobnie jak i modele z segregacja domieszek nie
objasnialy zaleznosci wiasciwosci elektrycznych od procesdw obrébki cieplnej jakiej
poddawane sa warstwy w procesie ich wytwarzania oraz od rodzaju domieszek.

Skuteczna prébe ujecia tych zjawisk podjeli Mandurah i in. [21] opracowujac feno-
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menologiczny model oparty na trzech zjawiskach: putapkowania nosnikéw, segregacji
domieszek i tunelowania no$nik6w przez bariere na granicy krystalitow. Model ten zakta-
da, ze na granicy krystalitow wystgpuje heterozlacze i powierzchnia wewnetrzna obsadzona
jest dodatkowymi stanami energetycznymi [8, 9]. Fenomenologiczny model Manduraha
daje szerokie mozliwosci interpretacji wynikéw pomiaréw podstawowych parametréw
elektrycznych warstw polikrystalicznego krzemu wytwarzanych w réznych warunkach
technologicznych.

WYKAZ WAZNIEJSZYCH OZNACZEN

E, — energia aktywacji
Ey — energia bariery (= ¢9)
E, — energia (poziom) Fermiego
AE; — przesuniecie poziomu Fermiego w obszarze granicznym
E; — szeroko$¢ pasma zabronionego (w temp. 7)
Epp — potozenie poziomu Fermiego w obszarze granicy
E, — szeroko$¢ przerwy zabronionej w obszarze granicy
E, — dno pasma przewodnictwa (energia krawedzi pasma przewodnictwa)
I, i — nategzenie pradu
J, j — gestos¢ pradu
h — stata Boltzmana
[; — rozmiar krystalitu
|, — rozmiar obszaru granicznego, szerokos$¢ obszaru tadunku przestrzennego
n — $rednia koncentracja nos$nikéw
N — koncentracja swobodnych no$nikéw
P, — koncentracja dziur w pojedynczym krystalicie
ng — koncentracja no$nikow w niezdegenerowanym podtprzewodniku
n, — liczba putapkowanych nosnikow
N, — koncentracja stanéw akceptorowych (o energii E;)
N, — koncentracja domieszki
N} — graniczna warto$¢ koncentracji domieszki
N; — koncentracja stanéw pulapkowych na granicy krystalitow
N, — koncentracja stanow defektow
Ny — gestos$¢ standw powierzchniowych
N, — gesto$¢ stanow pulapkowych
Ny — dwuwymiarowa koncentracja stanow defektéw
Q — gestos¢ tadunku w obszarze bariery
Q. — liczba pulapek zlokalizowanych’w pasmie E;
V, — maksymalna wysoko$¢ barier w obszarach zubozonych
V, — calkowity spadck napiecia na obszarze granicznym:
V,, — calkowity spadek napiecia na obszarze zubozonym
Vs — spadek napiecia na barierze potencjalu
V. Vr — spadek napiecia na obszarach zubozonych po lewej i prawej stronie obszaru mig-
dzykrystalitowego
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V(, — funkcja opisujaca bariere potencjatlu w obszarze zubozonym
w — szerokos$¢ obszaru zubozonego
¢ — stata dielektryczna Si
& — energia nos$nikéw
@, — wysokos¢ bariery potencjatu
@, — wysokos¢ bariery potencjatu odniesiona do Ej
Dy — wysokos¢ bariery na granicy krystalitéw odniesiona do E,
o — przewodnos¢ obszaru granicy krystalitow
0 — srednia rezystywnos¢ warstwy
op — rezystywno$¢ obszaru granicy krystalitow

& —energia Fermiego w stosunku do dna pasma przewodnictwa E,

2. MODELE PRZEWODNICTWA
2.1. PULAPKOWY MODEL PRZEWODNICTWA KAMINSA

Kamins [1, 2] wykazal, Ze cienkie warstwy polikrystalicznego krzemu zaréwno typu n
jak i typu p charakteryzuja si¢ specyficznym zachowaniem sie ruchliwosci Halla. Dla
pewnej wartosci koncentracji ruchliwo$¢ ta uzyskuje maksimum. Tak wiec zmniejsza sie
ona dla malych, jak i dla duzych koncentracji no$nikéw. Dotyczy to zaréwno elektrondéw
(rys. 1) jak i dziur (rys. 2). Zmniejszenie ruchliwoéci Halla wraz ze zmniejszeniem kon-
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Rys. 1. Zalezno$¢ ruchliwosci holowskiej no$nikéw tadunku od ich koncentracji dla polikrystalicznych
warstw krzemu domieszkowanego arsenem
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Rys. 2. Ruchliwo$¢ holowska no$nikoéw w funkcji koncentracji dziur dla warstw polikrystalicznego krzemu
o grubosci okoto 5 um domieszkowanych borem osadzonych w temp. 1035°C. Oznaczenia: 0 — probki
domieszkowane podczas osadzania warstw, A — probki domieszkowane przez dyfuzje po osadzeniu warstwy




Tom XXXIII — 1987 Modele przewodnictwa ... - 75

centracji dziur spowodowane jest wysoka rezystywnoscia obszaru tadunku przestrzennego
zwigzanego z granicami krystalitéw. Dla wyjasnienia tego zjawiska Kamins rozpatrywal
warstwe, ktorej model pasmowy dla warstw krzemowych typu » przedstawiono na rys. 3.
Zalozyt on, ze defekty krystalitéw maja gestod¢ putapek O, ktoer sa poczatkowo elek-

——————— A (]
A /i\ E,
granica ] | lg i IZLI

krystalitu

Rys. 3. Struktura pasmowa warstwy polikrystalicznego krzemu typu »

trycznie obojetne. Nosniki wprowadzane przez atomy domieszki sg putapkowane, a na
granicach krystalitow tworzy sie bariera potencjatu. Poziom Fermiego dla granicy krysta-
litéw lezy w pasmie zabronionym, niesymetrycznie, blizej pasma przewodnictwa. Ob-
szar krystalitu bliski granicy bedzie wigc obszarem o duzej rezystywnosci, ktory ogranicza
przewodnictwo warstwy. Z zasady neutralnosci tadunku przestrzennego i tadunku otacza-
jacego go obszaru wynika, ze liczba putapkowanych noé$nikow n, jest zalezna od szero-
koéci obszaru ladunku przestrzennego /, (rys. 3).

n, = nyls, €]

gdzie n, jest koncentracja nosnikow wigkszosciowych w neutralnym obszarze krystalitu
(przyjmuje si¢, Ze jest ona rowna koncentracji domieszki). Przy tych zatozeniach wyli-
czona z rownania Poissona wysoko$¢ bariery wynosi

gni \ [ L qn;
=)+ = ;
( 2¢ )( 2) 8en, @
Wykorzystujac zaleznosci (11) z [22] otrzymamy
n q® q*n; )
1, exp ( kT) xp ( 8ekTn, &)

gdzie n, jest koncentracja no$nikow w obszarze (o szerokosci 1,), z ktérym zwiazany jest
tadunek przestrzenny otaczajacy granice krystalitu. Z rownan (1)1 (2) wynika, ze gdy rosnie
koncentracja domieszki, rosnie réwniez liczba putapkowanych nosnikéw n; W sposob
okreslony.rozkladem energii putapek. Jesli za$ koncentracja domieszki 7, ro$nie, a #n;
nie ulega zmianie, wowczas bariera bedzie malata, a obszar tadunku przestrzennego jest
waski.

Eksponencjalna zalezno$¢ rezystywnosci obszaru granicznego R, od wysokosci bariery
powoduje, ze rezystywnos¢ ta bedzie malata szybciej anizeli rezystywnos¢ krystalitow R .
Obszar bliski granicy szybko ogranicza konduktywnos¢ warstwy. W tej sytuacji jej whasci-
wosci beda zblizone do wlasciwosci krystalitow. Wykorzystujac zaleznosci Volgera [23]
wlasciwoscei te mozna powigzaé ze struktura warstwy. Srednie ich wartosci wynosza:

rezystywnosé

L

R = R1+(T) R, “4)
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wspoleczynnik Halla

/ 2
Ry = RHl"_(‘f) Ry, (5)

W tej sytuacji $rednia koncentracje nosnikéw opisuje réwnanie

7y H,

= = —= -5 6
1+(‘li)2m’l 1+( " )exp( a’n; ) “
L] n, n?- I3 8ekTn,

W réwnaniu (6) przyjeto, Zze koncentracja no$nikéw tadunku w obszarach o wysokiej
rezystywnosci odpowiada szczytowi bariery. Réwnanie to obrazuje zachowanie sig¢ kon-
centracji nosnikéw przy zatozeniu statej ruchliwosci Halla. Wowcezas n maleje szybciej
niz n;, co jest spowodowane drugim wyrazeniem w mianowniku. Jezeli rosna /; lub gru-
bosci warstwy a wartosci n,, n, i [, pozostaja state, to takze rosnie n. Jest to zgodne z wy-
nikami doswiadczen [22, 23].

Mierzona ruchliwos¢ Halla jest proporcjonalna do wsplezynnika Ry (5) i rezystywnosci
R, (4) i dla /, €I, wynosi ona:

L\?
RH1+(—2) Ry»

! R
;B ll = il Hll . @)
R1+(—2 R, ‘R +|5) R,
ll 11

Z réwnania (7) wynika, ze dla wyzszych pozioméw domieszkowania tj. 7, > 5+ 1018 +101°
cm™3 bariera w poblizu granicy bedzie malata, a mierzona rezystywnosé bedzie poczatko-
wo okreslona przez rezystywno$¢ krystalitow. Wtedy bedzie dominowat pierwszy wyraz
mianownika réwnania (7), a mierzona ruchliwos$¢ bedzie ruchliwoécia w krystalicie, a $cié-
lej bedzie to wartos¢ ruchliwosci no$nikéw w monokrysztale. Praktycznie ruchliwo$é ta
bedzie nieco mniejsza niz ruchliwo$¢ w monokrysztale, poniewaz nalezy uwzglednié roz-
praszanie na defektach w materiale. Dla mniejszych pozioméw domieszkowania (mata
koncentracja zjonizowanych donoréw) obszar tadunku przestrzennego bedzie rozszerzal
si¢ czyli wzro$nie szeroko$¢ bariery jak i jej wysokosé, co spowoduje wzrost rezystywnosci.
Wtedy bedzie dominowat drugi wyraz mianownika réwnania (7), a rezystywno$é warstwy
jest okredlona przez rezystywnos¢ barier. W tym wypadku mierzong ruchliwo$é mozna
wyrazi¢ wzorem »

lin, lingu, q*n} )
= = 8
lin, e n, &xp 8ekTn, ®

gdy n, maleje, a bariera staje sie¢ wyzsza, mierzona ruchliwo$é bedzie malala proporcjo-
nalnie do n; jezeli inne parametry beda zmienialy sic wolno. Przewodno$é warstwy jest
okreSlana bardziej przez bariery anizeli przez krystality.

Z réwnania (8) mozna okresli¢ maksimum ruchliwoéci w funcji koncentracji nosni-

kéw. Z zaleznosei tej wynika réwniez, ze zaréwno U jak i — silnie wpltywaja na ruch-
g

liwos¢ nosniké w. Dowodzi to, ze mniejsze wartosci ruchliwoéci w warstwach typu 7 sa



Tom XXXIIT — 1987 Modele przewodnictwa ... 77

powodowane redukcja ruchliwosci przez ruch elektréw albo przez rézng gestos¢ standw
pulapkowych w obszarach granicznych pasma zabronionego.

Podstawowym mankamentem modelu Kaminsa jest brak znajomosci rozkladu gestosci
putapek na granicy krystalitéw. Zaklada on, ze w obszarze bariery praktycznie wszystkie
swobodne nosniki sa przechwytywane przez putapki. Drugie uproszczenie wynika z od-
dzialywania segregacji domieszki na granicy krystalitéw oraz na innych defektach, w wy-
niku czego warto$é n, , z ktérej kotrzystano w tym modelu rézni si¢ od poziomu domieszki
w warstwie monokrystalicznej. Pomimo tych zastrzezen model Kaminsa potwierdza
uzyskane wyniki doswiadczalne dla wartosci odpowiadajacej Si. Potwierdzaja go rowniez
badania prowadzone na innych materiatach m.in. CdS, CdSc [28].

2.2. ANALIZA TEORETYCZNA MODELU PULAPKOWEGO

Jedna z podstawowych prac uwzgledniajacych model putapkowy obszaru granicznego
okazala si¢ opublikowana w potowie lat siedemdziesiatych praca Seto [7]. Autor stwierdzit
dos$wiadczalnie, ze o wlasciwosciach polikrystalicznych warstw Si decyduje koncentracja
domieszek. Do analizy teoretycznej wykorzystat on model warstwy zbudowany z jed-
nakowych krystalitéw, w ktérych wystepuje, zgodnie z zatoZeniem, jeden typ domieszki
o atomach catkowicie zjonizowanych i réwnomiernie roztozonych o koncentracji Np.

a) granica
krystalitu
krystalit
Struktura krystaliczna
b) a
-/ \ [ q” X
-L/2 0z
Rozklad ladunkdw
c)
_\f \F Eg
— Er:
£ ] £t E?
N SN &

HModel pasmowy
Rys. 4. Schemat budowy warstwy polikrystalicznego krzemu: a — model warstwy; b — rozklad gestosci
fadunku; ¢ — model pasmowy krystalitu i otaczajacych go obszaroéw granicznych

W modelu tym rozmiar obszaru granicznego /, jest pomijalnie maty w stosunku do roz-
miaru krystalitu /, (obszar graniczny jest zredukowany do powierzchni wewnegtrznej)
i zawiera Q, pulapek zlokalizowanych w pasmie energii E,. Schemat budowy warstwy
i strukture pasmowa krystalitu i otaczajacych go obszar6w granicznych przedstawiono
na rys. 4. Poczatkowo neutralne putapki poprzez wychwytywanie nosnikow domieszki
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stajg si¢ naladowane. Seto zatozyl, ze wszystkie nosniki w obszarze (—22-—/) od granicy

krystalitow sa wychwytywane przez stany pulapkowe i tworza obszar zubozony.
Funkcja opisujaca barier¢ potencjatu wyznaczona z réwnania Poissona wynosi

__qj_vﬂ =2 _l_
@b, = e x=D*+D,, l<x< ) )

gdzie @, , jest potencjalem krawedzi pasma walencyjnego w srodku krystalitu, przy czym
poziom Fermiego jest przyjety za punkt zerowy energii.
W przypadku danego rozmiaru krystalitu istnieja dwa mozliwe warunki zalezne od
poziomu koncentracji
a) IiNp <0,
: b) O, > LNy
a) Gdy /;Np < Q, to krystalit jest catkowicie pozbawiony nosnikéw, a putapki sa tylko
czesciowo obsadzone, a wigc / = 0, réwnanie (9) ma postacé

N, 5 el
D(x) = (—%"—) &P, o %= 71 (%9a)
Wysokos¢ bariery @ jest zawarta pomiedzy @(0) i @(%—) i wWynosi
53 qlle?_
: 5 8¢ (10

a wiec jest liniowa funkcja Np.
Zgodnie ze statystyka Boltzmana koncentracje swobodnych nosnikéw p(x) Seto okreslil
W postaci

1
Py = Nyexp { kT [qP(x)— E:]} (1n
gdzie N, jest gestoscia standw, a E poziomem Fermiego. Srednia koncentracja nosnikéw,

Lo . . /
Da, zostala okreSlona przez catkowanie réwnania (11) w granicach od —% do +—21~

1 podzielenie przez rozmiar krystalitu, w postaci
n [ 2mekT\"? EB—EF) ¢ [ N, V7
w3 TG (_ Ny ) ol e e L bl e 12

gdzie Ejp energia bariery, zas n; = N,exp ( —%) jest koncentracja samoistna w poje-

dynczym krystalicie (monokrysztale) o szerokosci pasma zabronionego Eg w temperatu-
rze T. W réwnaniu (12) poziom Fermiego jest okreslony przez stosunek wychwytywa-
nych nosnikéw do catkowitej liczby zajetych stanéw putapkowych.

0.

2exp (E’T_f:ﬂ) +1

LNy = (13)
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Jezeli kazda putapka wychwytuje jedna dziurg i nie ma oddzialywania migdzy putap-
kami, to poziom Fermiego mozna zapisa¢ w postaci

Qt 1/2
Ep = E,—kTln [( i —1) } (14)

Na podstawie réwnaf (13) i (14) mozna obliczy¢ koncentracj¢ nos$nikéw dla danego Np,
jezeli Np, Q, i E, sa znane. '

b) Gdy I;Np > O, t.zn. tylko czes¢ krystalitu Jest zubozona i / > 0, to wysoko$¢ bariery
na podstawie (9) wynosi

_ 99¢
S (15)

Na podstawie réwnan (10) i (15) otrzymano wykres zalezno$ci wysokosci potencjatu od
poziomu domieszkowania, rys. 5. Te wzrostem koncentracji domieszek bariera potencjatu

Wysokosc bariery
potencjalu, $g

1
&/l
Koncentracja domieszek

>

Rys. 5. Zalezno$¢ wysokosci bariery potencjatu“od koncentracji domieszek w krystalitach

poczatkowego wzrosta liniowo, osiagajac maksimum dla /, N, = Q,, a nastgpnie spada
nagle wedtug 1/Np. Srednia koncentracja nosnikéw p, (podobnie jak poprzednio) jest
$rednig w calym krystalicie. W obszarze niezubozonym koncentracja nosnikow dla nie-
zdegenerowanego polprzewodnika jest taka sama jak w monokrysztale Si:

e
Dy = Nuexpl_ﬁ(Ev,o—EF)]- (16)

Koncentracja no$nikéw w obszarze zubozonym wyraza si¢ réwnaniem podobnym do r6w-
nania (12). Srednia warto$¢ koncentracji nosnikéw p, jest wyrazona wzorem

5 > Qt) L(ZWCT 55 qQ,( 1 )”2}
*”“’p”{(l LN g NG o\ \ e ' iz

Seto wykazal zgodno$é wzoréw (12) i (17) z wynikami doswiadczalnymi, co zostato
przedstawione na rys. 6. Podobnie jak Bethe [25] Seto przyjat, ze w pradzie plynacym
przez warstwg, przewazajacym jest prad termoemisyjny (prad elektronow tunelujacych
jest zaniedbywany) i jego gestos¢ wyrazit réwnaniem:

AT A\ ( —q® (qVB
J: qpa(%;l—*—) exp T) exp kT —1 5 (18)
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gdzie m* jest masa efektywna nosnikéw. Wzér (18) otrzymano przy zaniedbaniu zderzeri
nosnikéw w obszarze zubozonym i zalozeniu, ze koncentracja nosnikéw w krystalitach
Jest niezalezna od pradu, a wigc jest to przypadek, w ktérym liczba no$nikéw bioracych
udziat w transporcie jest nieporéwnywalna z catkowita liczba nosnikéw w krystalicie.

i 20
-3| + eksperyment

“7 & - teoria

iy -
7015 L

n
7014 - i

i 2

T

0 0% om3 1920
Ny —=

Rys. 6. Porownanie obliczonej teoretycznie (linia ciagla) i zmierzonej do$wiadczalnie (+) éredniej koncen-
tracji no$nikow w zaleznoéci od poziomu domieszkowania w temperaturze pokojowej

Warunki te ograniczaja wysokos¢ bariery. ’
Jezeli Vy jest male, tzn. gV < kT réwnanie (18) bedzie

1. 1/2 g
J=qp, (“ﬁ‘r) eXp ( - —) Vg (19)

liniowej zalezno$ci pradowo-napieciowe;j:
Przewodnos¢ warstwy polikrystalicznej o rozmiarze krystalitu wyrazi si¢ réwnaniem

1 1/2 ¢
N TP BN e T ey
o=1lgqg n(an*kT) exp( kT)’ (20)

Wykorzystujac réwnania (11), (16) i (20) otrzymuje sie

o ~ exp [—(%—EF)/ kT] dlavesNpl, <@y, (21a)
L Eg
o ~ T-12%exp (_ﬁ) dla Nyl <0,. (21b)
Oznacza to, ze logarytm rezystancji w funkcji 7617 bedzie linig prostg o kacie nachylenia
E,
{——EF dla przypadku /N < O, i réwnym Ejp dla przypadku /,Np > Q.. Efektywna

ruchliwo$¢ nosnikéw wynosi:

1 1/2 Y o
g h iy AR S S, S ____B_
‘uH—llq(2ﬂm*kT) "“Xp( kT)' e
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Z réwnania (22) wynika, ze ruchliwo$¢, u,, ma minimum dla /; Ny = Q,. Wykres
1
logarytmiczny py = f ( 2 T) dla Eg > kT jest linig prostq o ujemnym kacie nachylenia Ej.

Jej przebieg dla kilku koncentracji domieszek oraz odpowiadajace im wartosci energii
bariery Ey przedstawiono na rys. 7, za$ na rys. 8 pokazano dla dwu funkcji poréwnanie
wartoéci eksperymentalnych z teoretycznymi.

320 e eksperyment
2100 y tm~ — teoria
cm(Vs) Vs
30 v 3 '
=005 Yom? 251k +/+%
—M_/_+____+___+——_+ —}-—++ Sx10"em , // 5x10 19/01773
TR et L5
= ‘+—*—+-+~7-+-+:+ 33 03 T $
"+, =rteSyaso)
0 x\ -+~ 9x10"8/em m //
T 5t +\+i?/‘3\ 20 +-+-4"’*+~*\4~.4\+~%
. . "‘%\
N
G \1 1210 Yem?®
]1\ 110",
T B EN B
: i [ L L I ) 3
12520 ! % ST . 20 30 ey 40
1T —> s

Rys. 7. Zalezno$¢ ruchliwosci Halla od tem-

peratury dla probek z roéznymi koncentra-

cjami domieszek i odpowiadajaca im energia
bariery

Rys. 8. Pordéwnanie eksperymentalnych war-
tosci ruchliwosci dziur w funkcji 1/KT
z krzywa teoretyczng dla gestosci domieszek
5—-10'9/cm?® i 1—10'°/cm3. Odpowiadajaca

_im  wysoko$¢ barier wynosi 0,0005 eV
i 0,022 eV

Model Seto jest przedmiotem analizy w wielu publikacjach. Badano jego mozliwosci
i prébowano go rozwinaé. Rozwijajac model Seto dla $rednich poziomow domieszkowania
Baccarani i in. [6] za punkt wyjécia dla interpretacji zachowania si¢ przewodnosci warstwy
od temperatury przyjeli réwnanie przewodnictwa dla warstwy polprzewodnika typu #
W postaci

g = (qzllnovc/kT)exp( fT) (22a)

Rézni sie ono od podanego przez Seto o czynnik no/n,, gdzie n, jest Srednig koncentracja
noénikéw wewnatrz krystalitéw. W celu przeprowadzenia takiej interpretacji autorzy za-
tozyli, Ze na granicy miedzy krystalitami wystepuja: a) jednowartosciowy poziom putap-
kowania i b) ciagly rozklad energii stanéw powierzchniowych.

2.3. MODEL Z POJEDYNCZYM POZIOMEM PULAPKOWYM

Przypadek pojedynczego poziomu pulapkowego odpowiada zalozeniu, Ze putapki
na granicach krystalitéw sktadaja si¢ ze stanéw akceptorowych N, o energii E; . Energia E;

6 Rozprawy Elektrotechniczne 1/87
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Jest liczona wzglgdem wewnetrznego poziomu Fermiego na granicy powierzchni migdzy
krystalitami.
Z warunku neutralnosci elektryczne;j

INpw =N, {1 + % exp[(E, + Ez — Ey) /kT]}, (23)

gdzie w jest szerokoscia warstwy zubozonej, za$ energia bariery E; wyznaczona z rownania
Poissona wynosi

EB = *—28 . (24)

Dla danych /;, N, oraz E, istnieje graniczna warto$é koncentracji domieszek N}, dla
ktérej krystality beda catkowicie zubozone (calkowicie wypetnione tadunkiem przestrzen-
nym) jezeli Ny < Nj i czeSciowo zubozone w przypadku, gdy N, > NE.

a) Dla krystalitéw calkowicie zubozonych (w = %—) z réwnan (23) i (24) warto$¢ Nz

Wynosi

" 8¢ ] NA
£
ND (_—ﬁzl% ) {[EF_, Et+kT1n2 ( N* ll ) 1]} . (25)

Wyniki obliczen N w funkcji rozmiaru krystalitu /; dla réznych koncentracji stanéw
pulapkowych przy E, = 0 przedstawiono na rys. 9. Wida¢ dwa charakterystyczne zakresy

0 79_ p
emS |

7018

0 IR .. *. VI
we s 0? em w03
==
Rys. 9. Zalezno$¢ koncentracji domieszek od wielkosci krystalitbw (w przypadku catkowitego zubozenia)
przy roznej gestosci monoenergetycznych stanow pulapkowych znajdujacych sie w rodku pasma zabro-
nionego

zaleznosci Nj proporcjonalne odpowiednio do /7! i /72 dla najmniejszych i najwigekszych
wartosci /; i N,. Asymptotyczne zachowanie si¢ N wynika z réwnania (23). Dla tych
zakres6w znaleziono uproszczone zaleznoéci

NE ~ __I‘Zfi dla  Ep—E,—E, > kT, @6
1

NE ~ (%) [%G——E,+len( fv]ZZ ) dla E,+Ez—Ep > kT. (26b)
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Energia bariery zgodnie z (10) wynosi

qzl%ND
o (e U
o 8e @7
i wzrasta liniowo ze wzrostem Np, a przewodnictwo warstwy spelnia réwnanie
Nk qz'l%'NcND'@c a
O e TN LN iy KT (28)

E
gdzie energia aktywacji E, = 'TG—_E” v, = (kTJ2 - wm*)1/?;

b) Dla koncentracji domieszek N, > N} krystality sa czgsciowo zubozone, a energia
bariery okre$la réwnanie '

Vi s S
B B B4 kTing [ T ] (29)

07+ E¢=0
ev L l1=10"%cm

Ny = 2x10% em™

01y

0 , R
0% 077 0% om3 107
Np —=>

Rys. 10. Zalezno$¢ wysokosci bariery potencjatu od koncentracji domieszek dla krystalitu o rozmiarze
10~5 cm. Odniesieniem jest monoenergetyczny stan pulapkowy znajdujacy sie w srodku pasma zabronio-
nego. Rysunek ten odpowiada rys. 5 z uwzglednieniem zakresu duzych gestosci stanow pulapkowych

Rozwigzanie réownania (29) w funkcji koncentracji domieszek Np przy réznych N4
idla I, = 1075 cm przedstawiono na rys. 10. Wyrézniamy tu réwniez dwa charakte-
rystyczne zakresy, podobnie jak w przypadku réwnania (26).

9N
By =gy dla Er—E—E; > KT, (30a)
_ Es gNy*N,
Ey = & E,+len{ oemyA A& EtEstEr> kT (30b)

Granica miedzy tymi dwoma zakresami jest zaznaczona na rys. 10 linia przerywana.
Funkcje powyzej tej linii opisane sa réwnaniem (30b): tu wysoko$¢ bariery zalezna jest
od temperatury, a przewodno$¢ warstw spetnia réwnanie

6*
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¢ = qiN2v(2eNp ' Eg)"/*(kT- NA)”’eXp(~ fT)

3 1
gdzie E, = ?EG—E,.

Ponizej tej linii prawdziwe jest (30a), a przeswodnos$¢ warstwy spetnia réwnanie

E,
= (q?l kT) - exp| ——%],
o = (g% now./kT) p( kT)
gdzie E, = Ej. Istnieje podobiefistwo funkcji przedstawionych na rys. 5 i 10. Rysunek 10
jest ,,rozwinigciem” rysunku 5. Do tak rozszerzonego obszaru, ktéry powieksza sie¢ zaréwno
ze wzrostem rozmiaru krystalitow jak i zwigkszeniem gestosci stanow putapkowych, nie
ma zastosowania teoria Seto.

2.4. MODEL Z CIAGLYM ROZKEADEM ENERGII STANOW POWIERZCHNIOWYCH

W przypadku cigglego rozkladu energii stanéw powierzchniowych N, (E) putapki na
granicach krystalitow skladaja si¢ ze stanéw o jednakowej gestosci tzn., Ze akceptory
znajduja si¢ w gornej potowie pasma zabronionego, a donory w dolnej. Z warunku neutral-
nosci .

Ep—Eg

2Npw [ N(E)AE = (Er—Ep)N..
0

Stad graniczna warto$¢ koncentracji domieszek N, dla catkowicie zubozonego krystalitu
(tj. dla /,/2) wynosi

2 -1 *
N = (Ns ) (z+ -"_N—Sl’) - kTln (Ni) (31)
I 8¢ n;
0

om™S

0 18

S

My
10 18

10% ,
070 107 104 em 107
l1 —>

Rys. 11. Koncentracja domieszek w funkcji rozmiaru krystalitu dla kilku roznych -wartosci gestosci
stanéw powierzchniowych
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Rozwigzanie réwnania (31) w funkcji rozmiaru krystalitu /, dla réznych gestosci stanéw
powierzchniowych N przedstawiono na rys. 11. W obszarze mniejszych /; i N; koncentracja
domieszek N jest proporcjonalna do /7'

NkT Np 8¢
S A 2 | — 2
N ( I )ln\ i ) dla ', <€ N (322)

podczas gdy w obszarze wigkszym /, i N, N} jest proporcjonalne do /7 2 { wynosi

8ekT N 8s
Dla N# < N¥ energia bariery jest taka sama jak w réwnaniu (27), a przewodnos¢ warstwy
spelnia rownanie
R qzll Nc‘l’,_. 5 ;Eg—
e (T) oKP ( *T)’ (33)
gdzie energia aktywacji E, = %_G_ & llAJ\’rD :

Gdy Np, > Nj szeroko$é obszaru zubozonego krystalitu jest mniejsza od /;/2, wysokos¢
bariery okre$lona jest funkcja

4eN gN2E; \'?
Ep = Ep— 2 |{1 T -1 34
ktéra dazy asymptotycznie do:
q*N:Eg q*N; Eg
e b L 0 1 e 5
T il T )
2A72
BySEr  dla Npj<d ]\2[8 e (35b)
q7
&V | =10"%cm
06|
R T R e s
B e e Ns =10Mem 2.6y
= dE et =g =5.7913
&
[I = Lz
02y SO
a1+ NI
' iy, A s L il ]| L VoS
0" 07 0% em™ 10%

Nyt ——=

Rys. 12. Wysokoé¢ bariery w funkcji kocentracji domieszek dla krystalitu o /; = 10~5 cm oraz kilku
wartoéci gestoéci stanow powierzchniowych
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Wysoko$¢ bariery na rys. 12 jest przedstawiona w funkcji koncentracji domieszek
dla kilku wartosci gestodci standw powierzchniowych. W tym wypadku

a wowczas wysokos¢ bariery okresla rownanie

_ E;  4eN, ( N2 Eg \'? (Nc NGB N
EB _——2‘4— qZNf [ 14 43ND 1 kTIn ND 1+ 'W‘i‘l >

(36)
stad przewodno$¢ warstwy jest okreslona zaleznoscia
/- _qzll_ﬁc_v”, _‘ZVL)__ 2772 -2 . E,
0 = [( T )(ND (1+¢*N{ Eg/4eNp) exp T (37)

gdzie energia aktywacji E, jest réwna sumie dwdch pierwszych sktadnikéw réwnania (36).
Na rys. 13 przedstawiono zalezno$¢ E, od koncentracji domieszek i dla kilku wartosci

gestosel stanow powierzchniowych, E, — ~2—G dla mniejszych wartosci N, i jest pro-

porcjonalne do N;' dla wiekszych koncentracji domieszki.

07 E
eV | =1075¢cm

06

0 R i
107 107 1018 em2 17

*
Ny —=

Rys. 13. Energia aktywacji w funkcji koncentracji domieszek dla przypadkow przedstawionych na rys. 12

Wyniki doswiadczalne badan warstw polikrystalicznego krzemu, osadzonych metoda
rozpylania katodowego i implantowanych fosforem, otrzymane przez Baccaraniego i in.
[6] potwierdzily stusznos¢ modelu z jednym poziomem pulapkowym. Model z ciaglym
rozkladem energii stanéw powierzchniowych w pasmie zabronionym nie sprawdzit sie.
Na rys. 14 przedstawiono poréwnania teoretycznych i eksperymentalnych danych energii
aktywacji w funkcji koncentracji domieszek fosforu dla modelu pojedynczego poziomu

putapkowego. Najlepiej dostosowane dane eksperymentalne uzyskano dla N, =3,8 x
5il0t%2 cm=2,
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Rys. 14. Teoretyczna i do$wiadczalna energia aktywacji w funkcji koncentracji domieszek fosforu.
N; = 3,8%x102cm~2, [, = 3-107¢ cm

2.5. MODEL SEAGERA 1 CASTNERA

Seager i Castner [5] badali wtasciwosci transportu no$nikéw w warstwach polikrysta-
licznego krzemu poddanych napromieniowaniu wiazka neutronéw. Warstwy te charakte-
ryzowaly sic duzymi rozmiarami krystalitéw, (minimalne rozmiary wynosily 25 um).
Autorzy ci wykazali, ze rezystancja warstw jest liniowo zalezna od temperatury ponizej
poziomu domieszkowania 2 x 1015 p/cm?, za$ energia aktywacji jest bliska srodka pasma
zabronionego i odpowiada wartosci 0,55 eV. Powyzej tego poziomu domieszkowania
nastepuje odchylenie rezystancji od linii- prostej (rys. 15).

Pomiary wykazaly, Ze istnieje duzy przedziat impedancji granicy krystalitow tzn., ze
wystepuje zmienno$é wysokosci barier potencjatu. O ich powstaniu i wielkosci decyduja,

2
2-cm

0+

0.2 4. 6.8 0.0, KB

Rys. 15. Rezystancja w funkcji temperatury dla warstw polikrystalicznego krzemu napromieniowy-
wanych wiazka neutrondow
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zdaniem Seagera 1 Castnera, gestosci domieszek i gesto$¢ stanéw defektéw. Podobnie jak
autorzy poprzednich modeli, przyjeli oni, ze gesto$¢ pradu speinia réwnanie Bethe-Schot-
tky’ego. Proces transportu ladunku w obszarze bariery przedstawiono schematycznie
na rys. 16. Ep; jest potozeniem poziomu Fermiego w obszarze granicy (rys. 16a). Nagro-

a)

Erg
||

-
Erg

EV=U fy
X=0
b) - ’_L ___________
______/_*:-g :+ Eg
SER
+ ) +j
T4 @ ++‘~b
% +
= E : 43 L ++<1
___L./jig :: £y
I w +H = |+ -
- pd —
I 17

Rys. 16. Model pasmowy krystalitow i obszaru granicznego: a — wszystkie trzy obszary wystepuia nie-
zaleznie; b — po ich polaczeniu przy zerowej polaryzacji zewnetrznej

madzony ladunek w poblizu x = 0 powoduje zakrzywienie pasm energii ku goérze o wiel-
kosci @y. Poziom Fermiego w granicach vmi@dzykrystalitquch jest przesunigty o wiel-
kos¢ AE (rys. 16b). Gdy szerokos¢ obszaru zubozonego w jest poréwnywalna do szero-
kodci granicy /; (w < [), to istnieje relatywne, jednowymiarowe przyblizenie gestosci
fadunkéw Q w obszarze bariery do wysokosci tej bariery: i
8eNp,@ \'?
0 = ( f—) . (38)
q

Gestos¢ ta jest takze funkcja koncentracji standw N,(E) i przesunigcia poziomu Fermiego
AEF:

EC EC . .
Q=1 f No(E)fIE(Epp+AER)]dE-1, f No(E)(E, Erp)dE, (39
0 0

gdzie f(E, Erp) jest funkcja Fermiego. Druga calka réwnania (39) przedstawia ladunek
wewnatrz pasma zabronionego stanéw defektéw w warunkach neutralno$ci elekirycznej.
Seager i Castner przebadali mechanizimy przeplywu pradu przez bariere potencjatu i wyzna-
czyli @ dla nizej opisanych trzech réznych form gestosci stanu defektéw Ny(E).

1. Niezalezna energia N,(E)
Ekstrapolujgc funkcje Fermiego dla warunkéw T = 0 tj., gdy f(E, Ep) = 0 jezeli
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E > E, oraz f(E, Er) = | jezeli E < E; réwnanie (39) redukuje si¢ do postaci
Epp+AE;
0=04 [ N(B)ME. (40)
Epp
W tej sytuacji dla dwuwymiarowej gestosci stanéw defektow N = [, N, energia bariery
wynosi

I+« o o2 \'?
& — AE N 20 i
7 EF[ IAE; (AEF TIAE, | 5l
gdzie AEp = Epg—Epp jest roznica pozioméw mierzonych wzgledem krawedzi pasma
walencycjnego, za$ o = —]EVTDprzy czym Np jest poziomem domieszki.
T

Jezeli o > Ep tj. dla silnie domieszkowanych krystalitéw lub matych gestosci standw
defektow @ — 0, za$ w wypadku, gdy o« € AEy tj. dla nisko domieszkowanych krystalitéw
lub wysokich gestoéci standéw defektéw @ — E. Innym ograniczeniem réwnania (40)
jest fakt, ze fizycznie wysoko$¢ bariery nie moze by¢ wigksza od rdznicy pomigdzy po-
ziomem Fermiego w krystalicie i w obszarze granicznym traktowanych niezaleznie przed
ich ,,polqczeniem’. Dla matego o i w przyblizeniu liniowej zaleznosci AEy od temperatury
wyliczono, ze dla T = 0 Ep ~ 0,55 eV. Potwierdza to fakt, ze Ep lezy w Srodku przerwy
zabronionej, jezeli Eyx &~ E. w temperaturze zera bezwzglednego. Przy zalozeniu, Ze Ep,
jest niezalezne od temperatury mozna wykona¢ wykres @ w funkcji temperatury dla réz-
nych wartoéci Np. Zmieniajac Ny mozna uzyska¢ dobre dostosowanie wartosci do danych
przedstawionych na rys. 11. Obliczone wysokosci barier @ s liniowo zalezne od tempe-
ratury. Wartodci te przedstawione sg w postaci kizywej (a) na rys. 11 dla Ny = 3,29 x
x10'2em~2eV~! 1 T = 300 K. Ta najlepiej dostosowana krzywa wskazuje na niskie
wartosci Np w obszarach granicznych i na spadek @ dla duzych N,.

2. Monoenergetyczne N (E)

W tym przypadku nie jest mozliwe doktadne okreslenie wysokosci bariery. Autorzy
wyliczyli ja metoda przyblizong z réwnania

1/2 £

(32202}~ (aqoyn (@)
Stwierdzono, ze @ zachowuje si¢ tu podobnie jak w pierwszym przypadku tzn., ze wy-
soko$é bariery dla matych i duzych « jest ograniczona wartosciami 0 i AE,. Wynika stad,
7e réznica poziomdéw Fermiego AEp = (Epg— Epg) wynosi dla 7 = 0 okoto 0,55 eV.
Dobra zgodno$é z danymi doswiadczalnymi uzyskano dla koncentracji domieszek Np =
= 5,40 - 10'!/cm zlokalizowanych w odlegtosci 0,628 eV od pasma walencyjnego. Nie-
polaczony poziom Fermiego lezy w okoto 0,076 eV ponizej poziomu putapek.

3. Eksponencjalna posta¢ N,y (E)

Dla tego przypadku przyjeto dla N, wyrazenie w postaci réwnania

[LNJ(E)] = No(E) = NroeXP(_Ei)- (43)
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Z réwnan (38) i (39) oraz przy ekstrapolacji funkcji Fermiego do 7 = 0 otrzymuje sic
zaleznos¢

1/2
N ) [T [

gdzie Np = Npgexp (— EFB ) a Nro 1 E; sg parametrami dopasowywanymi. Podobnie
(o]

Jak w poprzednich dwéch przypadkach, @5 — Ep gdy Np jest mate lub Ny, duze i dla
T = 0 wynosi okoto 0,55 eV. Pozwala to ustali¢ Ny, i E, tak, aby otrzymac najlepsza
zgodnos¢ Py = f(Np) z eksperymentem. Rozwigzanie réwnania (44) wskazuje, Ze naj-
lepiej dopasowanymi wartosciami sa Npo = 1,89 x 105 cm™2 eV~ i E, = 0,099 eV.
Omoéwione trzy przypadki zaleznosci N, sg zobrazowane w postaci wykresu przerw
energetycznych na rys. 17, zas na rys. 18 przedstawiono zalezno$¢ ¢ - @5 od N, dla trzech

E,:g\}
L b
i
?/Vr(E)dE {
|
! I
t
I.
B
|
|
|
\ |
nyH 0155
E —>

Rys. 17. Gestos¢ stanow i poziom Fermiego w obszarze bariery polikrystalicznego krzemu: krzywa (a) —
N(E) = 3,3x10"?cm=2eV~'; krzywa (b) — N, (E) = 5,4x10" cm™% w 0,626 eV powyzej Ev i zero
w innych miejscach; krzywa (c) — N.(E) = (1,89 x 10'® cm~2 eV Vexp(— £)0.099 eV)

0l , . 5
08 ¥ 0P 0% em™ 107
N[] —

Rys. 18. Najwicksze wysoko$ci barier na granicy krytalitow ®@p (ekstrapolowane do 7 = 0) w funkcji

gestodci domieszek Np dla warstw polikrystalicznego krzemu napromieniowywanych wiazka neutronow.

Krzywe przedstawiaja dane dotyczace: a — monoenergetycznej ggstosci standw; b — pojedynczego pozio-
mu energetycznego; ¢ — eksponencjalnej gestosci stanow
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wyzej opisanych przypadkéw gestosci stanu defektéw przy zastosowaniu parametréw
dopasowania. Model eksponencjalnej gestosci standw defektéw dopasowuje nieco lepiej
dane eksperymentalne anizeli model pojedynczej putapki, najgorsza zas zgodnos¢ wyka-
zuje model niezaleznej energii. Poréwnania wskazuja, ze najwigksza gestos$¢ standw de-
fektéw w obszarze granicy krystalitéw wynosi 6 x 10*! /cm? osiaganych stanéw elektro-
nowych wewnatrz pasma 0,2 eV, zlokalizowanego w Srodku przerwy: to jest nizej niz
odpowiednia warto$¢ 3 x 10'?/cm? dla modeli Seto i Baccarani.

2.6. FENOMENOLOGICZNY MODEL PRZEWODNICTWA MANDURAHA

W szeregu prac do$wiadczalnych wykazano duze zmiany rezystywno$ci warstw krzemu
polikrystalicznego domieszkowanego arsenem i fosforem (m.in. [13, 14]) w wyniku wygrze-
wania ich w réznych temperaturach. Na rys. 19 [14] pokazano zalezno$¢ ruchliwosci Halla
w temperaturze pokojowej w funkcji koficowej temperatury wygrzewania dla trzech rodza-

%2 N Ny=2x10"em ™3
0
30
Hyy
20+
X
——
_El\h__:i:.hx
0, . ,
800 900 K 1000
[ —=>

Rys. 19. Ruchliwo$¢ Halla w temperaturze pokojowej w funkcji wygrzewania warstw temp. 800, 850 lub
900°C. Temperatura wygrzewania poczatkowego 1000°C

jow domieszek. We wszystkich przypadkach ruchliwos¢ uy wzrasta od wartosci poczatko-
wej pomierzonej dla prébek wygrzewanych w 1000°C i przy dodatkowym wygrzewaniu
w mnizszych temperaturach. Najwieksze zmiany zostaly spowodowane wygrzewaniem
w najnizszych temperaturach. Zmiana ruchliwosci jest szczegdlnie wyrazna dla warstw
polikrystalicznego krzemu domieszkowanego fosforem i arsenem po wygrzewaniu w 800°C.
Ponadto rezystywnos¢ warstw domieszkowanych arsenem jest zwykle wyzsza niz re-
zystywno$é podobnie domieszkowanych warstw fosforem wygrzewanych w tej -samej
temperaturze.

Nie zaobserwowano natomiast wyraznych zmian rezystywnosci w krzemie domieszko-
wanym borem. Réznica ta jest spowodowana tym, Ze atomy arsenu i fosforu w prze-
ciwienstwie do atoméw boru maja tendencje do segregacji na granicach krystalitéw pod-
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czas wygrzewania w niskich temperaturach. W ten sposéb maleje rozpraszanie no$nikéw
na zjonizowanych domieszkach wewnatrz krystalitow i w rezultacie nastgpuje maty wzrost
ruchliwosci no$nikow. Zalezno$¢ rezystywnosci od rodzaju domieszki i duze zmiany rezys-
tywnosci po wygrzewaniu nie moga by¢ wyjasnione przy pomocy modeli putapkowania
no$nikow.

2.6.1. Podstawy modelu

Wyjasnienia zaleznodci wlasciwosci elektrycznych warstw polikrystalicznego krzemu
od proceséw ich obrébki w wysokich temperaturowych oraz od rodzaju domieszek podali
Mandurah i in. [21] proponujac w tym celu fenomenologiczny model przewodnictwa elek-
trycznego warstw polikrystalicznego krzemu. Model ten opaty zostal na trzech zjawis-
kach: segregacji domieszek, putapkowania nos$nikéw i odbicia no$nikéw od barier poten-
cjatu, wystepujacych na granicach krystalitéw.

Model rozpatrywanej warstwy przedstawiono na rys. 20. Wewnatrz kazdego krystalitu
atomy sg rozmieszczone w sposéb periodyczny, podczas gdy granice krystalitow sa zto-

/gran[ce krystalitow

krystalit
1

Rys. 20. Schematyczny obraz struktury krystalicznej warstwy oraz barier potencjalu utworzonych przez
granice krystalitow

zone z nieuporzgdkowanych atomow i zawieraja duzg liczbe defektow spowodowanych
niekompletnym wigzaniem. Duza koncentracja defektéw i wolnych wigzan na granicach
krystalitow jest przyczyna istnienia standw putapkowych i miejsc segregacji domieszek.
Podobnie jak w poprzednich modelach o wlasciwosciach elektrycznych warstw decyduja
granice krystalitow.

Autorzy przyjeli kilka zatozen dotyczgcych wilasciwosei tych granic. Material granicy
ma budowe posrednia pomiedzy catkowicie uporzadkowanym krysztalem a struktura
amorficzng. Szeroko$¢ pasma zabronionego dla materialu granicy jest nieco wieksza anizeli
szerokos$¢ pasma zabronionego dla materiatu krystalitu. Wysoka koncentracja defektéw
1 niewysyconych wigzan na granicach stwarza idealne warunki, w ktdrych kazdy atom
domieszki donorowej na granicy mogtby mie¢ wszystkie pieé wigzan wysyconych. Po-
dobnie trzy wiazania atomu domieszki akceptowanej moglyby byé skompensowane.
Poziom Fermiego materiatu granicy lezy w poblizu $rodka pasma zabronionego. W ta-
kich warunkach pomigdzy krystalitem a granica tworzy sie heterozlacze, w ktérym materiat
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granicy jest polprzewodnikiem samoistnym. Dlatego tez wplyw granic krystalitéw na
wlasciwosci warstwy moze by¢ modelowany przez bariery potencjatu, jak pokazano na
rys.,21 dla polikrystalicznego krzemu typu n. Analogiczna sytuacja moze by¢ rozwazana

%
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Rys. 21. Schemat energetyczny pasm w poblizu granicy krystalitu przy zerowym' napigciu polary-
zujacym
. s b Tas TR d . F . . , Epp
dla materiatu typu p. Energia tych barier odniesiona do poziomu Fermiego jest rowna S

gdzie Epp jest szerokoscig pasma zabronionego materialu granicy, a szerokos¢ kazdej z tych
barier jest w przyblizeniu réwna szerokosci granicy miedzy krystalitami /,.

Podobnie jak w poprzednich modelach wysoka koncentracja defektow i niewysyconych
wigzan na granicach krystalitow jest przyczyng istnienia standw pulapkowych zdolnych do
zwigzania tadunkow domieszki lub nosnikéw tadunku. W rezultacie czg$¢ atomdw do-
mieszki ulega na granicy segregacji, gdzie sg pulapkowane i stajg si¢ elektrycznie nie-
aktywne. Pozostale atomy domieszki sa roztozone jednolicie wewnatrz krystalitéw i moga
by¢ zjonizowane. Cze$¢ nosnikdw jest putapkowana na granicach co powoduje zmniejsze-
nie ich ilosci w kazdym krystalicie i wytwarza dodatkowe bariery potencjalu w obszarach
zubozonych krystalitow w poblizu ich granic, jak pokazano na rys. 21.

Autorzy rozwazali przypadki o $rednich i duzych koncentracjach domieszek, dla
ktérych wewnatrz kazdego krystalitu istnieje obszar neutrainy. Model moze by¢ rozsze-
rzony na przypadek niskiej koncentracji domieszkowania, gdzie krystality sa calkowicie
zubozone.

Energia bariery potencjalu w obszarze zubozonym ¢@ ., odniesiona do dna pasma
przewodnictwa E, w obszarze neutralnym krystalitu moze by¢ wyrazona jako funkcja
odleglosci w postaci

- q*Ne , Ly i
9Py = o [(“"““7) IXI] : (45)
Funkcja ta posiada maksimum wartosci

q*Ngw? L, ; : 3 2 ; 3
gD = TR dla |x] = - 5 gdzie w jest ‘szeroko$cia obszaru zubozonego i1 wynosi

&

[6, 71
: W= R2% (46)

= HI Nz
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gdzie Q,[cm™?] jest gestoscig stanéw putapkowych na granicy krystalitow, a Ng wielkoscia
koncentracji domieszek, powstajaca w krystalitach po uwzglednieniu segregacji domieszek
na granicach i jest obliczona jako funkcja catkowitej koncentracji domieszek N [13].
O transporcie nos$nikéw decyduje ich energia &x w stosunku do energii bariery poten-
cjatu g@(x). Z rys. 21 wida¢, ze moze ona mie¢ rozne wartosci zaleznie od energii nosni-
kow. W tablicy 1 przedstawiono trzy rodzaje mechanizmdéw przewodnictwa w zaleznosci
od &x.

Tabela 1
Mechanizmy przewodnictwa warstw
Ozna- ‘

Opis mechanizmu czema Energia no$nikow | Energia bariery potencjatu Wartos¢

| mecha- |x|

| nizmu

Nosniki tuneluj /
v 14 " 0 X > w+»—2

przez barier¢; ich 2
energia jest nie- - il

[y

wystarczajaca do q*Ng l> 2 I,
[ ] w+—2; LX< =

pokonania bariery @ | €x<aVs R
potencjalu obsza- |
ru zubozonego

{ 2 =

Noséniki maja wystar- I,
| czajaca energi¢ do
| pokonania barier A gt e o
5 w obszarach zubo-

! zonych, ale niewys- (b) qVy < Ex < qP
|

|

|

tarczajaca do wy-
wotania przejscia
ponad bariere ob-
szaru granicznego

q®P —~

| Nosniki pokonuja
bariere potencjatu
(wystepuje czyste (©) Ex > gD 0 —
przejscie ponad
| barierami)

|
|
|

2.6.2. Zalezno$¢ pradowo-napieciowa I-V

Transport nosnikéw w warstwie, ktdrej uproszczony model przedstawiono na rys. 19,
moze odbywaé sie dwoma sposobami: przez obszary granic krystalitéw przeplywajac
z jednego krystalitu do drugiego oraz dzigki przewodnictwu omowemu wzdtuz obszaréw
granic krystalitéw. Poniewaz granice maja duzo wigksza rezystancje, dlatego przewodzenie
gtdwnie ma miejsce dzigki przechodzeniu no$nikéw z jednego krystalitu do drugiego
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w wyniku tunelowania i/lub przechodzeniu ponad barierami. Jednowymiarowe, nieza-
lezne od czasu prawdopodobienstwo tunelowania D(&x) dla bariery o wysokosci D(x)
w przyblizeniu wynosi [15, 16, 26]

D(&x) = exp{ - 4% f [2m* (gD (x)— Ex)]M 2dx}, 47

gdzie &x jest tu sktadowa energii padajacego nosnika w kierunku x, gdzie energia zerowa
odpowiada energii dna pasma przewodnictwa w obszarze neutralnym krystalitu, a m* —
efektywna masa no$nikow jest niezalezna od ich energii. Liczba no$nikéw majacych energie
wewnatrz przedziatu d€x padajacych na bariery w ciagu sekundy na jednostke powierzchni
jest dana przez [26] réwnanie

N(T, £6x) = f’%’;kl In {1 +exp [——Lgli—;é)]}d@@x, (48)

gdzie: & = E,—Ep, k— stala Boltzmanna, /# — stata Planka. Jezeli przyjaé, ze V, jest
catkowitym spadkiem napigcia na obszarze granicy krystalitow, to

Vo T VB = VL+ VR > (49)

gdzie Vp jest spadkiem napiecia na barierze granicy krystalitu, a V. i Vx odpowiednio
spadkami napig¢ na obszarach zubozonych po lewej i prawej stronie granicy (rys. 22).

el

|
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Rys. 22. Schemat energetyczny pasm w poblizu granicy krystalitu z przylozonym napieciem zewnetrznym

Przyjmujemy, ze ilo$¢ elektronow tunelujacych z lewej na prawa strone wynosi Npx
i z prawej na lewa Ngp. Catkujac réwnania (47) i (48) po wszystkich energiach autorzy
pracy [21] zalezno$¢ gestosci pradu przez granice krystalitu podali w postaci:

J = g(Ng—NgL) =

= o[+ T) [ [t enp| FEHELR N, san -
0

kT

kT f

gdzie Dy r(£x) i Dg.(€x) sa prawdopodobienstwami tunelowania przez bariere z lewej
strony na prawa i z prawej na lewa i sa funkcjami réznych spadkow napie¢ na barierze

_f In{l—i—exp[ —(6x—c +3V5)2 4l ]lDRL(@@x)-dé”x], (50)
: _
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granicy krystalitu i w obszarach zubozonych po obydwu jej stronach tak, ze D;z(6x) #
£ Dp;(6x). Rozwiazanie rownania (50) jest skomplikowane i mozliwe metodg numeryczna.
Analitycznie mozna je rozwigza¢ przy upraszczajacych zatozeniach. Przede wszystkim
chodzi o ograniczenie rozwiazania do $redniego zakresu temperatur, najbardziej praktycz-
nego dla dziatania przyrzadéw polprzewodnikowych.

Ponadto dla zalozen ograniczajacych wielkos$¢ napiecia przytozonego do krystalitu ¥/,
ktére jest duzo mniejsze od wysokodci bariery na granicy krystalitu @5 (V, < V) oraz,
ze maksymalna wysokos$¢ bariery w zubozonym obszarze krystalitu jest duzo mniejsza od
Dy (Vg € D). W tych warunkach przewodnictwo odbywa sie gtéwnie przez tunelowanie
noénikéw ponad barierami obszaréw zubozonych tj. no$nikéw, ktérych energia zawiera
sig w zakresie gV < &x < q@y (drugi rodzaj mechanizmu przewodnictwa (a) tabl. 1).

Przy powyzszych ograniczeniach w réwnaniu (50) zmieniaja si¢ granice catkowania,
ktére sa dobrane w taki sposob, ze ograniczaja réwnanie tylko do nosnikdéw, ktdrych
energie zawieraja si¢ pomigdzy wierzchotkiem bariery obszaru zubozonego i wierzchotkiem
bariery na granicy krystalitu. Przyjmuje ono posta¢ réwnania (51)

ammrir\ | —(Ex+E—qVp)2—qVy
J=q(—h7~~-) ) DLRo‘xexp[ BT B ~——-ﬁ]d<ﬁ—
(]VB+(]VB/2
qb—qVp!2
— [ Duenex l (‘g”‘:ﬁf’V”)z*"VR)] ] (s1)
qVg—qVg/2

Dalsze uproszczenia wynikaja z zatozen, ze Vo, € @iV, € @idotycza prawdopodobienstwa

tunelowania D(&,), ktore moze by¢ zapisane za pomoca szeregu Taylora w postaci (16):

InD(Ex) = —(by+c, Ex+fLE2+ ... (52)

Poniewaz V, € @ to wspdlczynniki b, ¢, f; sa niezalezne od napigcia polaryzujacego

(26) woéwcezas

D r(€y) = Dre(6x) = D(6X). (53)

Wprowadzajac uproszczenia wynikajace z rownan (52) i (53) do (51) i przy zastoso-

waniu odpowiednich przyblizen i zaniedbaniu wyrazéw eksponencjalnych zawierajacych

q® jako mate w stosunku do wyrazdw eksponencjalnych zawierajacych ¢V}, otrzymuje
sie charakterystyke pradowo-napigciowa w formie

_ Aam*kPT? & ) exp(—by) ( —qV,,)
=g & (‘A) (—c k1) P\ %7 )

qVe qVe | —qVr qVs
.[eXplkT+1 2] eP[ T 31"2"' > (54
edzie dla prostokatnej bariery potencjalu na granicy krystalitu
4 1’)
b= 2 Q)2 (gd— gV )2 (552)
_nlz

¢y = == Qam*)'*(qP—qV,)'2. (35b)
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Rownanie (54) pokazuje, ze gesto$¢ pradu jest funkcja zaréwno spadku napiecia na
barierze zwigzanej z granica krystalitu, jak i spadku napigcia na barierach obszaréw zubo-
zonych po obu stronach tej bariery. W celu wyznaczenia przewodnictwa ukladu Man-
durah i in. okreslili wzgledny rozklad spadkéw napieé na »zlozonym” obszarze granicy
krystalitu w stosunku do calkowitego napigcia. Zalozyli oni, Ze granice krystahtow
maja staly gestosé standw pulapkowych Q,[6, 7]. -

Dla wszystkich napigé polaryzujacych catkowita ilo$é pulapkowych nos$nikéw musi
by¢ réwna ilosci stanéw putapkowych na granicy

NG(WLo +Wwro) = Qp = Ng(w+wg). ‘ (56)

Indeks zero oznacza zerowe napiecie polaryzujace. W zaleznosci pomiedzy szerokoscia
obszaru zubozonego i potencjalem wynika, ze spadki napiecia na obszarach zuboZonych
po lewej 1 prawej stronie granicy krystalitu podane w pracach [17, 18] i wynosza:
2Vb]/2 = (Vb+VR)1I2+(Vb—VL)1/2 dla Vd < 2Vb’ 57
VL = VI) Z&S’ VR = 2Vd—Vb dla Vd > sz, ( )

gdzie 2V, jestbcaikowitym spadkiem napigcia na obszarach zubozonych krystalitow, tj.
2Vd - VL+VR. .
Spadek i napigcia na granicy krystalitu zostaly opisane wyrazeniami:

1/2
Ve =1, (‘—*“) (Vo + VRV =(V,—V)Y?] dla ¥V, <2V, (58a)

172 )
VB = [2 (._‘A?~) (ZVd)I/Z dla Vd > 2Vb (58b)
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Rys. 23. Rozklad napigcia pomigdzy krystality i obszar graniczny w funkeji przecietnej koncentracii

domieszek wewnatrz krystalitow dla réznych napieé polaryzujacych

7 Rozprawy Elektrotechniczne 1/87
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Spadek napiecia na obszarach zubozonych po lewej i prawej stronie granicy oraz na
samej granicy otrzymujemy przez rozwiazanie réownan - (57) i (58) oraz (49). Wykresy
Ve/Vo, ViIVo, Vr/Vo W funkcji koncentracji domieszek sa pokazane na rys. 23 dla war-
tosci ¥, = 1 mV, 10 mV, 100 mV odpowiednio dla 7, = 10 A i Q, = 2,35 1012 cm~2.
Z wykreséw na rys. 23 widac, ze wzgledne wartosci roznych spadkow napiec na obsza-
rach zubozonych i na granicy krystalitu sa funkcjami koncentracji domieszek i wielkosci
napiecia polaryzujacego (7 jest funkcja koncentracji domieszek).

Jezeli przyjmiemy ograniczenie rozwigzania rownan (50) i (54) do napie¢ polaryzuja-
cych duzo mniejszych niz wysokos¢ bariery w obszarach zubozonych (V, <€ V}) to spadki
napie¢ na obszarach zubozonych i na granicy krystalitu beda [17]

Vi = VRZ Vda

l .
Vg = f2lNe. 2V,

T

ijezeli Vy < kT to przewodnos¢ obszaru granicy o W liniowym zakresie dana jest rowna-
niem [21]

[ 4amrkT [ =\ exp(=L) (~qu
% =g ( = )Lﬂe"p(w)u_clm' P\

t

LN )
T4
Do
gdzie Lg = 2w+1/,.

Powyzsze jest stuszne dla ¥, < 10 mV i calego zakresu koncentracji domieszek. Warunki
te sg generalnic spelnione w wigkszosci praktycznych zastosowan drobnoziarnistych
warstw polikrystalicznego krzemu.

,'7N"
) (1+c1kT):QL

2.6.3. Wplyw koncentracji domieszek

Zalezno$¢ (54) byla wyprowadzona bez zadnych zatozen dotyczacych koncentracji
domieszki. Jednakze szeroko$¢ obszardéw zubozonych w krystalitach powstatych na sku-
tek pulapkowania nos$nikéw jest funkcja koncentracji domieszek [3+ 6], ktéra posrednio
wplywa na warunki zastosowania powyzszej teorii. Przy bardzo duzych koncentracjach
domieszek obszary zubozone w krystalitach staja si¢ bardzo waskie i wysokos¢ zwiazanych
z nimi barier staje si¢ bardzo mata. Ponadto poziom Fermiego znajduje si¢ wewnatrz
lub blisko pasma przewodnictwa. W tych warunkach spadek napiecia na obszarach
zubozonych jest b. maly i prawie caly spadek napigcia bedzie si¢ odkladal na granicy
krystalitu, jak pokazano na rys. 23. W konsekwencji mozna zalozy¢, ze:

V=0, /W = W= 0, V= 2. (60)

Przy zalozeniu, ze wystepuje calkowita jonizacja stanéw domieszki wewnatrz krysta-
litu, koncentracja nosnikéw w krystalitach » jest dana rownaniem

o £\ _ [ 2am*kT\*? £\ . ‘
n—Ncexp-(—kvf) =2(— I v) exp\ —p ~'Ng. (61)
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Wstawiajac (60) i (61) do (54) otrzymuje si¢ zalezno$¢ -V w postaci

. gNgkT exp(—b,) e qV,

= At kT) (—c.kT) 2sink {cy 7 (62)
Dla matych napiec¢ polaryzujacych Vo, <€ kT przewodno$¢ granicy krystalitu o przy

duzych koncentracjach domieszek dana jest réwnaniem

g*NgLpc kT exp(—b,)

Qam*kTYV>  (1—c kT)

GB=

Dla matych koncentracji domieszek wysoko$§¢ bariery obszaru zubozonego gV, ma
maksymalng warto$¢, w przyblizeniu réowna Eg/2 [1, 6], gdzie E; jest szerokoscia pasma
zabronionego dla krzemu monokrystalicznego. Poniewaz przy matych koncentracjach
domieszek bariera na granicy krystalitéw jest tylko niewiele wyzsza niz maksymalna
wysoko$¢ bariery obszaru zubozonego i szerokos$¢ tej bariery jest duzo mniejsza (rzedu
10 A) niz szeroko$é obszaru zubozonego w krystalitach (> 100 A) [6, 7], to dominujacym
mechanizmem przewodnictwa jest termoemisja ponad bariere obszaru zubozonego. Dla
tych warunkéw zalezno$é pradowo-napigciowa odpowiada teorii prostego modelu pu-
tapkowania noénikéw, rozwinigtej w pracach [S, 6, 29].

5. POROWNANIE TEORII Z EKSPERYMENTEM

Mandurah M. M. i in. [21] dopasowali opisany model teoretyczny do danych ekspe-
rymentalnych dla warstw polikrystalicznego krzemu domieszkowanego arsenem lub fos-
forem. Warstwy byly osadzone chemicznie z fazy gazowej pod niskim ci$nieniem
(~ 0,2 Tr) do grubosci 0,5 um przy 625°C, na termicznie utlenione plytki Si. Atomy
arsenu lub fosforu o dawkach w zakresie 10'4—10%%/cm? byly implantowane w warstwy
z energia 180 keV. W celu zapobieZenia ucieczce atoméw domieszki i zabezpieczenia po-
wierzchni warstwy od otoczenia (wazne dla pdzniejszych cykli wygrzewania) na warstwy
po implantacii osadzono dwutlenek krzemu w temp. 450°C. Nastepnie wszystkie warstwy
-byly wygrzewane w temp. 1000 lub 1100°C przez 1 godzing w celu aktywacji i redystrybucji
atoméw domieszki oraz ustabilizowania rozmiaréw krystalitéw tak, aby pdiniejsze
wygrzewania w nizszych temperaturach nie zmienily ich w sposéb zauwazalny. Z kolei
cze$¢ warstw byla wygrzewana w temperaturach 900, 850, 800°C odpowiednio przez 12,
24, 64 godziny w celu segregacji atomdéw domieszki na granicach krystalitéw [13, 14].
Wygrzewanie prowadzono w atmosferze suchego azotu.

Na rys. 24 i 25 pokazano wykresy rezystywnosci polikrystalicznego krzemu w funkeji
$rednich wartosci koncentracji domieszki. Na rys. 24 dla warstw domieszkowanych arse-
nem i wygrzewanych w 1000°C i 1100°C (linia przerywana i linia przerywana kropkami)
oraz dla warstw domieszkowanych fosforem i wygrzewanych w 1100°C (linia ciagta).

Odpowiadajace eksperymentalnym pomiarom wartosci dla tych trzech przypadkéw
oznaczono odpowiednio A, [], (O; za$ na rys. 25 pokazano podobne krzywe dla warstw
domieszkowanych arsenem i wygrzewanych w temp. 900, 850, 800°C. Szczegdlowe ozna-
czenia podane sa na rysunku, przy czym krzywa przerywana jest powtérzeniem z rys, 24.

%
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i odpowiada wygrzewaniu warstwy w 1000°C. Model teoretyczny byt dopasowany do da-
nych eksperymentalnych poprzez zastosowanie trzech wielkosci jako parametréw wykresu:
gestosci stanéw putapkowych Q,, wysokosci barier na granicy krystalitow @y i szerokosci
barier /,. Rozwiazanie ograniczono do przylozonych napie¢ duzo mniejszych od £7/q
oraz przy zatozeniach, ze: (a) w krystalitach istnieje calkowita jonizacja domieszek, (b)
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Rys. 24. Rezystywnos$¢ warstw polikrystalicznego krzemu domieszkowanych arsenem i fosforem w
funkcji koncentracji domieszki dla roznych temperatur wstgpnego wygrzewania

——\ poli-Si domieszkowane As, wsetpnie wygrzewane w 1000°C; —.—[] poli-Si domieszkowane As, wstepnie wygrze-
wane w 1100°C; —x poli-Si domieszkowane P, wstepnie wygrzewane w 1006°C
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Rys. 25. Rezystywnosé¢ warstw polikrystalicznego krzemu domieszkowanych arsenem jako funkcja kon-
centracji domieszki dla réznych koncowych temperatur wygrzewania. Wszystkie probki byly wstepnie wy-
; grzewane w ¢ = 1000°C

Poli-Si domieszkowane As, witepnie wygrzewane w 1000°C; —x —pozniej wygrzewane w 800°C; (T} pdzniej wygrzewane
w 850°C; /\ pozniej wygrzewane w 900°C; —.—.— bez poOzniejszego wygrzewania

wysoko$¢é barier na granicach jest wlasnoscia wylacznie materialu granicy (a wigc nie jest
funkcja typu domieszki i koncentracji domieszki oraz historii procesow wytwarzania),
ktory zachowuje sie jak potprzewodnik o szerokim pasmie zabronionym, (c) wartosci
gestosei stanéw pulapkowych i szerokosci bariery sa funkcjami temperatury wygrzewania
i typéw domieszki ale nie sa funkcjami koncentracji domieszki. -
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Doskonata zgodnos¢ pomiedzy teorig i eksperymentem zostala uzyskana przy wyso-
kosci bariery rownej 0,66 eV dla wszystkich przypadkdéw, gestosci standw pulapkowych
2x10'2/cm? i szerokoséci granicy 7 A.

6. PODSUMOWANIE. I WNIOSKI

Wilasciwosci elektryczne warstw polikrystalicznego krzemu zalezg m.in. od koncen-
tracji domieszek. Przy malych koncentracjach ich rezystywno$¢ jest duzo wyzsza od re-
zystywnoséci krzemu monokrystalicznego z mala czuloscia na zmlany koncentragcji -do-
mieszek [1, 6, 7, 20].

Przy $rednich koncentracjach domieszek niewielki ich wzrost powoduje gwaltowny
spadek rezystywnosci. Przy duzych koncentracjach rezystywnos¢ warstwy zbliza sie¢ do
rezystywnosci krzemu monokrystalicznego, ale nigdy nie osigga tej wartosdci. Innymi stowy
ruchliwos¢ noénikéw w krzemie polikrystalicznym jest nizsza od krzemu monokrysta-
licznego w calym zakresie koncentracji domieszek.

Dla wyjasnienia zmian rezystywnosci warstw polikrystalicznego krzemu Wraz ze zmiang
koncentracji domieszek zaproponowano kilka modeli [1, 7, 20]. Modele putapkowania
nosnikow zakladaja jednakowy rozklad atoméw domieszki w materiale i putapkowanie
nosnikow na granicach krystalitow. Pulapkowane nos$niki tworzg bariery potencjalu,
ktére ograniczaja transport swobodnych nosnikéw od krystalitu do krystalitu, a tym

samym przewodno$¢ warstw. Duza rezystywnos¢ warstw przy niskich koncentracjach do-

mieszek jest wyjasniona pulapkowaniem wigckszosci no$nikéw na granicach krystalitéw
i niewielka iloscia swobodnych nos$nikow. Wzrost koncentracji domieszek powoduje wzrost
putapkowanych nos$nikéw az do nasycenia. Przy dalszym wzroscie domieszek ilo$¢ putap-
kowanych nos$nikow nie wzrasta w sposdb wyrazny, a w konsekwencji bariery potencjalu
maleja powodujac spadek rezystywnosci warstw.

Modele putapkowe opisane w tym artykule z wyjatkiem modelu Kamins’a posiadaja
pewne ograniczenia wynikajace z przyjetych zalozen. Przede wszystkim pomijana jest
rezystywnos¢ krystalitéw jako mala w stosunku do rezystywnosci obszaru granicznego.
Rezystywno$é krystalitéw moze mie¢ znaczny udzial w rezystywnosci warstwy, zwlaszcza
jezeli ich rozmiary i pbziom domieszkowania sa wzglednie duze. Drugim waznym ogra-
niczeniem.jest przyjecie monoenergetycznego stanu pulapkowego. Rozklad energetyczny
stanéw pulapkowych ma bowiem bezposredni wplyw na energie aktywacji, ruchliwosé
oraz koncentracje nos$nikéw, zwlaszcza gdy krystality sa catkowicie zubozone. Seto zaklada,
ze stany putapkowe w zaleznosci od rodzaju domieszki sa zlokalizowane w obszarach

poza §rodkiem pasma zabronionego. Nieprawdziwe jest zatozenie Seto, ze w danych wa-

runkach wszystkie pulapki mozliwe do obsadzania sg zawsze obsadzone.
Uproszczeniem jest rowniez zalozenie, Zze obszar graniczny ma pomijalny rozmiar
w stosunku do rozmiaru krystalitu. Redukcja obszaru granicznego do powierzchni wew-
netrznej jest przypadkiem ekstremalnym. Zaden z modeli putapkowania nosnikéw nie
wyjasnial zaleznosci wilasciwosci elektrycznych od proceséw temperaturowych, jakim
poddawane sa warstwy podczas ich obrdbki, ani tez od rodzaju domieszek. Natomiast
do$wiadczenie wykazato duze zmiany rezystywnosci warstw politycznego krzemu domiesz-



102 E.Z. Pawlak Rozpr. Elektrot.

kowanego arsenem i fosforem w zaleznosci od temperatur wygrzewania. Ponadto rezystyw-
no$é warstw domieszkowanych arsenem byla zwykle wyzsza od rezystywnosci podobnie
domieszkowanych warstw fosforem wygrzewanych w tej samej temperaturze (rys. 19).
Jak juz wspomniano zalezno$¢ rezystywnosci od rodzaju domieszki i duze zmiany rezys-
tywnosci po wygrzewaniu nie moga by¢ wyjasnione odrebnie za pomocg modelu putapko-
wania no$nikéw (lub modelu segregacji domieszek).

Wyjasnienie tych zjawisk podali Mandurah i in. [14, 21] przy pomocy fenomenolo-
gicznego modelu opartego na trzech zjawiskach fizycznych: putapkowania no$nikéw,
segregacji domieszek i tunelowania nosnikéw przez barier¢ potencjatu. Wykazali oni, ze
elektryczne wiasciwosci warstw polikrystalicznego krzemu sa funkcjami elektrycznych i fi-
zycznych wlasciwosei granic krystalitéw. Stad niektére zmiany elektrycznych wiasciwosci
warstw polikrystalicznego krzemu moga by¢ uzyskane przez zmiane wiasciwosci granic
podczas wygrzewania warstw™®.

Prace Manduraha i in. (fenomenologiczny model i wyniki do$wiadczalne) dowodza,
7Ze mozna:

a) wyznaczy¢ zalezno$¢ elektrycznych whasciwoséci warstw od technologii ich wytwa-
rzania. Uzyska¢ to mozna przez wyznaczenie liczby atoméw domieszki segregowanych
na granicy krystalitéw jako funkcji ,,historii”” wygrzewania oraz przez okreslenie wptywu
efektu wygrzewania na wiasciwosci granic krystalitéw (np. na O, i /),

b) wyjasni¢ zaleznosé wihasciwosci elektrycznych warstw polikrystalicznego krzemu
od typu domieszki. Rézne typy domieszek segreguja sie w rézny sposoéb na granicach
krystalitow i moga w rozny sposdb ksztattowac granice,

c) wyjas$ni¢ wyzsza rezystywno$¢ polikrystalicznego krzemu w poréwnaniu z mono-

litycznym krzemem nawet dla bardzo wysokich koncentracji domieszek.
Segregacja domieszki na granicach krystalitéw powoduje redukcje liczby atoméw domiesz-
ki wewnatrz krystalitow, a odbicie no$nikéw na granicach krystalitéw redukuje ich ruch-
liwosé. Te dwa efekty wyjasniaja wyzsza rezystywnos¢ polikrystalicznego krzemu w po-
réwnaniu z tak samo domieszkowanym krzemem monokrystalicznym.

Model Manduraha i in. nalezy uzna¢ za duze osiggnigcie teoretyczne potwierdzone
doswiadczalnie. Daje on szerokie mozliwoséci interpretacyjne wlasciwosci fizycznych i elek-
trycznych warstw polikrystalicznego krzemu poprzez uwzglednienie wptywu technologii
otrzymywania i przygotowania warstw.
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E. PAWLAK
MODELS OF CONDUCTIVITY OF THIN POLYCRYSTALLINE SILICON FILMS

Summary

The latest models of conductivity of thin polycrystalline silicon films are presented. The development
of the carrier’s trapping theory is discussed in detail. Much space is dedicated to the new, phenomenal
Mandurah et al. model, which is based on the combination of three effects: carrier’s trapping, segregation
of dopants and carriers detachment from the potential barriers. The model makes it possible to foresee and
interpret the dependences of film electric features on thermal processes to which the films are subjected
in their production as well as their dependences on dopants.

E. PAWLAK

MODELES DE CONDUCTIVITE DES COUCHES MINCES
POLYCRISTALLINES DE SILICIUM

Résumé

On présente et décrit les plus récents modeles de conductivité des couches minces polycristallines de
. silicium. On discute en détail le développement de la théorie du trappage des porteurs de charge. Une
attention particuliére est consacrée au modeéle récent phénoménologique de Mandurah et aux autres, basés
sur la superposition de trois phénoménes: trappage des porteurs de charge, ségrégation des dopants ainsi
que réflexion des porteurs de charge sur les barrieres du potentiel. Ce dernier modele permet de prévoir
et d’interpréter la dépendance des cacractéristiques électriques des couches en fonction des procédés de
condictionnement thermique auxquels sont sujets les couches au cours de leur préparation ainsi que du
genre des dopants. .

E. PAWLAK
LEITFAHIGKEITSMODELLE DUNNER POLYKRISTALLINER SILIZIUMSCHICHTEN

Zusammenfassung

Es wurden die neuesten Leitfihigkeitsmodelle diinner polykristalliner Siliziumschichten beschrieben.
Die Entwicklung der Einfangstheorie von Ladungstrigern wurde ausfithrlich dargestellt. Es wurde das
neue phinomenologische Mandurah-Modell erdrtert, das auf einer Verbindung folgender drei Effekten
beruht: dem Einfang der Ladungstriger, der Segregation der Dotierungsstoffe und dem Effekt der Tri-
gerreflexion der Potentialschwelle. Das Modell gestattet, die Abhédngigkeiten der elektrischen Schichtei-
genschaften von Silizium von der thermischen Bearbeitung im Herstellungsprozef der Schichten und von
den angewandten Dotierungsstoffen vorauszusehen und zu interpretieren.

O. TTABJISIK

MOJIEJIN ITPOBOIVMMOCTU TOHKUX ITOJIMKPUCTAJIIMYECKNX
TIJIEHOK KPEMHMS

Peswome

IIpencraBieHsl HOBeHIne MOMEIH NPOBOJUMOCTH TOHKHX IMOJIMKPHCTAJUIMYECKUX IUICHOK Kpe-
nuA. ITofpoGHO 0BCY)KAEHO pasBUTHE TEOPHH JIOBYLIKA HOCHTeIeH. MHOro Mecra OTBe/IeHO HOBOIL
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denomenoornyecKoil Moaenu Mangypaka ¥ OPYIHX, ONHPAIOIMXCA HA COeNUHEHHM TpeX a¢hdeKToB:
JOBYUIKM HOCHTeENeH, cerperany InpuMeceii, a TaloKe OTPKEHHS HOCUTeNeH OT IOoTeHIHaibHOro Oa-
phepa. DTa MoJeTb HO3BOJIAET NPEABUAETh W MHTEPIPETHPOBATE 3aBHCHMOCTH SJIEKTPHUECKUX CBOHCTB
IJIEHOK OT IIPOLIECCOB TepMOoGPaGoTKM, KOTOPHIM IIOABEPIraloTCA HICHKY B IIPOLECce UX MPOH3BOACTBA,
a TaKIKe OT pojia IpHMeceit.
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Synteza dwuwymiarowego pola magnetycznego pradow statych

RYSZARD PALKA (SZCZECIN)

Instytut Elektroniki i Informaryki Politechniki Szczeciniskiej

Otrzymano 1985.07.08

W pracy przedstawiono metode syntezy pol magnetycznych pradow statych. Jej zasadnicza
idea polega na zastosowaniu metody regularyzacji Tichonowa do rozwigzania nieoznaczonego
Iub nadokreslonego ukladu rownari algebraicznych metody elementow skoficzonych. Zapro-
ponowany algorytm obliczeniowy zastosowano do syntezy pola magnetycznego prostolinio-
wych przewodéw z pradem stalym; wyznaczajac rozklad gestoéei pradu wytwarzajacego jedno-
rodne pole magnetyczne w okreslonej czesci obszaru. Rozwiazano ponadto problem syntezy
jednorodnego pola magnetycznego wewnatrz solenoidu, wyznaczajac rozkiad gestodci pradu
w jego uzwojeniach.

1. WPROWADZENIE

Niniejsza praca jest kontynuacja pracy [9], w ktérej zanalizowany zostal problem
ekstrapolacji wewngtrznych pomiaréw pola na caly rozpatrywany obszar i jego brzeg.
W obecnej pracy rozwaza si¢ problem syntezy pola magnetycznego nieskoficzenie dingich
przewodéw i solenoidu z pradem stalym. Do rozwiazania tego problemu wykorzystano
podobny, jak w [9], aparat matematyczny.

Wytwarzanie pél magnetycznych o $cisle okreslonym rozkladzie jest waznym proble-
mem praktycznym np. w optyce elektronowej, fizyce plazmy, czy tomografii komputero-
wej. Problemowi temu po$wigcono juz szereg prac, np. [1, 2, 11, 12, 13]. Pierwsze proby
syntezy pola magnetycznego polegaly na wyznaczeniu sposobu zasilania (rozklad gestosci
pradu), lub ksztattu solenoidéw wytwarzajacych zatozony rozktad pola. Z matematycz-
nego punktu widzenia zadania te zwigzane byly z rozWigzaniem catkowego réwnania
Fredholma I rodzaju. Rozwiazania poszukiwand na drodze minimalizacji odpowiedniego
funkcjonalu regularyzujacego, lub regularyzacji zle uwarunkowanego uktadu réwnan

algebraicznych, uzyskanych po dyskretyzacji rownan calkowych. Metoda ta mozna bylto
rozwigzaé jedynie mocno uproszczone zagadnienia jednowymiarowe. Mozliwos¢ uwzgled-
nienia bardziej skomplikowanych ksztaltéw obszardéw pradowych i obszaréw syntezy daje -
zastosowanie metody elementéw ew. roznic skoficzonych. Koniecznym wigc stato sig¢
stworzenie algorytmoéw syntezy pol w oparciu o ww. metody. Z prac poswigconych temu

Praca powstala w czasie pobytu autora jako stypendysty Fundacji Alexander von Humboldt-Stiftung
na Uniwersytecie Braunschwelg, RFN.
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zagadnieniu nalezy tu wymienic praceg [4], gdzie do identyfikacji (syntezy) pdl wykorzystano
metode funkcjonatu kary-i programowania dynamicznego. Praktyczne wykorzystanie
metody zastosowanej w [4] pociggalo jednak za soba do$¢ skomplikowane problemy
numeryczne, ponadto wykorzystanie jej mozliwe bylo tylko w bardzo specyficznych przy-
padkach.

W niniejszej pracy proponuje sie inng metodg rozwiazania zadan syntezy pél magnetycz-
nych. Jej gtéwna idea polega na modyfikacji klasycznego uktadu réwnan algebraicznych
metody elementéw skoficzonych opisujacego tzw. zagadnienie proste i rozwigzaniu tego
ukiadu przy zastosowaniu metody regularyzacii.

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Niech bedzie dany dwuwymiarowy obszar G o przenikalnosci magnetycznej u,,
w ktorym pole magnetyczne wytworzone zostaje przez nieskoficzenie dtugie, cienkie prze-
wody wiodace prad staty w kierunku osi OZ. Potencjat wektorowy A4 posiada tylko jedna
skladowa w kierunku osi OZ, ktéra spelnia réwnanie Poissona o postaci

VA = —poJ(x, ). ey
Na granicy S obszaru przyjmuje si¢ jednorodny warunek brzegowy Dirichleta
Ag=0. )

W pewnej czgsci G, obszaru G istnieje konieczno$é otrzymania pola magnetycznego
o scisle okreslonych cechach, np. pola jednorodnego
B(%,:9),= By = BoslstBoy1,.. . W... Go. (3)

Problem polega na wyznaczeniu rozkladu gestoéci pradu J(x, y) zapewniajacego otrzy-
manie ww. rozkladu pola w obszarze G, (rys. 1).

Rys. 1. Analizowany obszar — przypadek ogdlny. G, — obszar z pradem, G, — obszar syntezy pola

Tak postawione zadanie syntezy pola magnetycznego jest zadaniem niepoprawnie
sformutowanym, gdyz rozklad B, moze by¢ rozktadem nierealizowalnym fizycznie, lub

tez moze by¢ zrealizowany przez rézne rozklady gestosci pradu J(x, y) (niespetnione kry-
teria istnienia i jednoznacznodci rozwiazania). Ponadto, algorytm wyznaczania J(x, )
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dla danego B, moze byé algorytmem niestabilnym (niespelnione kryterium ciagtosci roz-
wigzania). '

Rozwiazanie 4(x, y) réwnania (1) z warunkiem brzegowym (2) oraz dang prawg stronq
— pof(x, y) mmlmahzuje funkcjonat o postaci

@

FA) = [ (422 + (43 ~2p0 AT} dxdy. @

Minimalizacje funkcjonatu (4) przeprowadzono metoda elementéw skoficzonych, sto-
sujac klasyczne tréjkatne elementy skoficzone I rzgdu. Na wstepie dokonano podziatu
obszaru G na L elementéw skoficzonych, otrzymujac w nim N punktéw, w ktorych nalezy
okresli¢ wartosci potencjatu wektorowego A;. Minimalizacja funkcjonatu (4) prowadzi
do ukladu N réwnan algebraicznych z N niewiadomymi [15]:

ZA=U &)
gdzie Z, A i U sa macierzami o postaciach
Z=1[z)), A=I4], U=[mu], ij=12,..N.

W ukladzie réwnafi (5) nieznane sa nie tylko wartoci potencjatu wektorowego 4;
w kazdym punkcie obszaru G, lecz réwniez wartoéci ggstosci pradu J(x, ) w obszarze Gg.
Zamiast tego dany jest rozklad pola magnetycznego B, w obszarze G,. Konieczna jest wige
modyfikacja uktadu réwnan (5) zgodnie z posiadanymi dodatkowymi informacjami.
W celu demonstracji szczegdtéw rozwaza sig trdjkatny element skonczony o numerze p
i wierzchotkach i, j, k.
Minimalizacja funkcjonatu (4) w tym elemen01e prowadzi do macierzowego uktadu trzech
subréwnan algebraicznych, stuzacych do formowania finalnego uktadu réwnafi metody
elementow skonczonych, o postaci:

OF”

aAi hll h12 h13 A

JF? 1 i )

94, | T 28, | sym. hy; i ji — 5 totpS, } : (6)
9F?. Bys | VO

74,

. . - . 1
gdzie S, oznacza pole elementu, a J, jest ggstoscia pradu w elemencie: J, = — (Ji+J;+J).
p 14 p 3

W klasycznej metodzie elementow skoﬁczonych druga cze$¢ réwnania (6) shuzy do
obliczenia prawej strony ukiadu réwnan (5). W rozwazanym przypadku prawa strona

ukladu réwna jest zerﬁ za$ -wyraZenie i ,uoS {1,1,1} generuje nowe wspolczynniki

w tym ukladzie odpowiednio: w rzedach o numerach i, j, k oraz kolummnach N+i, N-+J,
N+k. Modyfikujac uklad réwnan (5) w ten sposéb otrzymuje si¢ nowy uklad N réwnaft
2z N+ M niewiadomymi (M oznacza ilo§¢ punktéw w obszarze pradowym Gy):

VW =20, O
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gdzie
V=1lv,, W=I[wlw=4lubw,=1J), i=1,2,..,N, Jj=1,2, ..., N+ M.

Do uktadu réwnan (7) nalezy wprowadzi¢ jeszcze warunek »wewnetrzny” (3). Skladowe
wektora indukcji magnetycznej w elemencie o numerze p oblicza sie korzystajac z za-

leznosci B = rotA:

A.
o4, 1 i
By = Ty 1S, [b:, b;, by] j; ,
8
0A 1 4 ®
B,, = _—axi = TSP‘ la;, a;, a] jj >
k

gdzie a; j,x oraz b, j,; sa znanymi wspolezynnikami. Jezeli w obszarze G, znajduje sie K
elementéw skoniczonych, to warunek (3) generuje dodatkowe 2K réwnafi o postaci (8).

Do ukfadu réwnan (7) nalezy wprowadzi¢ ponadto w zwykly sposéb warunek brze-
gowy (2). Oznacza to konieczno$¢ modyfikacji réwnan o numerach odpowiadajacych nu-
merom punktéw lezacych na brzegu S. Jezeli punkt o numerze k lezy na brzegu S, to
w uktadzie réwnan (7) otrzymuje sie, zamiast klasycznego réwnania metody elementéw
skonczonych, réwnanie o postaci

P R (9)

Wykonujac oméwione wyzej modyfikacje otrzymuje sie ostatecznie uktad N+ 2K réwnati
z N+ M niewiadomymi, ktéry zawiera petna informacje o analizowanym problemie:

TW = H (10)
gdzie
T=1[4,], W=1Iwl, H=1[h], i=1,2,..,N+2K, j=1,2,...N+M.

W przypadku, gdy 2K < M uklad réwnan (10) jest nicoznaczony, gdy 2K > M uktad
ten jest nadokreslony, moze on byé réwniez ukladem sprzecznym, zawsze natomiast jest
Zle uwarunkowany. Istnieje szereg metod pozwalajacych na wyznaczenie jednoznacznego, -
przyblizonego rozwigzania ukladu réwnaf algebraicznych o powyzszych cechach. Dotyczy
to szczegdlnie nadokreslonych ukladéw réwnan. Jak wykazaly badania autora, metoda,
ktora najlepiej nadaje si¢ do rozwigzania takich uktadéw réwnan, i ktéra umozliwia jedna-
kowe potraktowanie wszystkich wymienionych przypadkow, jest pewna modyfikacja
metody regularyzacji Tichonowa [14], stosowanej do tej pory gltéwnie do rozwiazywania
Zle uwarunkowanych uktadéw réwnan, lub uktadéw réwnan o wspdtczynnikach obarczo-
nych bledami réznego typu.

W przypadku, gdy uklad réwnan (10) jest nieoznaczony (2K < M), mozna go sztucz-
nie uzupetni¢ do pelnego ukladu N+M réwnas, dodajac do niego M —2K réwnan
o wszystkich wspdlczynnikach zerowych. Gdy uklad (10) jest nadokreslony (2K > M),
mozna uzupehi¢ kazde z réwnan 2K— M zerowymi wspélezynnikami tak, aby otrzymac
pelny uklad z N+2K niewiadomymi. W efekcie otrzymuje si¢ uklad réwnan, ktdérego
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wyznacznik réwny jest zreu, o postaci
. PW=E (1n
gdzie
P=[p.)), W=1Iwl, E=lel, i,j=1,2,...,No, No= max(N+2K, N+ M).

Rozwiazanie uktadu réwnan (11) jest niejednoznaczne, ponadto jest niestabilne nume-
rycznie. Do wyznaczenia tzw. rozwigzania normalnego (minimalnonormowego) tego
ukladu mozna wykorzysta¢ przedstawiong w pracy [14] metode regularyzacji. Zgodnie
z ta metoda przyblizone rozwigzanie ukladu réwnan (11) mozna otrzymaé przez mini-
malizacje nastepujacego funkcjonahu:

R(P, E, W) = |PW—EP +a WP, 12)

N+M
gdzie o > 0 jest parametrem regularyzacji, za§ |W| = (> w,f)ll2 oznacza NOrme
k=1

w przestrzeni szeregéw sumowalnych. Minimalizacja funkcjonatu (12) prowadzi do uktadu
réwnan algebraicznych o postaci [14]:
' N+M

aw, + Z dk’jwj = ¢, k=1,2, ...,N+M, (13)
=1 \
gdzie

No No
;= Zpi.kpi,ja C = Pir€i- (14)
i=1 =1

W przypadku, gdy uklad réwnan (10) jest nieoznaczony, zastosowanie algorytmu’
(13-14) prowadzi do pelnego uktadu réwnaf z N + M niewiadomymi. Gdy uklad réwnan
(10) jest nadokre§lony, zachodzi p; ; =0 dla j > N+ M. Oznacza to, ze dy,; = 0dla
k,j > N+ M i uktad réwnan (13) zawiera w efekcie réwniez N 4 M réwnan. W przypadku,
gdy 2K = M, algorytm (13-14) stuzy wylacznie do stabilizacji obliczeri. We wszystkich
przypadkach przedstawiona tu metoda regularyzacji umozliwia wyznaczenie przyblizo-
nego, jednoznacznego i stabilnego rozwigzania ukladu réwnan (10), jezeli tylko parametr
regularyzacji o przyjmuje odpowiednio duzg wartosé. Rozwiazujac uktad (10) dla réznych
wartoéci parametru regularyzacji « otrzymuje si¢ przyblizony rozklad potencjatu wekto-
rowego w catym obszarze oraz rozktad gestosci pradu w obszarze G, . Poniewaz rozwia-
zanie regularyzowane obarczone jest bigdem metody, ten pierwszy etap stuzy wylacznie
do wyznaczenia rozktadu gestosci pradu J,(x, ). Nastepnie, dysponujac juz rozkiadem
.gestosei pradu w obszarze G,, mozna wyznaczy¢ rozklad potencjalu wektorowego
Ay(x,y) w calym obszarze. Parametr regularyzacji « dobierany jest tak, aby obliczony
rozklad pola magnetycznego w obszarze syntezy byl mozliwie bliski rozkladowi zadanemu,
a wiec minimalizujac wskaznik jakodci syntezy o postaci:

8((1) = f (EO_Ea)ZdXdy = f [(Bo‘x—Bax)z"'(BOy_Bay)z]dXdy- (15)
Go Go :

Rozwigzaniem optymalnym problemu' jest rozwigzanie, dla ktorego & = &mia.
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Zastosowanie algorytmu regularyzacyjnego (13-14) do uktadu réwnan (11) prowadzi
do silnego wzrostu szerokosci pasma macierzy wynikowej [dy, ;] w poréwnaniu z szeroko$-
cig pasma wyjsciowej macierzy [p; ;]. Rys. 2 wyjasnia ten problem. Jezeli elementy skon-

n P

V

Rys. 2. Siatka elementow

czone z rys. 2 leza w obszarze pradowym Gy, to w zmodyfikowanym ukladzie réwnan
otrzymuje si¢, zamiast réwnania aczacego potencjaly weztdw i, j, k, I, m, 'n, p, réwnanie,
ktére taczy ze soba potencjaly wszystkich punktéw z rys. 2, a takze gestosci pradu we
wszystkich punktach. Prowadzi to do zwigkszenia iloci niezerowych wspodtczynnikow
W tym réwnaniu: z 7 w réwnaniu wyjsciowym, do 38. Ponadto, w odréznieniu od macierzy
[pi, ], macierz [d, ;] nie jest juz macierza symetryczng. W efekcie szerokosé pasma macie-
rzy [d ;] staje si¢ tak duza, Ze klasyczne metody rozwiazywania uktadéw réwnan pasmo-
wych staja si¢ tu catkowicie bezuzyteczne. Konieczne wiec stato si¢ zastosowanie odpowied-
nich metod numerycznych zmniejszajacych szeroko$é pasma macierzy np. techniki ma-
cierzy rzadkich [3] opisanej w pracy [9]. Stwarza to dodatkowe, do$é skomplikowane
problemy numeryczne, jak np. zastosowanie wlasciwej strategii rozwiazujacej, wlasciwe
rozmieszczenie w pamieci komputera wszelkich macierzy itd. oraz pociaga za sobg gwal-
towny wzrost wymaganej pamieci i znaczne powickszenie czasu obliczen.®

3. SYNTEZA JEDNORODNEGO POLA MAGNETYCZNEGO

Na rys. 3 pokazano uklad przewodéw wykorzystywany do wytwarzania jednorodnego
pola magnetycznego. Uklad taki znajduje zastosowanie w fizyce elektronowej, a takze
w budowie tomograféw komputerowych, gdzie istnieje koniecznosé wygenerowania jed-
norodnego pola magnetycznego z duza dokladnoscia, przy czym nieistotne sg bezwzgledne
wartosci otrzymywanej indukcji. Z powyzszych wzgledéw nie uzywa si¢ tu zadnych ele-
mentéw magnetycznych. Problem polega na wyznaczeniu takiego rozktadu gestosci pradu

*) Wszystkie obliczenia numeryczne przedstawione w tej pracy wykonano w Institut fiir elektrische
Maschinen, Antriebe und Bahnen, Technische Universitit Braunschweig, RFN na sprzezonych kompu-
terach IBM 4341-2 oraz Amdahl 470 V7/B (pamiec¢ operacyjna 8 MB, $redni czas wykonania pojedynczej
operacji okoto 100 ns)
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J(x,y) w obszarze przewodzacym, ktéry umozliwitby otrzymanie jednorodnego pola
magnetycznego w obszarze r < Ry: )

B(x,y) = Bo = Bo,1, dla r< Ry. (16)

Rys. 3. Uklad przewodow do wytwarzania jednorodnego pola magnetycznego

Ze wzgledu na symetri¢ zagadnienia wystarczy rozwazy¢ wylacznie czgs¢ obszaru
x,y = 0. Warunki brzegowe zapisuja si¢ wiec nastgpujaco:

A(0> y) =0, A;(X, 0) = Oa A(x> J7) - 0.

X,y —> 0

amn

Obliczenia numeryczne przeprowadzono metoda opisang w rozdz. 2, po przyjeciu poniz-
szych danych (wielkosci uktadu SI):

Ry=03, R, =06, R, =10, f=n/4, y=n/8, Bg=-02. (I8

Konstruujac wynikowy uklad réwnafi o postaci (10), modyfikujqc g0 i rozwiazujac
wg (13-14) wyznacza si¢ rozklad gestosci pradu Ju(x, y) w obszarze przewodzacym.
Nastepnie, dla danej funkcji J,(x,y), wyznacza si¢ rozklad potencjalu wektorowego
A, (x, y) w calym obszarze. Korzystajac ze wzoru (8) oblicza si¢ sktadowe wektora in-
dukcji magnetycznej w obszarze syntezy oraz wyznacza si¢ blad & ze wzoru (15). Rys. 4
przedstawia zaleznosé ¢ = e(x) w okolicy &n,. Przy przyjetym sposobie dyskretyzacji
obszaru (elementy skoriczone budowane na bazie wspdtsrodkowych okregéw i ich pro-
mieni, zageszczone w obszarze syntezy i obszarze pradowym, dajace ok. 1000 punktéw
w calym obszarze) najmniejsza wartoéé bledu ¢ otrzymano dla «,,, = 7,396 1073, Rys. 5
ilustruje rozktad pola magnetycznego w najistotniejszej czgéci obszaru (linie 4 = const),
a rys. 6 przedstawia rozklad gestoéci pradu w obszarze przewodzacym (linie J = const)
otrzymane dla «,,,. Niejednorodnoéé pola magnetycznego oceniana byla za pomocy za-

8 Rozprawy Elektrotechniczne 1/87
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Rys. 6. Rozklad gestosci pradu (linie J = const) w obszarze pradowym otrzymany dla cope

[114]
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leznosci:
'B(ZX
By, .

Dla zestawu danych (18) wspolczynniki powyzsze osiagajg wartoéci: ¢; = (0,05—3,50)%,
d, = (0,01—5,00)%;. Najwigksze wartosci przyjmuja one dla r = R,. Dla powyiszego
zestawu danych jednorodne pole magnetyczne (6;, 4, < 0,1%) udalo si¢ otrzymac je-
dynie w obszarze r < 0,75 Ry. Rozwigzania otrzymane dla wigkszej, niz ey, wartosci
parametru regularyzacji charakteryzuja si¢ bardzo umiarkowang zmiennoscia (rozklady
stabilne), za§ dla o < «,,, staja si¢ funkcjami silnie zmiennymi (rozkiady niestabilne),
jednak w obu przypadkach rozklad pola w obszarze syntezy realizuje rozklad zadany
z mniejsza dokladnoscia. Zmniejszanie parametru regularyzacji poza gramice o, = 1073
prowadzi do calkowitej utraty stabilnosci procesu numerycznego (zle uwarunkowanie
uktadu réwnan), co jest cecha charakterystyczna takich problemow.

8, = 1009, 8, = 100%,. (19)
)BOJ’ .

4. SYNTEZA POLA MAGNETYCZNEGO W SOLENOIDZIE

Synteza pola magnetycznego w solenoidzie jest problemem technicznym o duZej ran-
dze. Poswigcono mu juz wiele prac np. [1, 2, 11, 13]. Problem ten zostat rozwigzany w przy-
padku jednowymiarowym przy zastosowaniu catkowego réwnania Fredholma I rodzaju.
Ogdlniejszg analize zagadnienia w przypadku dwuwymiarowym umozliwia jednak dopiero
zastosowanie elementow skonczonych. '

Ry

R4

n o

-Z4 "zo Zy Z4

Rys. 7. Solenoid do wytwarzania jednorodnego pola magnetycznego

Niech bedzie dany solenoid przedstawiony na rys. 7. Potencjat wektorowy A posiada
tylko jedna sktadowa 4,, ktéra w kolowo-walcowym ukiadzie wspdlrzednych speinia
réwnanie Poissona o postaci:

0 1 a(r4 9%4 :
3 (ar"’)"* 2 = e 2). (20)

8%
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Na granicy S obszaru potencjat wektorowy spetnia jednorodny waruhek brzegowy
Dirichleta
Ay 220, (€29)
Problem polega na wyznaczeniu takiego rozktadu gestosci pradu J(r, z) w uzwojeniach
solenoidu, ktory umozliwitby otrzymanie, w pewnej czesci obszaru wewngtrznego, Scisle
. okreS$lonego rozkladu pola magnetycznego, np. pola jednorodnego

E(l', Z) = EO = BOrTr+BOZI:’ r< RO: —Zo S z< Zo- (22)
Stosujac podstawienie u = rd4, réwnanie (20y mozna zapisa¢ nastepujaco:
Jd (1 du Jd (1 ou
—37(797)+‘a;(7 ‘a—z) eI (e 2); 23)
a odpowiadajacy mu funkcjonat przyjmuje postacé
F) = [ @) r+@)?/r—2p0 Judrdz. 24)
G

Sktadowe wektora indukcji magnetycznej oblicza sig odpowiednio z zaleznosci
Br h —(u;)/r, B: = (ll;)/r' (25)

Dzigki wprowadzonemu wyzej podstawieniu uzyskuje sie formalne podobienstwo zapisu
funkcjonatu (24) z funkcjonatem w kartezjanskim ukladzie wspotrzednych (4). Minimali-
zacja funkcjonatu (24) w elemencie skoficzonym o numerze p i wierzchotkach 7, j, k& pro-
wadzi do identycznej, jak (6), zaleznosci, tylko zamiast wspotczynnika 1/2S, pojawia si¢
w niej wspolezynnik

1 drdz
T Sf gt @6

ktorego obliczenie mozna przeprowadzi¢ badZz przez wprowadzenie tzw. promienia
zastepczego, lub numerycznie. :

W poréwnaniu z rozdz. 2 zmienne odpowiadaja sobie nastepujaco: z — x, r — y.
Roéwniez zalezno$ci na obliczanie skltadowych wektora indukcji magnetycznej z rozdz. 2
sa nadal wazne, nalezy uwzgledni¢ w nich tylko dodatkowy czynnik 1/r. W zwiazku z tym,
rozwigzanie analizowanego problemu nie wymaga duzego nakladu pracy zwiazanej
z programowaniem, gdyz mozna tu wykorzystaé, z minimalnymi tylko zmianami, prog-
ramy uzyte w rozdz. 3.

Klasyczny uklad rownan algebraicznych metody elementéw skonczonych, wynikajgcy
z minimalizacji funkcjonatu (24), modyfikuje si¢ tu analogicznie jak uczyniono to w rozdz.
2. W efekcie otrzymuje si¢ nieoznaczony, lub nadokreslony uklad réwnan algebraicznych,
ktorego rozwigzanie przeprowadza sie metoda regularyzacji. Umozliwia to wyznaczenie
rozktadu gestosci pradu w uzwojeniach solenoidu J,(r, z), a nastgpnie rozkladu pola
magnetycznego w calym obszarze. Parametr regularyzacji dobiera sig tak, aby btad wyzna-
czony ze wzoru

(@) = [ (Bo—B)?drdz = [ [(Bor— Bu)?+ (Bo:— By:)?ldrdz @7
Go Go
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osiggnal minimum. Uwagi z rozdzialu 2 dotyczace szerokoséci pasma macierzy regularyzo-
wanych sa wazne i tutaj.

5. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Najistotniejszym problemem praktycznym wystepujacym przy generacji pol magne-
tycznych jest wyznaczenie takiego rozkladu gestoéci pradu w solenoidzie z rys. 7, kiory
umozliwi otrzymanie jednorodnego pola magnetycznego o okreslonej wartoéci indukcji B,
we wngtrzu solenoidu. Zaktadajac symetri¢ zagadnienia, wystarczy zanalizowaé wylacznie
jedna czwarta cze$é calego obszaru r, z = 0. Warunki brzegowe dla potencjatu wektoro-
wego A zapisuja sie nastepujaco: '

Ap(r,0) =0, 4,00, z)‘= 0, Ay(r,z)—0, 28)
r,z— o
a dla funkcji u{r, 2)

u(r,00=0,  u©0,2)=0, ulr,z)—0.

F,2 — O (29)

Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla nastgpujacych danych (wielkosci ukladu SI):

Ry =015 R, =030, R,=050, z,=020, 2z =055 By, =02.
- (30)

Podziat na elementy skoficzone dokonany zostal w oparciu o siatkg¢ prostokatna,
zageszezona w obrebie obszaréw G i G . Wynikowa siatka zawierata okolo 1000 punktow.
Przebieg funkcji e(o) jest tu podobny do przedstawionego w rozdz. 3. Najmniejsza war-
tos¢ biedu otrzymano dla a,,, = 1,708 - 10~ 3. Rys. 8 ilustruje rozklad pola magnetycznego

=2
=

S
A ———
e
———

\

Rys. 8. Rozklad pola mégnetycznego (linie 4, = const) w gidwnej czgéci obszaru otrzymany dla oope
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(linie A4, = const) w gléwnej czesci obszaru, zas na rys. 9 przedstawiono rozkiad ggstosci
pradu otrzymany dla «,,,. Niejednorodno$¢ pola magnetycznego w obszarze syntezy oce-
niana byla za pomoca zaleznosci:

z Botz Botr

6, = —F—5100%, 6, = Z-100%. G

djo0®

N
Zy BN
Nz

Rys. 9. Rozklad gestosci pradu w solenoidzie otrzymany dla oop:

Dla przyjetego zestawu danych wspolczynniki powyzsze osiagaja wartosci: o, =
= (0,10—5,00)%, ¢, = (0,01 —7,00)%. Dokladnos$¢ rozwigzania problemu jest tu niZsza
niz w rozdz. 3 ze wzgledu na nieco ,,frudniejszq” konfiguracje ukladu oraz wigkszy blad
metody zwiazany z aproksymacjami wynikajacymi z zastosowania kotowo-walcowego
uktadu wspotrzednych. Uwagi o stabilnosci i doktadnodci przyblizonych rozwiazan za-
mieszczone w rozdz. 3 mozna powtdrzy¢ i tutaj. Obliczenia numeryczne stawaly si¢ cal-
kowicie niestabilne dla parametréw regularyzacji mniejszych niz 7- 1074

6. ZAKONCZENIE

W pracy przedstawiono nowa metode syntezy pol magnetycznych pradéw statych.
Zaprezentowany algorytm wykorzystany zostal do rozwiazania zadania syntezy pola
magnetycznego nieskoficzenie dlugich przewoddw i syntezy pola magnetycznego w obsza-
rze wewnetrznym solenoidu. Rezultaty obliczefi numerycznych potwierdzaja praktyczna
przydatno$¢ proponowanej metody, jednak jej efektywne wykorzystanie mozliwe jest
tylko przy uzyciu bardzo duzych, szybkich i odpowiednio oprogramowanych maszyn
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matematycznych. Przedstawiona tu metoda moze by¢ rowniez Wykorzysténa do rozwigza-
nia innych zadan syntezy i identyfikacji pdl, jak np. synteza i identyfikacja parametréw
materialowych i réznych przypadkéw funkeji Zrodta.
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R. PALKA

SYNTHESIS OF TWO-DIMENSIONAL MAGNETIC FIELDS
OF DIRECT CURRENT

Summary

The paper describes a method of synthesis of the magnetic fields of direct current. The main idea of the
proposed method is based on the application of the Tikhanov’s regularization method for solving ill-con-
ditioned, under and overdetermined systems of algebraic equations obtained by the finite element method.
An algorithms is applied for the synthesis of the manetic field of infinitely long conductors and for a synthe-
sis of the magnetic field in the inner region of a solenoid.
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R. PALKA

SYNTHESE DU CHAMP BIDIMENSIONNEL MAGNETIQUE
DU COURANT CONTINU

Résumé

Dans le travail on a présenté la méthode de la synthése des champs magnétiques des courants conti-
nus. Son principe consiste a I’application de la méthode de régularisation de Tichonov pour la résolution
du systeme indéfini ou surdéfini d’équations algébriques de la méthode d’éléments finis. L’algorithme
proposé de calcul a été appliqué a la synthése du champ magnétique des conducteurs rectilignes au courant
continu, en déterminant la répartition de la densité du courant, produisant le champ magnétique homogéne
dans la partie définie de la zone. En outre, on a résolu le probléme de synthése du champ magnétique ho-
mogéne a 'intérieur du solénoide, en déterminant la répartition de la densité du courant dans ses enroule-
ments.

R. PALKA
SYNTHESE EINES ZWEIDIMENSIONALEN GLEICHSTROMMAGNETFELDES

Zusammenfassung

In dieser Bearbeitung wird eine Methode fiir die Synthese von Gleichstrommagnetfeldern beschricben.
Die Grundidee der Berechnungsmethode basiert auf der Anwendung der Tichonow-Regularisierungsme-
thode fiir die Losung von Gleichungsystemen, die mit der Methode der finiten Elemente entwickelt wur-
den, und schlecht konditioniert sowie unter- bzw. iiberbestimmt sind. Dieses Verfahren wurde fiir die Syn-
these von Magnetfeldern angewandt, die durch die in beliebig geformten, unendlichen Leitern flieBenden
Gleichstréme erzeugt werden, und fiir die Synthese von Magnetfeldern in Gleichstromspulen.

P. ITAJIKA
CUHTE3 IBYXMEPHOI'O MATHHUTHOTIO IIOJIA IIOCTOSHHBIX TOKOB

Pesmome

IIpejcTaBien MeTON CHHTE3a MACHHTHBIX IIOJIEH HOCTOSHHBIXK TOKOB. OCHOBHONI €& 0COBEHHOCTHIO
ABJIACTCA NPUMCHEHHE METOa PeryIapusanuy THXOHOBA K PEIICHUIO HEONPEACICHHOM WiN CBEPXOMpe-
JIEJICHHOM CHCTeMBI anre0paMdecKux YPaBHEHUH METOJOM KOHEUHBIX OJIEMEHTOB. llpemsIoyKeHHbI
JICOPUTM IIPUMEHEH K CHHTE3y MATHUTHOTO IIOJISA IIPSIMOJIMHENHBIX IMPOBOMHUKOB C IIOCTOAHHBIM TO-
KOM OMNpEReNAs pacupeieeHue IUIOTHOCTH TOKAa IE€HEPUPYIOUIEr0 OJHOPOSHOE MAaTHHTHOE IoJIe
B ONpPEJEJICHHOM 3JIEMEHTE IpocTpaHcTBa. Kpome Toro pemeHa npoGiemMa CHHTE3a OJHOPOIHOTO
MarHUTHOTO IIOJIA BHYTPH COJICHOM[A, IIYTEM OIIPEAeICHUS IIJIOTHOCTH TOKa B €ro OOMOTKax.
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Warunki palenia si¢ tuku elektrycznego w jednofazowym obwodzie
pradu przemiennego

CZESEAW KROLIKOWSKI, ANIELA KAMINSKA-PRANKE (POZNAN)

Instytut Elektroenergetyki, Politechnika Poznarnska

Otrzymano 1984.05.14

Artykul zawiera analize warunkow palenia si¢ luku w jednofazowym palniku tukowo-
plazmowym pradu przemiennego. W rozwazaniach wykorzystano réwnanie dynamiki tuku
elektrycznego uwzgledniajace specyficzne warunki, w ktorych tuk sie pali, tzn. metode podtrzy-
"mania nieprzerwanego palenia si¢ luku oraz wirowy przeplyw gazu w komorze wyladowczej.
Otrzymane analityczne kryteria palenia sig tuku zostaly poddane weryfikacji doswiadczalnej,
ktéra potwierdzita ich stusznosc.

1. WPROWADZENIE

Plazma niskotemperaturowa, wytwarzana wyladowaniem tukowym znajduje szerokie
zastosowanie zardwno w procesach technologicznych jak i badaniach naukowych. Do tej
pory szerokie zastosowanie znalazly plazmotrony pradu stalego jednakZe stosowanie
pradu przemiennego do wytwarzania plazmy niskotemperaturowej budzi coraz wigksze
zainteresowanie nie tylko z uwagi na prostote, a tym samym wigksza niezawodnos¢ ukladow
zasilajacych, ale réwniez, w niektérych zastosowaniach przemystowych, lepsze wlasciwosci
technologiczne gazu nagrzewanego pradem przemiennym. ‘

Wytwarzanie plazmy nieskotemperaturowej w plazmotronach pradu przemiennego
wymaga rozwiazania dwéch podstawowych probleméw, a mianowicie: opracowania -
odpowiedniej konstrukcji plazmotronu oraz ukladu zasilajacego plazmotron. Konstrukcja
plazmotronu winna zapewniaé dlugi czas pracy urzadzenia, na co istotny wplyw ma ma-
teriat elektrod oraz sposob ich chlodzenia, a takze stabilizacje plazmy w przestrzeni kon-
figuracyjnej przez wytwarzanie okreslonego przeplywu gazu lub pola magnetycznego
w obszarze wyladowania. Problemy dotyczace konstrukcji plazmotronéw opisane sg migdzy
innymi w [1-6] i nie sa przedmiotem niniejszej pracy. '

Uklad zasilajacy jednofazowy plazmotron powinien zapewnia¢ przede wszystkim
nieprzerwane 1 stabilne palenie si¢ tuku pradu przemiennego.

Celem prezentowanej pracy jest analiza obwodu zasilajacego z tukiem umozliwiajaca
okreslenie kryteriow nieprzerwanego palenia sie tuku. Rozpatrywano obwody: rezystan-
cyjny i rezystancyjno-indukcyjny, ktére sa stosowane do zasilania plazmotronéw pradu
przemiennego oraz analizowano mozliwoéé poprawy warunkoéw ponownego zaplonu
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luku przez wlgczenie pojemnosci. Zwrdcono roéwniez uwage na problem stabilnosci uktadu
z lukiem elektrycznym.

Nalezy podkresli¢, ze wymienione wyzej problemy sa przedmiotem wielu prac szczegdl-
nie z dziedziny lacznikéw elektroenergetycznych, miedzy innymi [7-10] jednakze od-
mienno$¢ warunkow palenia si¢ tuku wystepujaca w tacznikach i w plazmotronach unie-
mozliwia bezpo$rednie wykorzystanie wynikow tych prac w dziedzinie wytwarzania plazmy
niskotemperaturowe;j.

2. ROWNANIE LUKU ELEKTRYCZNEGO STABILIZOWANEGO
STRUMIENIEM GAZU

Badanie warunkow palenia sie tuku elektrycznego w obwodzie zasilajgcym wymaga
znajomosci modelu tuku elektrycznego. Model ten musi uwzgledniaé specyficzne warunki,
w ktoérych pali si¢ tuk. W odniesieniu do plazmotronéw pradu przemiennego warunki,
w ktérych pali si¢ tuk okreslone sa sposobem stabilizacji tuku w przestrzeni konfiguracyj-
nej badZ przez wytwarzanie wiru gazowego badz tez pola magnetycznego oraz metoda
podtrzymania nieprzerwanego palenia si¢ tuku. Nieprzerwane palenie sie luku w plazmo-
tronach pradu przemiennego uzyskuje si¢ doprowadzajac do zaplonu elektrycznego po
kazdym przejsciu pradu przez zero (przykladajac do przerwy miedzyelektrodowej impuls
wysokonapieciowy o duzej czgstotliwosci) lub doprowadzajac do zaptonu cieplnego tuku
przez dodatkowe nagrzewanie gazu w obszarze wyladowania pradu przemiennego (wy-
ladowaniem pomocniczym pradu statego). Stad tez przy okreSleniu réwnania tuku dy-
namicznego nalezy uwzgledni¢ sposob stabilizacji tuku w przestrzeni konfiguracyjnej jak
réwniez mechanizm zaplonu huku po kazdym przejsciu pradu przemiennego przez war-
tos¢ zerowa.

Roéwnanie tuku dynamicznego stabilizowanego wirowym strumieniem gazu w jedno-
‘fazowym plazmotronie z dogrzewaniem gazu w obszarze wyladowania podano w pracy [6].
Réwnanie to ma postac:

B - =
G dt (1+k)O \ PoG*1
gdzie:
G — konduktancja kolumny tukowej,
i — natgzenie pradu,

© — stala charakteryzujaca inercje cieplna huku,

Pg — stala charakteryzujaca moc oddawana z kolumny tukowej do otoczenia,

k — wspélezynnik zalezny od konduktancji plazmy tuku.
Wymieniona juz praca [6] zawiera réwniez szerokie badania parametréw charakteryzuja-
cych wyladowanie tukowe pradu przemiennego t.zn. statej © i Pg.

Zaniedbujac odksztalcenie pradu wynikajace z nieliniowego charakteru rezystancji
kolumny tukowej dla badanego uktadu mozna przyjaé, ze prad luku zmienia sie sinusoi-
dalnie tj. i = I,sinwt. Rozwigzaniem réwnania (1) jest wowczas funkcja:

2 s £
T [1 b, sm(2wt+arctg1/2w@)‘]+ i

Gl+k — 1 o 2,
2P 1V 1+ QuwB)? E .
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Przyjmujac, ze w chwili 7 = 0 konduktancja kolumny lukowej ma warto$¢ G, otrzymano
zalezno$¢ opisujaca zmiang w czasie konduktancji kolumny lukowe;j

y £ [1 B sin(2w@+arctg1/2w@)]

G1+k —

2P; Y1+ QwB)? .
+lei Iz Qw®)? .e_%.
2P; 1+ QwB)?
Dla tuku elektrycznego znajdujacego si¢ w stanie ustalonym mozna przyjac, ze:
2 2
Give = Jn__(00) @

2P; 14+ QuwB)* °

A zatem zmiany konduktancji kolumny lukowej w czasie mozna ostatecznie opisac za-
leznodcia :

. 1
G — { I [ s1n(2colt+arc tgl2w6) \ T4k G
2P¢ V1+(2w®)? {

Nalezy zwrdcié uwage, ze dla t = 0 otrzymuje si¢ z réwnania (5) warto$¢ konduktancji
okreslona wyrazeniem (4).

3. WARUNKI PALENIA SIE LEUKU ELEKTRYCZNEGO
W OBWODZIE REZYSTANCYINYM

W rozpatrywanym przypadku ponowny zaplon tuku elektrycznego ma charakter
zaplonu cieplnego, stad warunek nieprzerwanego palenia si¢ luku mozna okresli¢ anali-
zujac zmiane konduktanciji kolumny potukowej pod wplywem napigcia pojawiajacego sig
na przerwie miedzyelektrodowej po przejéciu pradu przez warto$¢ zerowz. Jezeli pod
wplywem tego napiecia konduktancja polukowa wzrasta, wowczas mozliwy jest ponowny
zapton huku, natomiast jezeli konduktancja maleje to nastgpuje gaszenie tuku.

W obwodzie rezystancyjnym przedstawionym na rys. 1 zasilanym ze Zrédia o stalym
przebiegu napiecia e = E,sinot (w ktérym L =~ 0), napigcie pojawiajace si¢ na przerwie
miedzyelektrodowej po zgaszeniu luku mozna opisa¢ zaleznodcia:

v = E,sin(wt—p) )
gdzie: ¢ = wit, przy czym t, — czas gaszenia tuku.

Zmiane konduktancji kolumny potukowej pod wplywem napigcia migdzyelektrodowego
mozna wyznaczy¢ z réwnania, wynikajacego z réwnania (1) w postaci:

l+k , dG*t . uf
—_ =, 7
Syl e P M
R L
8(t) = £y sinwt Gp

Rys. 1. Schemat zastepczy obwodu z tukiem elektrycznym
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Rozwigzaniem réwnania (7) dla u, okreslonego zaleznoscig (6) jest funkcja:

t

. 1
sin (20)1‘ —2¢p+arctg 5 wK)
+Ce X ®

2
Ez 1.1

Gk =1
2P V1+ QwkK)?

3 1+k
gdzie: K = ——m@.
Stala C wyznaczono z warunku, ze dla 7 = 0 konduktancja kolumny polukowej wynosi G,
1 jest opisana wzorem (4). Ostatecznie wiec rownanie, okreslajace zmiane w czasie kon-
duktancji potukowej pod wplywem napiecia pojawiajacego si¢ na przerwie miedzyelektro-
dowej ma postac:

sin (2(»1 —2¢p+arctg % Kn))

-1 _ En
Gil=_"11-—- e — I+
2P ¥ 1+ QwkK)?
] ®
B2 sin ( —2¢+arctg 5 Kw) e
I Bl T SR 25, L e ®
2P¢ Y1+ QwKk)?
i 1 I—k 1 . EPR s : ; .
Jezelik < 1to ——- = ——— — > 01 wyrazenie G*~! charakteryzuje zmiane w czasie
K l+k ©

rezystancji fuku. Przy tym warunki gaszenia lub zaplonu tuku, po przejéciu pradu przez
zero, okreslone sg tylko znakiem stalej C. Gdy stala C ma warto$é¢ dodatnia (C > 0) to
oznacza, Zze z uplywem czasu rezystancja rosnie nieograniczenie i tuk zostaje zgaszony.
Jezeli C < 0 to rezystancja maleje i tuk nie gasnie. Korzystajac zatem z réwnania ),
w ktérym stata C jest okreslona wyrazeniem stojacym przy exp (—t/K) mozna zapisaé
warunek palenia si¢ fuku w obwodzie rezystancyjnym w postaci:

I sin(——2<p+arctg v%Kw)
C="Gy "] = - s
2P Y1+ (2Kw)?

< 0. (10)

Z nieréwnosci (10) mozna okresli¢ wymagana warto$é napiecia zasilajacego, zapewnia-
jaca nieprzerwane palenie si¢ tuku elektrycznego, ktéra wynosi:

k—1

k-1 1 2 "
L N L 2w6) k+1
+1 . p kti AR
Eizd 9 [ 1+ 2wO)? "
K _, an
. 2V i+ QKw) v
s = 1
]/1 + (2Kw)? —sin (— 2¢+arctg TKQ’)

gdzie: I = I,/ }/ 2 — warto$¢ skuteczna pra;du przy zaniedbaniu odksztalcenia przebiegu
od sinusoidy.
Z warunku (11) wynika, ze wymagana warto$¢ napiecia zasilajacego zalezy w istotx_ly

k—1
sposob od stalej czasowej ©. Poniewaz przy k < | wykladnik potegowy o 0, to
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_ przy malej wartosci @ wyrazenie (20@)*~D/%+1 posiada duza wartos¢ co oznacza, ze do

spelnienia nieréwnosci (11) wymagana jest wowczas znaczna warto$¢ napiecia zasilajacego.
Zwickszajac warto$¢ stalej czasowej przez zwigkszenie np. natezenia pradu tuku pomocni-
czego w plazmotronie, ktorego konstrukcje opisano w pracy [6], mozna spelni¢ warunek
palenia sig tuku przy nizszej wartosci napigcia zasilajgcego.

W obwodzie rezystancyjnym mozliwe jest palenie si¢ tuku elektrycznego jezeli zostanie
speliony warunek (11) jednakze w takim obwodzie luk pali si¢ niestabilnie. Zagadnienie
stabilnosci stanu réwnowagi obwodu elektrycznego z tukiem jest opisane w pracy [6].
Nalezy podkresli¢, ze warunek niestabilnego palenia si¢ luku, w omawianym przypadku,
nie jest jednoznaczny z warunkiem gaszenia huku i podobnie warunek stabilnego palenia
sie tuku z warunkiem jego zaptonu. Jednakze przy spelnieniu tylko warunku palenia sig
tuku, utrata stabilno$ci moze prowadzi¢ do zgaszenia tuku. Powyzsze wnioski potwierdzaja
przeprowadzone badania eksperymentalne tuku palacego si¢ w obwodzie rezystancyjnym,
czyli nie spelniajgcym kryterium stabilnosci. Przyktadowy oscylogram napiecia i pradu
huku oraz napiecia zasilajacego przedstawia rys. 2. Widoczne jest zgasnigcie tuku wywolane

* utratg stabilnosci ukladu.

Rys. 2. Czasowe przebiegi pradu tuku 7;(¢), napiecia tuku u;(¢) i napiecia zasﬂajqcego ur(t) w obwodzie
rezystancyjnym
us—naplccxe fuku pomocniczego, i, — prad fuku pomocniczego

4. WARUNKI PALENIA SIE £UKU ELEKTRYCZNEGO W OBWODZIE
REZYSTANCYJINO-INDUKCYINYM

Jezeli zaplon tuku elektrycznego ma charakter zaptonu cieplnego to przebieg napiecia
pojawiajacego si¢ na przerwie migdzyelektrodowej po przejéciu pradu przez wartosé ze-
rowa zalezy nie tylko od parametréw obwodu, ale réwniez w istotny sposéb od nieliniowej
konduktancji kolumny potukowej.

Przebieg tego napiecia wyznaczono postugujac. sie schematem uproszczonym przedsta-
wionym na rys. I, ktéremu odpowiada réwnanie:

di
S+ Ritu,, (12)

E,sing = L. 3
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gdzie: E,sing jest warto$cia napigcia zrédta w chwili przejscia pradu przez zero, ktdra
w bardzo krotkim okresie przebiegu napigcia migdzyelektrodowego w czasie od zera do
zaptonu tuku, przyjeto za stalq.

Dla uproszczenia analizy przebieg napigcia na przerwie miedzyelektrodowej wyznaczono
przy zatozeniu, ze konduktancja kolumny potukowej jest stata, a jej warto$¢ réwna G,

: ; 1ias e
okreslono wzorem (4). Stad réwniez rezystancja tuku R, = Fers jest stata. Uwzgledniajac
(0]

zwiazek i = u,/R, i podstawiajac go do réwnania (12) otrzymano:

du, R ( R ) E,R

PR HEHOTE Y Bl S | u, = ——L P—Sintp. (13)

t L.\ Ry

Roéwnanie (13) jest réownaniem rézniczkowym liniowym, ktérego rozwigzaniem jest
funkcja:

- Ro i L.
U= Emi’ﬂ-Ro sing — Ce : (14)

Dla ¢ = 0 napigcie u, na przerwie migdzyelektrodowej jest réwne napigciu gaszenia tuku,

fj. u,(t = 0)= —u,. Stad wynika, ze:

R,

Fon s SO
" R+R,

Przebieg czasowy pradu w obwodzie rezystancyjno-indukcyjnym z tukiem mozna wyzna-
czy¢ korzystajac z rownania obwodu w postaci:

R _.R,OtR_[
u, = sinqo—(uﬁ—Em L simp) e s (15)

R+R,

E, sin(ot+¢) = L g;~+Ri+u, (16)
w ktorym: ¢ — kat fazowy napigcia w chwili ¢ = 0, odpowiadajacy przejsciu pradu przez
zero.

Z przeprowadzonych badan oscylograficznych wynika, ze w obszarze palenia si¢ tuku
mozna przyjac stala wartos$¢ napiecia tuku czyli u, = const. Rozwigzujac réwnanie (16)
przy warunku poczatkowym i(0) = 0 otrzymano zalezno$¢ na przebieg pradu:

< Em 1 u
= ————— sin(wf+q@p—arctgwl/R)—— +
]//Rz ¥ (O)L)2 ( v 5 / ) i (17)
" W B sin(p —arctgwL/R) _i :
R yRreor o

Przesunigcie fazowe miedzy pradem i napieciem zasilajgcym okreslono z zaleznosci
(17) przy zatozeniu, ze dla wt = 7, i = 0. ROwnanie okre$lajace to przesunigcie ma naste-
pujaca postac:

R R 2
E? g 2F, u l—e L™ w | 1—e oL”
RE (T S+ s 2 T S bl
R*+(wL) R*+(wL) R R ol o
1-|—€ wl [’I"e ol (]8)

| Bl T _,
R*+(wLl)*> |
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Z réwnania (18) wynikaja jako przypadki szczegdlne zaleznosci:

sing = —g—l dla wL = 0,
! (19)
cosp = ;% dla R = 0.

Z zaleznoéci (17) i (18) wynika, Ze stale napigcie tuku wplywa na przebieg pradu
w obwodzie oraz przesunigcie fazowe migdzy pradem i napigciem zasilajacym. Im napie-
cie fuku jest wicksze w stosunku do SEM Zrddla tym silniej przebieg pradu jest odksztal-
cony od sinusoidy, a przesunigcie fazowe bardziej rézni si¢ od przesunigcia jakie wystepuje
w obwodzie bez luku elektrycznego.

Korzystajac z rdwnania (18) obliczono przesunigcia fazowe migdzy pradem i napie-
ciem zasilajacym i poréwnano je z wartosciami pomierzonymi. Wyniki pomiaréw i obli-
czefh zawiera tablica 1. Na podstawie otrzymanych rezultatéw mozna stwierdzié, ze prze-
sunigcie fazowe migdzy pradem i napieciem zasilajacym z wystarczajaca dokladnoscia moze
by¢ obliczone z réwnania (18).

Tablica 1
Pomierzone i cbliczone zgodnie ze wzorem (18) przesuniecia fazowe miedzy pradem i napieciem zasilajacym
E, =702V :
Lp. u wlL R Ppom Pobi Fpom ™ Fort_, 100
Ppom
— R 2 Q * st. el. st. el %
1 153 3,10 0,20 66,0 66,3 0,45
2 150 2,94 0,85 54,6 54,8 0,37
3 153 2,86 1,20 49,2 48,2 —-2,0
4 142 2,60 1,70 41,3 40,2 —-2,7
5 153 2,30 2,20 30,5 29,7 —2,6
6 147 2,00 2,40 24,0 24,7 2,9
7 109 0,0 3,10 9,3 8,9 —43

Analityczny warunek palenia si¢ luku elektrycznego mozna wyznaczy¢ badajgc zacho-
wanie si¢ konduktancji kolumny polukowej pod wplywem napiecia miedzyelektrodowego,
okreélonej rownaniem:

1+k o dG*=* [E,— (u,+ E,) e "]?

- BTN - =
g O g O b , (20)
w ktorym:
RO ’ . : f
E¢ = EmTRO Sln(p (21)
_ R+ R, (22)

L
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Rozwigzaniem réwnania (20) jest funkcja:
1 1 | s
ol i ?__ = p—at R L K
G P, [E,, 2E,(u,+E,) [ Ka € +(u,+E,) [ Z2Ka © ]+Ce . (23)
Stala C wyznaczono z warunku, ze dla czasu r = 0 konduktancja kolumny potukowej jest
okreslona wzorem (4). Stad zmiang w czasie konduktancji kolumny polukowej opisuje

réwnanie w postaci:

R 1
Gl [Eri“2Erp(llg E) =g € "t Wt E) e e‘z”"]+
G
(24)
o T Wyt E)  (u+E): |
k=1 7 p\*"g P s g P. K
+[G° P Pet P (1—Ka)  Poll—2Ka)|°

Analizujac réwnanie (24) przy k < 1 stwierdzono, ze konduktancja z uptywem czasu
bedzie wzrastata jezeli spelniony zostanie warunek:

- 1 2E, (u,+ E,)? (u,+ E,)?

GimiGbt i Byt g S ) BT K)

Nieréwnosé (25) okreéla zatem warunek nieprzerwanego palenia si¢ tuku elektrycznego

w obwodzie rezystancyjno-indukcyjnym. Korzystajac z tej nierownosci mozna wyznaczy¢

wymagang warto$¢ napiecia zasilajacego, zapewniajaca palenie si¢ tuku elektrycznego.
Warto$¢ tego napiecia musi spelni¢ warunek: ‘

1=Ka. ., 1 3 ‘ k1
"(‘QK‘zai"ka“)PGG" > 0. 26)

<0. 25)

Eit o Bot g
Przykladowy oscylogram przebiegu napiecia tuku, napigcia zasilajacego i pradu przedsta-
wia rys. 3.
/"\

i\
\

Rys. 3. Przykladowe przebiegi czasowe pradu tuku 7,(r), napigcia tuku ,(¢) i napiecia zasilajacego w4 ()
w obwodzie rezystancyjno-indukcyjnym
ug — napigcie fuku pomocniczego, iy — prad luku pomocniczego

5. WPLYW POJEMNOSCI OBWODU ZASILAJACEGO NA WARUNKI
PALENIA SIE LUKU

W obwodach rzeczywistych wystgpuje zawsze pewna pojemnos$¢ obwodu zasilajacego.
Ponadto w celu kompensacji mocy biernej obwodu zasilajacego o charakterze indukcyj-
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nym stosuje si¢ czesto bateri¢ kondensatoréow. Mozna si¢ réwniez spodziewac, ze w przy-
padku duzej pojemnosci obwodu zasilajacego, przy ktérej przebieg napiecia na przerwie
miedzyelektrodowej bedzie okresowy, uzyska si¢ poprawe warunkow ponownego zaptonu
tuku. Z podanych wyzej wzgledéw przeprowadzono analize wplywu pojemnosci obwodu
zasilajacego na warunki palenia sie tuku w jednofazowym palniku plazmowym. Do roz-
wazan przyjeto obwdd zasilajacy przedstawiony schematycznie na rys. 4. Jezeli spetniona

R L
[ =} rYyyx
eft)=tpmsinwt =0 8y

Rys. 4. Schemat zastepczy obwodu z tukiem elektrycznym

jest nierownosé:

AR G\ 1
4 (L_C) <Ic )
to, jak wiadomo, przebieg napiecia pojawiajacego si¢ na przerwie miedzyelektrodowej

po przejsciu pradu przez warto$¢ zerowa, jest przebiegiem okresowym opisanym réwna-
niem:

o
Up = Eq + (Er/ 3 ng) e* (;’)

-sinmg £ —Ccosm, t) (28)
M0

T2 NESE
/ 2
s 1{R A ,
wo = 'l// Ic _4(L —Céo) — pulsacja drgan swobodnych.
Korzystajac z rownania tuku elektrycznego w postaci (7) wyznaczono zmiang w czasie

konduktancji kolumny potukowej pod wptywem napigcia mi@dzyelektrodgweg'o opisanego
zaleznoscia (28). Otrzymano nastgpujace wyrazenie:

R
o = s ( St ﬂ) — wspotczynnik tlumienia,

= AL SN | o e 1\ .
G = Ce K KP, E,fK+2E,,(E,,,‘+ug)(;)Of ;‘+ i 2+ = {(a—\—K)smmot—
e 11§ -
—wocoswgt | —2E (E, +u,) TR U cx—HEr cosmgt+aysinwyt | +
(O‘+K) +
o 2 eZ(’lt g 1 .
+ (Ep+u)*{— | ———————5——— sinwt (20(+~ sinwgt —
“ oy )2 : K
(2a+K + 2wy)? \

9 Rozprawy Elektrotechniczne 1/87
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2 e2o:t

—2wocoswot |+ (E,+u,)?o?
1 5 1
: 20‘4‘? + Qwo) 2a+’K‘

‘ 2t 1
— (B, + u,)* .t ¢ 204 —|sin2wqyt —
o 1\? ) K
(2oc 5 7) +(200)

&
ezr

(Za + %?)2 + Qwo)?

—2w, 082w, t] + (B, +u,)? X

1 .
X COSWy 1 [(Za + -K—) COSwq 1+ 2wy sinw, t] +

2 2 20t
(E,+ u;) 210)0 Ze (29)
2o, (20c+ 75) +(200)*

Stalg C wyznaczono z warunku, ze dla = 0 konduktancja kolumny potukowej wy-
nosi G, i jest opisana wzorem (4).
Stad otrzymano:

1
ZOH—Y
G5 = Cobpp A B3 K~ 2B, (Eghu) —————+
¢ (OHH*E) + @5
(30)
2 2 ’2
+ (E,+u,) 2 5B0) o gy LA
20t | + Qoo | 2041 *
( T T @ K

Z réwnosci (30) wynika, Zze aby spelniony zostal warunek nieprzerwanego palenia sie
tuku, wartos¢ napigcia zasilajacego musi spelniaé warunek:

(K—A+B)E3f,+(2ugB—Aug)E,,,+u§B—G’(‘)"‘KPG > 0, GD
w ktérym:
1
2004+
1
2 2
B = 1 2(o* +wg) +4oc-|——1— '
2 -l—~~L 2+ 2w,)? 2 . &
( o K) 0 a+*1(7

Jezeli parametry obwodu z tukiem elektrycznym spelniaja nieréwnosc:

1 /R Gy 1 32
"2‘(T‘T)>7ﬁ’ r
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to napigcie pojawiajgce si¢ na przerwie migdzyelektrodowej po przejsciu pradu przez war-
to$¢é zerowa ma przebieg aperiodyczny opisany réwnaniem:

E,
u, = E,+ ; +;a

1 (R G, 1 LC[R _ Go\*_
ﬁ"z“_T(f‘T)i VIC ]/ 4 (L c) L.

Zmiane¢ konduktancji kolumny polukowej, pod wplywem napigcia mi@dzyelektrodowegoh
okreslonego zaleznoécia (33) opisuje wyraZenie:

G- = C-e It<+ E2 2E¢ E,+u, [ B2 Pt By eﬁzt]-l-

(B2"" — By ™), (33)

Po " Ps Bi- B L BiK+1~  BK+1 9
+v 1 (Eq;‘l‘ug)z [ ﬁ% ezﬁxt____ 2/31 /32 e(ﬁ1+’32”+ ﬁ% ezﬂzt]
Ps (B1—B2)* | 28, K+1 1+ (B, +p)K 26, K+1

Wymagana warto$¢ napiecia zasilajacego zapewniajaca nieprzerwane palenie si¢ tuku musi
spetnia¢ nieréwnos¢:

(1+A'+B')E§,+(A’ug+2ugB’)Eq,+B’u§—GE‘IPG >0, (335
gdzie:
A/= 2 ( ﬂl - 51 )
Bi—PB2 \ B1K+1  BK+1
g 1 [ B 28 B ]
L(B1—B2)? 28, K+1 14+ (B +B)K 26, K+1 |

Z podanych nieréwnosei (11), (26), (31) i (35) wynika, ze na ponowny zaplon luku elek-
trygznego maja wplyw parametry tuku, a szczegdlnie stala czasowa tuku, warto$é napiecia
zasilajacego oraz parametry R, L, C obwodu. Warunek (11) jest stuszny dla obwodu
rezystancyjnego warunek (26) przy pojemnosci obwodu zasilajacego réwnej zero lub jej
bardzo matlej wartosci, warunek (35) przy stosunkowo niewielkich pojemnosciach, gdy
przebieg napigcia na przerwie migdzyelektrodowej jest aperiodyczny i warunek (31) dla
duzych pojemnosci, gdy przebieg jest okresowy. Nalezy przy tym zwrécié uwage, ze spel-
nienie nieréwnosci (27) lub (32), warunkujacych charakter napiecia miedzyelektrodowego
jest zalezne nie tylko od parametréw obwodu zasxlajqcego ale réwniez od wiasciwosci
tuku, t.zn. konduktancji kolumny potukowe;.

Dla stwierdzenia wplywu pojemnosci obwodu zasilajacego na warunki palenia sie tuku '
przeprowadzono obliczenia, korzystajac z danych eksperymentalnych. Obwdd zasilajacy
wyladowanie pradu przemiennego mial nastgpujace parametry: E, = 702 V, X = 2,4 Q,
R = 3,1 Q. Wyznaczona na podstawie oscylograméw warto$é maksymalna pradu wyno-
sifa 54 A, napiecie gasniecia tuku 142 V, stata Pg = 2950 (V2A)?/3. Obliczenia wykonano
dla dwoch wartodci stalej czasowej @, a mianowicie 0,1 ms i 0,4 ms, ktére mozna zmie-
nia¢ przez zmiang natgzenia pradu stalego luku pomocniczego w. ukladzie przedstawio-
nym na rys. 5. Narys. 6 i 7 podano zalezno$¢ granicznej wartoéci napigcia E, ponizej kt6-

g*
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Rys. 5. Obwodd zasilania plazmotronu jednofazowego
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Rys. 6. Zalezno$¢ napiecia E, od pojemnosci obwodu zasilajgcego przy aperiodycznym przebiegu napiecia

miedzyelektrodowego 1 @ = 0,1 ms

205

200 palenie sig luku

195 gaszenie [uku

190 §

B W B g0 g8 L TOFE g

Rys. 7. Zalezno$¢ napigcia E, od pojemnosci obwodu zasilajacego przy aperiodycznym przebiegu napigcia
miedzyelektrodowego i @ = 0,4 ms

[132]
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rej nastepuje gaszenie tuku, od pojemnosci obwodu zasilajgcego w przypadku, gdy napigcie
miedzyelektrodowe ma przebieg aperiodyczny, natomiast na rys. 8 i 9 przedstawiono
zaleznos¢ E, od pojemnosci obwodu zasilajacego, gdy napigcie migdzyelektrodowe ma
przebieg okresowy. x

fp )
500
Vil
400
- | palenie sig luku gaszenie [uku '
300+
I

-

0 1 2 a 9 J 6 7 I

Rys. 8. Zalezno$¢ napiecia £, od pojemnosci obwodu zasilajacego przy okresowym przebiegu napigcia
miedzyelektrodowego i ©® = 0,1 ms

Ep k
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%

188 |+

186 |-

184 - o

182 - // // palenie sie luku
/
gaszenie luku

180 ik /

0 0 20 30 40 uF 50 ¢

Rys. 9. Zaleznos¢ napigcia £, od pojemnosci obwodu zasilajacego przy okresowym przebiegu napiecia
miedzyelektrodowego i © = 0,4 ms

Z przedstawionych na rys. 6 i 7 zaleznosci wynika, ze w przypadku nieduzych war-
tosci pojemnosci, gdy przebieg napigcia jest aperiodyczny, wymagana warto$¢ napigcia
zasilajacego do zapewnienia nieprzerwalnego palenia si¢ tuku maleje wraz ze wzrostem
pojemnosci obwodu zasilajacego, przy czym zmiany te sa niewielkie rzedu kilku procentéw.
A zatem w obwodach rzeczywistych, w ktérych nie stosuje si¢ dodatkowej pojemnosci,
np. dla kompensacji mocy biernej, mozna pomina¢ pojemnos¢ obwodu i analizowaé¢ obwod
rezystancyjno-indukeyjny, dla ktérego warunek nieprzerwanego palenia si¢ luku jest
okre$lony nieréwnoscia (26). Dla matych pojemnosci wyniki obliczefi na podstawie nie-
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réwnosci (35) sa réwne wynikom otrzymanym z nieréwnosci (26). Analizujac otrzy-
mane zaleznosci obliczone dla réznych wartosci stalej czasowej @ mozna stwierdzié, ze
wplyw pojemnosci obwodu zasilajacego na warunki zaptonu tuku jest tym wiekszy, im
wieksza jest warto$¢ statej 6.

Rozpatrujac wptyw duzych pojemnos$ci na warunki zaptonu tuku stwierdzono, ze jest
on znaczny dla malej wartodci statej czasowej tuku. Z przedstawionych na rys. 8 i 9 krzy-
wych wynika, ze osiagaja one minimum, a nastgpnie F, wzrasta. Jest to spowodowane
tym, ze przy wigkszych pojemnosciach reaktancja pojemno$ciowa staje sie pordwnywalna
z rezystancja tuku, a wigc coraz wigksza czes¢ pradu plynie przez pojemnosé, co ma oczy-
wiscie ujemny wplyw na zapton cieplny tuku elektrycznego.

Nalezy podkresli¢, ze przeprowadzona weryfikacja doswiadczalna podanych warunkéw
nieprzerwanego palenia si¢ tuku potwierdzila ich stusznos$é i przydatnosé.

6. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono analityczne warunki nieprzerwanego palenia si¢ tuku elektrycz-
nego w jednofazowym plazmotronie pradu przemiennego. Rozpatrywano obwdd zasila-
jacy z uwzglednieniem parametrow tuku elektrycznego, przy czym do rozwazaf przyjeto
réwnanie tuku elektrycznego, uwzgledniajace specyficzne warunki, w ktérych tuk sie pali,
t.zn. wirowy przeplyw gazu w komorze wyladowczej, ktéry jest powszechnie stosowany
w plazmotronach oraz metod¢ podtrzymania nieprzerwanego palenia sie tuku.

Na podstawie otrzymanych rezultatow stwierdzono wplyw parametréw obwodu za-
silajacego na warunki zaptonu tuku oraz istotny wplyw parametréw tuku, a szczegélnie
statej czasowej. Podkreslenia wymaga fakt, ze podane warunki palenia si¢ tuku zostaty
poddane weryfikacji doswiadczalnej, ktora potwierdzita ich stuszno$é.

W wyniku przeprowadzonych badan analitycznych i doswiadczalnych mozna stwier-
dzié, ze zapewnienie nieprzerwanego palenia si¢ tuku elektirycznego przez stosowanie
wyladowania pomocniczego wedlug opracowanej przez nas metody opisanej szczegdétowo
w pracy [6] ma szereg korzysci, z ktorych na szczegdlng uwage zastuguje prosta i duza
niezawodnos¢ w eksploatacji uktadu zasilajacego. Uklad ten umozliwia tatwg zmiang
stalej czasowej @ przez regulacje natezenia pradu tuku pomocniczego, a jak wynika z po-
danych kryteriéw palenia si¢ tuku, zwigkszajac wartos¢ tej stalej mozna znacznie obnizy¢
wymagang wartos¢ napiecia zasilajacego. Sadzimy, ze przedstawione w pracy rozwazania
bedg przydatne do opracowania konstrukcji i optymalnego ukladu zasilajacego jedno-
fazowy plazmotron pradu przemiennego.
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C. KROLIKOWSKI, A. KAMINSKA-PRANKE

CONDITTIONS OF BURNING IN AN ELECTRIC ARC
IN A SINGLE PHASE A.C. CIRCUIT

Summary

The article contains an analysis of conditions of burning in an a.c. single phase plasmatron. The ana-
lysis makes use of the equation of single arc dynamics which takes into consideration specific conditioins
in which the arc is burning, viz. an uninterrupted arc burning enforced by appropriate method and whirl
gas flow in the discharge chamber. Analytical criteria of arc burning were subjected to experimental veri-
fication which confirmed their validity.

C. KROLIKOWSKI, A. KAMINSKA-PRANKE

CONDITIONS DE FONCTIONNEMENT DE L’ARC ELECTRIQUE
DANS LE CIRCUIT MONOPHASE DU COURANT ALTERNATIF

Résumé

Cet article présente I’analyse des conditions de fonctionnement de I'arc électrique dans un plasmo-
tron ainsi que le comportement de I’arc dans son circuit électrique d’alimentation. Dans I’analyse on a
utilisé I’équation de la dynamique de I'arc électrique, qui tient compte des conditions spécifiques, dans
les quelles I’arc fonctionne, c’est a dire la méthode permettant d’éviter P'extinction de I’arc, lors du change-
ment de phase et le mode de stabilisation de la colonne de I’arc par injection tourbillonnaire d’un gaz.
Les critéres analytiques, obtenus du fonctionnement de P’arc, ont été soumis a une vérification expérimen-
tale, qui a prouvé leur justesse. :

C. KROLIKOWSKI, A. KAMINSKA-PRANKE

BRENNBEDINGUNGEN DES LICHTBOGENS IN EINEM EINPHASIGEN
WECHSELSTROMKREIS

Zusammenfassung

Der Artikel enthilt eine Analyse der Brennbedingungen des Lichtbogens in einem einphasigen Licht-
bogen-Plasma-Wechselstrom-brenner. Bei den Betrachtungen ist die Dynamikgleichung eines Licht-
bogens angewandt worden, die die spezifischen Bedingungen beriick-sichtigt, unter denen der Bogen brennt,
d.h. die Methode des kontinuierlichen Bogenbrennens sowie die Gaswirbelstromung in der Entladekammer.
Die erzielten analytischen Voraussetzungen fiir das Bogenbrennen sind experimentell untersucht worden,
wobei ihre Richtigkeit bestitigt worden ist.
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Y. KPYJIMKOBCKH, A. KAMMHLCKA-IIPAHKE

VCJIOBUA TOPEHUA DJIEKTPUYUECKON YT B ONHOPAZHOW 1IEIIN ITEPEMEHHOT
TOKA :

Pesome

Omnmcan aHanu3 YCJIOBUH TOPEHHA JJIEKTPHUECKOH OYyTH B OJHOMA3HON qyroBO-IUIA3MEHHON To-
pelKe IIEPEMEHHOTO TOKa. B 0o0Cy)KHeHHN NPHMEHSIIOCh YPaBHEHHE AUHAMUKH OJIEKTPUUECKOM IyTH,
C yUeTOM CIIelu(pUYECKHX YCIOBHI FOPEHUA JYTHU, T.e. METO HENPEPBIBHOM II0JOePyKKH [OPEHUs JIeK-
TPUYECKOIl JYyIM, a TaKyKe BHUXpPEBOE TeUeHHe rasza B KaMepe paspspxeHusi. Kpurepuw ropeHusi djieK-
TPUYECKOH MYIrH, ONpeJeseHHbIE AHATUTHUYECKHM CIIOCO0OM, OLLIM IIPOBEPEHDLI B OKCIEPUMEHTAX, KO-
TOPBIE TOITBEPMIIN UX MIPABHIIBHOCTD.
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Equations of Squirrel-Cage Induction Motors with Symmetrical
Design in Steady-State Operation
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The paper presents a method of arranging voltage current equations for squirrel cage
motors with certain types of symmetries of the stator windings and with a symmetrical rotor
cage. The method takes into account the higher space harmonics of the air gap field distribu-
tion. These equations have the form of an infinite set of algebraic equations which allow for
determination of the Fourier coefficients of the stator and rotor currents in the steady state
opération. The currents are almost periodic functions of time with a uniquely determined
frequency spectrum. On the basis of the currents an expression of the electromagnetic torque
is given in the form of a Fourier series of an almost periodic function of time. The coefficients
of this series, i.e. the individual components of the electromagnetic torque are given as infinite
quadratic forms.

1. INTRODUCTION

This paper® considers the problem of the effect caused by higher space harmonics
in squirrel-cage asynchronous motors in steady state operation. Mathematical formalism
resulting on the one hand from the so-called network theory approach to the electric
machines and on the other hand from the theory of linear differential equations with
periodic coefficients will be used in the paper. The network theory of electrich machines
permits the writing of the mathematical model equations for squirrel-cage motors consi-
dering the higher harmonics of the space field distribution in the air gap, whereas the
theory of linear differential equations with periodic coefficients constitutes the background
for analysis of steady state operation.

The paper presents a mathematical model of a certain class of squirrel-cage motors
using the model founded on the model described in [1] as well as the application of the
method presented in [2] [3] for analysis of steady state operation. The analysis includes
current-voltage relationships and an expression for the electromagnetic torque.

* The work reported in this paper was realized as a part of the government-sponsored project 05.5A
,,Chosen fundamental problems in electrical power engineering”.
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2. THE MATHEMATICAL MODEL

2.1. MODEL ASSUPMTIONS

A mathematical model of the squirrel-cage motor, characterized by the symmetrical
design of the stator windings and by a symmetrical squirrel-cage in the rotor will be pre-
sented. A class of stator windings will be considered which is equivalent to a system of M
identical coil groups distributed symmetrically on the stator circumference, producing
the magnetomotive force (mmf):

0, — 9(x+(m—1)-2M73); m=1,.., M @.1)

The mmf of each of the independent coil groups is described by a periodic function
which in the general case can be expanded into a Fourier series containing all harmonics.
The function @(x) can be determined by making different simplifying assumptions. In
~ particular it can account for the trapezoidal shape of the mmf of an elementary coil resul-
ting from the equivalent width of the stator slot mouth.

The mathematical model includes single-cage motors with the cages consisting of N
symmetrical meshes of any shape where the mm/f of each mesh can be assumed to be tra-
pezoidal, conforming to the equivalent width of the rotor slot mouth.

In the model it has been assumed that the air gap is uniform along the circumference
and that it is increased by the coefficients of Carter. It has also been assumed that the
magnetic circuit of the leakage and main fluxes are linear, where the magnetic conduc-
tance of the stator and rotor yoke for the main flux is sufficiently high. The unipolar flux
is not taken into consideration in the model.

The model accounts not only for the magnetic linkage between the stator coils through
the main flux but also through linkage between the coils through the leakage fluxes i.e.
for the slot and end connection leakage fluxes. In the model, all meshes of the rotor cage
are linked by the main flux, whereas anly the adjacent meshes are linked by the leakage
flux. The resistance of the coupling between the adjacent cage meshes is also taken into
consideration.

2.2. EQUATIONS OF THE MODEL

The model equations obtained after transformation into symmetrical components
of currents and voltages of the independent stator coil groups and of the voltages and
currents of rotor cage meshes will be presented.

The transformation matrices are for the stator:

1= 1 - 5
M—1 il
e N LI  a=¢ = o (2.2)
M
l 1 gM-1 aM-12
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and for the rotor:
121 e | .
1 R i
g LEBlEE b SRR - S 2.3)
VN | :
b=l s p TR
The transformations yield the following differential equation system:
Uy R, O 73 d [Ls M(p)] [
] == st =] T A B (24)
0 0 Rl dt | M(p)' L. i
e - i@ L
I gy = @M@+ T, @5)

where:

()™ = [u2, u! ... u¥~'] — vector of the symmetrical components of voltages of the

stator coil groups,

@i)T = [i9,i} ... i¥~1] — vector of the symmetrical components of currents of the stator

coil groups,

(@) = [i% i} ... i¥~']— vector of the symmetrical components of currents of the

rotor cage meshes,
R, = diag[R, ... R] (MxM),
R, — resistance of an independent stator coil group
R, = diag[R?, R} ... R¥~'] (NxN),

where:

R; = 2Rse+Rb(25in-;:7n); n=0,1,..,N-1,

R,, — resistance of a segment of the end ring,
R, — resistance of a cage bar,

L, = diag[L?, L! ... L¥-1] (MxM),

where:
Ly = L+ L,
M-1
L, = Lo+ Z (am)lMas,ia

i=1
m=20,1,..., M—1,
L,, — selfinductance of a stator coil group for the leakage flux,

(2.6)

Q.7)

(2.8)

M,, ; — mutual inductances of stator coil groups shifted with respect to each other

by an angle of (i 27}) (for leakage fluxes),

M-1

L;na = Lsa+ Z (am)iMsa,h
i=1

L., — selfinductance of a stator coil group for the main flux,

M,, ; — mutual inductances of stator coil groups shifted with respect to each other
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by an angle of (i i—/}) (for the main flux)

L, = diag[L?, L} ... LYY, (NxN); (2.9)
Ll=L" +L",; n=0,1,...,N—1;

N
L,,s — leakage inductance of an end ring segment,

L?r- = 2Lr(~s+Lrab (_SIH-E'H) 5

L,,, — leakage inductance of a cage bar,
N-2
L’;a = ra+Mra,1(bn+b—")+Mra 2 (b")i’
1=2
L., —selfinductance of a cage mesh for the main flux,
M,,  —mutual inductance of adjacent meshes for the main flu_x,
M,, — mutual inductance of non-adjacent meshes for the main flux.

The M(p) matrix must be analysed in detail as it is of principal importance for descrip-
tion of the squirrel-cage motor. It is formulated as:

M(p) = AM (p)B~", (2.10)

M (¢) — matrix of mutual inductances of the stator coil groups and of cage meshes.
Its principal arrangement can be gained by making use of the specific features of the
matrix M.(p) resulting from the assumed symmetry of the stator and rotor windings

Msr((p)s Msr((p+ﬂ) Msr((p'i_(N* l)ﬁ)
Mc(g)) & A:lsr((p_a)a Msr((p_a_'_ﬁ) A{sr((/}—a_‘_(N_ l)ﬁ) . :
Mu('P_(M— [)a), Msr((p_(M_ l)(Z—i-//))) Msr((p—(M_ 1)0(+(N— 1)/3)

where M, (¢) is mutual inductance between the group of stator coils assumed to be the
Ist one and the rotor cage mesh assumed to be the 1st one. It can be expanded to a Fourier
series, as it is a periodic function of the angle ¢

M) = Mapt2m) = 3 Moo 2 @11)

k=—0o k=—c0

Using the above notation, the matrix M(p) can be written in the form:

v=kNy=1+kN..v=(N—-1D+kN

0 ‘Zm,, Zm,, }: m,,” y=IM

M(p) = Y NM Z’” Z’” 2’” v 2.12)
(=1 Z Zm 2@,,§;=(M—1)+1M
=10

v=+1,£2, +3;...;. k,1=0, +1, +2, ...
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Any element of the M(p) matrix is a sum of harmonics with numbers corresponding to
the index satisfying the relationships written above the column and beside the row. Thus,
each term of the expansion of the M, () inductance into a complex Fourier series has its
precisely defined place in the matrix and it can appear there only once. If the columns
and rows are denoted by indexes-of the symmetrical components for the rotor (0, 1,

—1) and stator (0,1, ..., M—1) quantities accordingly, then the k-th term of the
expansion of the M, (p) series will appear in the column denoted by (k) modulo N and
in the row denoted by (k) modulo M.

For further consideration, the matrix M(gp) will be given in the form

M@ = D Me™. ’ (2.13)

k=—o
k#0
The M, matrices have the dimensions of (N x M) and they have only one non-zero
element in the (k) mod N column and (k) mod M row.

3. THE METHOD OF ANALYSIS OF THE STEADY STATE OPERATION

The method presented in [2] [3], founded on the theory of differential equations with
periodically variable coefficients will be used for the analysis of the steady state opera-
tion. It enables an analysis of the steady state operation with any harmonic spectrum of
the space field distribution in the air gap, assuming a constant speed of the rotor:

¢ = wl+@o 3.1
and the supply voltages being almost periodic functions of time.
The case of a motor supplied with a monoharmonic voltage system will be considered

for the model presented in the foregoing chapter. For this voltage system the vector of the
symmetric components of the stator voltages is:

3 e, 6

n==x1

where the relation occurs:

_ AATTL (3.3)

The following forms of the symmetric components of stator and rotor currents must
be foreseen acc. to the method

o] o0
2 Z It ootk (34)
u=+1k=—-0oo
o0
I 1 pi(noo+ka)t
L § I e (3.5)
n=+1k=

Since the following relations occur

;L= AA™[,; Iz} = BBETIL; (3.6)
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further consideration can be conducted only for u = 1. The vectors I iand B o satisfy
the infinite equation system (3.7), where the individual elements represent the correspon-
ding matrices of the system (2.4) accounting for the expansion of the M (¢) matrix in its

Fourier series acc. to (2.13).

e = | I | ]
¥ ¥ | k3 |
0 R, ; (wo+ ) !
Ut R *d wol |
0 R, | (wo—w)1|
AL e WL e L
%= = +i 5 x
h 1
0 | R ((wo+w) I
[ |
0 ! R, i wol
| |
0 ! R, | (wo—w)I
i L | £ 250 1 t #.in
.. N hil:
L 1...-0 M, M,... Isl,l
E, Lo AMLH0 €M Lo
Ls { M., M_; 0 i,
i : :
X wuj __________ 5 it 3.7
i S gt :
S BT s i i 0 e
]rlfl 0 ]‘*liri Ly Irl,O
M, MZ, 0 .| A P
g : : [ ! | 5] RO e

The expression for the electromagnetic torque of the motor in steady state opera-
tion is obtained by substituting into the relationship:

em o (l )T( M((p)) (38)

the i; and i, vectors in the forms (3.4) and (3.5) respectively and the M (p) matrix in the
form of a Fourier series (2.13). An expression results in the form of a series:

o0
T = Z —2Imagine{T; ,e’(@otkeo)y (3.9
1=0,2 k=—0o0
where: T is given in the quadratic form:
& *
Tl,k o] [(Isl,_ll T: (131,61 i (Is —1)
o kM, k+D)Myyy (k42 My, .. ? e
X oo (k=DM,_, kM, k+1D) My .. Iy (3.10)

=My k=DM, kM, E
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4. THE VOLTAGE-CURRENT RELATIONSHIPS FOR STEADY STATE OPERATION

The equation system (3.7) constitutes a general form of the voltage-current equations.
However, because of the very rapid increase in its dimensions with the number of the
considered harmonics it is not suitable for direct application.

A very significant reduction of its dimensions is gained by using the diagonal form
of the L,, L,, R;, R, matrices and making use of the particular features of the M} matrix.
As a result of a detailed analysis, it is possible to write the equation system (3.7) as M
independent infinitely dimensional subsystems. Let us denote:

U? 12 2
Usl 1 1

(]s1 = . ; Isl,k = I:s,k 5 Irl,k = I:r’k . (41)
UM—-1 I"M—l I.,{V—l

With the above notation, to each U™ component of the U, vector corresponds a system
with the general form:

Uy RY O ) Qr 9 m ™M™ I
[" ]Z ([0 R’r”] Y [0 9':'] [M'"T or ]) [1;"] “-2)

for m = 1,0, ..., M—1, where:

m — diagl... Ry, Ry, Ry --.] 4.3)
R” = diag[... Rn=M)med N pm Rém+MymodN ) (4.9
Qr = diag[... (wo+Nw), wo, (@o—Nw), ...] / @.5)
Qr = diag[...(wo— (m—M)w), (wo—mw), (00— (m+ M) ...] (4.6)
L = diag[... Lgr+MmedM [m [im-MmodM ] 4.7
Ly = diag[... Ly dmedN | [romedN JmiiDmedk ] | “.8)

M(m—M+N), M(m%—N% M(m+M+N) eer ]
M" = ... Mn-2p> Mwm> Mo - 4.9)
.. _M(m—M—N)a M(m—-N): M(m+M—N)

where: My, = M;e'%, M;— a non-zero element of the M, matrix

. ; ’ m—Mymod N
0 Iér’n&i-N)modM I'{ «(mlnli;)
anN
Ur={ur s Ir=| I DI =) I (4.10)
O I(m—N)modM I( - l-M)mod N

S,N - (m+M)

5. EXPRESSION FOR THE ELECTROMAGNETIC TORQUE IN STEADY STATE OPERATION

Similarly as for the system (3.7) it is possible to gain a significant reduction in the
dimensions of the quadratic forms (3.10) determing the amplitudes of the individual
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components of the electromagnetic torque

M-1
Ton = D, (D) (—2Tmage(T, o) + > (—Zlmage{Tz,,e"<2‘”°+""‘")‘})) (5.1
m=0 k 1

The components T, , are given as quadratic forms:

*
Tor = IM)T"HET",  where: (5.2)

e Am= M+ (k+ DN}, et (k4 DN}, {m+ Mt (et DN ..
Hf, =} ...{im—M+kN} , {m+kN} . im+M+kN}
o im=M+(k—=1)N}, {m+(k—1)N}, im+M+(k—1)N) ...

The notation:

{Q} = QM(@) (5-3)
is used in order to gain a simpler form of the matrix H*

Rl (1 0

The summation in formula (5.1) is to be carried out for such integers k& which satisfy
the condition:

(m+kN)mod M = m, (5.9)
T i e b o W
: my=0,1,...,.M
The components T, ; have the form

o= (f?’"“l)r -HLI",  where: (5.3)
@) = [, Jgmedn e pomemeant | ] (5.6)
In this case the summation is performed for such integers / which satisfy the condition:
' (m+INYmod M — M—m, G.7)
I=0, +1, +£2,...
my=0,1,.... M

6. EXEMPLARY APPLICATIONS OF THE MODEL

Example 1.

Let us consider a class of motors with stator windings having no parallel branches.
Let us also assume a winding with an odd number of phases M (M > 3) and pole pairs p,
for which the mmf of each phase includes only the odd harmonics.

O,(x) = “}J @29_1005(29—1)(]);;—}— (i—1)2—;). ©.1)

e=1
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In this case the matrix M(¢p) in the equations (2.4), (2.5) takes the form

y=kN,v=1+kN..v = (N=1)+kN

ngm,. Zm va#v=/Mp

M(g) = 1 Zn.’l,, Zm,, Zi‘n,, v = (1+IM)p, (6.2)

M=) Ym, Dm,  Dm, p=M—1+IM)p
0 1 (N—1)
where: Lk =0, +1, +2,..., v = 2o0—1p

Thus, the non-zero element corresponding to the number » will appear in the matrix M(¢)
in the row

m = (L) mod M
p
and in the column n = (»)modAN. In the case when the motor is supplied with a symmetri-

cal, M-phase voltage system, the vector of the symmetrical components of the stator vol-
tages is:

0 0
— i1 0 ,
U, = Ul/-ﬁi 0 et 4§ ¢ fem oot |, (6.3)
2 v
: 0
0 1

U — effective value of the phase voltage
Hence, considerations can be limited to the system of the symmetrical component m = 1.
Consideration of the particular form of the M(p) matrix yields:

U R, 0 0 (L, M] I .-
= / #
o | {0 R|™o ellowr L]lL 6
where:

M

L5, FENERE
U)' = [ 0]/ 5 U,0 ] 6.5)
()F = [EGLEomots I, -hEn ] - (6.6)
(4 R 7 (e VALl IR (e b S (6.7)
R, = diag[... R,, R,, R, ...] : : (6.8)
Rr - diag[... R£(1_2M)p)modiv’ R,’,’, R(r(1+2M)p)modN”_] (69)
L, = diag]... L§1+Iz)n10dbf’ leg L(Sl_h)mode]' (6.10)
L, =-diag[.; L{1-2Mmmed N “pp ° F (LE2M)pymadN ] (6.11)

Qs = diag[(w0+gNw)a @Dg (wo—gNOJ), ] (612)

10 Rozprawy Elektrotechniczne 1/87
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Q, = diag[... (wo—(1=2M)pw), (0o —pw), (wo—(1+2M)pw) ...] (6.13)

e Mpa-amyreny Moy Mopcis2an4gn) oo
M= . . Meou-2un Mpy Moparoamn - | (6.14)

wMopa-2m-av Mp-gvy Mpi+2my-gny ---

The indices /# and g appearing in the above formulae must satisfy the relationship

h+iM=g71:—; h=0,1,.., M—1 (6.15)

R o, AL TR
g=1,2,...,2p

for the minimum value of the index g.
The expression for the electromagnetic torque has the form:

T., = Z (—2Tmage{T, &™) + Z (—2Image{T,, e/ CeotlsNoiyy - (6,16)
k )

where:
*
TO,k o (IS)THkIra (6.17)
*
Ty, = ('"HTH',, (6.18)
(U1T = [ [(Rmeds [ pCimodr 1 (6.19)

o AL=2M)p+ G+ DENY, Lo+ G+ DN}, {0+ 2M)p+G+1)eNT .-
H —| ..{(1-2M)p+igN},  {p+igh}, (A+2Mp+iehy .. | (620
o A(L=2MD)p+ (i= DN}, {p+(—1DgN}, {(1+2M)p+(i=1)gN} ...

In order to shorten the notation, the designations of (5.3) have been used in formula
(6.20). The summation induces in formula (6.16) satisfy the conditions
(1+k-hmodM = 1 (6.21)
(A+/-"HmodM = (M—-1) (6.22)
where: £,/ =0, +1, +2, ...
Example 2.

Let us consider a class of motors where the stator winding has in each phase a number
of parallel branches being equal to the pole pair number p. Let us also assume that the
winding has an odd number of stator phases M for which the mmf produced by the /-th
parallel branch in the phase m is determined in the following manner

27 2n
O,,=0 x+(m—1)7ﬂl— +({— 1)~p—) (6.23)

m=1,.,M; I=1,..,p
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Such winding can be considered as a system with the number of phases
M = pM,. (6.24)
If a system of supply voltages is chosen

[ug ... up]® = Y2 UReal{[l, a"?, a=?*, ..., a~ M- DP]eioot} (6.25)
where: @ = ¢ M
then only the symmetrical components of the voltages p and (M —p) mutually conjugated
are different from zero. The voltage-current equations for the steady state operation are
obtained directly from (4.2) for m = p and M = pM, where

(UDYT = [ 0, ‘/gU 0 ] (6.26)

The expression for the electromagnetic torque has the form (5.1), but only one compo-
nent of the sum m = p appears in it.

Example 3.

Let us consider a class of motors with stator windings having in each phase a number
of parallel branches equal to the number of poles 2p. Let it be a winding with an odd num-
ber of stator phases M, for which the mmyf produced by-the /-th parallel branch in the
phase m is determined as:

27 27
O, ,=0|x+(m—1——+4+(-1 A> 6.27
¥ (n—1— -+ (6.27)
m=1,.., M,
L= 100320 ; »
Such winding can be considered as a system with the number of phases
M =2pM,. (6.28)
If the system of supply voltages is chosen in the following manner
[, ... up]¥ = ]/iUReal{[l,O, a~22,0,a" 4, ... a”M-Dp (]elo0t —
— [0a 20,420, ...0,a P, (6.29)
s
a=¢eM
then only the symmetrical components of voltages p and (M —p), which are mutually
conjugated, are different from zero.
The equations for the steady state, as in example 2, are obtained directly from (4.2)
for m = p, however for M = 2pM,, in which

UPT = [ 0, l/? U,0 ] ) (6.30)

the expression for the electromagnetic torque has the form of (5.1), but only one com-
ponent of the sum m = p appears in it.

10*
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CONCLUSIONS

As a result of the considerations a method of arrangement of the voltage-current
equations and of the expression for the electromagnetic torque is given in the paper for
the steady state operation taking into account the higher space harmonics of the air-gap
field distribution. The detailed analysis concerns motors characterized by certain symmetry
of the stator winding design and by a symmetrical rotor cage.

However the method applied in the present work permits to analyse the steady state ope-
ration for motors with arbitrarily asymmetrical stator windings or rotor cages as well as
with any shape of the air-gap.
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T.J. SOBCZYK

ROWNANIA STANOW NIEUSTALONYCH W INDUKCYJNYCH SILNIKACH KLATKOWYCH
O SYMETRYCZNEJ BUDOWIE

Streszczenie

Artykut podaje metodyke ukladania rownan napieciowo-pradowych dla silnikow indukcyjnych klat-
kowych, w ktérych uzwojenia stojana wykazuja pewne cechy symetrii, a klatka w wirniku jest symetryczna.
W roéwnaniach uwzglednione sa wszystkie harmoniczne przestrzennego rozkiadu pola w szczelinie po-
wietrznej, wywolane przez roztozenie uzwojen na stojanie i wirniku. Réwnania stanu ustalonego maja pos-
taé nieskoriczonych utadow rownan algebraicznych, z ktérych mozna wyznaczy¢é wspolczynniki szeregow
Fouriera pradéw stojana i wirnika. Prady te sa prawie-okresowymi funkcjami czasu o jednoznacznie zde-
terminowanym spektrum czgstotliwoSciowym. Na bazie tak okreslonych pradéw zostaly wyznaczone
wyrazenia na moment elektromagnetyczny. Ma ono postaé¢ szeregu Fouriera funkcji prawie-okresowe;j.
Wspdlczynniki tego szeregu, t.j. poszczegdlne komponenty momentu elektromagnetycznego sa okre$lone
przez nieskoniczenie wymiarowe formy kwadratowe.
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T. J. SOBCZYK

EQUATIONS D’ETATS ETABLIS DANS LES MOTEURS
D’INDUCTION A CAGE DE CONSTRUCTION SYMETRIQUE

Résumé

Cette étude présente le procédé de formuler les équations de tension-courant pour les moteurs d’in-
duction a cage, dans lesquels les enroulements du stator présentent certains traits de symétrie, tandis que
la cage dans le rotor est symétrique. Dans les équations sont présentés toutes les harmoniques de la répar-
tition spatiale du champ dans I’entrefer, excités par répartition des courants dans le stator et le rotor. Les
équations d’état stabilisé ont la formede systéeme des équations algébriques infinies, qui permettent de cal-
culer les coefficients de séries de Fourier des courants du stator et du rotor. Ces courants sont des fonctions
qua sipériodiques de temps avec spectre fréquentatif déterminé. A la base des courants ainsi déterminés
ont été définies les expressions pour le moment électromagnétique. Elles ont la formede séries de Fourier
de fonction quasi-périodique. Les coefficients de telle série, & savoir les components particuliers du moment
électromagnétique sont définis par des formes quadratiques infinies.

T.J. SOBCZYK

GLEICHUNGEN DER STATIONAREN ZUSTANDE
BEI KAFIGLAUFER-INDUKTIONSMOTOREN MIT SYMMETRISCHEM AUFBAU

Zusammenfassung

Die-Bearbeitung bringt die Methodik der Bildung von Spannungs-stromgleichungen fiir Kéfigldufer-
-Induktionsmotoren, worin die Stinderwicklungen gewisse Merkmale der Symmetrie aufweisen, und der
Lauferkifig symmetrisch ist. In den Gleichungen werden alle Oberwellen der raumlichen Feldverteilung
im Luftspalt beriicksichtigt, die durch die Verteilung der Windungen im Stator und Rotor hervorgerufen
werden. Die Gleichungen des stationdren Zustandes haben die Form endloser Systeme algebraischer
Gleichungen, woraus Koeffizienten der Fourier-Reihen der Stator- und Rotorstrome bestimmt werden
koénnen. Diese Strome sind quasiperiodische Zeit-funktionen mit eindeutig determiniertem Frequenzspek-
trum. Auf Grund der so bestimmten Stréme wurde die Formel fiir das elektromagnetische Moment bestimmt,
das die Form einer Fourier-Reihe der quasiperiodischen Funktion hat. Die Koeffizienten dieser Reihe,
d.h. die einzelnen Komponenten des elektromagnetischen Momentes werden durch unendlich-dimensionale
quadratische Formen bestimmt.

T. s1. COBUMK

VPABHEHUSI YCTAHOBUBIIUXCA PEXMMOB B CUMMETPHUYHBIX MHIYKIIMOHHBIX
OBUTATEJSX C BEJIWYBEN KJIETKOM

Pezome,

IlpencraBieHa METOOWKA COCTAaBJICHWA VPABHEHHI HANPKEHHHA ¥ TOKOB [UIA HHIYKIHOHHBIX
nBuratesell ¢ Oenmubedl KIIETKOHW, ¢ OOMOTKaMy CTaTtopa IPOABIIAIOLIUME HEKOTOPbIE CBOMCTBA CHM-
METpHH, & KIIETKa POTOpa CHMMETPHUHA. B ypaBHEHHAX YUHTLIBAIOTCA BCE TapMOHUKH IIPOCTPAaHCTBEH-
HOTO pacIpejelieHdsl [oJiA B BO3MYLIHOM 3a30pe BbLI3BAHHLIE PACIpPEHETIeHHEM OOMOTOK Ha CTaTope
u porope. YPABHEHHA YCTAHOBHBIIETOCS DEKMMA MMEIOT BHJ OCCKOHEUHBIX CHCTEM are0paunvecKux
YpPaBHEHHH, 10 KOTOPBIM MOXKHO OLpenenuTs KoddhdunueHTs! paAna Pypbe TOKOB CTATOPA M POTOPA.
OTH TOKH SIBIIAIOTCS MOYTH-IEPHOTUUECKUME (OYHKUUAME BPEMEHM C OJHOSHAUHO OIPENEJICHHBIM
YaCTOTHBIM CIIEKTPOM. Ha OCHOBE TaK ONIPENEeIEHHBIX TOKOB IIOJIYUEHO BLIPAYKEHHE [JIS JJIEKTPOMAa-~
THHTHOTO MoMeHTa. VimeeT oHo BuI psma Dypse mnouru-nepropndeckoin yExiuu. KosdduuueHTsl
3TOrO PANa, T.6. OTHETIbHBLIE COCTABIAIOIINE BJIEKTPOMATHUTHOTO MOMEHTA, ONpEJe/IeHHbI OeCKoHed-
HOPasMEPHBLIMK KBagPaTHUHBLIMU (DOpMaMH.
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The paper presents a mathematical model of an induction arch motor interpreted as a set of
electrical circuits linked magnetically. The model comprises a geometrical configuration of
the elementary electrical circuits, stator coils and rotor cage meshes expressed by their self and
mutual inductances. The specific desing of an arch motor finds its representation in the struc-
ture of the inductance matrix. The model takes into consideration the ggnncection of stator
turns into phases by the Kron’s matrix of constrains. As a result of using symmetrical compo-
nents of stator and rotor currents and voltages in the description a fundamental set of equa-
tions is obtained. The model gives a possibility of a general analysis of the energy conversion
process as determined by the details of the arch motor under study.

1. INTRODUCTION

We consider an arch-motor which has been built from a squirrel-cage induction motor
by removing a fragment of the stator core and stator windings. The magnetic circuit is
fundamentally changed in this arch-motor. We have encountered diffiuclties in the descrip-
tion of the arch-motor, which are caused by disturbance of the magnetic circuit symmetry
and the stator winding symmetry. We have obtained a mathematical model of the arch-
motor by applying the methods which are used in the analysis of the cylindrical induction
motors. '

2. MATHEMATICAL MODEL EQUATIONS

Figure 1 presents a physical model of an arch-motor. A three phase winding consisting
of M coils is placed on the stator core. A symmetrical squirrel-cage with N bars performs
the function of a rotor. An arch-motor of such a type constitutes a set of magnetically and
electrically coupled circuits which can be described with the help of the differential equa-
tion system:

- [url [Rro (], dfrmoo (&), d [Mr ome)|[I &
vl = o mllre|Talo )|t ar e e ()
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Fig. 1. Magnetical circuit of the arch-motor
where:

Us‘l Url Isl ! Irl

U2 U? y I?

=" | =" | T= ="+ ®)
UM uy A ¥

U, I' — voltage and current vectors of the stator coils,
Ur, I — voltage and current vectors of the squirrel-cage meshes,

G M =R
e i
0 e iy 3 it
Lo =Lz 5 =L )
] e o
I A L. L

R} — resistance matrix of the rotor squirrel-cage meshes, (N xN),
L5, — leakage inductance matrix of the rotor squirrel-cage, meshes, (N x N),

Lom = 2L+ 2L,

Ry = 2R, + 2R,

R, — resistance of the squirrel-cage mesh,

R, — resistance of the squirrel-cage bar,

Ry, — resistance of the squirrel-cage connecting bar,

L, — leakage inductance of the squirrel-cage mesh,

Ly, — leakage inductance of the squirrel-cage bar,

L.y — leakage inductance of the squirrel-cage connecting bar,
R = diag(R¢, R;, ven RE),

L:xns P dlag(Lass os’ . as)>
R}'— resistance matrix of the stator coils, (M x M),

L7 — leakage inductance matrix of the stator coils, (M x M),
R§ — resistance of the stator coil,
L¢, — leakage inductance of the stator coil, ;
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M — matrix of the self and mutual inductances of the stator coils, (M x M),

M? — matrix of the self and mutual inductances of the squirrel-cage meshes,
(NxN),

MG, M} — matrix of the mutual inductances of the stator coils and squirrel-cage
meshes, (M xN).

The equation of mechanical motion has a form:

L N Y. v [V

where :
® — moment of inertia of the rotor
A — external loading moment
@ — angle of rotation
1" — transposed currents vector of the stator coils
1" — transposed currents vector of the squirrel-cage
We take in consideration the stator coils connections into phase bands by introducing
the constraints matrix C:

"= CI’; Ur = CTU;”, (5)

where: 17, U — current and voltage vectors of the stator phases
Matrix C has the form:

Celel i=1,2,...M;. j=1,2,3; (6)
where :
0
Cij = 1 @)

—1
¢;j = 0—if the given coil does not belong to the examined phase-band,
¢;j = 1 —if the coil current has the same direction as the phase current,
¢;; = —1—if the coil current has an opposite direction from the phase current.
If we introduce symmetrical components to the model:

U, =8SUf; U, = BU;

I=S8I°P; I =BU"; ®
where:
- s R | 1
e R | :
1 1 =il
S == "7'_31; l a az B = 7’? 1. b. P {) (9)
Vil e a | et g
the motor equations (1), (4) will assume the form:
IUS _ R0 d e 0 ([E], 4 [M M[L (10)
ol o rMlz|Tatlo r )|t alm, . |ln)
d?g L sy vt M i
@ T [ S G, g T P K sr N 11
T > 3(7)[1“1,][% M,“I,]J“//’ (11)
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where:
R, = SCTR"CS-1 L,.= SCTL™CS-!
R, = BR"B-1 I, = BLE B
M, = SCTM™CS-1 M, = BM"B-1 a1
M, = SCTMmB~1 M,, = ME

We have obtained differential equations in the terms (10), (11) which describe the dy-
namic as well as the steady states of the arch-motor. In order to use these equations it is
necessary to calculate the equation parameters and first of all self and mutual inductances
of the elementary motor circuirts. It should be expected, that such a strong disturbance
of magnetic and electrical symmetry will cause the mathematical model of the arch-motor
to assume a complex form. To maintain the interval cohesion of the model during calcu-
lations of its parameters we have made the following assumptions:

1) Iron in magnetical circuits has magnetical permeability 4 = oo and electrlcal
conductivity y = 0.

2) There is no mutual influence between the radial and axial magnetic fields.

3) Stator coils produce rectangual magnetic field distribution along rotor circumfe-
rence.

4) The stator winding consists of M coils symmetricaly distributed along stator cir-
cumference.

5) The rotor winding is built as a symmetrical cage with N bars.

Such assumptions allowed to obtain approximate values of self and mutual induc-
tances of the motor circuits without the necessity of solving electromagnetic field equa-
tions.

3. SELF AND MUTUAL INDUCTANCES OF THE STATOR COILS

Figure 2 shows the stator winding consisting of coils. Each stator coil produces rectan-
gular magnetic field distribution — as shown in Fig. 3.
The values B; and B, are:

12/[:0 kl o
— - 3 13
_ —lzpy ky o 14
BZ e ol "5— - -—-i—l-— . ( )
Ys & 2
NS R z{; k,&;m*{

Y

[07 0z 07 0OF OO0}

Fig. 2. Simplified model of the arch-motor employed to the calculations
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Fig. 3. Magnetical flux density produced by stator coil in the air gap

The self-inductances of coils are:

24
= Z’slo,uo(l_ klac)klac’ (15)

) 21

W}{ere:
o — magnetic permeability in vacuum
z — number of turns in a stator coil
r¢ — radius of the arch-motor (m)
l, — axis length of the stator (m)
0 — equivalent “width of the air gap (m)
k, — stator coil pitch expressed in number of slots
o, — stator slot pitch (rad)
2/ — arch stator length (rad)
The self-inductance of a stator coil is constant and it does not depend on the position
of that coil on the stator arch. Figure 4 shows the principle of coupling between any sta-

Ys A
k
RS
n.2 if}’ 1110 n.2 s
2

Fig. 4. Magnetical coupling between any stator coil and the k coil

tor coil and the coil k. In the air gap there are two zones: (1) with magnetic flux density
equal to B; and (2) with magnetic flux density equal to B,.

For a coil whose two sides lie inside the 2nd zone the mutual inductance with coil k
is:

2 4
Wi e B ’Elgﬂl.(klac)-, (16)

The calculation of the mutual inductance of the k coil with a coil whose one side at least
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lies inside the zone I, can be reduced to calculation of the mutual inductance of the 0011
No 1 with coils, which lie inside the zone 1 in relation to coil No 1.

22l r,
My, iany =~ B [Q1=ky ) (b = W)t — Ky a2 W, a7
w = 1,2, e kl'_‘l.

The self and mutual inductance matrix of the stator coils in Eq. (1) takes the form (18).

. zn. 1 S zn, 2 N
L M, | ... M| M M M
M, N M
: ) \ \
N J
M;" = k1,1 \\ (18)

b e

M M ka5

M

After transformation into symmetric components the stator self and mutual induc-
tance matrix M;" takes form (12). Its dimension is (3 x 3) and its structure depends on the
matrix C which takes into account the connections of the stator coils into phase bands.
In the case of an electrical motor which has a cylindrical stator and whose stator windings
are symmetrically connected, the matrix M, is diagonal. For an arch-motor, the matrix M
is not diagonal and the elements, which lie outside the main diagonal, determine the degree
of asymmetry of the stator coils coupled into phases.

4. SELF AND MUTUAL INDUCTANCES OF THE CAGE MESHES

The asymmetry of the magnetic circuit of an arch-motor affects the self and mutual
inductances of the rotor cage meshes. If a cage mesh is inside the stator zone its self in-
ductance is constant just as it is outside this zone (in certain distance from the stator edge)
in the air zone. When a mesh moves from one zone to the next, its inductance changes
continuously and we shall approximate this inductance change with the help of a linear
function. We can assume approximately that the transient zone has a slot-pitch width
¢ = 2x/N. We can also assume that for ¢ = 0 a mesh designated as No. 1 stays inside the
transient-zone and that when the rotor turns by an angle of ¢ = 27/N, the mesh No. 1
comes to a position completly enclosed inside the stator zone. The rotor mesh numera-
tion runs in the opposite direction to the direction of rotor revolutions.
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We take the following conventional indices:
index s — means, that the parameter is valid inside the stator zone,
index a — means, that the parameter is valid inside the air zone excluding the transient

zones.

Each rotor mesh has the self-inductance L* in the stator zone and L* in the air zone. The
mutual inductances of the adjacent meshes are M} .y and MY i, in the stator and air
zone respectively. We assume, that outside the air gap, only adjacent meshes can be coupled.
Inside the stator zone as many meshes can be coupled as the stator arch length allows.

A cage mesh produces inside the stator zone a magnetic flux density distribution accor-
ding to Fig. 5 where:

/,to Nl"’:'[
o =i 9
Ge T {19)
Ko , T
B,=—'~T—. 20
{\
Bt
a
|
|
o o
& e r
82
Fig. 5. Magnetical flux density produced by rotor mesh in the air gap
-The self inductance of each mesh in the stator zone is:
Lr.pg Nl—mn
8y SHIREOT Y TR 21
s 5N B
and the mutual inductance of adjacent meshes in the stator zone is:
lrr':/zo 7
MS = -2~ . (22)

) N2
where:

I, — squirrel cage length, (m)

r, — squirrel cage radius, (m)

2/ — arch-stator length, (rad)

0 — air gap width, (m)

N.— number of rotor bars.

The self and mutual inductances of adjacent meshes in the air zone were calculated
approximately assuming that the equivalent bar with a diameter equal to the notch slot
width, lies on the squirrel-cage surface, and that the magnetic field lines in the air have
the form of semicircles.

Using the mirror reflection method we can obtain the magnetic flux density modulus
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due to one bar in the air, at a distance d from the cage surface:

_ u
B, = = (23)

The self and mutual inductances of adjacent meshes in the air zone are calculated using
the notation shown in Fig. 6. The mesh self inductance in the air zone is:

7 - (24)

1o — Yit+ys 2o In(4r’n _1)
No,

Fig. 6. Magnetical fluxes assumed for calculating self- and mutual-inductances of the rotor meshes

and the mutual inductance of adjacent meshes is:

2mr,

L Uk 2 M L B

; = Vo (25)

In this way we can obtain the self inductance of each cage mesh in an arbitrary posi-
tion of the rotor in relation to the stator. The self inductance function of any mesh as
a function of the revolution angle ¢ is shown in Fig. 7.

Lk(0)h

2l-¢
pagr et

Fig. 7. Self-inductance functions of the mesh No. 1 and No. k

The self inductance function of the mesh No. k is shifted with regard to L,(¢) through

@ = (k—1)x 2z/N, where k = 1, 1, ... N. The function L(¢) can be represented by a Fourier
series:

B = 2 7
L(p) = L0+2J. L,,coszz(tp-k(—l%—wk— N)) (26)
where:
Ly = %(LS—L“)—I—L“, 27
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2N e . nm
Ln = W(L —L )SlnlzlSIHT, (28)
ki= ol 255N
The mutual induction function of adjacent meshes is shown in Fig. 8.
The function shown in Fig. 8 can be expanded into a Fourier series:
M, ii1(9) = Mo+ %Meos o+ —H-kz*yZ n (29)
k,k+1 0 /__{ n N >
where:
My = —ylr—(M“—MS)——M", (30)
2N . = : : . 2TR
M, = W(M — M%sinnlsin N 31

k=1,2,...N-1.

M
ko k+1(9) -
M8 *-7a e 2y
7 \
2 N\ Miiers
en th2(9) 4 i

Fig. 8. Mutual-inductance function of the adjacent meshes

Now we have to determine the mutual induction functions of such adjacent meshes
which are coupled only in the stator zone, while in the air zone their coupling is equal to
zero. The mutual inductions functions of the type M;;(¢), where i = 2,3, ... N,j =2,
3, ... Nand |[i—j| > 1, are periodic functions, displaced along the ¢ axis by adequate mul-
tiples of 27/N and have variable lengths of the zones ,,s”” — as shown in Fig. 9. The arch-

Mea(9) &

MSE

Fig. 9. Mutual-inductance functions of the rotor meshes which can be coupled only inside stator zone

-stator length determines the number of rotor meshes which can be coupled in the stator
zone.

If: Ao INT(ZI /—2%)
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then p=c—2,

I

s 21—(p+2)27”. (32)

In the sequel we present exemplarily the mutual inductance function for cage meshes
which are coupled with the mesh No. 1 (see Fig. 9) as a Fourier series:

Myana) = = (e T S cosfp— (1 T+ em ) 09

m=1

where:
ANM® . mm . 0
M, = i S 51nm(l~(n+ I)W)’ (34)
n=1a2; 0P

Now we can build the self and mutual inductance matrix of the rotor cage meshes.
It is a cyclic matrix with the function argument shifted in sequence in the consecutive mat-
rix rows. The matrix M" can be written as a complex Fourier expansion.

o |y || =Py
—met| met | | et | —me
My = N exp(img). B |
ke —Fp | —FpB Fpbs®™=» | —Frage-b
| -meyt | | —Ermze-v | Rpetev

(35
where :
bik = exp(—jmka),
a = 2n/N.

Matrix M" is determined by its first row. The influence of the number of rotor bars NV
and stator arch length on the arrangement of the row elements can be seen in this row.
The first row of the matrix M? has the form:

— for an even number of bars N

Il

E m i m } m { m m m " m» ]
| Py | -Freyt | -mpp? | . | R I - Y O S N <)

— for an odd number of bars N

m | m | m
B | VR | <

|
m
_FL

: - -
‘ m mp+1 | mp+2 | +k
| FO l _Fl bm | _FZ bm E i Flznbm

(37

| |

|

If the number of meshes in the stator zone is less than N/2 for even N, and (N—1)/2
for odd N, then zero elements occure in this row. The number of zero elements depends
on the arch-stator length and number of bars N. The values of the coefficients F",
(i=0,1, ... k), result from the expansion of the corresponding self and mutual induc-
tance functions of the rotor meshes into the complex Fourier series. Thus:
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FI' — is the m-th coefficient of the complex Fourier series of the self inductance func-
tion L,(¢), Fig. 7 :
F" —is the m-th coefficient of the complex Fourier series of the mutual inductance
function M, ;(¢), i = 2, 3, ... k, of that rotor meshes which are coupled with
the mesh nr. 1 in the stator-zone.

After introducing symmetric components matrix, M} is transformed into matrix M,
according to formula (12). We write matrix M, as a Fourier series matrix.

—| M~lemI7+

11 Rozprawy Elektrotechniczne 1/87

Mttetr 4|

M+2e+j2q +

M°+

M—2g79204 .

(3%)

It is worthwhile to note the bémd-type structure of the matrix coefficients of this series.
The individual harmonic components are arranged in parallel bands to the main diago-
nal at distances depending on the order to the harmonic.
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5. MUTUAL INDUCTANCE OF THE STATOR WINDINGS
AND ROTOR CAGE MESHES

We obtain the mutual inductance assuming that the magnetic field is produced by the
stator coil. Its distribution is shown in Fig. 10. '
We resolve this function into two components as shown in Fig. 1la, b.

B/(\

o

8

Fig. 10. Magnetical flux density produced by any stator coil as a superposition of the functions from Fig.
1la and Fig. 11b ‘

U) B/Z b) BK

5,

Fig. 11. A function of the mutual inductance of the stator winding, divided into two components

The function in Fig. 11a depends on the stator coil position whereas the function in
Fig. 11b is constant. The Fourier series corresponding to them have the forms:

)] -
Bl(x,) = 2 c,,,lexp(jm(M : occ-(k—])occ+.xs)), (39)
where: k=1,2,... M,
_zlpe . ko,
= s sinm 5
_ zlpe
Cor = T
Bkz(xs) = 2 Cm2 exp(jmxs), (40)
where:
i zluy kia, .
Cnz = = AT sinml,
zlpy ko,

S T e W
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Using the functions (39), (40) we write the mutual inductances as Fourier series:

[oo)

MSCIm - 2 (M11n+M2m)eXp(jm(p)’ (41)
where:
1 1814 1 1
2 I 1 b
M, = zmexp(—jm %) o2 111 1 b2
gt I |4l 1 -1
(42)
1= { =1 1 1
{1 1 b,
M.’Zm == Cmexp(_jm %) 1 1 L. by:rzx (43)
i T T g Al OO e
bl 1 | [ed EBESE
2tz : kqo,. . [ M—1
2y a2 Sinmasinm 5 exp|jm 5 e 1]}, (44)
2[0",.2‘110 k1 [o 45 A s s
o ot 400, — jml 5
G Py 57 sinmasinmlexp(—jml) (45)
gk = exp(—jmkay), k=1,2,...,M—1 (46)
by, = exp(jmna), ni=rls DN 1 47

The matrix M, which occurs in the mathematical model equations (10) has the form (12).
It can also be represented as a Fourier series:

M, = 5’ (M + M2)exp(jmg), (48)
e
m=—-—o
where:
ML = SC™M,,B~1 (49)
M2 = SC™M,, B! (50)

Matrices M,, and M}, irrespectively of the form of the constraint matrix C, take a column
structure, because they are a matrix product in which the non zero elements occure only
in the (m+1) column —see (51).

11%
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vl i 1 pY-1 0jo] .. X]..|0

MxN NxN TMXN

col - (m+1)(modulo N)

It means that in the matrix M,,, the mutual inductances which result from the consecu-
tive harmonics of the magnetic field distribution, will appear in successive columns, which
is illustrated in Fig. 12. It is possible to obtain their values for a given constraint matrix
C, according to formulae (49) and (50).

] &
& -
Ehla ik ) 3xN
a e
< <
() l (5]

6. CONCLUSIONS

A mathematical model of an arch-motor is presented, which is based on the models
of cylindrical electrical machines. The main problem of the model was: to determine the
self and mutual inductances of the stator coils and rotor circuits (cage meshes). As a re-
sult of transformation of the current and voltage vectors of the stator and rotor into sym-
metrical components we have obtained the fundamental arrangement of the mathematical
equations. It is expressed in the band-type structure of the self and mutual inductance
matrix of the rotor circuits and in the column structure of the mutual inductance matrix
of the stator and rotor circuits. The mathematical model of an arch-motor gives the possi-
bility to analyse the dynamic and steady states. Since it takes into account the position of
each elementary electrical circuit it allows to examine different variants of motor construc-
tion. The general character of considerations permits to adopt various degrees of simpli-
fication of the model.
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T.J. SOBCZYK, J. MIKULIK

MODEL MATEMATYCZNY KLATKOWEGO SILNIKA LUKOWEGO

Streszczenie

W artykule przedstawionp model matematyczny indukcyjnego silnika lukowego z symetryczna klatka
na wirniku. Silnik ten analizowany jest jako skonczony zbidér obwodéw elektrycznych sprezonych magne-
tycznie. Geometryczne utozenie elementarnych obwodow elektrycznych stojana i klatki wirnika uwzglednio-
ne zostato w modelu matematycznym poprzez ich wiasne i wzajemne indukcyjnos$ci. Niesymetria magne-
tyczna i elektryczna silnika lukowego znalazia swoje odbicie w strukturze macierzy indukcyjnosci. Dla
przedstawienia polaczen zezwojow stojana w pasma fazowe wykorzystano macierz wiezéw Krona. Zasto-
sowanie skladowych symetrycznych pradéw i napieé stojana oraz wirnika pozwolilo w wyrazny sposob
uporzadkowac posta¢ modelu. Model matematyczny prezentowany w pracy daje mozliwo$¢ ogdlnej ana-
lizy procesOow przemiany energii zachodzacych w silniku tukowym.

T.J. SOBCZYK, J. MIKULIK

MODELE MATHEMATIQUE DU MOTEUR A ARC AVEC LA CAGE
CONSIDERE COMME CIRCUIT SECONDAIRE

Résumé

Dans P’article on a présenté le modele mathématique dans lequel le moteur d’induction a arc est con-
sidéré comme un ensemble de circuits électriques accouplés magnétiquement. Dans le modéle on a admis
gue la configuration géométrique des circuits électriques élémentaires des phases du stator et des mailles
de la cage du rotor est exprimée par leurs inductances propres et mutuelles. Le caractére de construction du
moteur a arc se présente dans les matrices d’induction. On a pris en considération la connexion des spires
¢lémentaires du stator en phases dans le modele a 'aide des matrices des Liaisons de Kron. Grace a I'appli-
cation des composantes symétriques des tensions et des courants du stator et du rotor, on a obtenu l’arran-
gement fondamental des équations du modele. Le modele mathématique considéré donne la possibilité
de faire une analyse générale des processus de conversion de 1’énergie dans les moteurs a arc, dépendant de
leur construction.

T.J. SOBCZYK, J. MIKULIK

MATHEMATISCHES MODELL EINES BOGENSTANDER-ASYNCHRONMOTORS
MIT EINEM KAFIG ALS SEKUNDARTEIL

Zusammenfassung

Im Artikel wurde das mathematische Modell eines Bogenstinder-asynchronmotors mit einem Liufer-
kéfig dargestellt. Der Motor wurde als eine vollendete Menge magnetisch komprimierter Stromkreise ana-
lysier. Die geometrische Verlegung der elementaren Stromkreise am Stinder und Liuferkdfig wurde im
mathematischen Modell mittels deren gegenseitiger Eigeninduktivitidt beriick-sichtigt. Magnetische und
elektrische Asymmetrie des Bogenmotors hat sich in der Struktur der Induktivititsmatrix widergespiegelt.
Zur Darstellung der Anschliisse der Stinderspulen in Phasenbidnder wurde die Matrix der Kron-Bindungen
verwertet. Die Anwendung von symmetrischen Stromkomponenten und Spannungen am Stdnder und
Laufer gestatteten, die Modellgestalt grundsitzlich zu ordnen. Das in dieser Bearbeitung dargestellte
mathematische Modell ermoglicht eine allgemeine Analyse der Energieumwandlungsprozesse, die im Bo-
genmotor stattfinden.
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T. 5. COBYHUK, E. MUKV JIMK

MATEMATHUYECKAS MOIEJIb KOPOTKO3AMKHYTOI'O OYI'OBOI'O IOBUIATEJIA

Peswome

TlpefcraBjieHa MaTeMaTHUeCKasi MOAeb, B KOTOPOM MHIYKLIHOHHBIN KOPOTKO3AMKHYTBIM IyroBoOit
JIBHraTeNlb PACCMATPUBAETCS, KaK CHCTEMa MarHETHUCCKHX CONPSYKEHHBIX JJIEKTPHUECKHX Iemel. B mo-
I yuTeHa TeOMETPUUECKas KOHGMUIypaIus 2JIEMEHTapHLIX 9JIEKTPHUECKHX Ilemeil (as cratopa ¥ Ie-
TeNb KJIETKH DPOTOPa BBLIPAXKEHHBIX HX COOCTBEHHBIMH H B3aUMHBIMY HHOYKTHBHOCTAME. Cnenudpuxa
KOHCTPYKIME IYTOBOTO JBUTATENSA HAXOMUT OTOOparkeHHe B MATPULEAX UHAYKTHBHOCTeH. ColpsiKeHue
2JIEMEHTAPHBLIX CEKIUU craTopa B Gdasbl, YUUTHIBAETCA B MOJCIIH C IIOMOILBIO MaTpHIBI cesizeit Kpona.
Brorogaps NPUMEHEHUIO K ONUCAHUIO CHMMETPHUHBIX COCTaBIIAIOIIHX HaHpH)-KCHHH 1 TOKOB CTaTopa
¥ POTOpa TIOJNYUEHO OCHOBHOE VIOpsAoUeHMe ypaBHeHHH momenu. IlpemcaBrieHHas MaTeMaTHUECKAas
MOJENb HAeT BO3MOYKHOCTH IIPOBEIEHHS KOMIIJIEKCHOI'O aHaju3a IIpoliecca NpeodpasoBaHUA IHEPIUH
B IYTOBBIX OBHUCATEIAX C yUETOM KOHCTPYKIIMOHHBIX OCOOEHHOCTEH TaKUX JBHUraTeliei.
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Nagrzewanie trapezowych glebokozlobkowych pretéw uzwojenia
klatkowego silnika indukcyjnego w stanie zwarcia

JADWIGA PEOSZYNSKA, RYSZARD RUT (RZESZOW)

Wydzial Elektryczny — Zakiad Maszyn Elektrycznych
Politechnika Rzeszowska

Otrzymano 1985.10.30

W pracy, uwzgledniajac w glebokoztobkowym precie wplyw temperatury na straty wy-
wotane poczatkowym rozkladem gestosci sktadowej ustalonej pradu rozruchu, przeanalizowa-
no narastanie w czasie rozklad temperatury wzdluz wysokosci preta. Poczatkowy rozkiad
gestosci sktadowej ustalonej pradu rozruchu wyznaczono zastepujac pret trapezowy zbieznym
wycinkiem pierscienia. Analize prowadzono w ukiadzie wspotrzednych walcowych. Zamiesz-
czono przykladowe obliczenia.

1. WSTEP

Analiza nieustalonego stanu termicznego w pretach glebokoztobkowych trapezowych
nagrzewanych pradem zwarcia, jest ztozona ze wzgledu na zmieniajgce si¢ na powierzchni
preta warunki brzegowe, a takze ze wzgledu na uzaleznienie od narastajacej temperatury
rozkltadu strat cieplnych wzdhuz wysokosci preta. Zaktadajac brak wymiany ciepta z pa-
kietem podjeto probe wyznaczenia narastania w czasie rozktadu temperatury wzdluz
wysokosci z uwzglednieniem jej wplywu na rozkltad strat cieplnych, ograniczajac analize
do czgsci ztobkowej preta. Analiza nagrzewania preta w przedstawionych wyzej warunkach
sprowadza problem do rozwiazania ukladu nieliniowych réwnan czastkowych — rownan
Maxwella, oraz réwnania przewodnictwa dla zadanych warunkdéw brzegowych i po-
czatkowych, uwzgledniajac ztozona posta¢ zrédet nagrzewania preta bedaca wynikiem
nieustalonego rozkladu gestosci, jaki wystapi w precie trapezowym po zataczeniu nierucho-
mego silnika do sieci sztywnej.

Otrzymujemy zatem problem znacznie zlozony, ktory tatwiej rozwiaza¢ przy uprosz-
czeniach polegajacych na:

1. Pominigciu w opisie zrddel ciepla rozktadu szybko zanikajacych gestosci pradow
wyrdwnawczych i gestoSei aperiodycznych, ograniczajac sie do uwzglednienia rozktadu
gestosci skutecznej sktadowej ustalonej pradu zwarcia.

2. Uwzglednieniu wpltywu temperatury dopiero na rozklad gestosci skladowej usta-
lonej pradu zwarcia wynikajacej z rozwiazan réwnan Maxwella, przy przyjeciu wartosci
wspolczynnikow réwnan w temperaturze poczatkowe;j.
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2. ROZKEAD SKUTECZNEJ GESTOSCI SKEADOWEJ USTALONEJ
PRADU ZWARCIA WZDEUZ WYSOKOSCI PRETA

Ulatwieniem w analizie jest zastapienie preta o przekroju trapezowym pretem zbiez-
nym bedgcym wycinkiem pierscienia, (Rys. 1) umieszczonym w ztobku. W tak wydzielo-
nym glebokoztobkowym przewodzie zbieznym ptynie prad sinusoidalnie przemienny
wzdtuz osi z. Wektor gestosci pradu J ma kierunek poosiowy i zwrot w kierunku osi z.
Wektor natezenia pola magnetycznego H — kierunek styczny do okregu. Przyjmujac
oznaczenia wersorow jak na Rys. 1 w uktadzie wspdtrzednych walcowych otrzymamy przy

pakiet

\\‘\%_

Rys. 1. Glebokoztobkowy pret trapezowy w przyjetym ukladzie wspotrzednych walcowych

pominieciu pradu przesuniecia réwnania (1), (2) opisujace zalezno$¢ miedzy miarami
wektordéw [2]:

oH 1
OE oH
a Mo @

oraz zalezno$¢ na prad preta
R O Ry 151 o E iR,
Tot) = f J(t)rdrd@ = @ f rJ(t)dr = O j "(*r(’)) dr = OrH(F, 1) . (3)
R>
R, R2 i

R, 0
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Przy warunku poczatkowym

H(r,0) =0 (4a)
oraz brzegowym
H(R5, t)'=10; (4b)
otrzymano .
T
HR,, 1) = 2. (4<)
1

Z réwnan (1) (2) otrzymujemy réwnanie (5) (6) wzgledem zmiennej r

0*H 1 oH 1 0H

R R L ©)
’E 1 OF oE
T e )

Korzystajac z warunku zmiennosci sinusoidalnej miar H, E, J przechodzimy na row-
nania rézniczkowe zwyczajne wzgledem amplitud zespolonych H, E, J bedacych jedynie
funkcjami promienia r. Biorgc pod uwage, ze

oH

5 AW JoH

réwnanie (5) w odniesieniu do amplitud zespolonych przybiera postaé (7)

,(ZTH + 1; %I—r{ -+ (— Joyu— ’12) H=0 7
Wprowadzajac parametr
m= Vw—y—/; (8a)
oraz nowa zmienng u = ]/ :f mr, (8b)
otrzymamy po podstawieniu
du =}/ —j mdr, (8c)
(du)?> = —jm?(dr)? (8d)

rownanie drugiego rzedu zmiennej niezaleznej u

d&*H 3 1 dH 2 1
du? u du

1———;5)H-——O. O]

Roéwnanie (9) przedstawia przypadek szczegdlnego réwnania Bessela rzedu p, ktére
ma nastgpujaca postacé

d?y 1 dy ( 7
o e SR L) N 10
dx? o %= dx +H X5 ped (19

Réwnanie (9) odpowiada wartoéci p = 1 i nosi nazwe réwnania Bessela rzedu pierwszego,
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ktoérego rozwiazanie mozemy przedstawi¢ w postaci (11)

H(u) = AJ,(W)+BY, (), (1)

gdzie:

J,(u) — funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu jeden,

Y, (u) — funkcja Bessela drugiego rodzaju rzedu jeden,

A, B— state zespolone zalezne od pradu plynacego przez przewdd, czestotliwosci

i staych materiatowych.

Funkcje J; (1) i Y1 (u) stanowia dwa liniowo niezalezne rozwigzania rownania (9) i zgodnie
z [3] maja postaé szeregow (12) i (13)

( 1 )1+2r

* —u

ne =Dy A2l (12)
r=0

ri(l+n! 7

1 1+2r
( 1)( ) r+1 1 r {
Y, () = ——log(# u)Jl(u)—~-——Z AL [Zl ?éS?], (13)

ktore dla wartosci u bliskich jednosci sa szeregami szybko zbieznymi. Natomiast przy
spelnieniu warunkow (14)
[ul > 1

JT
Ty < argu <

lul > [n|?

mozna stosowaé w miejsce (12), (13) wyrazenia asymptotyczne, ktore wg [3] maja postaé
(15) (16) dla dowolnego n

4
= (14)

e
ORRY 2 Iru(cos d— &, wsins], (15)
Y,(w) ~ ]/nzu [1,(u)sin 6 — &,(u)cos d], (16)
gdzie:
d = u——%n~%nn, a”n
_ (4n*—1%)(4n*—32)  (4n?—1%) (4n>—32) (4n>—5%) (4n*—7?)
1) = 1= 21(8u)? g 41(8u)* T TRy,
(18)

4n*—12  (4n*—1%)(4n*—3%) (4n*-5%)
11(84) 31(8u)°

Ei(u) = + ... +R,, (19)

R, i R, sa resztami, gdy bierze si¢ odpowiednio p i s wyrazéw w szeregach (18) (19).
Wykonano w kolejnosci przeliczenia liczbowe funkcji 7,(») i &,(v) dla n = 1. Zgodnie
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z (18)

O 4-1)H4-9 (4—-1)(4—9)(4—-25)(4—49) _ 0,1172 ~ 0,1442
7]1(“) = 1 2'(81,{)2 + 4!(8u)4 = 1-‘ uz + uq_ .
Z wyliczenia widaé, ze drugi i trzeci czlon mozna pominaé, wéwczas 7, (u) = 1.
Obliczamy warto$¢ &,(u) zgodnie z (19)

4—1 4—1)(4-9)¢4-25 0,375 0,125
4-D@-9@-25) 0375 0125

G = qrg, 31 (8u)° o w3
Drugi czton jest bardzo maly i moZna go pominac.
0,375
Zatem & (v) = ,u ;

W zwigzku z tym, Ze zmienna ¥ W rozpatrywanym przypadku ma duze wartosci oraz,
7e uwzglednienie czlonéw zawierajacych te zmienna komplikuje w znacznym stopniu
koficowe réwnanie zwickszajac doktadno$é obliczen w minimalnym stopniu, pomijamy
czlony ze zmienng &,(u) W zaleznosciach (15) (16) i otrzymujemy w ten sposob pierwsze
przyblizenie asymptotyczne (20) (21)

Ji(u) = v/‘z_ cos(u— é—n—f% n) (20)

JeU

Y, (u) = ]/;?‘L-lsin(u—-%n—én) 21)

Uwzgledniajac w rozwiazaniu (11) warunki brzegowe dla sktadowej ustalonej (4b, c)
oraz zwigzek pomiedzy zmienng zespolong u i r wyrazony réwnaniem (8b) otrzymamy
wartosci brzegowe

uy=u dla r=Ry, (22a)
& Rime A% (22b)
u,=u dla r=R,, (22¢)
i o Rl (22d)

Zmienna u dla r zmieniajacego si¢ od R, do R, przyjmuje wartoéci od u, do u,.
Uwzgledniajac powyzsze uwagi otrzymamy

0 = AJ;(u2)+BY1(u2), (23)
1,
OR, = AJy(u)+BY; (uq). (29
Z réwnania (23) otrzymamy
Vi o BY(u2) 25)

J1(u2) ;
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Wstawiajac (25) do (24) otrzymamy (26)
I, BY 1(1‘2)

7@*}“{; — J ( ) Jj_(ul)"‘BYl(ul). (26)
Stad wyprowadzamy B
I J (uv)

B = Bl . 27
OR, [Yi(u)Jy (u,)— Y (uy)J, (uy)] @7

Nastepnie wyznaczamy A

I, Yi(uy)

Pt 1\Us 28
OR, TV,(0) 7, (4) — Vs () Ty )] e

Po wstawieniu do (11) zaleznosci (27), (28) rozwiazanie réwnania Bessela dla zespolonej
sktadowej ustalonej nateZenia pola przyjmie postaé (29)

. Ip JI(uZ)Yl(u)—Yl(u2)J1(u)
H) = OR, Fru) T, i) =V G o) @9

Po uwzglednieniu zgodnie z (20), (21), (22b, d), ze
D ' 7 A e
Ji(uy) = ‘l/ - cos(ul—j—?) = ]/}Tul—cosél,
2 by AR
Ji(uy) = ]/ L cos(uz—T———) =
Ji(w) = l/~— cos( —T—h ]/—cosé
e T AT :
Y](Hl) ‘/:/_;u—1 Sln(ul——z-‘i) = /—;[7 Slnél,
R n @ 2
v _ 2 _m_m) 2z
1(uz) ]/mzz sm(u2 7 2) ‘l it sinod,,
Yi(w) = 1/ sm(u ) ]/—~ sin d,
Ty

wstawieniu otrzymanych zwigzkéw do (29) i przeksztalceniu otrzymamy

- Ip Ji(uz)Yl(u)—Yx(uz)Jl(u) -
B = o )7, (u2>—Y1(u2)fl(u1) r

l/*smé ]/ sin d, —cosﬁ
5, T,
4 (912 5

' ]/——smé1 l/“sméz /W—cosé

2
_{!; ]/ TTU, mu cos 0,8in é—sin 8, cos &
OR, 2 / 2 sind;cosd, —sind,cosd,

2

2>

(30)

U, TTU
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e ug sin(6—0;) _ I, l/_;;sm(u-uz)
~ OR, u sin(6;—68;) OR, u sin(uy —uy)

a przedstawiajac zmienng zespolona W postaci jawnej zgodnie z (8b) otrzymamy

S ok '/E sin[m(r— Ry)y/ —j|
OR, rsin|m(R—Ry)Y —j|

Zgodnie z (1) amplitude gestosci pradu obliczamy w postaci zespolone;j:

gdzie

I sin[m(r—RZ))/jJT]
@r}/ﬁ sin [m(R1 —R)) y/—fj]

OH(r) 1

J(r) = AL

¥

+ Ipmp/—_jcoslm(r—Rz)l/jﬂ _ IpSin[m(r—Rz)l/:JT]

VR.rOsin[mR,—R)Y —j|  2r)/RirOsin[m(R,~ Ro)Y/ —j] -

]:

_ Isin|m(r—R,)Y =] I,my —jcos|m(r—R)y —j| _
20ry/ R,rsin [m(R, — R)V —j| VRirOsin [m(R, — R —J]

I,,— Ay sin[m(r—RZ)]/——j'_] mcos[m(r—RZ)l/_——_Z'] e
OV Rir | 2r sin[m(R,—R)Y —j]  sin[m(R, —R)Y =]

Oy Rir | 2r sin[k(Ri—Ry)(1—)]  sin[k(R,—R)(1-))]
£ < Ip —I—V ch2k(l‘—R2)-—COSZk(I’—-R2) ej(¢3—¢'2)+
Oy Ryr | 2r ch2k(R, — R,)—cos2k(R; — R;)

e ch2k(r— R,)+cos2k(r— R,) ,-(,,,“(,,3_;)]
* Y2k ]/ ch2k(R, — Ry)—cos2k(Ri—R;)

J(r) = Ce’* + De’* = (Ccosy+Dcosé)+j(Csiny+Dsiné) =
= }/(Ccosp+ Dcosé)® + (Csiny+ Dsin£)* e”7,

r X% ch2k(r— R,)—cos2k(r—R>)
20YRyr ¥V ch2k(R,— Ry)—cos2k(R,—R;)

s V2 Lk l/ ch2k(r— R,) +cos2k(r— R;)
OV Ry ch2k(R, — R,)—cos2k(R; — R»)

Csinyp+ Dsiné
B Ccosyp+Dcosé’

Y= @Q3— @2,

y = arct

E= patpa—
= Q4T @3 4’

(€2))

(31a)

I, |1 sink(—R)(—-)] _ Y2keosk(r—R) (1)) e_,-;]:

(32)

(33)

(34a)

(34b)

(34c)

(34d)
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) cosk(r— Ry)shk(r—R,)
P A MRS R)ChA(F=R,) °

Ve cosk(R; — R,)shk(R, —R,)
Ps = MO S (R, — Ry)ch k(R — R °
sink(r— R,)shk(r—R,)
cosk(r—R,)chk(r—R,) ~
Z zaleznodci (33) mozemy okresli¢ rozklad skutecznej gestoéci pradu sktadowej usta-
lonej wzdluz wysokos$ci zbieznego preta. Biorgc, ze
J(r) = |J(r)|e” (35)
rozklad gestosci skutecznej wyznaczamy zgodnie z (36)
. [J(r)] ]/(Ccosy)+Dcos &2+ (Csiny+ Dsin £)?
Jsk = = = = s
V2 V2

C, D, p, £— okreslone wg (34a-=e).

(34e)

@, = arctg

(36)

”

3. NAGRZEWANIE PRETA TRAPEZOWEGO WIRNIKA KLATKOWEGO
W STANIE ZWARCIA
Zgodnie z poczynionymi zalozeniami przeanalizowany zostanie nieustalony stan cieplny
zlobkowej czesci preta z pominigciem strat ciepta do pakietu blach rdzenia wirnika. W przy-
jetym ukiadzie wspéirzednych walcowych réwnanie przewodnictwa ma postaé (37)

e & O B el b Lt W s e po(r, T)
TR e [7 'a?(’ o )*7%‘(? e %ﬁ)]*ﬁ 2

gdzie:
Am — przewodno$¢ cieplna wiaciwa materiatu preta,
¢, — clepto wlasciwe materiatu preta,
om — gesto$¢ masy materiatu preta,
pu(r, T)— straty w jednostce objetosci preta.
Przyjmujac 4, = const otrzymamy

Tk lmag e sen
Pominigcie strat ciepta do pakietu blach narzuca warunki brzegowe (39)

-%;MRI =0, (39a)

%Z;rsz =0, : (39b)

*3% _o, (39¢)

%q’:@ =0 (39d)
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przy jednoczesnym warunku poczatkowym
T, = T,, = 20°C. (40)
Uwzgledniajac, Ze wysoko§¢ preta jest znacznie wigksza od jego $redniej grubosci
mozemy uérednié rozklad temperatury wzdtuz szerokosci preta. Catkujac wiec (38) w gra-
nicach 0+6 i obliczajac $rednia otrzymamy

[©] (<] (2]
1 oT Aie Lin'r 82T An 11 oT
G) T e 0 T e e ) T
y) @32 y
o 1L PR L pfeT)
Yo 7o) WTE) e “n

Po wykonaniu dziatadi i wykorzystaniu warunku brzegowego (39c, d) otrzymamy

_a_yl — l_"‘_ _ T Ao _1__31 ___lm_i_l_(a_T aT PU(", T)
It CnOm O CmOm T OF  Cwom r? O\ 0p 1(7,:@_—39?,},:0 > Gl
(42)
a przeksztalcajac otrzymamy wynikowa posta¢ (43)
or ... Aq | T 1 d% po(r, T)
T ot [—“arz 3 7;] e (43)

ktéra lacznie z warunkami brzegowymi (39a, b) 1 warunkiem poczatkowym (40) opisuje
nieustalony przebieg narastania rozkladu temperatury wzdluz wysokosci preta.

Wystepujace w (43) straty w jednostce objetosci preta w funkcji narastajacej tempera-
tury mozna wyrazi¢ réwnaniem (44) :

po(r, T) = o(T)j*(r, T) (44)

przy
o(T) = go(1+aAT) (44a)
j*(r, T) = —;—(Ccosw+Dcos§)2+%(Csiny)+Ds‘in§)2 (44b)

okreslajac C, D wg zaleznosci (34).

Dla rozpatrywanego przypadku réwnanie (43) jest réwnaniem nielinjowym o statym
wspélezynniku przewodzenia temperatury z objetosciowymi zrédtami ciepta, ktérych
wartoéé w dowolnym punkcie wysokosci preta jest uzalezniona od temperatury. Réwnanie
(43) rozwiazano metoda przyblizona, r6znic skoriczonych [6] oparta o procedurg posrednia
(implicite) ze wstecznym czasowym ilorazem réznicowym. Przy dokonywaniu transfor-
macji réznicowej pochodnej pierwszego oraz drugiego rzedu skorzystano z centralnego
ilorazu réznicowego i poszukiwano rozwigzania réwnania W pasmie 0 < r < h, dla
przedziatu czasowego 0 < ¢ < k.

Odpowiednie pochodne temperatury daja sie zapisa¢ w postaci réznicowej (45), (46)

AT P T
T T 4 @
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'
f gdrny brzeg preta
Iy 7 Y
Yua ® % ’
7 i
e R . a
[ ‘ | an
+ - o } ’
| - | L
411
4 S - 7
2 y7 o . —
hoh b4 tn ¢
dolny brzeg preta
Rys. 2. Siatka prostokatna rozpatrywanego jednowymiarowego obszaru o wspoirzednych przestrzenno-
czasowych
aoT r—T7
7 7*:_1}-1 i—1 , (463)
ay Ahl +Ah,
*T 2 - 17 =T
G Lol e bt (46b)
dy Ahy +Ah, Ah2 Ah,

gdzie:

,, Tk ; - foe x . :
[ — dlugos¢ kroku czasowego, I = s okreslona na podstawie wartosci gdrnej granicy

przedziatu (0, 7, ) oraz liczby punktéw N w dziedzinie czasu,
Ahy, Ah, — przyrost wysokosci preta, ‘

T} — temperatura w n-tym kroku czasowym (n =1,2,...N) itego wezla
(i=1,2,... M) jednowymiarowego obszaru (Rys. 2).

Podstawiajac (45) i (46) do (43), po przeksztalceniach otrzymano dla i-tego wezla réw-
nanie postaci

g Aml
C (A A) (0 ARy Ay + 20, D

[Q@ry= AR ) AR, TV +..

: CnOmB AR,
T+ @ry+Ahy) AR, TP 1+ CnOm ARy ABy +24,, lT "

Ahl AhZ s
cnonliy A, 12 7,7 PoiD)- ()

Dla dokonania analizy rozktadu tem peratury wzdtuz wysokosci preta utozono réwna-
nia typu (47) dla danej chwili czasowej w poszczegdlnych weztach preta. W konsekwencii
uzyskano uklad réwnan liniowych, ktéry po uwzglednieniu warunkéw brzegowych
(39a, b) daje sig tatwo zapisa¢ w postaci réwnania macierzowego (48)

[4] [T]= [B] (48)
W réwnaniu (48 A) jest macierza stalych wspélezynnikéw o wymiarze (M +2)x (M +2),
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a jej posta¢ jest nastepujaca

Qi 20 a4 05 3 0 Z]
Az Qiz Qsr3 0 0
0 as, ass dse 07 .0
[A] = O aiji—1 a;; Aiiy1 O
e
0... aym-1 aum AMm+1 0
0.5 A1 AM+1M+1 Ap+1M+2
£075; Apraam O © AMiy2M+2 |

[B] = col[b;] stanowi macierz wymuszenn o elementach bedacych funkcja narastajacej
temperatury, za$ [T] = col[7}] jest szukanym rozkladem temperatury.

4. OBLICZENIA

Obliczenia przeprowadzono dla preta trapezowego uzwojenia klatkowego silnika typu
SZJc 196T Ex 320 kW, 6000 V. Na podstawie réwnan (48), (44), (44a, b), (34) obliczono
za pomoca maszyny cyfrowej rozktad temperatury wzdluz wysokosci preta w funkcji
czasu dia danych:

By =65:10%1m T, =200C

b, = 6,6710"%m f =50 Hz

b, =210"3m o = 57,14 10°S m~!
I, = 5848 A fto = 47 10-7H m~*
©® = 0,072 rad k =106 m~*!

Obliczenia przeprowadzono dla dwu przypadkéw. W pierwszym pominigto wplyw tempe-
ratury na wartos¢ strat (p,(r) = const), w drugim — uwzgledniono zmieniajace si¢ wraz
z temperatura wartosci rezystywnosci i strat. Uzyskane przebiegi temperatur przedstawiono
na Rys. 3a, b oraz na Rys. 4a, b.

5. WNIOSKI

Graficzne zestawienie wynikow anali‘zy uzasadnia celowo$¢ prowadzenia obliczen
z uwzglednieniem wplywu temperatury na rezystywnos¢ materiatu preta i rozktad gestosci
pradu. Niemniej w analizie nagrzewania nie uwzgledniono wymiany ciepta z pakietem
traktujac proces nagrzewania jako adiabatyczny. Poréwnania obu rozwazanych przypad-
kéw w przyjetych wyidealizowanych warunkach (dla ¢ = const 1 ¢ = AT)) ujawniajg
znaczace réznice zaréwno w wartoéciach temperatur jak tez i stromosciach ich narastania
oraz wskazuja na potrzebe przeprowadzenia podobnej analizy z uwzglednieniem przej-
mowania ciepta przez pakiet.

12 Rozprawy Elektrotechniczne 1/87
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Rys. 3a. Narastanie w czasie temperatury $redniej preta, temperatury gornej i dolnej warstwy, przyrostu
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Rys. 3b. Narastanie w czasie temperatury $redniej preta, temperatury gornej i dolnej warstwy, przyrostu
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NN
5N

-200

[1781



Tom XXXIII — 1987 Nagrzewanie trapezowych glgbokozlobkowych pretow ... 179

h

[m]

x70-3

“ 2 t 7: 2s 35 |45 | 5s
60 s ,/ //////
ol L
40 /// /

sl laagl
i
/

10 I [
\ b, 0 t RS
25 T 0 w0 200 300 400 500 600 700 800 900 00 T L)

Rys. 4a. Narastanie rozktadu temperatury wzdhiz wysokosci preta przy nagrzewaniu stratami o niezmien-
nym rozkladzie (¢ = const)
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Rys. 4b. Narastanie rozkladu temperatury wzdtuz wysokosci preta z uwzglednieniem wplywu temperatury
na rozktad strat (¢ = f(7))
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J. PLOSZYNSKA, R. RUT

HEATING OF SHORT-CIRCUITED DEEP-GROOVED TRAPEZOID RODS
OF THE SQUIRREL-CAGE COILS OF AN INDUCTANCE MOTOR

Summary

The paper focuses on the growth of temperature along the height of a deep-grooved rod, taking into
account the influence of temperature in the rod on the losses caused by the initial distribution of the density
of the established component of the starting current. The initial distribution of the density of the established
component of the of the starting current is determined by replacing the trapezoidal rod witha tapered ring
sector. The analysis has been carried out in the cylindrical coordinates system. As an illustration a few
calculations referring to examples are included.

J. PLOSZYNSKA, R. RUT

ECHAUFFEMENT DES BARRES TRAPEZOIDALES AUX ENCOCHES PROFONDES
DE L’ENROULEMENT A CAGE D’ECUREUIL D'UN MOTEUR
A INDUCTION DANS L’ETAT DE COURT-CIRCUIT

Résumé

Dans cet article, tenant compte de I'influence de la température sur les pertes, produites dans une
barre aux encoches profondes par la répartition initiale de la densité composante déterminée du courant
de démarrage, on a analysé 1’accroissement avec le temps de la répartition de la température le long de
la hauteur de la barre. La répartition initiale de la densité composante déterminée du courant de démarrage
a été définie en remplagant la barre trapezoidale par un secteur convergent d’un anneau. L’analyse a été
faite dans un systéme de coordonnées cylindriques. Un exemple de calcul a ¢été présenté.

J. PLOSZYNSKA, R. RUT

ERWARMUNG VON TRAPEZFORMIGEN TIEFGERILLTEN WICKLUNGSSTABEN
EINES INDUKTIVEN KAFIGLAUFERMOTORS IM KURZSCHLUBZUSTAND

Zusammenfassung

Im Aufsatz wurde eine Analyse des zeitlichen Temperaturanstiegs lings der Léauferstabshohe be-
schrieben. Dabei wurde der EinfluB der Temperatur im tiefgerillten Lauferstab auf die Verluste beriick-
sichtigt, die durch die Anfangsdichteverteilung der Beharrungs-komponente des Anlaufstromes entstanden
sind. Diese Komponente wurde bestimmt, indem der trapezformige Liuferstab durch einen konvergenten
Ringausschnitt ersetzt worden ist. Die Analyse wurde mittels Zylinderkoordinantensystems gefiihrt. Be-
rechnungsbeispiele wurden beigebracht.
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5. IIJIIOMIMHBCKA, P. PYT

HATPEBAHUE TPATIIELIMOUNIATIBHBIX I'NTYBOKOIIA3HBIX CTEPXHEN
BEJIMUBEN KJIETKU POTOPA ACHMHXPOHHOI'O IBHUI'ATEJIA
B PEXXVIME KOPOTKOI'O 3AMBIKAHMSA

Pesome

TIpoaHaIu3upoBaHo HApACTaHWe BO BPEMEHH PACIpPE[EleHHA TEMIEPaTypbl BJOJIL BLICOTLI IJIy-
BGOKOMA3HOTO CTEPYKHS, IPH ydeTe BIMAHMS TEMIEPATYPhI Ha IIOTEPH, BHISBAHHLIE HAYAILHBIM pac-
Ipe/ieIeHHeM TUTOTHOCTH yCTAHOBHUBILEHCS COCTaBIITIONIe IIyckoBoro Toka. HauansHoe pacnpeneneHue
IITOTHOCTH YCTAHOBUBIIENCA COCTAaBJISIOUIEH IIyCKOBOTO TOKA ONpPEAesIeHO 3aMEHSAS TPalleleHoM/Jalb-
HBIH CTEPXKEHb COTBETCTBYIOLIMM OTPESKOM KOJIbIA. AHAJIH3 IPOBEJECH B CHUCTEME LIIHHADHUECKHX
KoopuHAT. IIpuBeeHbl IPUMEPhI PACUETOB.
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Projektowanie wysokonapigciowych przektadnikéw pradowych
generatorowych za pomoca techniki obliczeniowe;j

ZBIGNIEW DMOCHOWSKI (WARSZAWA)

Instytut Elektrotechniki w Warszawie

Otrzymano 1985.02.08

W artykule opracowano algorytm pozwalajacy na projektowanie za pomoca cyfrowych
maszyn liczacych wysokonapieciowych dwustopniowych przektadnikoéw pradowych genera-
torowych. Przedstawione wyniki obliczen obwodéw magnetycznych i elektrycznych obu stop-
ni dla przykladowego przekladnika pradowego generatorowego przy minimalnym zuzyciu
materiatéw czynnych. Podano wnioski dla praktyki konstruktorskiej i przemystowe;.

1. WSTEP

| W ostatnich latach nastapit znaczny wzrost mocy znamionowej generatoréw blo-
kowych. Wzrostowi mocy znamionowych tych jednostek towarzyszyl znaczny wzrost

‘ pradu’ znamionowego, przy niewielkim wzroscie wartosci napie¢ znamionowych (rys. 1).

| Stad zachodzi konieczno§¢ pomiaru znacznych wartosci pradow podczas normalnej
pracy generatora, a takze bardzo duzych pradéw zwarciowych.

Inl
wl
30-

250

20}

5l

ot

LIA5

0@ w0 68 &w  W0AWIAU p

Rys. 1. Zaleznoé¢ znamionowego pradu stojana I, turbogeneratoréw od ich mocy znamionowej P,

Przy pomiarach wielkopradowych w uktadach blokowych generator-transformator
stosuje sie generalnie wysokonapigciowe przekltadniki pradowe zawierajace rdzenie po-
miarowe i zabezpieczeniowe. Od pradowych przekladnikéw pomiarowych wymaga sig
duzej doktadnosci w stanach normalnych w waskim zakresie zmian wielkosci wejsciowej,
a bez znaczenia jest blad transformacji w krétkotrwalych stanach awaryjnych (zwarcia).
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Wiasciwa rola pradowych przektadnikéw zabezpieczeniowych jest dostarczenie informacji
o pradach w stanach awaryjnych, a wymagania dokladnosci transformacji w zakresie
‘pradéw znamionowych sa tagodne.

2. WARUNKI PRACY PRZEK{LADNIKOW GENERATOROWYCH

Przy projektowaniu przektadnikéw generatorowych jak i innych ukladéw metrologicz-
nych istotna jest znajomo$¢ warunkéw ich pracy podczas eksploatacji danego urzadzenia
elektrycznego.

Odgrywaja tu role nastgpujace informacje:

— charakter przebiegéw wartosci skutecznej oraz ksztattu krzywej pradow genera-
tora podczas normalnej pracy,

— charakter przebiegu warto$ci chwilowej pradu generatora przy stanach awaryjnych,

— uktad toréw wielkopradowych,

— charakter i wartosci impedancji obciazenia przektadnikéw.

Zmiany wartoéci skutecznej pradu stojana generatora w czasie normalnej pracy sg duze.
Przy stopniowym obcigZeniu generatora prad ten bedzie narastal od wartosci zZerowe;j
przy biegu jalowym do wartosci znamionowej 7,. Operujac zakresem pradéw stojana
od 7,;, do I,,. mozna zapisaé, ze

Imin < l< ]max» (l)
gdzie: 4, Inin — najwigksza i najmniejsza wartos¢ pradu stojana podczas normalnej

pracy generatora.
Odpowiada temu zakres zmian wspdtezynnika krotnosei pradu stojana

'kmin < k < kma,\: (2)
v .

sy 8 3

b= ©)

Wspélezynnik k dla turbogeneratoréw o mocach 30~ 1100 MW zawiera si¢ w przedziale
1,05+0,1 [1]. Wspotezynnik Ky = 1,05 odpowiada pracy turbogeneratora przy 5%
przeciazeniu pradowym, za$ wspotczynnik k,u;, = 0,1 odpowiada pracy turbogeneratora
przy 109 znamionowego obcigzenia pradowego, ktére moze wystapi¢ przy stopniowym
obcigzaniu maszyny. .

Ksztalt krzywej pradu stojana generatoréw blokowych przy pracy normalnej jest
praktycznie sinusoidalny. Udziat wyzszych harmonicznych w tych pradach posiada war-
todci znikome. Zwarcia w ukladach elektroenergetycznych sa zawsze stanami awaryjnymi.
Wynika to z duzej wartosci wspdtezynnika krotnosci k.. pradu przy zwarciu oraz z wy-
trzymatosci dynamicznej i termicznej elementéw ukladu przy pradach zwarciowych.
Dla ukiadéw generatorowych o mocy od 5 MW do 1100 MW odpowiednio wspolczynniki
kemax Wynosza 3+13 [2, 3, 4]. Zwarcia w uktadach z generatorem blokowym moga wyste-
powac np. przy zalaczaniu generatora na zwarcie lub przy wystepowaniu zwarcia pod-
czas jego normalnej pracy.



Tom XXXIII — 1987 Projektowanie wysokonapieciowych przekiadnikow ... 185

Przebieg pradu i, podczas zalgczania generatora na zwarcie mozna opisa¢ nastepujaca
zaleznoS$cia

t
i) = I [sin(wtw,.l)—sin%e‘?], )
gdzie:
I,m — warto$¢ maksymalna sktadowej okresowej pradu przy zwarciu,
y;; — faza poczatkowa sktadowej okresowej pradu przy zwarciu,
7, — stata czasowa obwodu zwarciowego. .
Tor wielkopradowy w przypadku uktadu blokowego generator-transformator rozpoczyna
sie przy przepustach generatorowych oraz konczy si¢ przy przepustach transformatora.
Jest to tor sztywny w wiekszej czesci posiadajacy ekrany.
Typowym rozwigzaniem jest tor trojwiazkowy. Szyny robocze i ekrany wykonane sa
zwykle w postaci cylindréw (rys. 2, tab. 1). Za posrednictwem przektadnikéw pradowych

2 2

| a0 Ly

e e

Rys. 2. Tory wielkopradowe bloku generator — transformator:
1 —szyny robocze, 2 — ekrany

Tabela 1

Dane toréw wielkopradowych ukiadu blokowego generator — transformator wg [1]

| i | |
| P : D, 1 D> [ 8 ; g2 9
w :
1 MW m ‘ m mm | mm m
— —|—

800 0,65 1 1,16 15 7 1,5
1 e . |
1 500 0,66 \ 1,18 14 6 1,8

— | ‘

360 , 0,40 ; 0,93 . 14 6 1,6
| | =3
| 200 0,30 I 20,7 | 14 5 ‘, 1,1

zasilane sa nastgpujace typowe zabezpieczenia i przyrzady bloku generator-transformator:
— zabezpieczenie réznicowe generatora,
— zabezpieczenie od doziemien w obwodzie wzbudzenia,
— zabezpieczenie od przeptywu mocy zwrotnej,
— zabezpieczenie od utraty wzbudzania i synchronizm generatora,
— zabezpieczenie podimpedancyjne bloku,
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zabepieczenie roznicowe bloku,

zabezpieczenie
zabezpieczenie
zabezpieczenie
zabezpieczenie
zabezpieczenie
zabezpieczenie

od asymetrii obciazen generatora,
od zwar¢ zwojowych generatora,
zerowo-pradowe,

mocowe,

od przecigzen stojana generatora,
od zrzutu obcigzenia,

przekaznik nadpradowy,

rejestrator zaktocen,

— przyrzady pomiarowe pradu, mocy i energii,
— automatyczny regulator napigcia generatora.

Dla realizacji tych funkcji w ukifadzie bloku generator-transformator powinny byé
zastosowane okreslone przekfadniki pradowe posiadajace kilka rdzeni pomiarowych
1 zabezpieczeniowych (rys. 3).

1000M VA
400K V26KV

N
1V (Q———== 60 V4 kl.02
1 Q——= 60 VA K05
el I (Q—= 90 VA KI5P
I O—=90 VA kISP

1V Q——=60 VA k02
11 (D——=60 VA ki05
1t D——=90 V4 k5P
I (D——=290 VA KI5

)

n<d
n<5
n=10
n=10

n<S

n<sS |
PP2
n=10

n=10

800MW
26 kV
cosp=09ind

Uklad
wzbudzenia

v

111
PP3

D45 VA Kl 10P n=10
D45 VA ki 10P n=10
N> 45 VA KL 10P n=10
D45 VA Kl 10P =10

RE‘

Rys. 3. Schemat rozmieszczenia rdzeni przekladnikow pradowych w ukladzie blokowym generator
(800 MW) — transformator (1000 MVA):
PP1, PP2 — przekladniki dwustopniowe, PP3 — przekladnik jednostopniowy, I+I1V — rdzenie
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3. WYBOR TYPU KONSTRUKCIJI PRZEKEADNIKA

Najbardziej rozpowszechnionym typem przektadnika pradowego dla generatora blo-
kowego jest przekladnik dwustopniowy, ktory posiada stopien gérny, z ktorego zasilane
s liczne rdzenie dolne [4]. Moze to by¢ np. przektadnik dwustopniowy o jednym rdzeniu
gérnym i czterech rdzeniach dolnych, z ktérych dwa beda pomiarowe a dwa zabezpie-
czeniowe (rys. 4).

TKD,. Lp, T
Ior
1 ﬂ AN . o i )
Kg——>——-——————"—"—""""""""——————— = 13,
g I 7 g
L NN
sl WA
h2g —tAA lzg
bl
Ki1g Kiira Kiiirg Kiva
bg L Ly L11ve
! Vi Vi v
D1g ye] D Ivd
5
Ao1d Kotrd Kailla Kavd
l21d (2110 l2111a (21va

Rys. 4. Schemat elektryczny przekiadnika dwustopniowego:
1, II rdzenie pomiarowe, III, IV — rdzenie zabezpieczeniowe

Na rdzeniu gérnego stopnia mozna nawing¢ uzwojenie probiercze na prad znamio-
nowy réwny pradowi posredniemu przektadnika. Nawija si¢ je réwnomiernie w stosunku
do umieszczonej centrycznie szyny pierwotnej. Uzwojenie to umozliwia sprawdzenie
dokladnosci przektadnika u wytworcy lub w miejscu zainstalowania bez potrzeby wy-
montowania przektadnika z szyn. Urzadzenie to przewidziane jest do pracy dorywczej.
Cztery rdzenie dolne podobnie jak rdzen gérny zwykle wykonywane sa jako rdzenie
pierScieniowe z uzwojeniami toroidalnymi.

Uzwojenia wtérne I stopnia przektadnika wykonywane sg jako uzwojenia sekcjono-
wane z 4 sekcjami potaczonymi réwnolegle. Nie zmienia to wspdtczynnika transformacji,
a powoduje wyréwnanie rozktadu indukcji magnetycznej w rdzeniu, przy czym zgodnie

Rys. 5. Schemat uzwojenia wtérnego I stopnia (gornego) przektadnika
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z badaniami Zacharova warto$¢ indukcji zmniejsza si¢ okolo szesciokrotnie w stosunku
do najwigkszej wartosci indukeji przy pofaczeniu szeregowym [5]. Jedna sekcja uzwojenia
nawinigta jest na ¢wiartce rdzenia (rys. 5). Powoduje to potrzebe zastosowania 4-krotnych
znamionowych zwojéw wtérnych, co pociaga za soba zwickszenie gabarytu i kosztu
przektadnika.

Efekt ekranujacy réwnoleglych uzwojen polega na tym, ze strumiefi rozproszenia
wchodzaey do rdzenia rozdziela sig na cztery rownolegte drogi, dodajac sie¢ do strumienia
gltownego w jednej czesci rdzenia, a odejmujac w drugiej. Nieréwnomierno$é¢ strumienia
magnetycznego w rdzeniu powoduje powstanie pradéw wyréwnawczych w sekcjach
rownoleglych, co w efekcie daje wyréwnanie indukcji magnetycznej. Mozna takze dokonaé
ckranowania rdzeni II stopnia zwlaszcza rdzeni pomiarowych poprzez czgS$ciowe roz-
szczepienie uzwojenia wtdrnego. W tym przypadku czes¢ uzwojenia wtornego jest na-
wijana normalnie szeregowo z sekcja nawinigta w czterech galeziach rownolegtych umiesz-
czonych na réznych czesciach rdzenia [3].

Ze wzgledu na to, ze przektadniki generatorowe powinny by¢ wykonane jako proste,
nieskomplikowane i pewne urzadzenia zdolne do dlugotrwalej pracy, preferuje si¢ przeklad-
niki suche. Cztony zabezpieczeniowe przektadnika nie wymagaja specjalnych materiatow
magnetycznych, gdyz duza liczbe przetezeniowa i niezbyt wielka dokladnosé w normalnym
zakresie pracy mozna osiagna¢ stosujac blachy odpowiadajace wymaganiom przemystu
transformatorowego np. blacha ET6. Lepsze gatunki blach stosuje si¢ na rdzenie po-
miarowe np. permalloy. Blacha magnetyczna zastosowana na czton gérny przekiadnika
winna mie¢ znaczna indukcje nasycenia i minimalna stratnosé (np. ET3, Surra Mo).

Warunki srodowiskowe przekladnikéw wielkopradowych w uktadach generatorowych
s dobre. Wprawdzie wystepuja tutaj drgania wywotane praca uktadéw wirujacych, ale .
sa W znacznie mniejszym stopniu przenoszone na obwody wtérne przekladnikdw.
Narazenie przekladnikéw na dziatanie gazéw i pyléw jest znikome. Przektadniki pracuja
w warunkach wnetrzowych lub w warunkach chronigcych przed dzialaniem opadow
atmosferycznych. Temperatury pracy przektadnikéw wynosza w warunkach wnetrzowych
od —5°C do 70°C, w warunkach otwartych od —30°C do +70°C. Przektadniki generato-
rowe sg projektowane na temperature otoczenia +70°C. Wyzsze temperatury otoczenia
sa odpowiednio redukowane za pomoca innych $rodkéw lub przez dziatanie obstugi.

4. ALGORYTM OBLICZEN OBWODOW MAGNETYCZNYCH I ELEKTRYCZNYCH
PRZEKEADNIKA GENERATOROWEGO

4.1. OBLICZENIA II STOPNIA PRZEKEADNIKA
4.1.1. Obliczenia parametroéw rdzenia II stopnia przekladnika

Obliczanie liczby zwojéw uzwojenia pierwotnego i wtérnego jednego ze rdzeni II
stopnia przektadnika mozna dokonaé stosujac zaleznosci:
(2),

PIERMIRIE, =) 5
<211 -IZIIn 5 ( )

o
Zi = ©

plln
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gdzie:
(Iz), — amperozwoje znamionowe II stopnia przekladnika,
Iy — znamionowy prad wtérny II stopnia przekfadnika,
I, — znamionowy prad posredni
Gdy wprowadzamy ujemna poprawke zwojowa (Ai.,), wowczas liczba zwojéw uzwo-

jenia wtornego wynosi:

Al Zon
100 (7

£ — S
Z5n = Z2m

gdzie: z,;; — liczba zwojow uzwojenia wtornego przed wprowadzeniem poprawki zwo-
jowej.

Przekréj rdzenia ze stali okreslamy ze wzoru:
IZIInZobcn

A G oo B 2

gdzie:
Z ven — znamionowa impedancja obciazenia danego rdzenia,
f— czgstotliwos¢ pradu,

B,y 11n — warto$¢ maksymalna indukcji magnetycznej w rdzeniu w warunkach znamio-

nowych.

Promien wewnetrzny rdzenia zalezy od powierzchni zajmowanej przez miedz uzwojen,
ich izolacje zwojowa, miedzywarstwowa i miedzyuzwojeniowa. Przy ustalaniu przekroju
miedzi uzwojenia pierwotnego i wtornego trzeba uwzgledni¢ dopuszczalne gestosci pradu
Jim 1 j.11 W tych uzwojeniach. Z kolei dla wyznaczenia catkowitej powierzchni zajmowane;j
przez izolacje w oknie rdzenia nalezy przyja¢ wspotczynnik k; powierzchni zajetej przez te
izolacje w stosunku do powierzchni miedzi w oknie rdzenia.

Z doswiadczen konstruktorskich wynika ze:

k; = 4,54+4,6. ©)
Masa stali rdzenia II stopnia przekladnika wyniesie:
Mpeyp = andZmFewII’ (10)

gdzie:
b — grubos$¢ rdzenia,
¢ — szerokos$¢ rdzenia,
d, — $rednia S$rednica rdzenia,
Mg, 11 — Masa wiasciwa stali rdzenia.

4.1.2. Obliczanie parametréw uzwojenia wtornego 1I stopnia przektadnika

Na podstawie obliczonego przekroju uzwojen II stopnia przekladnika dobra¢ mozna
z katalogéw wymiary przekrojéw przewodéw. Przy obliczaniu powierzchni zajmowanej
przez przekrdj jednego zwoju uzwojenia wtoérnego wraz z izolacja dla przekladnikéw ge-
neratorowych produkowanych w Polsce mozna przyja¢ wspdlczynnik k;, okreslajacy
stosunek powierzchni zajmowanej przez przewdd z izolacja do powierzchni przekroju
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przewodu gotego okolo 2,5. Rezystancje uzwojenia wtérnego oraz reaktancje rozprosze-
nia cewki uzwojenia wtérnego II stopnia przekladnika, oblicza sig¢ z zaleznosci znanych
z literatury [6, 7, 8].

4.1.3. Obliczenia biedow II stopnia w warunkach normalnej pracy przektadnika
Spadek napigcia na gatezi magnesowania danego rdzenia II stopnia przektadnika mozna
obliczy¢ z zaleznosci:
Uuu = LuZyu, (1 1)
gdzie:
I,y — prad wtérny 11 stopnia przekladnika,
Z,, 1 —wypadkowa impedancja uzwojenia wtérnego i obcigzenia réwne
/2 -
Zyn =V Ru+X55, (12)
gdzie: Ry, X,y — odpowiednio wypadkowe rezystancja i reaktancja uzwojenia wtérnego
i obcigZenia réwne
Ry = Rop+Rope, (13)
le[ = XwII +Xobcy (14)

Rope, Xope — odpowiednio rezystancja i reaktancja obcigzZenia.
W warunkach znamionowych:

R _§gbcn;205wwcn ([5)
21In
SobenSINYopcn
o == \_b;;ﬂ!’ (16)
21In

Woben — argument znamionowej impedancji obciazenia danego rdzenia przektadnika.
Wartos¢ maksymalna indukcji magnetycznej w danym rdzeniu 11 stopnia przekladnika
moze by¢ okreslona ze wzoru:

Yen a17)

B = o —
! 4,441z, 1 Ape 1y

W dalszych obliczeniach korzysta si¢ z charakterystyki magnesowania B,, = f(H,,) oraz
charakterystyki stratnosci APg. = f(B,) danej blachy elektrotechnicznej. Charakte-
rystyke stratnosci okreslono na podstawie zaleznosci [7]:

B’" g
APg, = APrey,s (‘5%‘) 1,3 (—1'5—) (18)

gdzié:
APg.y,s — stratno$¢ blachy przy wartosci maksymalnej indukeji
B, = 1,5 T i czestotliwosci pradu f = 50 Hz.
Wartos¢ skuteczna skladowej biernej pradu magnesujacego, sprowadzonej na strone
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wtdérng 1T stopnia przektadnika moze by¢ obliczona ze wzoru:

A 'H l [
Loy = o rell 19
]/2 Zo11 i
gdzie: H,;;— wartos¢ maksymalna natezenia pola magnetycznego odpowiadajaca in-
dukcji maksymalnej B,y odczytana z charakterystyki magnesowania
Bun = f(Hmu)s
Wartos¢ sktadowej czynnej pradu magnesujacego, sprowadzonej na strone wtérng
II stopnia przekladnika bedzie réwna:
Liy = Apre - Meen (20)
l[,uII
gdzie: Apg. — wartos¢ stratnosci danego gatunku blachy elektrotechnicznej odpowiada-
jaca wartosci maksymalnej indukcji magnetycznej B, odczytana z cha-
rakterystyki APFeII =f(BmlI)-
Btad pradowy niekorygowany danego rdzenia stopnia II przekladnika bedzie réwny

AIH _ ——][:I/I 2 100%

T sin(ot; + @) (21)
211

gdzie:
o . N
@ — kat miedzy wskazem napiecia U,y a wskazem pradu Iy,
oy — kat miedzy wskazem pradu I/ i pradu ;.
Uwzgledniajac poprawke zwojowa biad pradowy wyniesie:

AI]I = AI]I;]+AIIIz> (22)

gdzie:
AL, — poprawka zwojowa,
za$ blad katowy stopnia IT przektadnika

¥

o1 = 1L cos(ayy-+ ) 23
IZII
Na podstawie [12] blad pradowy i katowy dla rdzenia zabezpieczeniowego oblicza si¢
dla znamionowego pradu wtdrnego Iy, oraz znamionowego obciazenia S,p.,. Dla rdzeni
pomiarowych warto$¢ bledu pradowego i katowego oblicza si¢ dla wartosci 10, 20, 100
1 1209, Iy, oraz zakresu obciazenia (25 100)%Sopen-

4.1.4. Wyznaczenie charakterystyki bledu wskazowego rdzenia zabezpieczeniowego
II stopnia przekladnika

Zgodnie z [12] 109 — liczbe przetezeniowa okresla sie dla znamionowego obciazenia
i dla wartosci kata obciazenia cosg, = 0,8;,,. Warto§¢ skuteczna pradu pierwotnego
IT stopnia przektadnika, sprowadzona na strone wtorna przekladnika moze by¢ obliczona
z zaleznoSci:

Iw = Va4 it 4+ 200 Ly sin(an + @) » (24)
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za$ biad wskazowy II stopnia przekiadnika

g
Awigy =18 1003 (29

N
IlII

Gdy wprowadzana jest poprawka zwojowa AJyy. warto$¢ skuteczna pradu btedu II stopnia
przektadnika bedzie réowna:

// 1’1 I z 2 ,, AI z
Ly = ]/ 1,5121'*“( 101(1) ) Iy — 2[211 s 101(1) Sln(ot“—l—(p") (26)
woéwezas btad wskazowy II stopnia przektadnika wyniesie:
I// ) .
Awyy = =21 100%. (27
IIII

Na podstawie wzordéw (25) lub (27) wyznacza si¢ btad wskazowy dla réznych war-
tosci pradu I i wykresla si¢ wykres Awyy, = f(Z1), lub Awyy = f(I1).

4.1.5. Obliczanie napie¢ powstajacych przy przerwaniu obwodu wtornego
11 stopnia przekiadnika

Obliczenia napie¢ przeprowadzamy -przy przerwaniu obwodu wtérnego Il stopnia
przekladnika gdy w obwodzie pierwotnym stopnia 1 przektadnika ptynie prad znamiono-
wy. Przy uwzglednieniu zastepczej rezystancji strat Rg, w rdzeniu II stopnia przektadnika
oraz uwzglednieniu sinusoidalnego przebiegu pradu 7,;; w obwodzie pierwotnym tego stop-
nia warto$é maksymalna napiecia na zaciskach wtérnych moze by¢ obliczona z zalez-

nosci [11]
l’ R ?9 U 1, m
L llionasll ‘Fell VI (‘l/1 4 20mnasI14p 1) (28)

llonasu Rge iy

gdzie:
i1onas1n — warto$¢ chwilowa pradu pierwotnego, przy ktérej nastgpuje nasycenie
rdzenia stopnia II przektadnika,
Rpe1 — liniowa rezystancja strat w rdzeniu stopnia II przektadnika,
91 — przektadnia zwojowa II stopnia przekladnika,

Usomnas 11 — Warto§¢ maksymalna napiecia na zaciskach wtérnych przy otwartym
obwodzie wtérnym, przy sinusoidalnym pradzie pierwotnym o wartos$ci
maksymalnej i, Oraz przy pominigciu strat w rdzeniu,

I,n — warto§¢ maksymalna pradu pierwotnego II stopnia przektadnika.
Wartos$¢ pradu iqgnes;; MOZna wyznaczyC ze wWzoru:

- Hmnasl ¢
I10nas11t = '_—i (29)

Zinn
gdzie:
Hyunas — warto$¢ maksymalna natezenia pola magnetycznego, przy ktérej nastepuje
nasycenie rdzenia,
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Ie.y1 — $rednia diugos$¢ linii sit pola magnetycznego w rdzeniu,
zyy; — liczba zwojéw uzwojenia pierwotnego II stopnia przekladmka
Warto$¢ rezystancji strat Ry, mozZe byé wyznaczona z zaleznosci:

AFeII 2 .
Rpeqyy = aren ‘Z——ZIn: (30)
Fell

gdzie:
Apepp — Wspolczynnik zalezny od rodzaju materiatu rdzenia i czestotliwosci pradu,
Ag.; — przekedj czynny rdzenia.
Wspotczynnik az, moze byé okreslony ze wzoru:

19,6/2
rerp = —h-f——, 3D

Mpewii OFex
gdzie:
f— czestotliwosé pradu, )
Mg, ., ;1 — Masa wiasciwa blachy rdzenia II stopnia przektadnika,
ape 11 — WSpotczynnik charakterystyczny dia danego gatunku blachy, ktéry mozna
wyznaczy¢ z charakterystyki stratnosci blachy rdzenia II stopnia przektad-
nika Apg.q = f(Bny) Z zaleznodci: :

Ap.Fc I

Opell = " p3
el Bl%lll

(32)

gdzie: B, ; — warto$¢ maksymalna indukeji magnetycznej blachy rdzenia II stopnia
przekladnika.
Wartos¢ napiecia Usommes i moZna wyznaczyC z zaleznodci:-

U2OlmmSI[ = 2n.fZZII“iFeIIBnmasII (33)

gdzie: Byus — warto$é maksymalna indukcji magnetycznej nasycenia rdzenia 11 stopnia
przektadnika.
Warto$é¢ przekladni &, mozna okresli¢ ze wzoru:

Za1x
’ﬂn = .
Z1in

€

4.1.6. Obliczenia parametrow uzwojenia pierwotnego II stopnia przekiadnika

Przy obliczaniu powierzchni zajmowanej przez przekrdj jednego zwoju uzwojenia
pierwotnego wraz z izolacja dla przektadnikéw generatorowych produkowanych w Polsce
mozna przyjaé wspolczynnik k;; okreslajacy stosunek powierzchni zajmowanej przez
przewdd z izolacja do powierzchni przekroju przewodu golego ok. 2,5. Rezystanjcg uzwo-
jenia pierwotnego oraz reaktancje rozproszenia cewki uzwojenia pierwotnego II stopnia
przekladnika oblicza si¢ z zaleznosci znanych z literatury [6,7,8].

13 Rozprawy Elektrotechniczne 1/87
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4.2. OBLICZENIA STRUMIENIA ROZPROSZENIA W RDZENIU

Warto$é¢ indukcji magnetycznej w rdzeniu pochodzacej od strumienia rozproszenia
wywolanego przez prady plynace w torze wielkopragdowym mozna obliczy¢ ze wzoru [12]

2 2
B = %f‘j’r S (1 +;‘2) ki Hy,
gdzie:

o — bezwzgledna przenikalno$¢ magnetyczna prozni,

r, — zewngtrzny promien rdzenia,

r; — wewnetrzny promien rdzenia,

R — éredni promien rdzenia,

k, — wspdtczynnik wzrostu indukcji magnetycznej (rys

kh‘
12t

10

BN

0 02040608 1 121416 18 2 2224 28

. 6).

RDIQ'

(33)

. . .. . A h
Rys. 6. Charakterystyki wspoiczynnika wzrostu indukcji magnetycznej ky, = f (—R) wg Zacharova [5]

ra—ry

dla stosunku

>

1-—0,14; 2—0.,40; i — dlugos$¢ rury, R — Sredni promien rury

Wypadkowa skladowa natgzenia pola magnetycznego wzdluz $redniej linii pola

w rdzeniu okreSla si¢ ze wzoru:

=4
=8

H, = H +H,+ Hy;

=13

i

gdzie:
i pochodzace od pradu 7;, —
H,, — jak wyzej, lecz pochodzaca od pradu 7,
H,; — jak wyzej, lecz pochodzaca od pradu I;.

(36)

H,, — skladowa natezenia pola magnetycznego wzdluz $redniej linii pola w rdzeniu
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Wartosci natgzen pola magnetycznego H,,, H,,, H;;, mozna obliczy¢ z zaleznosci
(tys. 7

4 :
1 -z [

| &

—r= T TR T T
‘ Ir by
Qax ]
i A
e =y
Hi

Rys. 7. Sposob wyznaczania natgZenia pola magnetycznego od pradu plynacego przez szyne wielkopradowa
o ksztalcie rurowym;
1 —szyna wielkopradowa, 2 — rdzerr I (g6rnego) stopmnia przekladnika

= G
_ Lzy .
* }112 - lFeI ’ (38)
(R2 2 2_ 2
H, = L(R*+ai+b;—c?) (39)

2nR(aZ+b2)
gdzie: '

Ieey — $rednia dlugosé linii sit pola magnetycznego w rdzeniu I stopnia przekltadnika,

z,; — liczba zwojow wtdrnych I stopnia przekiadnika.

Na podstawie obliczefi mozna okre$li¢ punkt w rdzeniu o najwickszej wartosci sktado-
wej stycznej nateZenia pola magnetycznego. Dla tej wartosci ﬁatgzenia pola magnetycz-
nego oblicza si¢ wartos¢ indukcji magnetycznej B, oraz strumienia rozproszenia §,;.

Warto$¢ maksymalna strumienia rozproszenia przy réwnoleglym polaczeniu sekcji
uzwojenia wtornego I stopnia przekladnika wyhiesie [1]

B e, V2
fﬁrml = *I’FEIL . (40)

W przypadku, gdy zastosowane zewnetrzne ekrany elektromagnetyczne catkowicie

niweluja wplyw sasiednich szyn wielkopradowych na rdzen I stopnia przekladnika, mozna
napisac:

H, =0, - - (41

H, =~ H,,, ()

skad L
$om=0 “3)

13*
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4.3. OBLICZENIA I STOPNIA PRZEKEADNIKA

4.3.1. Obliczenia parametréw rdzenia i uzwojen 1 stopnia przektadnika

Przekrdj rdzenia 1 stopnia przektadnika A4; okresla si¢ w oparciu o badania modelowe
lub na podstawie praw modelu wg zalezno$ci zawartych w [7]. Przekrdj czynny rdzenia
wyniesie

Aper = Arkger (44)
Znamionowe amperozwoje I stopnia przekladnika sg rowne wartosci znamionowej pradu

(Iz)ln = Ilnzll = [ln- (45)

Uzwojenie wtorne stopnia I bedzie si¢ sktada¢ z 4 sekcji polaczonych réwnolegle.
Jednoczesnie moze by¢ wykonane uzwojenie probne przewidziane na prad znamionowy
réwny pradowi posredniemu przektadnika, spetniajace role zastgpczego uzwojenia pier-
wotnego. Powierzchnia zajmowana przez uzwojenie wtérne i probne wraz z izolacja
w oknie rdzenia bedzie réwna

Ay = ACUIkia (46)
gdzie:

Acy1 — powierzchnia zajmowana przez uzwojenie wtorne i probne bez izolacji,

k; — stosunek pola zajetego przez przewody z izolacja do przekroju wszystkich
przewoddow gotych.
Srednica okna rdzenia moze by¢ okreslona ze wzoru

d, = ]/ o » )

gdzie: S, — calkowita powierzchnia okna.
Masa stali rdzenia wyniesie

Meer = lper Ape1 Mreywr (48)

gdzie:
gy — Srednia diugosé linii sit pola magnetycznego w rdzeniu,
Mgeyw — Masa wlasciwa stali rdzenia.
Rezystancja uzwojenia wtornego I stopnia przekladnika w temperaturze 343 K bedzie
réwna

Zoylear (14 O(AT)A

49
YeuAcua1 (49)

R.’.l =

gdzie: n—liczba grup sekcji polaczonych réwnolegle (przy polaczeniu rdwnoleglym
n = 4, przy polaczeniu szeregowo-réwnoleglym n = 2).
Reaktancja rozproszenia uzwojenia wtérnego moze by¢ obliczona ze wzoru [7]

X1 = 0,1R,;. (50)
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4.3.2. Obliczenia bl¢déw w warunkach normalnej pracy I stopnia przekladnika
Schemat zastgpczy dwustopniowego przekladnika pradowego przedstawiono na rys. 8.
Calkowite rezystancja i reaktancja obciazenia przekladnika beda réwne [6, 7]

(Sop ca+ Sovcs + Sopec + Sope ) COS Yope

2
Izlln

Robc = . (51)

Xobe = (Sobea+Sopen + Sopec+ SobcD) sin Yobe ) (52)

2
IzIIn

gdzie: Sopca, Sobens Sobccs Sescp — Moce pozorne obcigzenia rdzeni A, B, C, D II stopnia
przektadnika.

I Ry X Ry Ruy Xyt Iog Xon Roy
o= }—" [}

n
4 Xobe §
J; !/ '
. Luclt Aubll
Uur ”” 7
. ’ Reepy Aurr Robc D

Rys. 8. Schemat zastepczy dwustopniowego przekladnika pradowego przy sprowadzeniu wszystkich wiel-

kosci na strong wtorna I stopnia przekladnika: ' )
1) *] —spadek napigcia na gatezi magnesowania stopnia I przekladnika bez uwzglednienia rozproszenia; U, u11 — spadek naplqcm
na gal¢zi magnesowania stopnia II przekladnika; I'y11 — prad pierwotny stopnia II przekiadnika; 12" — prad wtorny stopnia II

przekladnika, sprowadzony na strong pierwotna tego stopnia; Iur1 — prad magnesujgey stopnia II przekiadnika; Typir —

MclI
skladowe czynna i bierna pradu magnesujacego stopnia II przekladnika; R,1 — zastepcza rezystancja uzwojenia wtérnego stopnia I
przekladnika; X.f — reaktancja rozproszenia uzwojenia wtérnego stopnia I przekladnika; Rp — rezystancja przewodéw taczgcych
stopient T i Il przekiadnika; R;1r — rezystancja uzwojenia pierwotnego stopnia II przekiadnika ; X;11 — reaktancja rozproszenia

uzwojenia pierwotnego stopnia II przekiadnika; X;n—sumaryczna reaktancja rozproszenia uzwojefi wtérnych stopnia II

przekladnika, sprowadzona na strone pierwotna; R;” —sumaryczna rezystancja uzwojeii wtdrnych stopnia II przekladnika

sprowadzona na strong pierwotna; R ch:;b . — sumaryczoe rezystancja i reaktancja obcigzen, sprowadzone na strong pier-

wotna; Rrell — zastgpcza rezystancja strat w rdzeniu stopnia II przekladnika; Xpuir — zastepcza reaktancja fmagnesowania
rdzenia stopnia II przekladnika

Rezystancje i reaktancje obciazenia sp1 owadzone na strong wtérna I stopnla przektadnika
mozna obliczy¢ ze wzoréw:

, .
R(I)bc = Robc( 1 ) E (53)
B Z211
’ z 2 ) .
X(;bc = Xobc( 11-[ ) . (54)
2211

Catkowite rezystancja i reaktancja uzwojen wtérnych rdzeni A, B, C, D II stopnia
przekladnika beda réwne:

Ry = Ropia+ Rous+ Rouc+ Rano ' (55)
X = Xopa+Xons + Xonuc+Xonp . (56)

Rezystancje R,y i reaktancje X, sprowadzone na strong wtérng I stopnia przektadnika
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mozna obliczy¢ ze wzordw:

2
, z
Rzn = RZII( = ) > (57)
* Za11
z 2
Xéu = XZII( t ) . ) (58)
Zn
Prad wtorny stopnia IT przektadnika przeniesiony na strong pierwotng bedzie réwny
, V4
Ly = Ly 2 (59)
Zin

Spadek napigcia na galezi magnesowania stopnia 1 bez uwzglednienia rozproszenia
i pominieciu pradu magnesujacego stopnia Il I,;; wyniesie

Uty = Lul(Rar+ Rp+ Rynt+ Ronn + Ropo) HiX o1 + X n + X + X001 (60)

Warto$é maksymalna indukcji magnetycznej w rdzeniu I stopnia przektadnika pocho-
dzacej od strumienia magnetycznego uzytecznego bedzie réwna

. *
U(l T

ot = T A ©h

Wartoé¢ maksymalna strumienia magnetycznego uZytecznego bedzie réwna

fmul »= B;nl AFeI' ) ‘ (62)

Warto$é wypadkowego strumienia magnetycznego w rdzeniu I stopnia przekladnika

wynjesie
Ft = Forrt fomr. 63)

Wartoéé maksymalna indukcji magnetycznej w rdzeniu I stopnia przektadnika bedzie
réowna

f ml .
Bu=-p - (64)

Spadek napigcia na galezi magnesowania wyniesie
U,ul =4,44f221 f ml (65)

Kat ¢y, jaki tworzy wskaz napiecia U,; ze wskazem pradu I, bedzie rowny

, X,
g1 = arctg—", (66)
wl
gdzie:
Ry = Roy+ R+ Ry + Rip+ Ropes (67)
X1 = Xo1 + X+ Xon +Xope- (68)

Wartoéé sktadowych czynnej i biernej pradu magnesujacego I stopnia przekladnika,

¢
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sprowadzonych na strong wtérng tego stopnia bedzie mozna obliczyé ze wzordw

I = Appe1 M.

pel — —(‘];— > (69)
’ HmIlFeI

]L = 70

. (70)

gdzie:
Apg.; — wartos¢ stratnosci blachy rdzenia I stopnia przekladnika odczytana z charak-
terystyki Apg.; = f(Bn) dla wartosci indukcji magnetycznej By,
H,, ; — wartos¢ maksymalna natezenia pola magnetycznego odczytana z charakte-
rystyki magnesowania H, = f(B,) dla wartoéci indukcji magnetycznej B;.
Warto$¢ pradu magnesujgcego stopnia I przekladnika, sprowadzonego na strong
wtorna tego stopnia bedzie réwna

pI - ]/ cI+ ;’lbl2 . o (71)
Kat miedzy wskazem pradu i’,;bla a wskazem pradu L:cl wyniesie
oy =arc tg Luer . ‘ (72)
I,ubl

Bledy pradowy i katowy I stopnia przektadnika mozna obliczyé ze wzoru

—I .
AL = —" sin (o + ) - 100% (73)
IZII

I

oI =

cos (ocI + D). a9

211

Bledy pradowe i katowe oblicza sie dla’I stopnia przekladnika dlé tych 'samych przy-
padkéw, co dia rdzenia pomiarowych II stopnia przekladnika.

4.3.3. Wyznaczenie charakterystyki bledu wskazowego
I stopnia przekladnika

Zgodnie z [10] liczbe przetgzeniowa wskazowa 10% okreéla sie dla znamionowégo
obcigzenia przekladnika i dla wspdlczynnika obcigzenia cosyes. = 0,8 ind. Wypadkowy
strumienn magnetyczny w rdzeniu I stopnia okreila sie z zaleznofci

fot = $utan, ) (75)

f mim — warto$¢ maksymalna strumienia magnetycznego wypadkowego przy pradzie

gdzie:

znamionowym,

n — krotnoé¢ pradu znamionowego przy przetqzenlu
Wartosé pradu pierwotnego I stopnia przekladnika sprowadzonego na stron¢ wtérng
- tego stopnia bedzie réwna

I = -V/IE%I'*']}:IZ+];;II];:ISin(aI+(pI)- (76)
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Blad wskazowy pradowy I stopnia przektadnika wyniesie
Awp = L. 100%. 77
Iy

Na podstawie zaleznosci (77) wyznaczy¢ mozna blad wskazowy dla réznych wartosci
pradu Ij; i wykresli¢c wykres Aw; = f(I1)).

4.3.4. Wyznaczenie charakterystyki bledu pradowego
I stopnia przekladnika

Zgodnie z [10] liczbe przetezeniowa pradowa 109 okresla si¢ dla znamionowego
obcigzenia przektadnika i dla wspotezynnika obcigZenia cosy,s. = 0,8 ind.
W obliczeniach wykorzystuje si¢ zaleznosci (64) = (73). Na podstawie wzoru (73) wyznaczy¢
mozna blad pradowy dla réznych wartosci pradu Iy, oraz wykreslic wykres Al = f(I] )

4.4. OBLICZENIA CALEGO ZESPOLU PRZEKELADNIKA

Blad pradowy calego zespotu przektadnika mozna obliczyé ze wzoru:

AT = AL+ AL, (78)
za$ blad katowy
ol = oI+ 01y;. (79)
Na podstawie zaleznosci
Aw = Awp+Awyy, (80)

sumuje si¢ obie charakterystyki btedu wskazowego dla stopnia I i 1l przektadnika i przy
wartoéci bledu wskazowego wynoszacego] 109 odczyta¢ mozna wartos¢ pradu 7if.
Liczba przetezeniowa wskazowa catego zespotu przekiadnika wynosi wowczas
I';

Niow = TI: (81)
Na podstawie zaleznosci (78) sumuje si¢ obie charakterystyki bfgdu pradowego dla stopnia
1i IT przektadnika i przy wartosci btedu pradowego 109, odczyta¢ mozna wartos¢ pradu
I;§*. Liczba przetgzeniowa pradowa.calego zespolu przektadnika wynosi wowczas

35
no o A
108 — 1/ T

1In

(82)

5. PROGRAM OBLICZEN NA MASZYNE CYFROWA

Program ,,PRZEKEADNIK 2” zostat napisany w jezyku FORTRAN i przeznaczony
jest do wykonywania obliczen na maszynie cyfrowej ODRA 1305. Program jest typu
wsadowego. Wprowadzony do pamieci maszyny zajmuje w niej 16896 komdrek pamigci.
Umozliwia on obliczenie parametréow przektadnika wielkopradowego generatorowego
dwustopniowego o jednym stopniu gérnym i czterech rdzeniach dolnych, z ktérych dwa sa



