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W podobny spos6b mozna wykazaé, ze
ey(Tin) = ey(T—1|n—1)—fy(n)e,(Tin—1). 2.21)
Wspélczynm'ki Ju(n) wystepujace w réwnaniach (2.20) i (2.21) sa nazywane wspdl-
czynnikami i oznaczane zazwyczaj symbolem k,. Przy tych oznaczeniach réwnania (2.20)
i (2.21) przyjmuja postaé:
er(T1n) = ex(Tln—1)—kueo(T—1jn—1),  ex(T10) = ¥(T) 222)
e(Tin) = e,(T—1n—1)—k,e,(Tin—1), e, (TI0) = y(T), (2.23)
z ktérej bezposrednio wynika struktura kratowa filtru predykcyjnego (rys. 3).
Nalezy podkredli¢, ze optymalne (w sensie kryterium MMSE) wsp6lczynniki odbicia
mozna wyznacza¢ niejako samodzielnie, bez koniecznodci ich wigzania z optymalnymi
wspolczynnikami (2.8) filtru transwersalnego. Jesli przyjmiemy, Ze wspétczynniki &, sa

y(T) e¢(T|0) (D e+(T|1) es(T|p-1 + 7 e#(TIp)
T

ey(TI 0L + ep(T1) ep(T|p-1) +
Rys. 3. Struktura kratowa filtru predykcyjnego

nieznane, to stosujac kryterium MMSE do zaleznosci (2.22) i (2.23), tzn. minimalizujac
bledy $redniokwadratowe predykcji odpowiednio w przdd i wstecz otrzymamy

i _ Ele(Tin=1)ey(T—1jn—1)]
o S T B~ 1= 1)]

(2.24)

oraz

ko = Ele;(TIn—1)e,(T—1n—1)]
nopt E[e}(T[n —1)]

Z poréwnania tych wzoréw wynika, ze dla kazdego m zachodzi réwnosé E[e?(T|m)] =

= E[ef(T—1|m)]. Wzér (2.24) mozna zatem przepisaé w postaci rownowaznej
Ele,(Tin—1)e,(T—1n—1)]

- _ Hle(Tin=Dey(r N 026

V E[e(TIn—DIE[e3(T—1n—1)]
z ktoérej wynika, Ze optymalny wspdlczynnik odbicia k,,,, mozna interpretowaé jako
unormowany wspdlczynnik korelacji migdzy blgdem predykcji w przéd rzedu n—1 i opdz-
nionym® bledem predykeji wstecz rzedu n—1. Z tego wzgledu wspéiczynniki odbicia sa
czgsto nazywane wspolczynnikami czgSciowej korelacji (wspolczynnikami PARCOR

’ i

[1D.

% Sygnal {v¥(T)} jest z zalozenia stacjonarny, zatem Elef(T—1{n—1)] = El[e2(T|n—1)]. Wyrdznienie

indeks6w czasowych zostalo podyktowane potrzebami dalszych rozwazan, w ktorych wspolczynniki od-
bicia estymuje si¢ iteracyjnie dla kolejnych chwil czasu.

(2.25)

nopt
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Praktyczne znaczenie struktury kratowej wynika z mozliwosci iteracyjnego (rekursyw-
nego po czasie) obliczenia estymatoréw wspdiczynnika odbicia (por.” [12]), a nastgpnie
wykorzystania drugiej rekursji Levinsona-Durbina. Ponadto filtry kratowe wykazujg
wiele innych Korzystnych whasciwosci, ktore sprawiaja, ze w wielu zastosowaniach sa one
czedciej wykorzystywane niz filtry transwersalne. Pokrétce oméwimy te wlasciwosci.

1. Wyznaczenie optymalnego w sensic MMSE filtru kratowego rzedu p jest réwno-
znaczne z wyznaczeniem wszystkich optymalnych filtrow kratowych rzgdu n < p; opty-
malne wspotczynniki odbicia kyop:, 2 < p, 52 bowiem niezalezne od rzedu filtru p. Kolejne
ogniwa filtru predykcyjnego moga wobec tego byé ,,dodawane” sukcesywnie, bez zmiany
poprzednich ogniw®.

2. Ze wzoru (2.26) wynika, ze

enopel < 1 .27

Jedli sygnal nie zawiera wylacznie sktadnikéw sinusoidalnych, to nier6wno$é ta jest nie-
réwnoscig ostra, a optymalny filtr predykeyjny jest ukladem minimalno-fazowym (wszyst-
kie zera jego transmitancji leza wewnatrz okregu jednostkowego). Filtr odwrotny jest
zatem ukladem stabilnym. Dodajmy, ze stwierdzenie powyzsze jest prawdziwe réwniez
wtedy, gdy wspdlczynniki k, sa estymowane na podstawie probek sygnatu, o ile tylko (k| <
<ldlan=1,..,p.

3. Poniewaz |kqop] < 1, wige bledy §redniokwadratowe predykcji tworza cigg nie-
rosnacy (por. ostatnig rekursjg Levinsona-Durbina)

E[eX(TI)] > E[(TI2)] > ... > Elej(TIp)] > 0 (2.28)
Jedli {y(T)} jest sygnalem AR(p), to ciag ten osigga swoje minimum dokladnie dla # = p.
Wiasciwosé (2.28) mozna wykorzystaé do $ledzenia zmian bledu Sredniokwadratowego
i ustalenia na tej podstawie rzedu filtru, niezbednego do uzyskania zatozonej doktadnosci
modelowania nieznanego sygnalu modelem AR.

Struktura kratowa jest, obok struktury transwersalnej, podstawowsa struktura w jakiej
realizowane sa filtry predykcyjne. Nalezy jednak podkresli¢, ze algorytmy estymacji pa-
rametréw filtréw kratowych na podstawie probek sygnatu sa zwykle bardziej ztozone pod
wzgledem obliczeniowym od ich odpowiednikéw transwersalnych. Problem wyboru typu
filtru bedzie dyskutowany w dalszych czgsciach pracy.

3. KLASYFIKACJA ALGORYTMOW ESTYMACII PARAMETROW FILTROW
PREDYKCYINYCH

Z dotychczasowych rozwazafi wynika, Zze do wyznaczenia optymalnych (w sensie
MMSE) wspétczynnikéw (2.8) filtru transwersalnego lub wspdlczynnikéw (2.26) krato-
wego filtru predykcyjnego wymagana jest znajomo$¢ funkcji autokorelacji odpowiednich
sygnatéw. W praktyce jedyna dostgpna informacja, na podstawie ktorej projektujemy

6) W ujeciu geometrycznym teorii filtrow predykeyjnych (por. [45]), whasciwo$¢ ta odpowiada znale-
zieniu bazy ortogonalnej w odpowiedniej p-wymiarowej przestrzeni Hilberta. Dzieki tej whasciwosci algo-
rytmy wyznaczania filirow kratowych sa z reguly szybciej zbiezne od ich odpowiednikow transwersalnych.
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filtr predykcyjny, jest skoficzony zbidr prébek pojedynczej realizacji sygnatu. Rozwigzania
(2.8) i (2.26) nalezy wowczas zastapi¢ ich estymatorami ($rednimi czasowymi) w taki
sposob, aby byly one optymalne w sensie innych kryteriéw optymalnosci.

W rozdziale tym przedstawimy klasyfikacje poszczegGlnych kryteriéw i wynikajacych
z nich algorytméw oraz podamy ich ogdlna charakterystyke.

Algorytmy estymacji parametréw filtru predykcyjnego mozna podzielié wedtug czte-
rech zasadniczych kryteriéw klasyfikacji.

1. Ze wzglgdu na spos6b przetwarzania dostepnej informacji o sygnale algorytmy te
mozna podzieli¢ na blokowe i rekursywne.

W algorytmach blokowych wszystkie prébki nalezace do bloku danych {y(T): T =
=0, ..., M—1} o dlugosci M sa przetwarzane réwnoczeénie. Jako wynik otrzymuje sig
Jjeden dla calego bloku filtr predykcyjny, optymalny dla tego bloku w okreslonym sensie.
W algorytmach rekursywnych natomiast, w danej chwili T w przetwarzaniu biora udziat
wszystkie prébki poprzednie y(T—1), ..., (0) (lub ciag ostatnich prébek o ustalonej
i zawsze jednakowej dtugosci) oraz dodawana kazdorazowo nowa prébka y(T). Algorytmy
rekursywne wyznaczaja w sposéb iteracyjny ciag optymalnych w sensie okreslonego kry-
terium parametréw filtréw predykcyjnych ,,dopasowanych™ do przetwarzanych w danej
chwili danych. Proces dopasowywania si¢ wspSlczynnikéw filtru ma charakter adaptacyjny
i z tego wzgledu algorytmy, a zarazem i filtry tej klasy, sa nazywane adaptacyjnymi.

Adaptacyjny charakter moga mie¢ takze algorytmy typu blokowego, jezeli blok danych
jest dzielony na podbloki (roztaczne lub zachodzace na siebie) i optymalne filtry sa wyzna-
czane dla kolejnych podblokéw. Tego typu przetwarzanie jest stosowane niekiedy dla
dostatecznie dtugich ciagéw danych.

2. Ze wzglgdu na zastosowane kryterium optymalnosci filtru wyrézniamy algorytmy
typu LS i algorytmy typu LMS.

W algorytmach LS (Least Squares) miara bledu jest suma kwadratéw bledéw okre-

$lonych dla kolejnych chwil T, e(N) = e}(T|TN), a optymalny filtr wynika z minimalizacji
T
tej sumy ze wzgledu na dobér wspéiczynnikéw filtru {f;(N)} lub {k,}:

mine(N) = min Z e;(TIN), (3.1)
T
gdzie indeks N oznacza rzad poszukiwanego filtru.

W zaleznosci od zakresu sumowania w kryterium (3.1) rozrézniamy cztery przypadki
szczegllne algorytméw LS: algorytmy autokorelacyjne, algorytmy kowariancyjne, algo-
rytmy z oknem poczatkowym oraz algorytmy z oknem koncowym.

W algorytmach LS jest czgsto stosowany wariant kryterium (3.1), w ktérym w sklad
sumy wchodza réwniez bledy predykcji wstecz

mine(N) = min ) [2(TIN)+e}(TIN)]. (3.2)
T

Algorytmy tego typu sg nazywane algorytmami forward-backward, podczas gdy algo-
rytmy, w ktérych stosowane jest kryterium (3.1), s3 nazywane algorytmami forward.
W algorytmach LMS (Least-Mean Square) miarg bledu jest kwadrat bledu predykeji

17*
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w prz6d e(T|N) = e}(TIN), lub suma kwadratu bledu predykcji w przdéd i kwadratu bledu
predykeji wstecz, a odpowiednie kryteria optymalizacji filtru przyjmuja posta¢
' mine(T|N) = mineX(T|N) (3.3)
lub | .
min e(T|N) = minle}(TIN)+e3(TIN)]. . 3.4

Algorytmy LMS sg algorytmami rekursywnymi gradientowymi (typu forward — kry-
terium (3.3), lub typu forward-backward — kryterium (3.4)).

Algorytmy LS moga by¢ zaréwno algorytmami blokowymi jak i rekursywnymi. W tym
drugim przypadku miary bledow wystepujacych w kryteriach (3.1) i (3.2) sa obliczane dia
kolejnych chwil czasu i z tego wzgledu w oznaczeniach tych miar musi wystepowaé do-
datkowy indeks czasowy, podobnie jak to ma miejsce W kiyteriach (3.3) i (3.4).

3. Ze wzgledu na strukture filtru algorytmy predykcyjne dzielimy na algorytmy trans-
wersalne i kratowe. Jezeli NV jest rzgdem szukanego filtru, to w algorytmach transwersal-
nych wyznaczany jest zbiér optymalnych wspolczynnikéw predykeyjnych {f;(N)} (algo-
rytmy blokowe), lub ciag zbioréw {fi(T|N)}, T =1,2, ... (algorytmy rekursywne), zas
w algorytimach kratowych — zbi6r optymalnych wsp6lczynnikéw odbicia {k,} (algorytmy
blokowe), lub ciag zbioréw {k.(1)}, T = 1,2, ... (algorytmy rekursywne). '

4. Ze wzgledu na rodzaj zmiennych wystepujacych w algorytmach algorytmy predyk-
cyjne dzielimy na algorytmy nieznormalizowane i znormalizowane (por. p. 7). ‘

Przeprowadzony podziat algorytmow predykcyjnych wynika z czterech zasadniczych
kryteriéw klasyfikacji. Nie obejmuje on jednakze wszystkich mozliwych linii podziatu.
Burzliwy rozwéj teorii filtréw predykcyjnych, a zwlaszeza filtréw adaptacyjnych, owoco-
wal w ostatnich latach opracowaniem wielu interesujacych algorytméw, w stosunku do
ktérych mozna zastosowaé dalsze kryteria klasyfikacji. Zostang one oméwione w ramach

prezentacji konkretnych algorytmow.

4., ALGORYTMY BLOKOWE

W algorytmach blokowych LSEprzyjmuje si¢ generalnie, ze dostgpny jest blok prébek
{0, ..., y(M—1)} o dhugosci M, oraz ze prébki spoza bloku (I' < 0i T'> M) sa réwne
zeru. Odpowiada to zastosowaniu do danych okna prostokatnego o diugosci M. W prze-
twarzaniu biora udzial jednoczeénie wszystkie prébki bloku. '

Idea algorytméw blokowych polega na zastapieniu rozwiazan teoretycznych (2.8)
lub (2.26) odpowiednimi estymatorami wynikajacymi z kryterium (3.1) lub (3.2), przy czym
ich postaé zalezy od przyjetych granic sumowania we wzorach (3.1) i (3.2). Przyjmujac,
ze rzad filtru jest réwny N < M—1, wyréznia si¢ cztery rézne kryteria LS optymalizacji
filtru

M+N-1
min 2 ?(T|N) — kryterium autokorelacyijne, @.n
T=0
M-1 |
min 2 e}(T |N) — kryterium kowariancyjne, 4.2)

T=N
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M-1
min 2 e}(T[N)— kryterium z oknem poczatkowym, 4.3)
=0
M+ N-1
min 2 e7(T|N)— kryterium z oknem koncowym. 4.9
T=N

W przypadku algorytméw forward-backward kryteria optymalizacji maja postaé (3.2),
przy czym granice sumy s ustalane jak w jednym z podanych wyzej wariantow.

Z powyzszych kryteriow wynikaja nie tylko rozwiazania optymalne dla filtréw trans-
wersalnych i kratowych, lecz takze spos6b estymacji macierzy autokorelacyjnej R i wektora
wspolczynnikow autokorelacyjnych » w rownaniu (2.8) oraz wielkosci oczekiwanych wy-
stegpujacych w réwnaniu (2.26). Aby to wykazaé, wystarczy przeanalizowaé najbardziej
ogélny przypadek kryterium autokorelacyjnego, w ktérym zakres sumowania jest naj-
Szerszy.

4.1. ALGORYTMY TRANSWERSALNE
Jako pierwsze rozwazymy transwersaine algorytmy blokowe LS, przy zaloZeniu, Ze
w kryterium optymalizacji uwzglednione sg tylko bledy predykcji w przéd.
Zalézmy, ze rzad filtru jest rowny N i rozwazmy ciag bledéw predykeji w przod (2.16)
obliczonych dlachwil T =90, ..., M+N—1

N
e (TIN) = ()~ D fN)y(T—). @.5)
j=1

Wspdlczynniki f;(N), j = 1, ..., N, wystgpujace w réwnaniu (4.5) nalezy wyznaczy¢ tak,
aby miara bledu (4.1) osiggala minimum. W wyniku obliczeri otrzymujemy uklad réwnan

M+N-1 M+N-1
Zf,(zv) 2 YT-PUT—K) = D yMy(T—k), k=1,..,N, (46)
T=0

ktéry mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

(YiY)f(N) = Yiy, “.n
gdzie
-0 0 -
O \l
: y(O) 0
L=ba-n i 0 “8)
0 ywm-1
6 \.}’M (l)_l(M+N N>

f(N) = [fl(N)a ---,fN(N)]u.N)a 4.9)
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= [y(0)7 "'9.V(M_1)’ 0’ -",0]21,M+N)' (4-10)
Rozwigzanie

SN = (YiY) 'Yy, “.1D
réwnania macierzowege (4.7) jest réwnoksztaltne z rozwutzamem (2.8). Mozna zatem
uznaé, Ze estymatorem macierzy autokorelacyjnej R jest macierz R1 = Y Y, za$ estyma-
torem wektora wspdlczynnikéw autokorelacyjnych # — wektor # F,= ¥Yi{y,.D

Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzié dla pozostalych trzech Kkryteriéw
optymalizacji (4.2), (4.3) i (4.4). We wszystkich czterech przypadkach rozwigzanie mozna
zapisa¢ w jednolitej postaci

f(N) = (YEX)'Yiy, = R7%5, 4.12)

gdzie indeks i = 1, 2, 3, 4 specyfikuje konkretny przypadek.
Macierze Y; i wektory y; sa zdefiniowane nastepujaco:

— 0 0————0 0 N
»(0) 0 \ _ : T T
»() Y0 . 0 :
S :. ..". : Y;
: : " ¥(0) 0 . .
YN=1)  ....... (1) $(0) |
Y, = y(N) J’({V"l) """ . ¥ Y, ' Y,
: : : y(M—N-1) l 1
M= y(M—N) Y.
0 y(M—1) : :
; 0 . ;
: \V(M— h oo
| 0 0————9 yM=1) | -
= (0}, y(1), ..., y(N—1), p(N), ..., y(M—2), p(M — 1,0,...,0]
| y2 [
| ¥s |
, f Ya —|
] ‘ J1 I

Jezeli wybierzemy i = 1, otrzymamy oméwiony wyzej przypadek autokorelacyjny.
Diai = 2, 3, 4 otrzymamy odpowiednio algorytmy: kowariancyjny, z oknem poczatkowym
i z oknem kodcowym.

1
7y Dokladniej rzecz biorac, estymatorem macierzy R Jjest macierz ;i = 573 Y{ ¥: a wektora r — wektor

1
M

A
r =

¥{y:. Czynnik 1/M redukuje si¢ w rownaniu (4.11).
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Najbardziej naturalnym estymatorem macierzy R wydaje si¢ by¢ estymator kowarian-
cyjny flz = Y;Y,. W tym przypadku macierz ¥, ma wszystkie elementy niezerowe,
a bledy e;(T|N) uwzglednione w sumie (4.2) sa bigdami estymacji probek nalezacych do
okna danych za pomoca kombinacji liniowych prébek, z ktorych wszystkie rowniez na-
leza do okna danych. W przypadku estymatora autokorelacyjnego macierz Y, zawiera
elementy zerowe, a ponadto w sumie (4.1) uwzglednia si¢ bledy estymacji probek (pierw-
sze N bledow) kombinacjami liniowymi prébek, z ktérych czes¢ lezy poza oknem, a takze,
w sposéb nieco sztuczny, bledy estymacji zerowych prébek spoza okna danych (ostatnich
N bledéw) — kombinacjami liniowymi prébek nalezacych do okna danych. Podobna
sytuacja ma miejsce dla dwéch pozostatych sposobOw estymacji macierzy R.

Zawezenie granic sumowania w kryterium kowariancyjnym eliminuje efekty kraficowe
wywolane wptywem niezerowych prébek spoza bloku danych. Dzigki temu, przy wazna-
czaniu modelu AR sygnatu algorytm kowariancyjny daje najdokladniejszeArezu]taty [16]
sposrod wszystkich czterech typow algorytméw. Estymator kowariancyjny R, macierzy R
nie jest jednakze — jak nietrudno sprawdzi¢ — macierza Toeplitza. Tym samym rozwia-
zania (4.12) nie mozna uzyska¢ za pomocg algorytmu Levinsona-Durbina, ktéry umozli-
wia ominigcie bezposredniego odwracania macierzy IAQ. Konsekwencja tego jest ponadto
fakt, Ze wyznaczony za pomocg algorytmu kowariancyjnego filtr predykcyjny nie musi by¢
automatycznie minimalno-fazowy. )

Te same niedogodnoééi wystepuja w algorytmach z oknem poczq&kowAym i z oknem
koficowym (macierze 133 i Ilé4 nie sa macierzami Toeplitza). Macierze R, R i IAQ charak-
teryzuja sie jednak struktura zblizong do toeplitzowskiej. Wlasciwos¢ tg wykorzystuje sie
w specjalnych metodach rozwigzywania uktadu réwnan typu (4.7) [17, 18], ktére sg wpraw-
dzie bardziej skomplikowane od algorytmu Levinsona-Durbina, ale majg nadal zlozonos¢
obliczeniowa rzedu O(N?).. .

Jedynie dla algorytméw autokorelacyjnych macierz estymujaca R, jest macierza Toe-
plitza. Jest to nastgpstwem sztucznego rozszerzenia granic sumowania w kryterium (4.1).
W tym przypadku filtr predykcyjny jest minimalno-fazowy, a rozwiazanie (4.11) mozna
uzyskaé za pomoca; algorytmu Levinsona-Durbina. Efekty krancowe powoduja jednak,
ze dla algorytmu autokorelacyjnego uzyskuje sie najmniej dokladna estymacje modelu
AR sygnatu, zwlaszcza dla krétkich blokéw danych. W szczegblnosel, jezeli algorytmy
blokowe wykorzystuje sie do estymacji widma sygnalu, to algorytm autokorelacyjny
daje w efekcie widmo o najmniejszej rozdzielczoéci. W celu zmniejszenia wplywu efektow
kraficowych stosuje si¢ niekiedy do danych okno rézne od prostokatnego, lagodniej dazace
do zera na obu kraricach bloku.

Poprawe doktadnosci estymacji modelu sygnatu uzyskuje si¢ takze stosujac kryterium
forward-backward. W algorytmach blokowych wyznaczania filtréw transwersalnych
forward-backward, tj. optymalnych z punktu widzenia kryterium (3.2), zaklada sig, Ze
wspblczynniki predykcyjne w przod fj(N) sa zwierciadlanym odbiciem wspdtczynnikéw
predykcyjnych wstecz — por. wzér (2.19). Zaleznos¢ ta jest konsekwencja wiasciwosci -
toeplitzowskiej macierzy autokorelacyjnej, a wiec w rzeczywistosci bedzie spelniona jedynie
dla algorytmu autokorelacyjnego forward-backward. W pozostalych przypadkach zagad-
nienie optymalizacji filtru w sensie kryterium (3.2) nalezy traktowac¢ jako optymalizacje
7z ograniczeniami narzuconymi przez réownosé (2.19).
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Jak nietrudno wykazaé (szczegély pomijamy), uogélnienie otrzymanych uprzednio
rezultatéw na przypadek forward-backward prowadzi, przy przyjetym wyzej zatoZeniu,
do rozwigzania optymalnego o postaci

fN) = (¥} X+ Yy Y (Y yn+ Y ), (4.13)

gdzie indeks i = 1, 2, 3, 4 okresla rodzaj kryterium, wektor y,; = y; oraz macierz Y=1Y;
sq zdefiniowane jak we wzorze (4.12), natomiast wektor ¥p; oraz macierz ¥,; sa zdefinio-
wane nastgpujaco ' '

yzi = [0: ceey 05y (0)’y(1)’ seey _‘/(M—N—l),y(M—N), seey y(M—l)]

l Vb2 '
| Vb3 { )
I _ Yoa |
I Vo1 ]
K 0 o 1 T T
5 s )
0 »(0)
y(©@ y(1) T Y,s |
¥, - y(:l) y(:2) y(N) Y., Y,,
»M-N) vm-nl 11y,
: SR
yM-1) 0 ,
| 0 0——0 R 4L 1

Jedynie dla i = 1 (kryterium autokorelacyjne) macierz Y7, Y+ Y5 Yy, jest macierza
Toeplitza. W pozostalych przypadkach efektywne uzyskanie rozwigzania (4.13) napotyka
na podobne trudnosci jak w przypadku algorytméw typu forward.

Najdokiadniejszy model sygnatu, a przede wszystkim najlepszy estymator widma,
daje blokowy algorytm transwersalny . forward-backward z kryterium kowariancyjnym
(brak wplywu efektéw kraficowych). Algorytm ten zostat zaproponowany w pracach
[19, 20] jako uogdlnienie algorytmu tego samego typu, ale wezesniejszego chronologicznie
i zarazem jednego z pierwszych algorytméw klasy LS, a mianowicie algorytmu Burga®.
Ze WZglgdu na to, Zze dla kryterium kowariancyjnego macierz Yf, Y12+ Y5, Yy, nie jest
macierza Toeplitza, uzyskanie efektywnego rozwigzania jest bardziej pracochlonne.

®» Algorytm ten oméwimy przy prezentacii algorytméw kratowych,
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Macierz ta moze by¢ jednakze zdekomponowana w odpowiedni sposéb na sume macierzy
Toeplitza i Hankela. Korzystajac z tej dekompozycji Marple [21] opracowat algorytm
o ztozonosci obliczeniowej rzedu O(N?), niewiele bardziej skomplikowany niz algorytm
Levinsona-Durbina stosowany w przypadku macierzy toeplitzowskiej.

4.2. ALGORYTMY KRATOWE

Podobnie jak dla algorytméw transwersalnych, tak i dla blokowych algorytméw kra-
towych, sposéb estymacji parametréw filtru wynika wprost z przyjetego kryterium opty-
malizacji.

Podstawiajac do jednego z kryteriéw typu Jorward (4.1)—(4.4) zalezno§é rekursywna
(2.22) i minimalizujgc sum¢ wzgledem &, otrzymuje si¢ nastepujace estymatory wspolczyn-
nikéw odbicia:

%’ le;(TIn—1)e,(T—1|n—1)]
B Y et(T—1jn—1)
T

, n=1,..,N (4.14)

Zakres sumowania zalezy od przyjetego rodzaju kryterium. Ze wzgledu na to, ze
wspodtezynniki odbicia s3 wyznaczane dla kolejnych rzedéw filtru n = 1,..., N, zakres
sumowania bedzie w tym przypadku zmienny i zalezny od n. Jedynie dla kryterium z oknem
poczatkowym granice sumy we wzorze (4.14) s stale. Dla poszczegélnych typéw algorytmu
sumowanie przebiega w nastgpujacych granicach:

— algorytm autokorelacyjny: od 7= 0do T = M+n—1,

— algorytm kowariancyjny: od T =ndo T'= M—1,

— algorytm z oknem poczatkowym: od T = 0do T'= M—1,
— algorytm z oknem koficowym:od T=ndo T = M+n—1.

Niekiedy jako kryterium optymalizacji filtru kratowego przy;mu_ye si¢ kryterium LS.
dla bledéw predykcji wstecz (kryterium backward):

“min ) &(TIN), 4.15)
T

gdzie wybor granic sumowania determinuje typ algorytmu.
W tym przypadku otrzymujemy nastgpujgce estymatory wspéiczynnikéw odbicia

TZ[eAT:n—l)eb(T—un—'l)]
k = = .16)
g Pz , n=1,.,N (4.16)

Podkresimy, ze Jedyme dla algorytmu autokorelacyjnego oba estymatory (4.14) i (4.16)
przyjmuja te same wartosci. Z tego wzgledu wspélczynniki &, okre§lone wzorami 4.14)
1(4.16) sa dla pozostatych trzech typ6w algorytméw nazywane niekiedy wspolczynnikami
odbicia odpowiednio w przéd i wstecz oraz oznaczane kf i k2. Rozréznienie to nie jest.
wymagane dla algorytmu autokorelacyjnego, podobnie jak nie bylo wymagane w przypadku
teoretycznym przy kryterium $redniokwadratowym MMSE, jesli tylko modelowany sygnat
Jjest rzeczywistym sygnalem stacjonarnym. W przypadku sygnatu zespolonego dla obu tych
kryteriéw zachodzi zalezno$é kf = (kb)*.
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Ponadto, jedynie dla algorytmu autokorelacyjnego estymatory (4.16) spetniaja warunki
k.| < 1, ktérej w przypadku gdy sygnatnie jest suma sinusoid zapewniajg, Ze otrzymane filtry
sa minimalno-fazowe. Gwarancji takiej nie mamy, jezeli przy kryterium typu forward
lub typu backward zastosowany jest jeden z trzech pozostatych rodzajéw algorytmow.

Szczegdlne wlasciwosci algorytmu autokorelacyjnego sa nastgpstwem wiasciwosci
toeplitzowskiej estymatora R1 macierzy autokorelacyjnej i $wiadcza o wyraznych podo-
bienstwach miedzy zagadnieniami wyznaczania filtru optymalnego przy przyjeciu kryteriow
MMSE oraz autokorelacyjnego LS. W istocie rzeczy zwigzek migdzy tymi zagadnieniami
jest bardzo $cisly. W ujeciu geometrycznym teorii filtréw predykcyjnych dowodzi sig, Ze
zagadnienia te sa izomorficzne [15].

W celu poprawy dokladnosci estymacji modelu sygnatu, w blokowych algorytmach
kratowych stosuje si¢ bardzo czesto kryterium forward-backward (3.2). Dla wszystkich
wariantéw tego kryterium przyjmuje si¢ kf = kb = k,. Podstawiajac przy tym zatozeniu
zaleznosci rekursywne (2.22) i (2.23) do wzoru (3.2) i przyréwnujac pochodne miar bledu
(obliczone wzgledem wspdlezynnikéw k,) do zera, otrzymujemy

2 3 [eA(Tin—1)e,(T—1jn—1)]

- gj [E(TIn—1)+e(T—1n—1)]

n=1,..N, @.17)

Zwréémy uwage, ze dla kazdego z czterech wariantéw kryterium forward-backward
spelnione s3 warunki |k, < 1. Zaleta ta przesadza dodatkowo o czgstym stosowaniu
kryteriow forward-backward w blokowych algorytmach kratowych. -

Schemat tych algorytméw ma nastgpujaca postaé:

BLOKOWE ALGORYTMY KRATOWE FORWARD-BACKWARD
WARUNKI POCZATKOWE: ¢(—1|n) =0 dlan=1,
e,(T)0) = e;(T|0) = y(T) dla kazdego T z zakresu sumowania
ESTYMACJA WSPOLCZYNNIKA ODBICIA:

2 ; le(TIn—1)ey(T—~1{n—1)]

" 2 [H(Tln— 1)+ e}(T~11n—1)] -

n—n+l
n=1,...,N
REKURSJE BLEDOW:
{ef(Tln) = e(Tn—1)—k,ee(T—1n~1) ———

i
T-T+1

Ney(Thn) = e(T—Dlin—1)~kne,(Tin—1) |

Z warunkéw poczatkowych obliczamy wspdlczynnik &;. Wspolczynnik ten podsta-
wiamy do rekursji na bledy predykeji w przéd i wstecz i obliczamy wartosci e;(T(1) i e,(T1)
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dla kazdego T z zakresu sumowania w przyjetym kryterium. Na podstawie tych wartosci
obliczamy wspdlczynnik k, itd. Podkreslmy, ze algorytmy tej klasy sa algorytmami re-
kursywnymi po rzedzie i nie wymagaja, w przeciwiefistwiec do blokowych algorytmow
transwersalnych, rozwiazywania ukladu réwnan typu (4.7). Sa to zatem algorytmy prostsze
obliczeniowo.

Po raz pierwszy kryterium forward-backward w algorytmach blokowych zastosowat
Burg [22]. Algorytm Burga, bardzo popularny i czesto stosowany w praktyce, jest bloko-
wym algorytmem transwersalnym typu kowariancyjnego, w ktérym wykorzystany jest
kowarijancyjny blokowy algorytm kratowy. W celu obliczenia wspolczynnikéw predyk-
cyjnych f;(B) Burg przyjal, Ze spelniona jest druga rekursja Levinsona-Durbina dla kaz-
dego n =1, ..., N. Wyznaczony za pomoca algorytmu Burga filtr transwersalny jest
wigc filtrem optymalnym w sensie kowariancyjnego kryterium LS forward-backward przy
ograniczeniu, Ze spetniona jest druga rekursja Lewinsona-Durbina. Przyjete ograniczenie
zapewnia, Ze otrzymany filtr jest minimalnofazowy. Pelny algorytm Burga, w ktérym
dodatkowo uwzgledniona jest trzecia rekursja Levinsona-Durbina na miare bledu ma
nastgpujaca postac:

ALGORYTM BURGA

WARUNKI POCZATKOWE: ¢(—1n) =0, n=1,...,N
M1

&(T10) = e,(TI0) = (1), T =0, ..., M~1, &) =2 > y*(T)
T=0

ESTYMACJA WSPOLCZYNNIKA ODBICIA:

M-1
2 > el(Tin—1)e,(T—1|n—1)
—k — T=n
n M-—1
3 [X(Tin—1)+ (T~ 1jn—1)] |

REKURSIJE LEVINSONA-DURBINA:
i) = filn—1D)—k,fo_;(n=1), j=1,...,n-1 n—n+l1

T=n ‘

—em) = (1—kDe(n—1)
REKURSIJE BLEDOW (T =n, ..., M—1):
es(TIn) = ep(Tin—1)—k,e,(T—1[n—1)
_’{eb(T!n) = ep(T—1[n— 1)-—kneJ(Tln—l)}
ZEOZONOSC OBLICZENIOWA :
NGBM—N)— M+4N mnozen, NGM—N)—2M—N dodawan

Algorytm Burga wymaga ponadto pamigtania 3M+N+2 liczb. Przy obliczeniu zto-
zonosci algorytmu dzielenie potraktowano jako mnozenie. Mozliwa jest takze modyfikacja
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algorytmu zaproponowana przez Andersona [23], polegajaca na rekursywnym obliczaniu
mianownika estymatora k,:

M@m) = (1—k2_)M@u—1)—e}(nin—1)— e (M —nln—1). 4.18)

Trzecig rekursjc Levinsona-Durbina obliczamy tylko wtedy, gdy zachodzi potrzeba sle-
dzenia miary bledu predykcji.

Nalezy podkreélié, ze w algorytmie Burga optymalizacja sprowadza si¢ do doboru
tylko ostatnich wspélczynnikéw k, = f,(n), natomiast pozostale wspoiczynniki fj(n),
j=1,..,n—1 sa wyznaczone z rekursji Levinsona-Durbina. Ograniczenia te ominat
Marple [21] i zaproponowal algorytm, wynikajacy z faktu, ze macierz ¥}, ¥y, + Y5, Y2
jest sumg macierzy Toeplitza i Hankela, ktéry umozliwia optymalizacj¢ filtru transwer-
salnego ze wzgledu na dobér wszystkich wspdlczynnikéw predykeyjnych. W rezultacie
algorytm Marple’a ma wyrazng przewage nad algorytmem Burga z punktu widzenia do-
ktadnosci wyznaczonego modelu. Jest on szczegblnie korzystny w zastosowaniu do esty-
macji widma sygnatu (mniejsze obciaZenie i mniejsza wariancja estymatora widma; nie-
wystepowanie charakterystycznego dla algorytmu Burga zjawiska, polegajacego na roz-
szczepianiu prazkéw widmowych). Algorytm Burga jest natomiast nieco prostszy pod
wzgledem obliczeniowym i w odréznieniu od algorytmu Marple’a, gwarantuje minimalno-
fazowo$¢ filtru.

Algorytm Marple’a ma nastepujaca postaé (wyprowadzenie i znaczenie poszczegdlnych
zaleznosci jest przedstawione w pracy [21]):

ALGORYTM MARPLE‘A

[Dane: y....., y (M)I

tak
[Stop }—=Tczy o=n}

Status 1 Ynie nie
Rekursje bteddw tak {  czy
predykcji Stop @2y =1
‘y Status 3 :
Rekursje wektorow : ;
pomocniczych poRelr(;';?Z?e
Rekursje wielkosci n: n+l
skalarnych
_ Rekursje znak |2 Rekursje wielkosci
mianownika D {n) D{n) przesunigtych
w czasie

Status 2
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INICJACJA
M
, 05 = 1-g(0)
o0 =2 X0 06 = 1-w(®)
01 = 1/£(0) &'(0) = &(0)D(0)
02 = Q1y(1) Q1 = 1/&(0)
g(0) = Q1y*(1) c’(0, 0) = Q1y(1)

u(0) = w(0) = Qly*(M)  d'(0,0) = Qly(M)
D(0) = 1—-g(0)—w(0) n=1
er(1,0) = »(1) Mot

es(M, 0) = y(M) RO, 1) =2 kZl yke+1)y(®
SO =hO =0 1 _ _ro pot

2(0) = 02y(1) 2

04 = 1/D(0) e(l) = £(0)[1—a2(1, 1)]

REKURSJE BLEDOW PREDYKCII

es(l,m) = y(r+ 1)+ D alk, Wy(n—k+1)
k=1

ey(M—n,n) = WM —n)+ 2 a(k, ) y(M—n+k)
k=1

REKURSJE WEKTOROW POMOCNICZYCH

01 = 1/e(n) Diak=1,..,n

Q2 = Qles(1,n) ek, n) = c'(k—1, n—1)+Q2a(k, n)
03 = Qle,(M—n,n) d(k,n) = d'(k—1,n—1)+Q3a(k, n)
c(0, n) = Q2

d(0, n) = Q3

REKURSJE WIELKOSCI SKALARNYCH

Q7 =s%*(n—-1)

gm) = gln—1)+ex(1, n)Q1+04[v*(n—1)Q6+ 0507+ 20(n—1) h(n—1) s(n—1)]

w(n) = wn—1)+eg(M—n, n)Q1+Q4[u*(n—1) 05+ 0607+ 2u(n—1) h(n—1)s(n—1)]

hn) = ) clle, Hy(M—n+k)  u(n) = D) d(k, ))y(M~F)
k=0 k=0
st) = D clle, myy(M—k)  o(n) = D ek, my(k+1)
k=0

k=0
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REKURSJE MIANOWNIKA
05=1—gn) Q6 =1—wn) Dm) = Q0506—h*(n)

REKURSJE WIELKOSCI PRZESUNIETYCH W CZASIE
04 =1/D(n) Q1 =0104
a(n) = {1+ [e;(1, N)Q6+ej(M—n, n)Q5+2h(n)e,(1, n)e,(M—n, n)]Q1}71
Dlak=1,..,n
a'(k, ny = a(n){a(k, ny+Q4le-(1, n) Q6 +e,(M—n, n)h(n)]c(k, n)+
+ Q4ley(M —n, )05 +e.(1, yh(w]d(k, n)}
Dlak=20,..,n
c'(k,n) = c(k, n)+Q4[v(M) 06+ h(m)s(@)]c(n—k, k)+
04[sMO5+vmh(m)dn—k, k)
d'(k,n) = d(k,n)+Q4ls(n) 06+ h(m)u(m)]c(n—k, k)+
04[v(m) Q5+ s h(n)]dn—k, k)

REKURSJE PO RZEDZIE
Dlak=1,..,n-1
Rk, n) = Rtk—1,n—1)—y(M—k+Dy(M—n+1)—ymyk)

M-
RO,n) =2 D y(k+n)y(k)
k=1

n—1

A@m) = RO, n)+ D Rk, n)a'(k, n—1)
k=1

02 = —-A@m)/e'(n—1) amn) =02
Dlak=1,..,n-1 '

alk, n) = a'(k,n—1D+02a'(n—k,n—1)
e(m) = ¢(m—1)[1—a*(n, n)]

Algorytmy blokowe LS znajduja m.in. zastosowanie w przetwarzaniu sygnaléw mowy
[13, 35], a wiec sygnaléw o szybko zmieniajacych si¢ charakterystykach. W takim przy-
padku problemy zwigzane z niestacjonarnoscia sygnatu rozwiazuje si¢ dzielac zbiér prébek
na podbloki, w ramach ktérych sygnal uwaza si¢ w przyblizeniu za stacjonarny. Dla
kolejnych podblokéw oblicza si¢ kolejne optymalne filtry. Tego typu przetwarzanie infor-
macji o sygnale ma charakter adaptacyjny.

W algorytmach blokowych stosuje si¢ najczgéciej kryteria autokorelacyjne i kowarian-
cyjne forward-backward. Krytycznymi problemami dla tej klasy algorytméw jest ich sto-
sunkowo duza ztozono$é obliczeniowa oraz problem stabilnosci filtru. Wprawdzie niektdre
z omawianych algorytméw blokowych gwarantuja otrzymanie stabilnego filtru modelu-
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jacego, nie mozna jednak zapomina¢, Ze wnioski dotyczace stabilnosci byty sformutowane
przy milczacym zatoZeniu, Ze obliczenia sa przeprowadzane z nieskonczong dokladnoscig.
Nalezy podkresli¢, Zze algorytmy blokowe sa bardzo wrazliwe na bledy zaokraglenia i w
przypadku niedostatecznej dokladnoéci obliczent prowadza czesto do filtréw niestabilnych.
Ogolnie rzecz biorac, algorytmy blokowe nie wykazuja najlepszych wiasciwosci numerycz-
nych i tylko przy duZej dokladnosci obliczen otrzymuje si¢ sensowne estymatory parame-
trow modelu AR sygnalu.

5. ALGORYTMY GRADIENTOWE!

Algorytmy gradientowe naleza do klasy algorytméw rekursywnych LMS, tzn. algo-
rytméw, w ktérych zastosowano kryterium (3.3) lub (3.4). Wspétezynniki filtru sa w tych
algorytmach iterowane dla kazdej kolejnej chwili— w zalezno$ci od przeszlej informacji
o sygnale i od biezacej probki. Algorytmy gradientowe majg zatem charakter adaptacyjny.

Wspdlna cecha wszystkich algorytmow adaptacyjnych jest wykorzystanie w procesie
adaptacji sygnalu wyjsciowego filtru predykcyjnego, tj. sygnatu bledu e,(T|N), do stero-
wania zmianami wspétczynnikow filtru (rys. 4). Struktura filtru moze by¢ zaréwno trans-

Y

y(T) Filtr Qf(TIN)
predykcyny

/

Rys. 4. Adaptacyjny filtr predykcyjny

wersalna jak i kratowa. Atrakcyjno$¢ algorytméw gradientowych wynika m.in. stad, ze
ich zlozono$¢é obliczeniowa przypadajaca na jedng iteracjg jest rzgdu O(N).

5.1. TRANSWERSALNE ALGORYTMY GRADIENTOWE

Koncepcje algorytméw tej klasy wyjasnimy na przyktadzie transwersalnego algorytmu
gradientowego, optymalnego w sensie kryterium MMSE.

Rozumowanie jest typowe dla wszystkich metod gradientowych. Przyjmuje sie, Ze
wektor wspolezynnikéw f(T+ 1|N)filtru predykcyjnego rzedu N, obliczony w chwili T+1,
jest réwny wektorowi

S(TIN) = [fi(TIN), ..., i(TIN)]{ (5.1)

w chwili 7, pomniejszonemu o wektor proporcjonalny do gradientu bledu $redniokwadra-
towego predykcji, tzn. o wektor skierowany w kierunku najwiekszego wzrostu bledu.
Tak wigc

ST+1IN) = TN~ 2 Vycay (BTN, 52)
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-gdzie
es(TIN) = y(T)—f{(TIN)y(T—1) (5.3)
jest bledem predykcji w przdd,
y(T) = (@), ..., (T-N+1DJ (.49

est wektorem danych, a § jest odpowiednio dobrang stala. Poniewaz dla j=1,...,N
mamy

af,Tj"W)— E[e}(TIN)] = 2E [ef(TIN) 8]3(—2"11\7) ef(TIN)] = —2E[e(TIN))(T-))),
zatem wzér (5.2) mozemy zapisaé w postaci
A(T+1IN) = f(TIN)+ BEle,(TIN) y(T—1)]. (5.5
fub — korzystajac ze zwiazku (5.3) — w formie macierzowej
f(T+1IN) = (I-BRf(T|N)+ pr, (5.6)

gdzie I jest macierza jednostkowa rzedu N. Macierz korelacyjna R sygnatu {y(T)}i wektor r
83 identyczne jak we wzorze (2.8) dla p = N.

Algorytm gradientowy, opisany wzorem (5.6) ma charakter konstruktywny jedynie
woéwczas, gdy znanych jest N pierwszych wartosci Ry(k), k =0, ..., N—1, funkcji auto-
korelacji sygnatu {y(T)}. Poniewaz wielkoéci te nie sa w praktyce znane, to warto$é oczeki-
wana Ele,(T|N)y(T—1)] wystepujaca w zaleznosci (5.5) zastepuje si¢ jej estymatorem.
W algorytmie gradientowym LMS estymatorem tym jest po prostu wielko$¢ e (T|N)y(T—1),
ktéra — jak nietrudno przesledzi¢ — wynika z zastgpienia gradientu wystepujacego we
wzorze (5.2) estymatorem Vycry,[e}(TIN)]. Estymator ten jest oczywiscie wielkoécia sto-
chastycznga i z tego wzgledu omawiany algorytm jest niekiedy nazywany w literaturze
algorytmem gradientu stochastycznego (SG). Minimalizacji podlega wéwczas nie blad
sredniokwadratowy E[e%(T|N)], lecz kwadrat bledu e2(T|N) dla T =1, 2, ... (por. kry-
terium (3.3)).

Przy przyjetych zaloZeniach transwersalny algorytm gradientowy, zwany rdwniez
algorytmem Widrowa-Hoffa [24], ma nastgpujaca postaé

TRANSWERSALNY ALGORYTM GRADIENTOWY WIDROWA-HOFFA
WARUNKI POCZATKOWE: ¢,(0|N) = y(0), fO|N) = f(1|N) = 0,
e;(1IN) = y(1)
REKURSJE: dla T =1, 2, ...
ex(TIN) = Y(T)~f(TIN) ¥(T—1)
J(T+1IN) = f(TIN)+ Be,(TIN) y(T—-1)
STALA ALGORYTHU: g
ZE0ZONOSC OBLICZENIOWA: 2N+1 mnozes, 2N dodawafi
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Nalezy podkreslié, ze w adaptacyjnych algorytmach gradientowych trajektoria, po
ktérej porusza si¢ wektor f(T]N) jest stochastyczna i nawet po zblizeniu sie do rozwiazania
optymalnego fluktuuje wokét niego z pewng niezerowg wariancja. Algorytmy adaptacyjne
nie prowadzg zatem do rozwigzania optymalnego (w sensie kryterium MMSE), a jedynie do
rozwigzania przyblizonego.

Istotng cecha algorytmu gradientowego, decydujaca m.in. o jego jakosci, jest szybko$é
zbieznosci. Pojecie zbieznoéci algorytmu nalezy tu rozumieé jako zbieznosé oczekiwanej
trajektorii do rozwigzania optymalnego. Nie oznacza to, ze do rozwiazania optymalnego
sg zbiezne poszczegdlne realizacje trajektorii.

O'zbieznosci transwersalnego algorytmu gradientowego decyduje wybér stalej p. Mozna
wykazaé [25], ze dla zapewnienia zbieznosci tego algorytmu musi ona spetniaé¢ warunek

0<p< 12 , (5.7

gdzie An. jest najwigksza warto$cig wlasna macierzy autokorelacyjnej R sygnatu, Wybor
wigkszych wartosci § z tego przedziatu zapewnia szybszg zbieznoéé w poczatkowym okresie
adaptacji. Jest jednak regula, ze dla wigkszych wartosci f obserwuje si¢ duza wariancje
fluktuacji wektora f(T]N) w stanie ustalonym wokdt wektora optymalnego. Warto$¢ stalej §
wybiera si¢ zatem wyraznie mniejsza 0d 2/, ale wigksza od pewnego progu, zapewniaja-
cego wymagang szybkos¢ zbieznosci. Jako warto$¢ tego progu przyjmuje sie zwykle 2/4
gdzie 4,;, jest najmniejsza wartoscia wtasna macierzy R.

Problem wymiennosci migdzy szybkoscia zbieznosci a doktadnoscia estymacji modelu
(mierzong wariancja fluktuacji wektora f(T|N)) jest charakterystyczny dla wszystkich
adaptacyjnych algorytméw predykcyjnych [26]. Szybko$é adaptaciji i dokladnosé estymacji
modelu sygnatu mozna zwigkszy¢, stosujac w algorytmie Widrowa-Hoffa tzw. Zmienny

krok B(T), tzn. uzalezniajac stala # od momentu iteracji. Jeshi zmienny krok S(T) speia
warunki

min»s

D B =, DD < (5.8)
=0 =0

to dla sygnaltu stacjonarnego zapewniona jest zbieznosé (w sensie $redniokwadratowym)
do rozwiazania optymalnego [25]. Najbardziej znanym algorytmem o zmiennym kroku
spetniajacym podane warunki jest algorytm Robbinsa-Monro [27], zwany takze algorytmem
stochastycznej aproksymacji (SA).

Nalezy podkresli¢, ze dla sygnatu niestacjonarnego o wolno zmieniajacych sie charakte-
rystykach spelnienie warunkéw (5.8) nie zapewnia zbiezno$ci (w jakimkolwiek sensie).
Dla tego typu sygnaléw algorytm stochastycznej aproksymacji traci sens, gdyz nie jest
w stanie §ledzi¢ zmian charakterystyk sygnahu.

ALGORYTM STOCHASTYCZNEJ APROKSYMACJI ROBBINSA-MONRO
WARUNKI POCZATKOWE: ¢,(0|N) = »(0), fOIN) = f(1|N) = 0,
e;(1{N) = y(1)

18 Rozprawy Elektrotechniczne 4 /89



1018 J. Szabatin, A. Wojtkiewicz Rozpr. Elektrot.

REKURSIJE:
e(TIN) = (D) —f(TIN)y(T—-1)
f(T+1N) = f(TIN)+ B(T) ex(TIN) y(T—1)

by =2,

STALA ALGORYTMU: 8
ZEOZONOSC OBLICZENIOWA : 2N+2 mnozen, 2N dodawan

Dla sygnaléw stacjonarnych mozna w ogdlnym przypadku stosowal tzw. technike
..gear shift” ustalania zmiennoéci kroku. Polega ona na wyborze stosunkowo duzej war-
tosci statej B w poczatkowe;j fazie algorytmu (zapewniajacej odpowiednio szybka poczatko-
wa zbiezno$6), a nastepnie na zmniejszeniu wartoéci § w celu uzyskania matych fluktuacji
wektora f(T|N).

W transwersalnym algorytmie gradientowym wystgpuje niepozadana zaleznos$¢ szyb-
kosci zbiezno$ci od mocy sygnatu. Jezeli rekursje dla wektora wspdtczynnikéw filtru zapi-
szemy w postaci skalarnej

S(T+1IN) = fi(TIN)+Be(TIN)Y(T—-j), Jj=1,...,N, (5.9)
to nietrudno zauwazyé, ze k-krotny wzrost prébki y(7'—j) powoduje k?-krotny wzrost
jednego z wyrazéw skladnika modyfikujacego j-ty wspolczynnik filtru (blad ep(T|N)
zalezy réwniez od y(T—j)). Algorytm jest wigc wrazliwy na nagle zmiany wartosci sygnalu
i moze byé niestabilny przy duzej dynamice tych zmian. Efekt ten mozna wyeliminowac
poprzez uzaleznienie zmiennego kroku od estymowanej na biezaco mocy sygnatu. Przy-
ktadem moze by¢ nastgpujacy wybdr zmiennego kroku:

A
B(T) = m 5
gdzie A i B s3 odpowiednio dobranymi statymi, a ¢(T) jest estymatorem mocy sygnatu
w chwili 7. Sensownym nieobcigzonym estymatorem mocy sygnatu jest wykladniczo
wazona Srednia czasowa mocy poszczegélnych prébek

(5.10)

T
oA(T) = (1—a) Y, dy*(T—K), ae(,1). (5.11)
k=0

Zaletg tego estymatora jest mozliwo§¢ obliczania go w sposéb rekursywny
02(T) = ac*(T— 1)+ (A=) y*(T) (5.12)
Stala B we wzorze (5.10) zabezpiecza przed zbyt duzymi wartosciami kroku B(7),
mogacymi spowodowaé niestabilng prace algorytmu. Zozonoéé obliczeniowa znormali-
zowanego transwersalnego algorytmu gradientowego jest niewiele wigksza od algorytmu
nieznormalizowanego, a jak wynika z badan symulacyjnych [28] — jego stabilno$¢ nu-
meryczna jest znacznie lepsza. Z badant przeprowadzonych przez autoréw wynika takze,
ze dla prawidlowej pracy algorytmu bardzo istotny jest wlasciwy dobér statych A,B i «
w zaleznosci od typu modelowanego sygnatu.
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ZNORMALIZOWANY TRANSWERSALNY ALGORYTM GRADIENTOWY
WARUNKI POCZATKOWE: ¢,(0|N) = y(0), e,(1|N) = p(1),
JOIN) = f(1IN) = 6, 6*(0) = (1-)y*(0)
REKURSJE: T = 1,2, ...
& (TIN) = y(I)—f(TIN)p(T—-1)
F(T+1IN) = (TIN)+B(T)e(TIN) p(T— 1)

4
D= smes
o*(T) = ac®(T—1)+ (1 -a}y*(7)
STALE ALGORYTMU: 4, B, «

ZE.OZONOSC OBLICZENIOWA: 2N+4 mnozen, 2N+2 dodawan

W niektérych zastosowaniach praktycznych, gdy czas obliczen jest czynnikiem kry-
tycznym a nie jest wymagana duza dokiadnosé, stosuje si¢ tzw. znakowy algorytm gradien-
towy, w ktérym druga rekursja algorytmu Widrowa-Hoffa jest zastapiona rekursja

F(T+1N) = f(TIN)+ Bsgnle (TIN)]y(T—1). (5.13)

Implementacja tego algorytmu jest szczegélnie prosta, wymagane jest bowiem mnozZenie
tylko przez stale i —p. Szybkoé¢ zbieznosci tego nieliniowego algorytmu maleje tylko
W nieznacznym stopniu w poréwnaniu z algorytmem Widrowa-Hoffa [29]. W algorytmie
znakowym mozna oczywiscie stosowaé zmienny krok.

Podstawowa wada transwersalnych algorytméw gradientowych jest ich wolna zbiezno$é
w poréwnaniu z algorytmami rekursywnymi LS. Dobierajac odpowiednio strategie zmien-
no$ci kroku B(T) uzyskuje si¢ wprawdzie zwigkszenie szybkosci zbieznosci, ale poprawa
jest nieznaczna. Ostatnio zaproponowany zostal [30] interesujgcy transwersalny algorytm
gradientowy o zmiennych krokach 8;(T),j = 1, ..., N, wybieranych niezaleznie dla kazde-
go wspdiczynnika predykeyjnego f;(TJN). Dodatkowa zaleta algorytmu jest adaptacyjny
dobor krokéw £;(7). Koncepcja tego algorytmu polega na zastapieniu stalej f wystepu-
jacej w klasycznym algorytmie Widrowa-Hoffa macierzg

Au(T) O 0

B(D) = "’@l
0 ———>0  fu(T)

Otrzymuje sie wéwczas zaleznosé:
J(T+1|N) = f(TIN)+e(TIN) B{T) y(T—1). (5.14)

Elementy macierzy B(T) wybiera si¢ z przedzialu B, < Bi(T) < Bmax. Ograniczenie
prawostronne zapewnia zbieznos¢ algorytmu, a lewostronne okresla najmniejsza dopu-
szczalng szybko$¢ zbieznosci. Dla kazdej chwili 7 warto$é 8;(T) jest zmniejszana o ustalona
warto$¢ Af (poza przypadkiem, gdy B;(T) = Bmmn), jeSli tylko skiadowa gradientu

18
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V;[e2(TIN)] = —2ep(T|N)y(T—j) zmienia znak dla kazdej z" kolejnych /, probek. Jesli
natomiast j-ta sktadowa gradientu ma ten sam znak dla /, kolejnych prébek, to wartosé
Bi(T) jest zwigkszana o warto$¢ AB (poza przypadkiem, gdy B;(T) = fmax)-

Najbardziej charakterystyczne sa cztery przypadki wyboru liczb /; i 1:

—1, =1, I, = co — mozliwe jest tylko zmniejszanie krokéw f;(T), ktére nastgpuje dla
kazdej zmiany znaku sktadowych gradientu V;[e}(T|N)],

—1, > 1, I, = oo — mozliwe jest tylko zmniejszanie krokéw f;(T) co I, kolejnych zmian
znakéw wartosci V;[eZ(TIN)],

-1, > I; > 1 — przewaza tendencja do zmniejszania wartosci 8;(T); przypadek uzyteczny
dla sygnaléw stacjonarnych,

~1l, =1, > 1 —tendencje do zmniejszania i zwigkszania wartosci krokéw sa jednakowo
uprzywilejowane; przypadek uzyteczny dla sygnaléw niestacjonarnych.

Zazwyczaj przyjmuje si¢ 5;(0) = Brmax. Z wynikéw badan symulacyjnych przeprowa-
dzonych w [30] wynika, ze transwersalny algorytm gradientowy z niezaleZna adaptacja
sktadowych wektora kroku charakteryzuje sig w niektorych zastosowaniach (np. do od-
szumiania sygnatu) 10-krotnym wzrostem szybkosci zbieznosci w poréwnaniu z klasycz-
nym algorytmem gradientowym w przypadku duzego poziomu szumu i az 50-krotnym —
w przypadku malego poziomu szumu.

5.2. KRATOWE ALGORYTMY GRADIENTOWE

Algorytmy gradientowe LMS mozna réwniez stosowaé do wyznaczania wspGlczyn-
nikéw filtru kratowego. Sformulowanie problemu jest analogiczne; gradient wystepujacy
w réwnaniu opisujacym iteracyjny sposéb wyznaczania optymalnych (w sensie MMSE)
wsp6lczynnikéw odbicia nalezy zastapi¢ odpowiednim estymatorem. Pojawia sig tu jednak
pewna trudno$é. We wzorze

KT+ LIN) = k(TIN)~ 5 Vacrin (ELHTIN), (519

gdzie k(T|N) = [k (D), ..., ky(D)] jest wektorem wspoiczynnikéw odbicia filtru rzedu A,
nie istnieje niestety tak prosta zalezno$¢ bledu predykcji w przoéd od wspdlezynnikow
filtru. Jednakze, jezeli uwzgledni sig, ze dla filtru kratowego wspolczynniki odbicia wyz-
szych rzedéw sa niezalezne od wspdlczynnikéw odbicia niZszych rzedéw (jesli tylko te
ostatnie zostaly wyznaczone optymalnie), wéwczas postawione na wstepie zagadnienie
gradientowe mozna sformulowaé w postaci
k(T+1) = k,(T)— %—a—];(—n{E[e}(TlN)]}, n=1,..,N. (5.16)

Zastepujac nastepnie pochodne biedu Sredniokwadratowego pochodnymi stochastycznymi
kwadratu bledu, otrzymamy zaleZno§é opisujaca iteracyjny sposéb wyznaczania wspot-
czynnikéw odbicia. Mozna przy tym stosowaé wszystkie trzy wersje kryterium LMS, tj.
kryteria forward, backward oraz forward-backward.

Ograniczymy si¢ do omoéwienia algorytméw gradientowych typu forward-backward,
poniewaz sa one najszybciej zbiezne. Pozostale typy algorytméw mozna wyprowadzi¢
w analogiczny sposéb.
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Podstawiajac we wzorze (5.16) w miejsce bledu sredniokwadratowego sume kwadratow
biedéw predykcji w przéd i wstecz, obliczajac nastgpnie pochodne tej sumy wzgledem
wspotczynnikéw k.(T), n = 1, ..., N, i uwzgledniajac zaleznosci rekursywne (2.22) i (2.23),
otrzymujemy nastgpujacy algorytm

KRATOWY ALGORYTM GRADIENTOWY
WARUNKI POCZATKOWE: ¢e/(T]0) = ¢,(T10) = y(T), T= —1,0,1, ...
REKURSJE: n=1,...,N :
e (Tin) = ex(Tin—1)—kn(T)en(T—1ln—1) —— |
e(TIn) = ep(T—nln—1)—ky(T)e,(TIn—1) . T Tl
kn(T+1) = kn(T){1—Ble}(TIn—1)+e3(T—1|n—1)]} + |
+2f8e-(Tin—1)en(T—1|n—1)
STALA ALGORYTMU: g
Z¥.0ZONOSC OBLICZENIOWA: 7N mnozefi, 6N dodawan

W celu inicjacji algorytmu nalezy przyjaé niezerowa warto$é probki y(—1).

Staly krok f steruje szybko$ciag zbieznosci algorytmu. Podobnie jak dla algorytmoéw
transwersalnych krok ten mozZna zmieniaé adaptacyjnie, w zaleznoéci od estymowanej
na biezaco sumy mocy sygnatdéw bledu, przyjmujac na przyklad:

o ; ﬁn(Tl) = Tﬂ;_—l)‘ (5.17)
B(T+1jn—1) = (1— %) B(T|n— 1)+eX(Tin— 1)+eX(T—1n—1). (5.18)

Zauwazmy, Ze tak zdefiniowany zmienny krok zalezy zaréwno od numeru wspéiczyn-
nika odbicia jak i od chwili 7. Poniewaz, jak nietrudno wykazaé

- . . o .
i = 5.19
Im EBD) = Fra@m—D+ 4@=Tn=D1" IR

zatem stala o steruje szybkoscig zbieznosci nie tylko estymatora (5.18), lecz réwniez

estymatoréw wspdtczynnikow k,(T). Algorytm znormalizowany ma postaé

ZNORMALIZOWANY KRATOWY ALGORYTM GRAD_IENTOWY (I WERSJA)
WARUNKI POCZATKOWE: ¢,(T|0) = e,(T|0) = y(T), T=-1,0,1,...
a>(110) = y*(0)+y*(—1)
REKURSJE: n=1,...,N
e, (T|n) = e, (TIn—1)—k,(Dyex(T—1{n—1)
e(Tln) = ey(T—1jn—1)— k(T e (T—1in—1)
k(T+1) = ky(D) {1 - (D) [ef(TIn—1)+e5(T—1n— D]} +
+26:(T)e;(Tin—1)ep(T—1in—1)
Ba(T) = 1/B(T|n—1)
B(T+1|n—1) = (1-)B(Tin—1)+ex(Tin—1)+ep(T—1n—1)
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STALA ALGORYTMU: «
ZEOZONOSC OBLICZENIOWA: 10N mnozefi, 7N dodawan

Alternatywnym sposobem wyprowadzenia kratowego algorytmu gradientowego jest
wyznaczenie optymalnego rozwigzania kyop: DPIrzy zalozeniu kryterium MMSE Sforward-
backward, a nastepnie zastapienie wielkosci oczekiwanych wystepujacych w tym rozwig-
zaniu odpowiednimi estymatorami rekursywnymi.

Uogélniajac rozumowanie z rozdz. 2 na kryterium forward-backward, otrzymujemy —
por. réwniez wzory (2.24) i (2.25): ‘

2E[e/(Tin—1)e,(T—1[n—1)]

Frovt = Frea(Tin—1)+e2(T—1li—DI " (5.20)
Zastepujac licznik i mianownik wzoru (5.20) zalezno$ciami rekursywnymi w czasie
K (T+1) = (1 =P K(T)+2e(TIn—1) e, (T—1{n—1) (5.21)
M (T+1) = (1=BM (1) +e}(TIn—1)+e;(T—1in—1) (5.22)
otrzymuje si¢ estymatory wspdtczynnikow odbicia (5.20) o postaci
ko(T) = f;"((%. 5.23)

Mozna wykazaé, przeprowadzajac odpowiednie przeksztalcenia, ze sposob estymacii
wsp6tczynnik6w odbicia (5.20) za pomoca wzoréw (5.21)—(5.23) jest w pelni rownowazny
procedurze estymacji z pierwszej wersji znormalizowanej kratowego algorytmu gradiento-
wego, jesli tylko § = a. Licznik K.(T), opisany wzorem (5.21) jest niekiedy nazywany
nieunormowanym wspolczynnikiem odbicia.

ZNORMALIZOWANY KRATOWY ALGORYTM GRADIENTOWY (II WERSJA)

WARUNKI POCZATKOWE: e,(T|0) = e,(T10) = »(T), T = —1,0,1, ...
K00 =M0=0,n=1..,N

REKURSJE: (n =1, ...,N): '

ko(T) = K (T)/ Mn(T)

K (T+1) = (1= B) KD +2¢,(TIn— 1 e,(T—1n—1)

M (T+1) = Q=M (T)+eTin—1)+ep(T—1jn—-1)

e,(Tn) = e;(Tin—1)—k(T)es(T—1n—1)

ey(Tn) = ey(T—1n—1)~k(T)e(Tin—1)

STALA ALGORYTMU: #

ZEOZONOSC OBLICZENIOWA: 8N mnozeri, 6N dodawan

W literaturze spotykane sa rézne mutacje kratowych algorytméw gradientowych.
W szczegdlnosci mozliwe jest stosowanie kryteriéw typu forward lub backward. Jeden
z wariantéw, uzyteczny zwlaszcza dla sygnalow niestacjonarnych, zaktada réine wartosci
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wspdlczynnikow odbicia w przéd k£(T) i wstecz kf(T). Oba wspdlczynniki sa estymowane
niezaleznie. Wspolczynnik kf(7T) jest wyznaczony zgodnie z kryterium backward, za$
wspOlczynnik k8(T)— zgodnie z kryterium forward. Otrzymuje si¢ wowczas nastepujace
rekursje:

ki(T) = [1 = Bef(Tin— DT — 1)+ fey(Tln— 1) ey(T—1|n—1) (529
KS(T+1) = [1—Bei(T—1|n— DIKY(T) + fes(Tin— 1) e,(T—1n—1). (5.25)

Podobnie jak poprzednio, stala § w rekursji (5.24) moze by¢é unormowana wzgledem
estymowanej mocy bledu predykcji wstecz, a w rekursji (5.25) — wzgledem estymowane;j
mocy bledu predykcji w przéd.

Kratowe algorytmy gradientowe sa bardziej ztozone niz ich odpowiedniki transwer-
salne, ale za to szybciej zbiezne i na ogdt wykazuja lepsze wlasciwoséci numeryczne. Dlatego
tez sg one stosowane w wielu zagadnieniach praktycznych.

6. ALGORYTMY REKURSYWNE LS

Druga, obok algorytméw gradientowych, grupa rekursywnych algorytméw sg algo-
rytmy rekursywne LS. Naleza one do najnowszych, stosunkowo niedawno opracowanych
algorytméw wyznaczania wspolczynnikéw adaptacyjnych filtréw predykcyjnych. Inten-
sywny rozwoéj problematyki filtrow adaptacyjnych LS jest zwigzany z zastosowaniem
do ich analizy aparatu matematycznego przestrzeni Hilberta. Umozliwilo to stworzenie
jednolitej, dobrze juz ugruntowanej teorii tej klasy filtréw.

Sposréd wymienionych w rozdz. 4 czterech kryteriéw typu LS w algorytmach rekur-
sywnych LS stosowane sa tylko dwa: kryterium z oknem poczatkowym i kryterium ko-
wariancyjne. Pozostale dwa nie sg uzyteczne, ze wzgledu na zatozenie zerowych wartoéci
probek na prawym krafcu rozpatrywanego ciggu danych.

Transwersalne rekursywne algorytmy LS z oknem poczatkowym sg w literaturze nazy-
wane czesto szybkimi algorytmami Kalmana; sposéb ich dziatania jest bowiem $cisle
zwiazany z koncepcja filtru kalmanowskeigo. Pierwsza proba wykorzystania teorii filtracji
kalmanowskiej w problematyce adaptacyjnych filtréw predykcyjnych zostala podjeta
przez Godarda [31] w zastosowaniu do adaptacyjnej korekcji charakterystyki kanalu
transmisyjnego. Algorytm Godarda nie znalazl jednak szerszego zastosowania ze wzgledu
na jego duza ztozonos¢ obliczeniowa, zwiazana ze skomplikowanymi operacjami macierzo-
wymi. Z drugiej jednak strony, wykazana przez Godarda mozliwo$é uzyskania wyraznej
poprawy w dziataniu algorytmu LS w poréwnaniu z algorytmami gradientowymi spowo-
dowala szerokie zainteresowanie rekursywnymi metodami LS. Doprowadzito to do opra-
cowania efektywnych obliczeniowo transwersalnych rekursywnych algorytméw LS z ok-
nem poczatkowym [32, 33], oraz kratowych wersji tych algorytméw [34, 35].

W niedlugim czasie pojawily si¢ prace [36, 37, 38], w ktérych zastosowane zostalo
kryterium kowariancyjne. W zaleznoéci od sposobu przetwarzania'prébek algorytmy ko-
wariancyjne LS mozna podzielié na dwie grupy, a mianowicie na algorytmy z ruchomym
oknem (sliding window) i algorytmy ze wzrastajaca pamiecig (growing memory).

Prawdziwy przetom w teorii adaptacyjnych filtréw LS przyniosto ujecie geometryczne



1024 J. Szabatin, A. Wojtkiewicz Rozpr. Elektrot.

w kategoriach przestrzeni Hilberta [26, 36, 39, 40]. Zaleta metody geometrycznej jest nie
tylko eleganckie pod wzglgdem formalnym ujecie teorii filtréw rekursywnych LS oraz
interesujaca interpretacja geometryczna rekursywnych zaleznodci, lecz przede wszystkim
mozliwos¢ glebszego wniknigcia w sam mechanizm wyprowadzania tych rekursji. Stwarza
to szerokie mozliwosci generowania réznych algorytméw i ich optymalizacji pod wzgledem
zlozonosci obliczeniowe;.

W ujeciu geometrycznym teorii filtréw predykcyjnych LS [26] definiuje si¢ réZnego
rodzaju wektory (probek, bledéw predykcji, wspdtczynnikéw predykeyjnych itd.) i roz-
waza si¢ je jako elementy euklidesowskich przestrzeni liniowych z iloczynem skalarnym,
a wiec przestrzeni Hilberta. Na zbiorach tych wektoréw rozpina si¢ z kolei odpowiednie
podprzestrzenie liniowe i problem minimalizacji bledu LS sprowadza si¢ do poszukiwania
rzutu ortogonalnego danego wektora na odpowiednig przestrzen. Kluczowa rolg odgry-
waja przy tym tzw. operator rzutu (ortogonalnego) i operator biedu.

Zasada generalna jest rekursywne wyznaczanie ciggu operatoréw rzutu i ciggu opera-
toréw bledu. Rozréznia sig trzy typy rekursji:

— rekursje po rzedzie,
— rekursje po czasie w przod,
— rekursje po czasie wstecz.

Rekursje druga i trzecia moga byé takze wykorzystane do rekursywnego obliczania
odpowiednich iloczynéw skalarnych. Daje to w sumie osiem typéw formut rekursywnych.
Formuly te, zastosowane do operatoréw rzutu réznego rodzaju wektoréw na odpowiednie
przestrzenie oraz do odpowiadajgcych im operatoréw blgdu, a takze do iloczynéw skalar-
nych réznego rodzaju wektorow, umozliwiaja, poprzez ich umiej¢tne powiazanie, tworze-
nie réznorodnych algorytmoéw rekursywnych typu LS.

6.1. PODSTAWOWE ZALEZNOSCI -

Niech Y bedzie wektorem w m-wymiarowej rzeczywistej przestrzeni Hilberta £,
a M — podprzestrzenia tej przestrzeni rozpigta na wektorach Y, ..., ¥,. Przyjmiemy

notacje M = {\Yl, ooy Y,,i». :
Rzut ortogonalny wektora ¥ na przestrzen M bedziemy oznaczaé P, Y. Operator P
nazwiemy operatorem LS rzutu. Wektor bledu rzutu ortogonalnego bedziemy oznaczaé

PLY = Y—P, Y. (6.1)

Operator P nazwiemy operatorem bledu.
Poniewaz Py Y € M, wigc istnieja takie liczby rzeczywiste f1, ..., fy, Ze

Pu¥ =D f¥, =5, | (6.2)

=
gdzie § jest macierza m x n, ktérej kolumny sa wektorami Y, tzn. § = [Y;, ..., ¥,] oraz

[= [fls ---5]‘;:]"

Dla kazdegoj = 1, ..., n mamy
¥, Py Yy =<Y;, Y-Py ¥Y) =0, (6.3)
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gdzie (-, ‘) oznacza iloczyn skalarny. Wynika stad, ze

Y, Y0 =Y, Py YD) =CYfS, > = YiSf, j=1,...n, 64

lub w zapisie macierzowym

$'Y = (S'S)f. (6.5

Zaktadajac, ze macierz S'S jest nieosobliwa, rozwigzanie wzgledem wektora f mozemy
zapisa¢ w postaci

f=(8'S)"18Y. (6.6)
Rzut LS mozna zapisaé jako
Py Y = S(§8'S)"1S'Y. 6.7y
Rozwigzanie (6.6) jest optymalne w sensie minimum normy wektora bledu P Y.
Podkre$§lmy formalne podobienstwo wzordw (6.6) i- (4.12).
Rozwazmy obecnie wektory Y, Yy, ..., Y, i przestrzenn M, okreslone jak poprzednio,

i dodatkowo wektor X € Z7. Niech M @ X oznacza przestrzen rozpigta na przestrzeni M
i wektorze X. Przestrzeni ta moze by¢ zdekomponowana na dwie przestrzenie ortogonalne

Mo = MOPLX. (6.8)
Z ortogonalnosci przestrzeni M i IS%TX wynika natychmiast, ze -
Pue3Y = Py Y+ P—/Y. : 6.9)
PuX

Wzér (6.9) jest ogdlng formula rekursywna dla operatora rzutu P wzgledem rzedu
przestrzeni, na ktoéra rzutujemy wektor ¥,

Odejmujac obie strony wzoru (6.9) od wektora Y, otrzymujemy podobna formulg
rekursywna dla operatora bl@du

PMX

Formuty rekursywne (6.9) i (6.10) sa podstawa do wyprowadzania wszystkich rekursji
po rzedzie, wykorzystywanych przy konstrukcji algorytméw rekursywnych LS. Wystarczy
odpowiednio zdefiniowaé przestrzeth M i wektory X oraz Y. Wektor Y jest w konkretnych
algorytmach wektorem prébek i w ogdlnym przypadku ma postaé ¥(T) = [y(T), y(T-1),
s T € BT-Tot1, Wektory Y, ..., ¥, i X sa odpowiednio przesunietymi w czasie
wersjami wektora Y.

Przy wyprowadzaniu rekursji po czasie dla operatora LS rzutu nalezy do rozwazanych
wyzej wielkosci wprowadzi¢ indeks T biezacej chwili czasu i indeks T, poczatkowej chwili
czasu w bloku prébek tworzacych odpowiednie wektory.

Zdefiniujmy wektory:

w(l) =[1,0,..,0c BT-To*!
¥Y(T) = /(T), "(T-1), ..., y(To)l'e BT~ To*!

FT) = [0, y(T=1), ..., y(Te)] € RT-Tor1 -



1026 J. Szabatin, A. Wojtkiewicz Rozpr. Elektroz.

oraz macierze
S(T) = [Yy(T) ... Y(T)]
8(T) = [#(D) ... Fu(D.

Oznaczmy przestrzenie rozpiete na kolumnach macierzy S(7T) i S(T) odpowiednio
przez M(T) i M(T). Macierz S(T) powstaje z macierzy S(T) przez wyzerowanie jej pierw-
szego wiersza. Wektory ¥;(T) s opdéZnionymi o j taktéw wersjami wektora Y(T).

Wprowadzmy pojecie kata #(T) miedzy przestrzeniami M(7T) i M(T). Mozna wykazaé
{36], ze sin?(T) = ||Pynu(T)|| = <u(T), Myyru(T)). Oznaczmy ponadto przez
Purr_.or Y(T) rzut ortogonalny wektora ¥(T) na przestrzen M(T'), wyznaczony za pomocg
wspotezynnikéw wektora f obliczonych w chwili 7—1 (tzn. za pomoca rozwigzania row-
nania (6.5) w chwili poprzedniej na podstawie macierzy S(7") zawierajacej tylko probki
y(T—l)a'"’y(TO)): }

Py oo Y(T) = S(T) IS(DS(D ST V(T). (6.11)

Rzut ortogonalny wektora Y(T) na przestrzenn M(7T) wyznaczony na podstawie pelnej
macierzy S(T) jest, zgodnie ze wzorem (6.7), réwny

Pucny V(T) = S(D [SDIS(DIS(T) YD) ©12)

Przy wprowadzonych nowych pojeciach i oznaczeniach rekursje po czasie w przéd
dla operatora LS rzutu i operatora blgdu mozna zapisa¢ wzorami

Pury ¥(T) = Pysr_ vy Y(T)+ Prgeryn(Tue(T), Plycry Y(T)) sec?H(T) (6.13)
Phiery Y(T) = Plyr_ vy Y(T) — Pagryu(T)u(T), Piyer; Y(T)) sec?*H(T). (6.19

W podobny sposéb wprowadza si¢ rekursje po czasie wstecz. Zdefiniujmy wielkosci
u(To) = [0,0, ...,0, 1] € BT~ To+!
;(T) = [y(T), y(T— 1), seey y(T°—|- 1)’ 0]‘ c .@T—To‘l'l

S(T) = [¥i(T) ... ¥(T)]
- =
M= 5T

¥W(T) = ¥ (M(T), M(D)),

siny(T) = ||Pyeryu(To)l] = <u(To), Precryu(To))-

Macierz S:(T) powstaje z bmacierzy S(T) przez wyzerowanie jej ostatniego wiersza.
Rzut ortogonalny wektora Y(7) na przestrzen M(T), wyznaczony za pomocg wspol-

czynnikéw wektora f obliczonych na podstawie macierzy S(T) zawierajacej tylko prébki
(D), ..., y(To+1), oznaczymy przez

Patzyuicns ¥(T) = S(DISDISDIS(D)¥(T). (615
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Rekursje po czasie w tyt dla operatora LS rzutu i operatora bledu, bedace odpowied-
nikami rekursji (6.13) i (6.14), przyjmuja posta

Py Y(T)= P MTo e, (T) Y(T)+ Pycryu(To)u(To), Piyery Y(T)) sec?»(T) (6.16)

PJM(T) Y(T) == PJMT;H(T) Y(D—PM(T)H(T0)<M(T0), Pj‘{[(T) Y(T))SCCZW(T). (617)

W konstrukeji algorytméw rekursywnych LS sa wykorzystywane ponadto nastgpujace
formuly rekursywne dla iloczynéw skalarnych w przéd

AT, Py Y(T)) = wo(T—1), Piger—n Y(T—1)) +
+<u(T), Piacryo(T))<u(T), Piycr) Y(T)) sec*HT) (6.18)

odpowiednio wstecz

GBI, Phuen Y(T)> = wCB(T), Phcr, P +
+<a(To) Phrcryd(T)<u(To), Phacry ¥(T)ysec*H(T), (6.19)
gdzie v(T) jest dowolnym wektorem, zas§ w € (0, 1) jest wspdtczynnikiem wagi.
Rekursje (6.9), (6.10), (6.13), (6.14), (6.16), (6.17), (6.18) i (6.19) sa podstawa projek-
towania kazdego ze znanych dotychczas algorytméw rekursywnych LS. Umozliwiaja one
takze poszukiwanie nowych algorytmoéw.

6.2. ALGORYTMY Z OKNEM POCZATKOWYM

Zasady stosowania okna poczatkowego zostaly juz omdéwione w przypadku algoryt-
moéw blokowych LS. W algorytmach z oknem poczatkowym dopuszcza si¢ wykorzystanie
probek lezacych przed oknem, przy czym zaklada sig, Ze ich wartosci s3 zerowe. Probki
zerowe beda wiec uwzgledniane w definicji miary biedéw.

Zagadnienie wyznaczania optymalnego filtru predykcyjnego dla tej klasy filtrow jest
formulowane nastepujaco. Nalezy wyznaczyé wektory f(T|N) i b(T|N) wspdtczynnikéw
predykcyjnych odpowiednio w przod i wstecz, lub zbiory wspélczynnikéw odbicia
(KL, .. kLY i (K8, ..., Ky} tak, aby zminimalizowa¢ miary bledéw (por. wzory (4.3)

i(3.2):

T T T
N (jlezN) lub D) GIN) lub D) [€2(IN)+3(IN)]. (6.20)
j=0 j=0 j=0

Odpowiednie wektory wystgpujace w ogolnych formutach rekursywnych z p. 6.1 sa
w tym przypadku zdefiniowane nastgpujaco (T, = 0):
Y(T) = (D), W(T—1), ..., (O € BT+
Y(T) = z79¥(T) = [(T—-)), ..., y(0),0, ..., 0 e ZT*1, j = 1,2, ...

gdzie z~/ jest operatorem opdznienia o j taktéw. Ponadto definiuje si¢ macierz (/ < n):

S(T\, n) = [z7'Y(D)z7 ' Y(T) ... 27" ¥(Dler+vstn-1+1>
W algorytmie wykorzystuje si¢ szczegdlne przypadki tej macierzy, a mianowicie macie-
rze: S(T11, n), S(T|0,n—1) i S(T|1, n+1). Rozwaza si¢ réwniez przestrzenie rozpigte na
kolumnach tych macierzy: M(T|1, n), M(T|0,n—1) i M(T|1, n+1).
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Przyktadowo, macierz S(T|1, n) ma postaé

HT=1) ...... (T—n)]
WT-2)

y(;) / :
0

| 00 |

S(Ti1, n) =

Macierz ta jest identyczna z macierza Y, wystgpujaca w algorytmach blokowych (rozdz. 4)
z dokladnoscia do odwrotnej kolejnosci zapisu kolumn i przy przyjeciu M = T oraz
N=n.

W algorytmie LS z oknem poczatkowym rozwaza si¢ nastepujgce wielkosci:
— wektory bledéw predykcji w przod i wstecz

E(Tin) = [e,(TIn), e,(T—1ln), ..., e,0m)}* = Y(T)—S(T11, n)f(Tn) = Piycr1. ¥

Ey(T1n) = [ey(TIn), e(T—1In, ..., e;QIn)} = z="¥(T)—S(T(0,n—1)b(T1n) = Pcri0. )Y D
gdzie f(Tn) i b(T|n) sa wektorami wspolczynnikéw predykcyjnych odpowiednio w przéd
1 wstecz,

— miary blgdéw predykcji w przod i wstecz

T
e(Tln) = D &2(jin) = |EATIn)I?
i=0 : .

T

el = D e4(iln) = IE(TIn)2,

=0
— wektory bledéw predykcji w przod i wstecz, obliczone w chwili 7—1
E(Tin) = Y(T)—S(T1, n)f (T—1|n) = Pigz_,r1.0¥®
EY(Tin) = z77¥(T)—S(T|0, n— Db(T—1|n) = Pltr_.cri0,n. ¥ D,
— bledy predykeji w przdd i wstecz obliczone w chwili 7—1
eY(T1n) = <u(T), E}(TIn))
eg(T,n) = <"(T), Eg(Tln)>,
~— wspdlczynnik
WT—1|n) = sin?H(T—1(0, n—1),
gdzie 3(T—110,n—1) = X (M(T~1/0, n—1), M(T—1(0, n—1)),
— wektor n ostatnich prébek
y(Tn) = (1), (T~1), ..., (T—n+1DJ,
— wektor wzmocnienia (Kalmana)

&(Tin) = SUT+1]1, S(T+1]1, W}~ y(Tin),
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— nieunormowany wspotezynnik korelacji wzajemnej migdzy wektorami bigdow predykcji
w przdd i wstecz
Ky 11(T) = {E{(T|n), z7 Ex(T|n)),

— wspolkezynniki odbicia w przéd i wstecz

Kt (D) K (D)
kf (1) = = (T k1 (T) = e(T—1[n) -

W celu wyznaczenia transwersalnego rekursywnego filtru predykcyjnego LS z oknem
poczatkowym wyprowadza si¢ na podstawie ogélnych formut rekursywnych po czasie,
opisanych wzorami (6.14), (6.17), (6.18) i (6.19), rekursje po czasie nastepujacych wielkosci:
eXTIN),f(TIN), eg(TIN), ex(T), [g(TIN+ D]y, [g(TIN+ Dz, n+1, e3(TIN), b(T|N) i g(TIN).
Oznaczenie [g(T|N+1)], jest tu rozumiane jako pierwszy element wektora g(T|N+1),
za$ oznaczenie [g(TIN-+ 1], .1 — jako wektor g(T|N+1) z pominieciem jego pierwszego
elementu; N oznacza rzad filtru.

Rekursje wymienionych wielkosci sktadaja si¢ na transwersalny algorytm rekursywny
LS z oknem poczatkowym (szybki algorytm Kalmana). Podkreslmy, ze w algorytmie
tym rzad filtru N jest ustalony i wszystkie rekursje sa rekursjami po czasie.

TRANSWERSALNY ALGORYTM REKURSYWNY LS Z OKNEM
POCZATKOWYM

(SZYBKI ALGORYTM KALMANA)

N —rzad filtru

e}(TIN) = y(T)—f(T—1N)y(T—1|N)
S(TIN) = f(T—1|N)—ex(T|N)g(T—1|N)

e;(TIN) = y(T)—f(TIN) y(T—1|N)

&,(T|N) = we(T—1|N)+e,(TIN)eX(TIN)

e;(T|N)

&7(TIN)

[g(TIN+ D), n+1 = g(T—1IN)—[g(TIN+ DI f(TIN)
e3(TIN) = y(T—N)—b'(T—1|N)y(T|N)

b(T—1|N)+e3(TIN) [g(TIN+1)}1,»

BUTIN) = == G3CTIV) (g (TN + Dlres
g(TIN) = [g(TIN+ D)y, n+[g(TIN+ D11 b(TIN)

STALA ALGORYTMU: w

INICJACIA: f(O|N) = B(OIN) = g(O|N) = 0, &-(0|N) = ¢

6 — mala stala dodatnia
ZEOZONOSC: 8N+5 mnozefi, 7N+2 dodawan

[e(TIN+ DL =

Ztozonos$¢ obliczeniowa jest podana dla ustalonego stanu pracy algorytmu, tzn. dla T > N.
Inicjacja polegajaca na przyjeciu miary bledu predykeji w przéd w chwili T = 0, réwnej
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malej stalej dodatniej 6 (dobranej tak, aby zapewniona byla stabilna praca algorytmu)
nie zapewnia minimum miary bledu predykcji e,(TIN) dla T = 1, ... Mozliwa jest takze
druga, rekursywna po rzgdzie, procedura inicjacji szybkiego algorytmu Kalmana zastoso-
wana do jego zmodyfikowanej wersji, w ktorej rekursje na e,(T|N) zastepuje si¢ innymi
rekursjami [41].

ZMODYFIKOWANY SZYBKI ALGORYTM KALMANA (I WERSJA)

Szybki algorytm Kalmana, za wyjatkiem rekursji dla e,(T|N)i dodatkowo:

e(TIN) = eXTIN) [1 = (T~ 1IN)]

TNy = YT UM +& (T [N + DL = §(TIN) [(TIN+ Dl
1—ep(TIN) [g(TIN+ Dly+1

Z¥OZONOSC: 7N+10 mnozen, 6N+6 dodawan

PROCEDURA INICJACII DLA ZMODYFIKOWANEGO (I WERSJA)
SZYBKIEGO ALGORYTMU KALMANA

J01)) = 50]j) = 20j) =0, j=0,1,...,N; (0j0) = 0
DlaT=1,2,...,N:

eNTIT—1) = y(D)—f(T-1T—-Dp(T—1|T—1)

_ (TIT-1)

F(TID)]r 50

U(TID,r-1 = f(T-1T-1)

F(TT=1) = f(T—1|T—1)+eX(T|T—1)g(T—1|T~1)
el(TIT—1) = e(TIT-1) [1—-p(T—-1|T-1)]

e (TIT—1) = wy*(0) +e(T|T— 1) e(T|T—-1)

e(T|T-1)
[e(TIT)), = ;J;(T]Tl)

[(TIT)],,r = g(T-1T-1)— [g(TID]f(T|T—-1)
b(T|T) = y(0)g(TIN)—tylko dla T =N
y(T1T) = y(T—1T—-1)+ [g(T| D], e,(T|T—1)

Poniewaz w stanie przejsciowym (T < N) jest obliczanych tylko T elementéw wektorow
f, b ig, zatem podana tu procedura inicjacji wymaga jedynie 209 nakladu obliczeniowego-
niezbgdnego w stanie ustalonym. W przypadku zastosowania tej procedury inicjacji wy-
raznie poprawiajg si¢ wlasciwosci numeryczne algorytmu w poréwnaniu z procedurg
inicjacji podana w tabelce niezmodyfikowanego szybkiego algorytmu Kalmana (maleje
m.in. wrazliwo$¢ na blad zaokraglenia).

W nowszych pracach [41, 42] podano szereg dalszych, ulepszonych wersji szybkiego:
algorytmu Kalmana, z ktérych najciekawsza propozycja wydaje si¢ byé algorytm [43],
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o jeszcze lepszych wlasciwosciach numerycznych. W algorytmie tym wystepuje zmodyfiko-
wany wektor wzmocnienia, zdefiniowany zalezno$cig

. 1

Zastosowanie tej modyfikacji pozwolilo zmniejszyé w sposéb do$¢ istotny zlozonosé
obliczeniows algorytmu. Jest to szczegdlnie wyrazne dla duzych rzedow filtru. Algorytm
ten ma nastgpujacg postac. -

ZMODYFIKOWANY SZYBKI ALGORYTM KALMANA (II WERSJA)
e}(TIN) = y(T)—f(T—1|N) y(T—1|N)

e(TIN) = e}(TIN) [1-y(T—1|N)]

e(TIN) = we(T—1|{N)+e:(T|N)ep(T|N)

_ L, eT=UN)
1—pa@+1) = w 2L [y -1y

5 _ eX(TIN) [ 1 ]
BTIN+D) = [g(T—uN)]* & (T— 1) | —f(T—11N)

f(TIN) = f(T—1|N)+e,(T|N)g(T~1|N)
ey(TIN) = wep (T~ 1IN)g(T—1|N)
1—y(TIN+1) !
1=eY(TIN) [1 = p(TIN+ D] [E(TIN + D]y+1 ‘
e(TIN) = eg(TIN) [1—y(TIN)]
&(TIN) = wep(T—1|N)+ep(T|N)e,(T|N)
&(TIN)] . -
[ 0 ] =g(TIN+ D+ [g(TIN+ Dly+s [
b(T|N) = b(T—1|N)+e,(T|N)g(T|N)
STALA ALGORYTMU: w
INICJACIJA: jak w wersji I oraz y(O|N) = 0
ZE0ZONOSC: 5N+ 13 mnozen, SN+ 3 dodawari

1=y(TIN) =

~b(T—llN)l
1

Jak widaé, zlozono$¢ obliczeniowa I wersji zmodyfikowanego szybkiego algorytmu
Kalmana jest mniejsza niz w algorytmie niezmodyfikowanym juz dla N > 3.

W istocie rzeczy szybkie algorytmy Kalmana polegajg na rekursywnym wyznaczanit
wektordw f, b i g (lub g). Wektor wzmocnienia g jest zwiazany bezposrednio z estymatorem
macierzy autokorelacji (por. wzor definicyjny). Dzieki wyznaczaniu wektora g w sposdb
rekursywny, unika si¢ odwracania tej macierzy.

Ztozono$é obliczeniowa wszystkich algorytmdéw rekursywnych jest rzedu O(V).

Jezeli zastosujemy ogdlna formule rekursywng po rzedzie (6.10) do wielkodci: ef, ey,
g, & 1y oraz ogolng formule rekursywna na iloczyn skalarny w przéd (6.18) do wspét-
czynnika K,(T), to otrzymamy kratowy algorytm rekursywny LS z oknem poczatkowym:
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KRATOWY ALGORYTM REKURSYWNY LS Z OKNEM POCZATKOWYM
Eers(T) = WKaua(T=-+e/(Tlr)ex(T= 11 T i
K (T) Kou+1(T)
e @ = o i
es(Tin+1) = ex(Tn)~ky 11 (T en(T—1n)
e(Tin+1) = ex(T—1m)— ki1 (T)e(T|n)
er(Tin+1) = ex(TIn)— kb . (T) Koy 1(T)
&(Tin+1) = e(T—1n) =k, (1)K, (T)
e3(T|n)
&(T'ln)
STALA ALGORYTMU: w
INICJACIA: p(—1jn) = ep(— 1) = Kput(=1) =0, n =0, ..., N
(TI0) = 0, e,(T10) = &,(TI0) = ¥(T)
&,(T10) = &(T|0) = we (T—1]0)+y*(T)
ZE.0ZONOSC: 11N mnozef,, 6N dodawan

k£+ 1 (T) =

y(Tn+1) = y(Tn)+

}T=0,1,...

W stanie ustalonym, a wigc dla T > N, rekursje powyzsze nalezy obliczy¢ dla n =
=0, ..., N—1. Dla kazdej nowej iteracji w chwili T wielkosci e, ey, &7, & 1 ¥ 2 ,,inicjo-
wane” dla n = 0, a nastepnie obliczane rekursywnie po rzedzie. Wielko$é K, jest obliczana
rekursywnie tylko po czasie. Rzad filtru moze by¢ ustalany dynamicznie. PoniewaZ re-
kursje moga by¢ obliczane tylko do rzedu T, zatem dla 7' < N kazda nowa iteracja wymaga
zwigkszenia rzedu filtru o jeden.

Mozliwy jest takze inny sposéb inicjacji, w ktérym przyjmuje sig, Ze miary bledow
£7(0]0) i £,(0]0) sa réowne w chwili 7 = O pewnej stalej dodatniej d, dobranej tak, aby
zapewni¢ stabilnodé algorytmu. W takim przypadku dla kazdej nowej iteracji rekursje
sa obliczane dla wszystkich n = 0, ..., N. Otrzymujemy wdwczas rozwiazanie, ktére
rézni si¢ od rozwigzania doktadnego w sensie kryterium LS. W praktyce roznica ta jest
Jjednak niewielka.

6.3. ALGORYTMY KOWARIANCYINE

Algorytmy rekursywne LS typu kowariancyjnego sg stosowane w przypadku krét-
kich ciggédw danych. Z tego wzgledu estymatory LS w algorytmach kowariancyjnych sg
konstruowane tylko na podstawie dostepnych niezerowych prébek nalezacych do okna
danych. Unika si¢ tym samym wplywu zerowych prébek spoza okna na jakos$é estyma-
toréw.

Z tych samych wzgledow sumowanie w miarach bledéw przebiega nie od chwili po-
czatkowej T, (w szczegdlnosci od T = 0), lecz od T, +n, gdzie # jest rzgdem filtru.

Dla ciggu danych y(To), ¥(To+1), ..., ¥(T) szukamy zatem wektoréw predykcyjnych
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f(TIn) i b(T'|n) lub zbioréw wspolczynnikow odbicia {k{, ...,kf} i {k%, ..., k2} minimali-
zujacych miary bledow:

T

(T = D () ~F(TIm)yG~ Un)? ©6.21)
j=To+n

T .

&) = D DiG-n—-sTIny(nP. (6.22)
J=To+n

Zmienno$¢ dolnej granicy sumowania powoduje, ze algorytmy kowariancyjne sg bardziej
ztoZzone od algorytméw z oknem poczatkowym.

W wielkosciach wystepujacych uprzednio w algorytmach z oknem poczatkowym mu-
simy teraz uwzgledni¢ dodatkowy indeks 7,. Zdefiniyjemy wektory:

2 IY(To+n, T) & [UT~)), W(T—j~1), ..., 9(To+n—
oraz macierz (/ < n):
S(To+n, Tl n) & [z7¥(To+n, T) ... 77" Y(Ty+n, T)].

W szczegblnosci dla I = 0 macierz ta ma postaé
y¥(T) y(T-1) e Y(T—n)
S(To+n, T0, 1) = y(T=1) H(T-2) e Y(T=n=D |
y(I.‘o+n) y(f‘o+n—1) y(To-)

Macierz ta z dokladnoscia do odwréconego porzadku kolumn jest réwna macierzy Y,
wystepujacej w algorytmach blokowych (rozdz. 4) przy T, = 0, T = M—1 orazn = N—1.
Podkreslmy, ze wszystkie elementy tej macierzy sq niezerowe.

W algorytmach kowariancyjnych korzysta si¢ takze z macierzy S(To+n, TI0, n—1)
oraz S(Ty+n, T|1, n). Macierz

R(Ty+n, Tin) = S(To+n, T0, n—1)S(To+n, T|0, n—1)

jest nazywana macierzg kowariancyjng (poroéwnaj macierz IAZZ = Y. Y, z rozdziatu 4).
Oprécz wielkosci, ktdre wystepowaly poprzednio w algorytmach z oknem poczatko-
wym, definiuje si¢ w algorytmach kowariancyjnych pie¢ nowych wielkosci: wektor

W(To+1, Tin) & [R(To+n, T~ p(To+nin),
oraz wielkosci skalarne

el(To, Tin) £ Y(To+m)—f(To, Tln) p(To+n—1n)
el (To, TIn) & y(To)—b*(To, Tin) y(To-+nln)
P (To+1, Tin) = <u(To), Pagcrionvu(To)>

«(To+1, T|n) 2 a(To), Pucrio.n—pu(T)).

19 Rozprawy Elektrotechniczne 4/89
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Dla wielkodci tych konstruuje si¢ podobne rekursje jak dla pozostatych wielkosci.
Korzystajac z kompletu rekursji mozna otrzymac réznorodne algorytmy kowariancyjne
LS typu transwersalnego lub kratowego. Do najbardziej znanych naleza algorytmy z ru-
chomym oknem (sliding window) i ze wzrastajaca pamigcia (growing memory).

" Przedstawimy najpierw algorytmy kowariancyjne LS z ruchomym oknem. Dla tego
typu algorytméw zakladamy, Zze w kazdej rozwazanej chwili jest dostepny ciag danych
o tej samej dlugosci M. Na przyklad:

dla chwili T W IT—-M+D), y(T—-M+2), ..., y(T)

dla chwili T+1: y(T—M+2), y(T—M+3), ..., y(T+1) itd.

Poprzednie probki sa zatem zapomniane, co jest korzystne przy zmieniajacych si¢ charak-
terystykach sygnatu.

Ponizej podamy zestaw rekursji sktadajacych si¢ na transwersalny algorytm kowarian-
cyjny LS z ruchomym oknem. Ruchomga chwile poczatkowa oznaczymy przez T,. Chwila
ta jest zwiazana z chwila aktualng réwnoscig Ty, = T'— M+ 1. Jezeli 1zad danej wielkosci
jest réwny rzgdowi filtru N, to indeks ten nie bedzie wymieniany w oznaczeniu wielkosci.
W kazdym innym przypadku indeks ten bedzie podawany. Dla T > N obliczamy nastgpu-

jace rekursje:

TRANSWERSALNY ALGORYTM KOWARIANCYJNY LS Z RUCHOMYM
OKNEM

e)(To, T) = y(T)—f(To, T-Dp(T-1)

f(To, T) = f(To, T-1)+g(To, T-1)ep(To, T)

e(To, T) = e})(TOs ) [1=y(T,, T-1)]

ef(To, T) = y(To+N)—f'(To, T)y(To+N—1)

ee(To, T) = e(To, T—=1)+e(To, T)ep(To, T)

L eTe,T)
[g(To, TIN+ D], = _ei:—(i%,_T)

[g(To, TIN+ D]z, v+1 = g(To, T=1)~[g(To, TIN+ D)1 f(To, T)

_ el(TO’ D

[A(T,, TIN+ )], = m

(A(To, TIN+ D2, n41 = B(To, T—1)—[R(T,, TIN+ D] f(To, T)
— _ _ el(TOs T)

f(T0+1’ T) —‘f(TO, T) I‘(TO’ T 1) 1—)’.,;(T0, T—l)

1T, T2
e(To+1, T) = e(To, T)— 1—[?1((120,];‘)]- 1)

_ W(To, T-1)+ed(To, T) [g(To, TIN+ Dy, »
5o, 1) = =1 a7, 1) [g(To, TIN+ Dlves

eb(To, T) = y(To)—b*(T,, T)y(To+N)
g8(To+1,T) = [g(T,, TIN+ D))y, n+ [8(To, TIN+ Dlys15(To, T)
E(To+1, T) = [B(To, TIN+ D]y, v+ [B(To, TIN+ Dlys16(To, T)
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T—1)+ex(To, DIg(To, TIN+ D} —e(To, T g(To, TIN+ Dlyss
1—ep(To, T) [g(To, TIN+ Dlysy
P (To+1, T) = y(To, T-1)+e}(To, DE(To, TIN+ D)y~ e} (To, T) [6(To, TIN+1]x
. 1
B(To+1, T) = B(Ty, T~ KTo+1,T) 1_:’;((2’:2 -
INICJACJA: £(0, 0) = b(0, 0) = (0, 0) = A(0, 0) = 0
y(O’ O) = y_l(oa 0) = O’ 8!(0’ _1) =4
ZEOZONOSC: 13N+13 mnozen, 12N+7 dodawad

7o,
y(To+1,1) = 110

W podobny sposob sa wyprowadzane rekursje dla odpowiednika drabinkowego tego

algorytmu. Dla wygody zapisu w wigkszosci rekursji pomijamy indeks poczatkowej chwili
czasu. Jest on bowiem jednoznacznie zwiazany z indeksem gérnym, z dlugoscia okna i z rze-
dem zmiennej i jest rowny T, +N—n. Do obliczania rekursji wykorzystuje si¢ wszystkie
dane z okna tylko dla #» = N. Podkreslmy, Ze liczba probek z okna, wykorzystywanych
do obliczenia zmiennej rzedu n w chwili T jest rézna od liczby prébek wykorzystywanych
do obliczenia zmiennej rzgdu k # n w tej samej chwili. Dla: T > N obliczane sg wszystkie
ekursje dla kolejnych n =0, ..., N.

19*

KRATOWY ALGORYTM KOWARIANCYJNY LS Z RUCHOMYM OKNEM
K(To+N-nT) =
1
1—9(To+N-n+1,T-1jn—-1)
K, (To+N—n,T)
e(T—1jn—1)

= K(To+N—n, T—1)+e,(TIn—1)e,(T—1jn—1)

K (To+N—n,T)
&e(Tn—-1 7
er(TIn) = ep(Tin—1)—K:(T)e,(T—1jn—1)
en(TIn) = ey(T—nln—1)—Ki(T)e,(TIn—1)
e(TIn) = e,(Tin—1)—kYT) K (To+N—n, T)
eo(TIn) = ey(T—1n—1)—K§(T)K,(To+N—n, T)

Y(To+N—n, Tin+1) = p(To+N—n+1, Tin)+ %b((z;gz

K(T) = kn(T) =

e}(TIn) = e}(TIn—1)~KYT)e}(T—1in—1)
ei(Tln) = e}(T—1in—1)~k(T)eNTin—1)

Y (To+N—n,Tin+1) = y(To+N—n+1n)+ %»
K(To+N—-n+1,T) =

1
1—93(To+N—n+1, T—1jn—1)
INICJACIA: K, 1(—1) = e,(—1|n) = ej(—1ln) =

=y (-Ln=p(-L,n=0,dlan=0,..,N

= K,(To+N—n,T)—ei(TIn—1)es(T—1|n—1)
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DlaT=0,1,... .

e;(T10) = e,(T0) = y(T)

ef(T|0) = e}(T|0) = y(To+N)

y(To+N+1, TI0) = y(To+N+1,TI0) = 0

ex(T10) = &,(T10) = e,(T—1|0)+y*(T)~y*(To+N—1)
ZEOZONOSC: 16N mnozefi, 10N dodawad

Dziatanie algorytmow z ruchomym oknem rozpoczyna si¢ zawsze w chwili T = 0.
Dopdki T nie bedzie wigksze od N, algorytmy musza wykorzystywaé sila rzeczy probki
zerowe y(T) dla T < 0. W poczatkowej fazie inicjacji dla T'< M—N—1 algorytmy dzia-
taja wigc jak algorytmy z oknem poczatkowym. Dopiero w stanie ustalonym oba algorytmy
staja sie faktycznie algorytmami z ruchomym oknem. Nalezy podkresli¢, ze w obu algo-
rytmach wymagane jest zapamigtanie calego okna danych y(T'- M +1), ..., y(T).

Drugim rodzajem algorytméw kowariancyjnych LS sa algorytmy ze wzrastajaca pa-
miecia. W tym przypadku zaklada sig, ze T, jest ustalone i réwne zeru. Dolne granice su-
mowania we wzorach (6.21) i (6.22) sa zatem réwne n, gdzie n jest rzedu filtru.

Zdefinivjemy — dla wygody zapisu — wielkosci:

«(0, Tn)
1-9(0,Tn)’

«(0, Tin)

1 a2
PO = T Ty

BO, Tin) &

W przypadku algorytmu transwersalnego ze wzrastajaca pamigeig indeksy To = O

oraz N beda opuszczone. W algorytmie tym nalezy dla T > N obliczyé nastepujgce re-
kursje:

TRANSWERSALNY ALGORYTM KOWARIANCYINY LS ZE WZRASTA
JACA PAMIECIA

e}(T) = y(T)—f*(T—- ) y(T—1)

F(T) = f(T-1)+g(T—-1)e(T)

ex(T) = y(T)—f(D)y(T-1)

e(T) = e(T—1)+e(T)e(T)

_ e(T)
[s(TIN+ DL = L5

[g(TIN+ Dz, w41 = g(T— D~ [g(TIN+ DLf(T)
ep(T) = Y(T—-N)—-b'(T—-D)y(T)

b(T—1)+e(Dg(TIN+ D) . »
1—e3(T) [g(TIN+ Dly+1

g(l, T) = [g(TIN+ D]y, v+ [g(TIN+ Dly4+1 5(T)
B(T) = y'(T)K(T~1)
BH(T) = y'(N—-1)g(1, T)

B(T) =
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g(1, T)— (N KT-1)
D=1 mpm
k(T) = (T—-1)—B(T)g(T)
INICJACJA: jak w algorytmie transwersalnym z ruchomym oknem
ZEOZONOSC: 13N+6 mnozed, 11N+1 dodawan
UWAGA : pierwsze N prébek nalezy przechowaé w pamigci

Odpowiednik kratowy tego algorytmu tworza nastgpujace rekursje, ktore nalezy obli-
czaé dla n = 1, ..., N, dla kazdego T > N.

KRATOWY ALGORYTM LS ZE WZRASTAJACA PAMIECIA

1
—y(1, T—1n—1)

K(T) = K(T—D+e,(1, Tin—1ey(T—1in—1) 5
K, b K,

M = e B

e,(TI) = e,(1, Tln—1)—K(T)ey(T—11n—1)

er(TIn) = e,(T—1n—1)—ki(D)e (1, Tin—1)

e(Th) = e5(1, Tin—1)—Ki(T) K,(T)

ep(Tn) = &(T—1jn—1)—K(T) K(T)

ef(Tin) = e}(T—1|n) —ex(Tin) %
er(1, Tin) = e;(Tln)+e}(Tln) % |
&r(1, Tln) = &;(TIn)~ [}(TIn)}? TT‘(ET-—IW)
»(Tin+1) = p(T—1jn)+ %

Y (Tln+1) = y(T—1|n)+ %(g%]z
ATin+1) = o(T—1jn)+ %@

y(1, Tln) = y(Tin+1)~ [_Z%%

INICJACJA: K,(-1)=0,n=1,...,N

p(—110) = (= 1{0) = «(~1/0) = 0

y0) dlan=20
1 _

esOln) = { 0 dlan>0

e;(T10) = e,(T}0) = ¥(T)

e(T0) = £,(T10) = sf(T_1|0)+y2(T)
ZEOZONOSC: 21N mnozen, 12N dodawan
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Inicjacja obu algorytmow ze wzrastajgca pamigcig jest klopotliwa, gdyz dla T = n
macierz kowariancyjna R(n, T'n) jest osobliwa. Wielkosci algorytmu zalezne od tej ma-
cierzy sa zatem nieokreslone. Tym niemniej, stosujac pojecie uogélnionej macierzy od-
wrotnej [44] i modyfikujac odpowiednio operator P mozna i w tym przypadku uzyskaé
rozwigzanie gwarantujace minimum bledu w sensie miary LS. Podane wyzej warunki
poczatkowe dla algorytmu kratowego zostaly wyprowadzone w [45] przy wykorzystaniu
pojecia uogodlnionej macierzy odwrotnej.

Do inicjacji algorytmu transwersalnego mozna takze wykorzystaé algorytm kratowy,
tacznie z rekursjami po rzedzie dla wektoréw fi b. Dla T < N nalezy wéwczas zwickszaé
rzad filtru o jeden dla kazdej kolejnej iteracji.

7. ZNORMALIZOWANE FILTRY PREDYKCYJINE

Wprowadzenie normalizacji wielkosci wystgpujacych w algorytmach rekursywnych
LS [46, 36, 47] ma ogblnie na celu zmniejszenie wrazliwosci wystepujacych w nich zmien-
nych na bledy zwigzane ze skorficzong dokladnodcig obliczeri. Generalnie rzecz biorac,
algorytmy znormalizowane maja znacznic lepsze wlasciwoéci numeryczne niz algorytmy
nieznormalizowane [48, 49]. Algorytmy znormalizowane sa réwniez malo wrazliwe na nagle
zmiany wartosci prébek sygnatu. W przypadku algorytméw transwersalnych normali-
zacja prowadzi ponadto do zmniejszenia liczby rekursji. Zalety tej nie maja jednak (z ma-
tymi wyjatkami) algorytmy kratowe.

Przed ogdlnym sformulowaniem problemu normalizacji celowe jest rozwazenie znor-
malizowanej wersji struktury kratowej. Przy zalozeniu kryterium MMSE bledy e,(T|n)
1 ef(TIn) mozna potraktowaé jako elementy przestrzeni Hilberta zmiennych losowych
o skonczonej wartoéci sredniokwadratowej. Norma tej przestrzeni jest pierwiastek z war-
todci §redniokwadratowej

lleA(Tin)l| = V/ EleX(Tin)]. (7.1)

Jezeli réwnania (2.22) i (2.23) znormalizujemy wzgledem tej normy i uwzglednimy przy
tym réwnosci E[ef(T|n)] = E[e3(T|n)] — por. wzory (2.16), (2.18) i (2.19) oraz EleX(T|
W] = (1-k;)E[e}(TIn—1)] — por. trzecia rekursja algorytmu Levinsona-Durbina, to
otrzymamy nastgpujace réwnania wigzace znormalizowane bledy predykcji w przéd
i wstecz

e (Tin—1)—k,e,(T—1|n—1)

e (T\n) = Vi 7.2)
5 (Tln) = E,,(T—lln,—/i)-—iclz,;éf(ﬂn—l) 73)
&,(T10) = &,(710) = VE%—?(—ﬁ (7.4)

Z réwnan tych wynika natychmiast znormalizowana struktura kratowa, ktorej jedno
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ogniwo jest przedstawione na rysunku. Normy bledéw wystepujacych w réwnaniach
(7.2)—(7.4) sa oczywiscie réwne jednosci.

Problem normalizacji mozna przedstawi¢ w sposéb ogdlny na gruncie ujecia geome-
trycznego. Niech v oraz w beda dowolnymi wektorami, za§ M przestrzenig Hilberta. Roz-
wazmy nastepujacy iloczyn skalarny:

{v, Pw) = 0'Pyw. (7.5)

Wybierajac odpowiednio wektory v i w oraz przestrzen M, wigkszo$¢ zmiennych ska-
larnych wystgpujacych w algorytmach nieznormalizowanych mozna przedstawi¢ jako ilo-
czyny skalarne typu (7.5). Na przykiad, jesliv = w(T), w = Y(T)i M = M(T|1, n), gdzie
wielkodci u(T), Y(T) oraz M(T|1, n) sa zdefiniowane jak dla algorytméw nieznormalizo-
wanych z oknem poczatkowym, wéwczas blad predykcji w przéd mozna zapisaC w po-
staci

ef(T,n) = (u(T), PM(Tll,n) Y(1)) = "(T)PJM(TIL.n) Y(7). (7.6)
Znormalizowana wersje iloczynu skalarnego (7.5) zdefiniujemy nastgpujaco
o' Piw
om(0, W) = —m————— .
M V @ PLo)(w Piyw) (7.7

Zastosowanie tej definicji np. do bledu e/(T|n) prowadzi do nastgpujace; znormalizo-
wanej wersji tego bledu
o eff_T'") . (7.8)
V [1=y(@—1in)e(Tln)

Podobnie mozna znormalizowaé inne wielkosci bedace iloczynami skalarnymi. De-
finicje znormalizowanego iloczynu skalarnego (7.7) wykorzystamy do wyprowadzenia

znormalizowanej formuty rekursywnej dla iloczynu skalarnego dowolnego wektora v
i wektora otrzymanego w wyniku zastosowania operatora bledu (6.10):

e(Tn) =

V' PioRY = 0Py Y — v‘PE; Y. (7.9)

Zastgpujac we wzorze (7.9) nieznormalizowane iloczyny skalarne iloczynami znormali-
zowanymi, otrzymamy
om(@, ¥)—op(@, X)ou(X, Y)
V1 -0k, XML —o0i (X, Y]
W [45] wykazano, Ze znormalizowana formula rekursywna (7.10) jest podstawa do
wyprowadzania wszystkich znormalizowanych rekursji po rzgdzie oraz rekursji po czasie

w przod i wstecz, wystgpujacych w algorytmach znormalizowanych. Nalezy tylko w odpo-
wiedni sposéb zdefiniowaé wektory v, X, Y i przestrzed M.

QM@E(v s Y) =

(7.10)

7.1. ZNORMALIZOWANY REKURSYWNY ALGORYTM KRATOWY LS Z OKNEM
POCZATKOWYM

Jako przyklad zastosowania ogdlnej formuly (7.10) zostanie omdéwiony znormalizo-
wany rekursywny algorytm kratowy LS z oknem poczatkowym. Przy przyjeciu kryterium
LS norme nalezy rozumieé jako zwykla norme przestrzeni euklidesowej. Odpowiednikiem
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zmiennej losowej ep(T|n) jest w tej przestrzeni wektor bledéw predykceji w przod Ep(T'|n)
a jego norma w kwadracie jest miara LS bledu. Postepujac zgodnie z oméwiona zasada
normowania wielkoéci, wektor E;(T|n) nalezaloby zatem znormalizowaé wzgledem jego
normy:

E@m = E@n _ ETn)

WE(TIn)| Ve (Ti)

Tego typu normalizacja nie prowadzi jednak do zmnigjszenia liczby zmiennych, ktére
beda wystgpowaé w algorytmie znormalizowanym i tym samym do zmniejszenia liczby
rekursji. Okazuje sig, Ze znacznie korzystniejsza jest normalizacja zdefiniowana wzorem
(7.7). Adaptujac wzér (7.7) do wektora E4(T|n), otrzymamy nieco odmiennie znormalizo-
wany wektor bledéw predykeji w przod

(7.11)

E/(Tln) _
V1=9(T—1In) &,(TIn)

Jezeli zastosujemy tego typu normalizacje do rekursji dla e;(T|n) i e,(T|n) (por. algorytm
nieznormalizowany), to otrzymamy rekursje znormalizowane

ep(T1n) ~ Ky 1 (T)E(T— 1|1)

E(Tn) =

(7.12)

. 7.13
S R g a1 o

oraz
i _ &(T—1n) —kyy: (T)e,(TIn) 7.14
oD R, o

gdzie
o (T = BT, 2 BT (7.13)

l/ef(T,n) e(T—1n)

Jest znormalizowanym wspélczynnikiem odbicia.

Zwroé¢my uwage, ze w rekursjach (7.13) i (7.14) wystepuje juz tylko jeden wspdlczynnik
kypy1 W miejsce réznych wspdlezynnikéw kf,, oraz k}.1. Wspélezynnik ten mozemy
oblicza¢ z rekursji otrzymanej w wyniku normalizacji rekursji dla K,, ; (7) (dla nieznormali-
zowanego wspolczynnika odbicia):

ks (T) = Tops s (T— 1)y [T= (T [1 — (T~ 1m) + &, (TI)ep(T—1jn).  (7.16)

Zmienna y znika w wyniku normalizacji. Bledy znormalizowane er i e, 83 powigzane
ze sobg zaleznoscia nieliniows, podczas gdy bledy nieznormalizowane zwiazane byly
liniowo. W rekursjach znormalizowanych znika takze wspdlczynnik wagi w. Bedzie on
wystgpowal tylko w etapie inicjacji. Siedem rekursji algorytmu nieznormalizowanego
redukuje si¢ do trzech rekursji znormalizowanych. Mimo to roénie ztozono$é oblicze-
niowa algorytmu, przede wszystkim ze wzgledu na konieczno$¢ obliczania pierwiastkow
kwadratowych. Algorytm znormalizowany jest natomiast znacznie mniej wrazliwy na
bledy zaokraglenia. .
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ZNORMALIZOWANY ALGORYTM KRATOWY LS Z OKNEM
POCZATKOWYM

REKURSIJE: (7.16), (7.13)1 (7.14)
STALA ALGORYTMU': w (tylko w etapie inicjacji)
INICJACIA: é,(—1n) = kyey (=) =0, n=0,...,N—1

&(T) = we(T—1D)+y2(T), e(—1) =0
wW(T) T=0,1,..
V(D)
ZE0ZONOSC: 12N mnozeh, 6N dodawan, 3N pierwiastkowan

e,(T|0) = ex(T|0) =

7.2. ZNORMALIZOWANY ALGORYTM TRANSWERSALNY LS Z OKNEM
POCZATKOWYM

Technika wyprowadzania rekursji niezbednych do konstrukcji tego algorytmu jest
podobna. Jezeli zmienne zdefiniujemy tak jak w algorytmie nieznormalizowanym i przyjmie~
my nastepujace normalizacje:

z Sf(TIN) 7 b(T|N) - g(TIN)
4 Ves(TIN) ) V &(TIN) st V1—y(TIN)
oraz oznaczenia pomocnicze
/ 2 -c 1 = ——c
x¢ =yl-x% X = ]/—1—:367, 2T) = e(T)eg (1)

woweczas algorytm ten przyjmie postac

ZNORMALIZOWANY ALGORYTM TRANSWERSALNY LS Z OKNEM
POCZATKOWYM

¥(7)

e)(T) = %ﬁ—f{(T“l)y(T)
(T—
AT) = ——2(T) y Ty (T=1IW)
Vw

& (1) =V 1+2°(T)
VI—y(TIN+1) = e(T) Y 1—p(T—1|N)
D) = - L amAT-n+emer-1
Vw
Ve D) = Vwy e, (T-1) ()
1

0 —
Z(TIN+1) = &°(T) [g T—1] N)] +z(T)| Ver(T)
» —f(T)
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e(T) = VwV e(T—1) B(TIN+ Dlyys
(1) = 1/ 1-¥(T)

Ve(T) = Vwy e(T—1) & (T)
Vi—y(TIN) = Y1-y(TIN+ De;°T)

B(T) = 71; &7 (TYB(T— 1)+ &°(T)a(T) [3(TIN+ Dy

(TIN) = e(T) [g(TIN+ D)y, x+2(T)b(T)
STALA ALGORYTMU: w
ZEOZONOSC: 9N +17 mnozen, SN+2 dodawan, 2 pierwiastkowania

Ztozono$¢ rekursji i zarazem zlozono$¢ obliczeniowa algorytmu znormalizowanego
wzrasta w poréwnaniu do algorytmu nieznormalizowanego. Podobnie jest dla algorytméw
znormalizowanych kowariancyjnych z ruchomym oknem i ze wzrastajaca pamiecig. Algo-
rytmy te sa juz bardzo ,,wyrafinowane”. Ze wzgledu na duza ztozonosé, ich uzyteczno$é
w praktyce nie jest jeszcze nalezycie sprawdzona. Badania symulacyjne potwierdzaja
jednak znacznie lepsze wlasciwosci numeryczne algorytmow znormalizowanych [50, 51].

8. UWAGI KONCOWE

Przedstawione w pracy metody naleza do liniowych metod modelowania sygnatéw
i zostaly opracowane przy zaloZeniu, ze¢ modelowane sygnaly sa sygnalami rzedu 2 (tzn.
sg opisane charakterystykami probabilistycznymi rzedu drugiego). Liniowe metody mo-
delowania prowadza do rozwiazaf, w ktérych korzysta si¢ z kryterium $redniokwadrato
wego MMSE estymacji modelu. Jak wiadomo, estymator $redniokwadratowy jest opty-
malny jedynie dla klasy sygnaléw gaussowskich, a wigc sygnatéw, dla ktérych do pelnego
opisu wystarcza znajomos$¢ charakterystyk probabilistycznych rzedu drugiego.

W przypadku, gdy sygnal nie jest gaussowski, tzn. gdy do jego opisu wymagana jest
znajomos¢ charakterystyk wyzszego rzedu, metody liniowe moga prowadzi¢ do znacznych
bledéw modelowania. Zwigkszenie dokladnosci modelowania sygnatéw wyzszych rzedéw
mozna uzyska¢ w rézny sposéb. Jednym ze sposobdw jest zastosowanie nieliniowych
metod estymacji $redniokwadratowej, w ktérych wykorzystuje si¢ nieliniowe filtry predyk-
cyjne jako uogoélnienie filtréw liniowych. Innym sposobem jest wprowadzenie skladnika
nieliniowego do réwnafi liniowych, powodujacego zmniejszenie wrazliwosci estymatora
na zmiang typu rozkiadu sygnatu. Ta klasa metod nosi w literaturze nazwe metod ,,krzep-
kich” (ang. robust).

Zastosowanie obu wymienionych sposobéw w zagadnieniach praktycznych napotyka
jednakze na szereg trudno$ci i ograniczeh. Przede wszystkim, ztozono$¢ metod nielinio-
wych jest znacznie wigksza niz liniowych, co stawia pod znakiem zapytania ich uzytecznosé
w modelowaniu w czasie rzeczywistym. Trwaja wprawdzie prace nad metodami wyznacza-
nia nieliniowych filtréw predykcyjnych pracujacych w tzw. modularnych strukturach
ortogonalnych (ztozonych z jednorodnych sekcji dodawanych wraz ze wzrostem rzedu
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nieliniowosci bez zmiany poprzednio wyznaczonej struktury filtru), jednak zlozono$¢ obli-
czeniowa algorytmow jest nadal nieporéwnanie wigksza niz w przypadku liniowym. Jest
to szczegélnie wyrazne dla wyzszych rzedéw nieliniowosci; zlozono§¢ struktury filtru
nieliniowego ro$nie bowiem bardzo szybko wraz ze stopniem nieliniowosci. Ponadto
w zastosowaniach praktycznych nie sa z reguly znane charakterystyki probabilistyczne
sygnaléw, a w szczegdlnosci ich rzad. Trudno zatem rozstrzygna¢ a priori, ktérego rzedu
charakterystyki s istotne w opisie sygnatu, a tym samym ile sekcji filtru nieliniowego
nalezy uwzglednic.

Ztozonoé¢ metod nieliniowych, nie w peini jeszcze ugruntowane podstawy teoretyczne
i trudnosci w implementacji programowej oraz realizacji sprzgtowej sprawiaja, ze nie sg
one z reguly stosowane w praktyce. Poki co w zagadnieniach przetwarzania sygnaléw w cza-
sie rzeczywistym korzysta si¢ na ogél z liniowych metod modelowania AR opisanych
w niniejszej pracy, z ewentualng modyfikacjg tych metod w kierunku zastosowania algo-
rytméw typu robust.

Oméwione metody i algorytmy znajduja zastosowanie w wielu dziedzinach techniki.
Sa miedzy innymi stosowane do odszumiania sygnatéw, do analizy i syntezy sygnalu mowy,
analizy sygnatéw geofizycznych i biomedycznych, eliminacji zaklécen w systemachrada-
rowych i sonarowych, adaptacyjnego sterowania obiektami i procesami technologicznymi,
adaptacyjnego sterowania wiazka w antenach fazowych, do przetwarzania obrazéw itp.
Szeroko wykorzystuje si¢ je takze w telekomunikacji do kompresji pasma w systemach
DPCM, do korekcji (wyréwnywania) charakterystyki kanatu transmisyjnego oraz do thi-
mienia ech w sieciach telefonicznych.
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J. SZABATIN, A. WOJTKIEWICZ

BLOCK AND RECURSIVE ALGORITHMS FOR THE ESTIMATION OF AR. PARAMETERS OF
TIME SERIES

Summary

An overview of modern AR methods of signal modelling, using linear predictive filters, is presented.
The problems, scattered in literature, are surveyed in a critical and formally unified manner. Coefficient
estimation algorithms based on a finite number of samples are discussed for both transversal and lattice
filters. Block and recursive algorithms using various optimisation criteria are analysed. Special attention
is paid to gradient and recursive LS adaptive algorithme for calculating filter coefficients. Most of algo-
rithms are presented in table form allowing for simple software implementation.

J. SZABATIN, A, WOTTKIEWICZ

ALGORITHMES DE BLOC ET RECURSIFS DE L’ESTIMATION DES PARAMETRES AR DES
SERIES TEMPORAIRES

Résumé

Dans cet article on a passé en revue les méthodes modernes AR de modélisation des signaux par des
filtres linéaires de prédiction. On a discuté d’une facon critique et uniforme les problémes dissipés, jusqu’a
présent, dans la littérature périodique du sujet. On a présenté des algorithmes d’estimation des coefficients
des filtres, ayant la structure transversale et en treillis sur la base d’un nombre fini d’échantillons du signal.
On a analysé des algorithmes de bloc et récursifs, construits en utilisant des critéres d’optimisation des
filtres divers. L’attention particuliére est portée 4 des algorithmes de gradient et récursifs LS pour la dé-
termination adaptative des coefficients du filtre. La plupart des algorithmes discutés sont présentés sous
la forme de tableaux, qui rendent possible la réalisation simple des programmes correspondants.
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J. SZABATIN, A. WOJTKIEWICZ

BLOCK- UND REKURSIVE ALGORITHMEN DER PARAMETERASTIMATION VON
AR-ZEITREIHEN

Zusammenfassung

In der Bearbeitung wird ein Uberblick iiber die modernen AR-Methoden der Signalmodellierung
mit Hilfe von linearen pridiktiven Filtern gegeben. Kritisch und unter formeller Hinsicht vereinheitlichend
werden die, bisher in der periodischen Literatur zerstreuten Probleme erortert. Es werden die Schitzungs-
aJgorithmen der Filterkoeffizienten in transversaler und Lattice-Struktur auf Grund der endlichen Anzahl
von Signalwerten dargestellt. Im weiteren werden die Block- und rekursive Algorithmen untersucht, die
bei verschiedenen Optimierungskriterien fiir den Filter konstruiert worden sind. Besonders ausfiihrlich
wurden die Gradientalgorithmen und rekursive LS-Algorithmen-der adaptiven Auswertung von Koeffi-
zienten dargestellt. Die Mehrzahl der Algorithmen wird in tabellarischer Form prisentiert, was deren
einfache Programmierung ermaglicht.

E. IIABATHH, A. BOUTKEBHY

BJIOYHBIE M PEKYPCHBHBIE AJITOPHMTMBI OLIEHKN ITAPAMETPOB BPEMEHHBIX
: PAOOB AR

Pezmome

Ilpusenen 0630p COBPEMEHHBIX METOROB AR MOJETMPOBAHMA CHTHANIOB C HOMOINBIO JIHHEHHBIX
HPOTHOSHPYIOMMX GUIbTPoB. KpHTAIeCK: H OZHOBPEMEHHO C eNUHBIX (hOPMANBHBIX MOSHOMH 00CYX-
JAI0TCsT BOIPOCHI, A0 HACTOAIIET0 BpeMeHM pa3bpocaHHbIe B repHoAHYecKoit tuTepaTtype. IIpencrasie-
HBI QITOPHTMEI OLEHKH K03(pdHUUEHTOB (GIIBTPOB C TPAaHCBEPCANBHOM H PElIeTIaTol CTPYKTYpPOit, Ipo-
BOAUMOMH Ha OCHOBAHHK OTPaHHIEHHON BHLIOOPKHM 3HaueHMil curuana. Ilposenen ananus G6I0YHBIX u pe-
KYPCHBHBIX aJIFOPUTMOB, IOCTPOEHHBIX HCXO[A HX PAasyIMYHBEIX KPUTEPHUEB ONTHMAJIGHOCTH (HIIBTPA.
Creunanbaoe BHUMAHHE YIEIIEHO OOCYYKIEHMIO TPAIMEHTHBIX M PEKYPCHBHEIX LS aNTOpUTMOB 2aanTus-
Horo pacu€ra koaouupenTos ¢miabTpa. Boablas wacrts oGCY)ROAEMBIX aNTOPHTMOB IpPENCTABJIEHA
B (opme TaGJMI, YTO YUPOUIAET HX MPOFPAMMHYI0 DEaM3aI[HIO.
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W artykule przedstawiono rownania dynamiki ukladu z wigzami nieholonomicznie
liniowymi. Wybrano typy wiezéw, ktére znalazly ostatnio zastosowanie w analizie ukladow
z przelaczanymi uzwojeniami. Wykazano dalej, ze niezaleznie czy analizowany ukilad to
maszyna komutatorowa, przeksztaltnikowa czy zasilana z uktadu falownikowego réwnania
wiezbw wykazuja pewne istotne cechy wspdlne. Ma to istotny wplyw na postaé rozwigzan
réwnan modelu matematycznego. W ostatnim rozdziale artykulu oraz we wnioskach wska-
zano na bledna interpretacie fizyczna stosowang w literaturze naukowo-technicznej pewnych
czlonéw rownanh tworzacych model matematyczny maszyn komutatorowych.

1. WSTEP

Przez uklady elektromechaniczne z cyklicznie przelaczanymi uzwojeniami bedziemy
rozumieli takie uklady, w ktérych czes$é elektryczna jest cyklicznie laczona ze zrédiem
zasilania lub zmienia swoja konfiguracje polaczen. Pierwszy z tych przypadkéw zachodzi
w czasie zasilania maszyn wielofazowych z ukladéw przeksztaltnikowych, drugi jest przy-
padkiem maszyny komutatorowej pradu stalego lub zmiennego. Mozna przyjaé, ze istnieja
trzy podstawowe metody opisu uktadéw z cyklicznej przetgczanymi uzwojeniami. Pierwsza
z nich to metoda ,,zmiennej struktury” polegajaca na analizie ukladu w ,,okresach migdzy-
komutacyjnych” przy warunkach poczatkowych wyliczonych oddzielnie z warunkéw
koficowych poprzedniego okresu na podstawie ,,zasad zachowania”. Druga metoda ma
charakter wylacznie numeryczny i bazuje na metodzie ,,calkowania réwnar sztywnych” —
trzecia metoda opisana w pracy [3] bazuje na teorii uktadéw z wiezami nicholonomicznymi.
Sposéréd tych wymienionych metod, tylko ta ostatnia daje pewien wglad w obiekt jeszcze
na etapic modelu matematycznego, a przed przystapieniem do obliczen dla konkretnych
danych technicznych.
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2. ROWNANIA DYNAMIKI UKEADU Z CYKLICZNIE PRZELACZANYMI
. UZWOJENIAMI

Ogolne prawa dynamiki, w tym takze i elektrodynamiki, mozna wyprowadzié z réwnan
d’Alemberta-Lagrange’a:

d 0 o%

Y e . *
gdzie: & jest funkcja potencjatu kinetycznego, natomiast N, jest /-ta niepotencjalng sita
dziatajaca w ukladzie. Wyrazenie dq, jest wariacja izochroniczng wspéirzednej ¢,. Jedynie
w przypadku, gdy na wspdirzedne nie sa narzucone wiezy réwnanie 2.1 sprowadza si¢ do
ukladu réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju. W przypadku nas interesujacym na wspél-
rzgdne s3 narzucone wigzy nieholonomiczne liniowe w postaci:

qM+J—'2 ii(Uois Uiy ..., Up)gi = 0 23
j=1, 2, ..., K

gdzie: M jest dowolna liczba catkowita wigksza od zera [3].
W przypadku takim réwnanie d’Alemberta-Lagrange’a sprowadza si¢ do ukladu
réwnan [3]:

B

d 02 0% 1 0 o
= == _ = U,— R 2.2a
& 83 a4 & 9T, 4T YT 2 wll
i=1,..,B
d 02 o2
L 9L _ L u_p: _ M. 2.2b
@ on o = U Ra =B+l .M
d 22 ax 2
4 - 2.2
& o5 50, ¢

gdzie:
&£ — jest funkcja potencjatu kinetycznego uwzgledniajaca réwnania wigzow,
T —jest momentem sit niepotencjalnych dziatajacych na uktad.

Dalsze rozwazania wymagaja blizszego rozpatrzenia funkcji . Zauwazmy, ze réwnanie
wigzow 2.3 mozna przedstawi¢ w postaci macierzy:

iy =WQ, 2.4
gdzie: .
q; = [éM+1 9M+K]
07 = [q1 ... gsl,

natomiast macierz W tworza elementy a;;(Uy; ..., Usg;).
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Funkcje potencjalu kinetycznego . mozna zapisa¢ ogélnie dla przetwornikéw o ruchu
obrotowym w postaci:

1

g = J¢2+Ek0(‘p5 st QW’ éN)_Ep(Qz: qw), 25

|

gdzie:
J — jest momentem bezwiadnosci
E,, — funkcja koenergii magnetycznej ukladu
E, — funkcja energii potencjalnej uktadu

@ = go — katem obrotu czgéci ruchomej uktadu.
Z powyzszych zwiazkéw wynika, Ze réwnanie wiezéw 2.4 interweniuje w cze$¢ funkcii
Lagrange’a, okreslong koenergia magnetyczng ukladu. Jesli przyjac, ze obwod magnetycz-
ny analizowanego obiektu jest liniowy, to koenergie ta mozna zapisaé w postaci formy
kwadratowe;j:

.. [E. L., L]0,
T[QZ‘ ézv ql‘{;] sz wa LwN éw . ' 2.6
LNz LNw LNN QN

Funkcja koenergii magnetycznej tylko wtedy jest zalezna od wspélrzednej mechanicznej
@, gdy hipermacierze utworzone z indukcyjnosci wlasnych i wzajemnych uktadu sg zalezne
od tej wspolrzedne;j.

Wyeliminowanie zmiennych gy z formy kwadratowej 2.6 za pomocg réwnania 2.4
pozwala napisac:

N

Exo

v oo (L. L,110
Eo = —— TT ’\zz zw z
) 3 [Q: q4] [sz wa] [le], 2.7
gdzie:

A

- qu = Lzz+2WTLNz+WTLNNW

izw = ia:z = sz+WTLNw'
Zatem funkcja Lagrange’a ma teraz postac:

A | A ..
& = 7J¢2+Eko(¢, Q.. 4w, Ugi ... Up) — E;(Q.4.)- 2.8

Podstawienie funkcji 2.8 do réwnan 2.2 pozwala na sformulowanie modelu matematycz-
nego ukladu elektromechanicznego z wigzami nieholonomicznymi. Jak to wynika z relacji
2.7, postaé tego modelu jest zalezna w sposob istotny od ksztaltu rownan wigzdw.

3. OGOLNE POSTACIE FUNKCJI WIEZOW W UKLADACH
PRZEEACZAJACYCH

W ukiadach elektromechanicznych z cyklicznie przelaczanymi uzwojeniami zawsze
mozna wyodrgbnié grupe obwododw, ktérych konfiguracja pozostaje stata (obwody zew-
netrzne twornikdw maszyn komutatorowych, obwody zasilania falownikéw itp). Pomiedzy

20 Rozprawy Elektrotechniczne 4/89
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pradami ptynacymi w obwodach przelaczanych a obwodami o stalej strukturze w kazdym
i-tym przedziale migdzykomutacyjnym zachodzi relacja:

'qN_=Cin i=12,...,K 3.1
gdzie: '
gw = [41, ..., gn] jest macierza kolumnowa pradéw w obwodach przetaczanych,
Q"; = [Q1 Y s QB] -— jest macierza kolumnowa pradéw w obwodach nieprzetgczanych,

C; — jest i-tg macierzg wiezéw Krona,

K — jest maksymalng liczba struktur uktadu.
Przedzial obowigzywania danej struktury jest albo znany bezposrednio, w przypadku
sterowania przetaczaniem zaleznym od czasu lub posrednio w przypadku sterowania
zaleznego od wspodlrzednej mechanicznej ukladu. W obydwu przypadkach macierz liczbo-
wa wiezO6w Krona mozZemy trakiowaé jako macierz funkcyjna. Dokonujac sklejenia tych
funkcji otrzymamy w miejsce K relacji 3.1 jedng relacje w postaci:

v = WO, 3.2

gdzie: W jest macierza funkcyjna otrzymana ze sklejenia funkcji tworzacych macierze C,.
Macierz W jest funkcja czasu lub wspdlrzednej mechanicznej zaleznie od przyjetego spo-
sobu sterowania ukladem elektromechanicznym. Konkretnych postaci macierzy W moze
by¢ bardzo wiele [3], zaleznie od przyjetego rozwigzania danego obiektu technicznego.
Tym niemniej maja one pewne cechy wspolne. Pierwsza z nich jest stato§¢ wartosei funkeji
tworzacych macierz W w przedziatlach miedzykomutacyjnych, druga natomiast jest sko-
kowa zmiana tej wartosci, przy przejsciu do nastepnego przedziatu, jesli tylko taka zmiana
ma mieé miejsce. Te dwie cechy w sposdb istotny wplywaja na posta¢ rozwigzan réwnan
ruchu uktadéw elektromechanicznych z cyklicznie. przelaczanymi uzwojeniami.

4. OGOLNA STRUKTURA ROWNAN DYNAMIKI UKEADU
ELEKTROMECHANICZNEGO O CYKLICZNIE PRZELACZANYCH
UZWOJENTACH

Interpretacje fizyczne poszczegdlnych elementéw struktury rownan Lagrange’a II
rodzaju nie przedstawia wigkszych probleméw. Zazwyczaj mamy do czynienia z réwna-
niem napieé w oczku obwodu elektrycznego lub réwnaniem sit (momentéw) w elementach
mechanicznych uktadu elektromechanicznego. Zasadniczo inng problematyke mamy w przy-
padku réwnan dynamiki ukladéw z przelagczanymi uzwojeniami. Wystepujace tu: cztony

A

T sa znacznie trudnigjsze od interpretacji fizycznej, a ze wzgledu na jednostki,
Ji

usitowano im przypisywa¢ interpretacje, ktéra niejako wynikala z tych jednostek [1], [2].
Rozwazmy jednak dokladniej to zagadnienie. 1 tak .

w postaci

OF, 1 L.
k0 _ L rATAT

QD
Mlm
QD
hS]
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przy czym:
9 L. = —a—Lz,+2 (i WT)LNz +OWT Elﬂ_{_
op o op op
5 4.2
0 0
+ (—ag WT)LNNW+ wr (5 LNN) W+W7TLyy (—aa W)

3 5 3 2 T) ;0

— = —_— R . 4.3
3(;2 sz a(p sz+( 399 W LNw+W a(p LNw

Elementem szczeglnie interesujacym w zwigzkach 4.1 jest pochodna macierzy wiezéw W
wzgledem wspdlrzgdnej mechanicznej. Zauwazmy, ze W przypadku sterowania zaleznego
od czasu pochodna ta bedzie tozsamo$ciowo réwna zeru. Natomiast w przypadku stero-
wania zaleznego od wspolrzednej mechnicznej (maszyna przeksztattnikowa, komutato-
rowa itp.) pochodna ta bedzie rézna od zera. i mozna ja zapisa¢ w postaci:

" 0Usy Oayy 0Uops Oarp |
a¢ aU()l ...... a¢ 3U0B
W _ : : | 4.4
op : :
0Uoy Oayy 0Uop  Oakg
dp AUy T op Uos |

UOi A . P . . ; e e ,
W jest wielkoscia stalg i najczescie) rowna

jednosci. Pochodne funkcji tworzacych macierz W wzglgdem parametru U,; s3 rowne
zeru w calym przedziale migdzykomutacyjnym, natomiast rézne od zera w punktach
przelaczef. Ostatecznie nowa macierz pochodnych funkcji wiezéw ‘bedzie skladata si¢
z wyrazen, ktére mozemy za praca [4] okresli¢ pseudofunkcjami 6(U). Elementy pochodne_]
macierzy wiezédw okresla zatem relacja:
A i=1,..,B
aa?;:j = 0u(Wa). S _ S 4.5

A

W omawianych ukiadach, pochodna

Rozpatrzmy obecnie wyraZeniéZ—;—é!;. Zgodnie z relacja 2.7 bedzie ono miato
i=1 0J

postac: .
A o ,
3Eko 3U 0j zz anj sz Qz
- = Z [OF 47 , 4.6
=1 Oos 4 — I, 0 0w
U, A
przy czym: :
21 =2( 9 WT)L +( 0 WT)L W+WTL (——ai—W) 4.7
30y, zz oU,, Nz 3Uo, NN NN oUs; | .
o} =( WT)L.
sy = \ U,y Moo : 4.8

20%
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Jedli zatem zapisa¢ cale wyrazenie okreslajace moment elektromagnetyczny ze wzoru
2.2¢, to na podstawie powyzszych rozwazan otrzymamy:

aEko Z aEkO . T
3o, = 2 [@Fd%] x
aLzz + aLNz +WT aLNN W asz +WT aLNw Q,—,]
o op op o op
x asz + aI‘wl\l W aI‘ww . ' 4’9
op O o e

Analogiczne problemy wystepuja przy analizie poszczegdlnych cztonéw réwnania 2.2a.
Po podstawieniu wyrazenia 2.7 do pierwszego czlonu tego réwnania oraz wyczerpaniu
wszystkich wartosci wsptrzednej indeksowanej otrzymamy:

A

d By _ lL L] d [Qz]Jr. 8 [L L, ]| [Qz]+

— - A — (p‘—' A
dt 94 |L,. L.} dt|g % | Ly, L]l
r 0« & & A0 .7
B al]ji LZZ ani LZW Qz
ol . 4.10
=0 —~——0L,. 0 Gw '
J ] aUﬂ Wz w~

W powyzszej relacji réwnosciowej pochodna macierzy indukcyjnosci wzgledem kata
obrotu wirnika ¢ jest réwna macierzy wystgpujacej w formie kwadratowej 4.9. SzczegdSlnie
Interesujacym jest trzeci czlon réwnania 2.2a, ze wzgledu na fakt interpretowania poprzez
literaturg naukowo-techniczna w tym mlqdzy innymi przez prace [1], [2] jako napiecie

A

a
rotacji. Jednakze, aby czton ten ;— E U,, fU zapisaé w postaci hipermacierzowej,
i j=0

konieczne jest wprowadzenie oznaczenia L dla macierzy o postaci

!
7 M11 M12 Mlm
df M lM M
Z = 21 2 22 oo 2m 411
M, M, ! M,
] mi m2 2 mm—
Teraz mozna napisac:
B A B 3 ‘i’ 3 i Q'
C ) . . z% zw z
= D0, Lo _ Ny, |50, - . 412
“{] iy Ji =0 O 0 éw
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Poréwnujac relacje 4.10 i 4.12 mozna zauwazy¢ czgsciowa zbieznosc wystepujacych w nich
wyraze. Ze wzgledu na fakt, ze zgodnie z réwnaniem 2.2a wyrazenie to nalezy odjac,
celowym jest oznaczenie:

1

Lp=L-L = 5

diag(Mu, Mzz, sers Mmm)

Ostatecznie mozna napisac:

A B A A A .
d b 1 Ny O _ [LZz sz] d [Q;J+

vdf aéi C'Ii j=0 " ani 'Asz L,,, T{t— Qw
9 l
o b Lal]ed & fomn e 09
wz ww | |dw fez T '
J=0 aUu Ly 0 dw

Teraz interpretacja fizyczna poszczegblnych czlonéw réwnania 2.2a staje si¢ prostsza,
gdyz sprowadza si¢ do interpretacji prawej strony réwnania 4.13. I tak pierwszy czlon
to napiecie transformacji, drugi to napigcie rotacji, trzeci czton tego réwnania, ze wzgledu
na relacje 4.5 jest wyrazeniem opisujacym przepigcia wystgpujace w obwodach przelacza-
nych.

WNIOSKI

Rozwazania nad ogolna struktura réwnaf dynamiki ukladu elektromechanicznego
o cyklicznie przetaczanych uzwojeniach pozwalaja na poprawng interpretacje i zrozumienie
modelu matematycznego. Ma to niezmiernie istotny wplyw na oceng rezultatéw otrzymy-
wanych w wyniku rozwiazywania réwnafi modelu. Pozostaje zatem odpowiedzie¢ na
pytanie, dlaczego wyniki obliczefi dotyczacych tej czgsci modelu matematycznego, ktéry jest
opisany relacja 4.12 pokrywa si¢ z wynikami obliczen napigcia rotacji w maszynach komu-
tatorowych pradu stalego. Jezeli napigcie rotacji traktowaé jako wielko$¢ proporcjonalng
do pochodnej indukcyjnosci funkcji okresowej (wzgledem kata obrotu ¢) to mialaby ona
warto$é srednia réwna zeru. Jednak na te zerowa wartos¢ sktadaja si¢ pochodne z indukceyj-
noéci wystepujacych w uktadzie przed narzuceniem wigz6w mnozone przez macierz wig-
zow (rzeczywiste napigcie rotacji) i pochodne z macierzy wigzéw mnozone przez macierz
indukeyjnoéci (por. 4.2 i 4.3). Jedyna mozliwoécia zerowania si¢ wartosci Sredniej
tej pochodnej jest réwno$é wartoéci $rednich na bezwzgledna wartos¢ obydwu jej skla-
dowych przy ich przeciwnych znakach. Istotnie zatem, jesli ograniczy¢é weryfikacje na-
piecia rotacji do jej wartoéci $redniej, to wyrazenie 4.12 dla j = 0 pozwala otrzymac re-
zultat poprawny ilosciowo lecz niemozliwy do prawidlowej interpretacji fizycznej.
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S. JAGIELLO

ANALYSIS OF THE GENERAL STRUCTURE OF EQUATIONS OF THE DYNAMIC OF AN
ELECTROMECHANICAL SYSTEM WITH PERIODICALLY SWITCHED OVER WINDINGS

Summary

Equations of the dynamics of a system with nonholonomic constraints are presented. Constraint
recently applied in the analysis of a system with switched over windings are chosen. It is shown that unde-
pendently of the considered system, i.e. commutator machines, brushless d.c. machines and a.c. machines
fed by inverter, the equations of constraints have some essential common properties. This has an effect
on the form of mathematical model equations. Also, the incorrect physical interpretation of some terms
of the mathematical model equations used in literature, are pointed out.

A. JAGIELLO

ANALYSE DE LA STRUCTURE GENERALE DES EQUATIONS DE LA DYNAMIQUE DU
SYSTEME ELECTROMECANIQUE AUX ENROULEMENTS COMMUTES CYCLIQUEMENT

Résumé

Dans l'article on traite les équations de la dynamique du systéme i des liaisons linéaires non holono-
mes. On a choisi les types des liaisons, qui avaient trouvé derniérement I'application: dans I'analyse des
systtmes aux enroulements commutés. Ensuite on a démontré, qu'indépendamment du systéme analysé
(machine & collecteur, convertisseur ou machine alimentée par le systéme onduleur, les équations de liausons
présentent de certains signes communs. Cela exerce ine influence sensible sur la forme des solutions d’équa-
tions du modéle mathématique. Dans le dernier chapitre et dans les conclusions on a montré, que dans la
littérature technique on donne une interprétation physique fautive de certains elements d’equatlons formant
le modéle mathématique des machines 4 collecteur.

A.JAGIEELLO

ANALYSE DER ALLGEMEINEN STRUKTUR DER DYNAMIKGLEICHUNGEN EINES
ELEKTROMECHANISCHEN SYSTEMS MIT ZYKLISCH UMSCHALTBAREN WICKLUNGEN

Zusammenfassung

Im Artikel wurden Dynamikgleichungen des Systems mit anholonomischen linearen Bindungen
dargestellt. Es wurden derartige Bindungstypen gewihlt, die bei Analyse der Systeme mit umschaltbaren
Wicklungen letzens Anwendung finden. Im weiteren wurde nachgewiesen, daB unabhingig davon, ob es
sich um Komutatormaschine, Umrichter wechselrichtergespeiste Maschine handelt, weisen Bindungs-
gleichungen gemeinsame, wesentliche Eigenschaften auf. Dies hat einen wesentlichen EinfluB auf die Form
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der Losungen von Gleichungen fiir mathematische Modelie. Im letzten Abschnitt des Artikels und in den
SchloBfolgerungen wurde auf eine falsche physikalische Interpretation einiger Gleichungsglieder des mathe-
matischen Modells hingewiesen, die in der wissenschaftlich-technischen Literatur angewandt wird.

A. ATEJIO

AHAJIU3 OBIIEN CTPYKTYPbI YPABHEHUN NUHAMUKU SJEKTPOMEXAHHWUECKOM
CHUCTEMBI C INEPUOINYECKY INEPEKJIIIOUYAEMBIMH OBMOTKAMHN

Pesmome

IIpeAcTaBiIensl yPaBHEHHS AMHAMUKH CHCTEMBI C JIMHEHHBIMM HETONOHOMHBIMY CBf3AME. VaBpan
THI CBAZeH IPHMEHAEMBIX B HMOCIeqHee BPEMS K AHATIM3Y CHCTEM C MEpPeKTIouaeMbIMu obmoTramu. Jans-
Iile YKA3aHO, YTO HE3aBHCHUMO OT TOTO ABJIAETCS JIM aHAJIM3HPOBAHHAS CHCTEMA KOJUIEKTOPHOM MamIHMHOM
¢ npeobpasoBaTeNsIMH, WK IMTacMOll HHBEPTOPOM, YPABHEHMA CBA3eH MMEIOT OIpENENICHHbIe CYLIecT-
Bennnle obIie cBOMCTBa. DTo CYIIECTBEHHO BJIMAET HA BUJ pellleHuii ypaBHEHRI MaTeMaTHUeCKOH mo-
menu. B mocienneit riiaBe cTaTh¥ ¥ B BHIBOAAX YKazsaHa oWInOouHas (QHIMUECKas MHTEPIIPETANHA HEKO-
TOPBLIX 3JIEMEHTOB YPABHCHUM MaTEMATHUECKOH MOMEIH KOJIJIEKTOPHBIX MAIHH, BOTpeUYaeMas B HAyuHo-
TEXHHUECKOH JIMTEparype.
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There are presented main points of the idea that electrons existing in the matter are
responsible for Coulomb barier tunneling. It is shown that adopting this idea one can explain
cold fusion process and give satisfactory description of various aspects of the problem in
particular, lack of neutrons and y-rays fusion.

A hint to theoretical solution of the cold fusion enigma was given by the author over
two months ago [1]. Since that time the problem has been carefully investigated and the
author has arrived to the conclusion, that the cold fusion do really exists (the two detailed
papers on the problem: the one entitled ,,Deterministic theory of the Coulomb barier
tunneling” has been sent on 10th April to International Journal of Theoretical Physics,
and the other ,,Molecular Mechanism of Cold Fusion in Condensed Matter” to ,,Nature”).
Although details of this research will be published else — where — it seems worthy to
present briefly the main points of the problem now, as the topic is very hot.

The present idea of cold fusion comes out from the fact that electrons present in the
matter can in the low energy range modify appreciably dynamics of the nuclear collision,
in particular two nuclei and an electron can form a stable hydrogen molecule [2]. To
understand the role of electrons in nuclear collision one must investigate the very difficult
three body problem. Fortunately, becoused of the large difference in the mass of the
electron and the proton, and very simple initial conditions, which are defined by simple
motion of the electron in the hydrogen atom [3], theoretical analysis can be effectively
carried out on the grounds of the perturbed two center problem. In fact the whole problem
can be reduced to the following set of equations: the one describing fast oscillatory motion
of the electron between two fixed centers of force, the other describing relatively slow
translations of heavy centers, and the last one describing the exchange of kinetic energy
between slowly moving centers and frequently oscillating electron.

Thus, equation describing a slow motion of the two nuclei (we assume those have
the same masse M and the same charge Ze) has the form:

d2x ( Ze )2 2mug

T
1 f Ze
I S . I 1
M- 2X T T) (X+lx)* M
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where 2.X is the distance between nuclei, v, is the velocity of the electron on half of the
way between them (at x = 0), and T is the period of motion of the electron. In the above
equation, the first right-hand side term represents the repulsive interaction of two nuclei,
and the second term describes a gaso-kinetic pressure of the electron. The both terms
contribute to the force which tends to expand ths system. The force which tends to con-
tract the system is given by the third term of the equation. Within the assumption X < Vo,
the distance between two centers may be at one trip of the electron from one center to
the other considered constant, and the motion of the electron may be simply derived from
the energy conservation law:
2 2 2

- XZ_"x - XZ:X = WO +4E 6X~%) 6X+ Dlxoeoms ()
where W is the binding energy of the electron, which in the time interval 0 < ¢ < T2
is considered constant and, 4, is the change of the kinetic energy of the electron in a colli-
sion with the moving nucleus. Applying the momentum conservation law one can easily
derive the equation describing the evolution of W with time (with X):

T/2

1 dw _ 2my,

2 Ze
29 - T +TJ @ nF 9 S
Since the integration over the fast variable x(z) can be effectively carried out one

arrives to the following two equations describing time evolution of the considered quasi-
molecule:

d [ Mxz Ze w

HT[T_T(I_T)] =0 @
and

dw w E(]/w) )

X X K(/w)-E(w)’
where K and E are complete elliptic integrals of the first and second kind. The dimension-
less parameter w
X-w

Y= aze ©
describes the state of the system. Applying quantisation rules in their standard form
one can determine radiationless states of the considered quasi-molecule. Finally, it has
been found that two deuterons and an electron can form linear quasi-molecule and the
length of this quasi-molecule is not much different from the distance between tetrahedral
vacancies in the Pd-cell (/p3 ~ 2.160 A while Ifz* ~ 1.945 A). Since the derived relation
enable to calculate the absolute value of Young’s modulus of the considered H% quasi-
molecule it has been found, that the difference in the two lengthes Ip} and Ipp* is respon-
sible for the expansion of the Pd lattice with increase of the content of hydrogen. From the
theoretically calculated value of the Young modulus for H% and known from the experi-
ment value of Young modulus for pure Pd, one could calculate the effective value of



Physical characteristic of H/Pd system

Table

Exp. data Present Theory
Pd-lattice constant 2x1.945 A —_
Length of H —_ 2.160 A
Young’s modulus:
per Pd-cell 1.77x 107 kg —
per Hj-quasi mol. — 8.13x10-% kg
Young’s Modulus (H/Pd = 0.7) 1.04 x 10° kg/cm? 1.01 x 10° kg/cm?
Linear Expansion (H/Pd z 0.7) 4.04 A 4.05 A
Vibrational Amplitude
4.2°K ~ 017 A ~0.15 A
20°C ~ 023 A ~022 A
Critical temperature (T.) ~ 300°C ~ 320°C
*Resonance” in specific heat (Tis) ~ 50°K ~ 60°K
Activation Energy of Nuclear Fusion — 2.47 eV
Probability of fusion during phase trans. ~ 1077 ~ 5% 1077
(Fleischmann, and Pons {4])
Cold fusion rate induced by muons ~ 10-23 ~ 10-2°
(Jones et. al. [51]) (only neutrons) (total)
_H——ﬁ-Phase————*l
|~—— @ -Phase —|
Pd - CELL + H: e Stresses in the cell
- + +
2 2 AF~E,q Al (Al=022A)
le ! gl I -
™~
\J.\ pe H3
| ) —
Vv~ ¥
0> H atom-octahed. loc. Z
@ H; molec- tetrahed. loc. H; OUASI MOLECULE

Fig. 1. Free protons in the Pd-lattice occupy octahedral vacancies in the Pd-cell while H7 protons occupy
thetrahedral vacancies. Figure shows positions of H-atoms and position of H} linear quasi-moiecules

in the Pd-cell (in the x-phase the cell contains one, and in the f-phase two HF

quasi-molecules). Since

the length of the HZ quasi-molecule (IH;- = 2,160 A) is a little bit longer that the distance between the

1
vacancies (e = 5 Ipa = 1.940 A) quasi-molecule tends to extend the Pd-cell. Elongation of the cell depend

upon the value of the Young modulus of palladium and Young modulus of the quasi-molecule. The pre-
sented theory enabled to calculate the value of the Young modulus of the latter (E = 1.77x 10 kg per

molecule).

21° {1059}
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¥oung modulus for the Pd-lattice containing hydrogen. This, as well as a lot of other
properties which have been calculated using given above relations, have found to be in
perfect agreement with the experiment — those are listed in the presented Table.

In this way we have proved that hydrogen in Pd-lattice exists in the form of H linear
quasi-molecules — in the a-phase each cell seems to contains one Hi quasi-molecule
and in f-phase two H3 — quasimolecules, see Fig. 1. In the ordinary stable Hi molecule
attractive interaction of deuterons and the electron is precisely balanced ny the repulsive
interaction of nuclei and gaso-kinetic pressure of the oscillating electron. If, however,
the binding energy of the electron is increased in some way, then attractive force influencing
motion of the nuclei becomes greater than the repulsive force, and quasi-molecule starts
to collapse. Final size of collapsing quasi-molecule depends upon the initial value of the
binding energy w and the initial length X; and is roughly given by:

1—w. \¥®
Xonin ZX,-'( 3 l) . @)

At some initial conditions, if w; is sufficiently small, quasimolecule may quite easily collapse
to the nuclear size.

X
w=1- 0w w=1 (w) _l_
1k 10 _T Sw*
08
E? —————
3
< 06|
£ <= w,=0907
\osg
04
Direct transfer
of energy from
02} nucleons to electron
0 1 L 08
105 -4 3
o0 e
Fusion Radiative collaps Radiationless
) X* oscillations
A ¢
3% ) Distance between nuclei in 2q,

Fig. 2. Shows succesive stages of the molecular fusion process. When the binding energy of H} quas
molecule existing in Pd-lattice is changed in some way by ~ 2.47 eV than the value of structural parameter
w=WX/[2Ze? is very close to unity and the two nuclei can come very closely to each other. At some distance
between nuclei the oscillating electron emits electromagnetic radiation so intensively that contraction of
the quasi-molecule is an irreversible process. In the final stage of the radiative collaps there is possible
a direct exchange of energy between the electron approaching very closely to the nucleus, and the individual
nucleon. As a result, excess of internal energy of fusing nuclei may escape via electron and new nuclear
channels like formation of He* from two deuterons, may be opened.
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There are in nature various factors, like cosmic rays, which may change the binding
energy of the electron in the quasi-molecule. In the case of Fleischmann and Pons ‘experi-
ment collective fields generated in the lattice during the phase transitions, observed with
the ratio H/Pd apperaching unity, seem to be responsible for transformation of the ordi-
nary D3 quasi-molecule into collapsing one. To initiate the collaps binding energy of the
electron must be decreased by 2.47 eV. Probabilities for formation of collapsing DF quasi-
molecules during phase transitions, which were estimated using the derived relations,
were found to be in a surprisingly good agreement with the values presented by Jones e-
all [7] and are very close to those needed to explain heat production in Fleischmann and
Pons experiment — see Table.

It is a very important feature of the linear HF quasi-molecule that electron comes
very closely to the nucleus and interaction between the electron and the individual compo-
nents of the cunlei (neutron and proton) in the turning point may be so large that the excess
of internal energy of fusing nuclei can be directly transfered to the electron which emmites
this energy in the form of soft x-rays. Estimations made for emmision of soft X-rays and
energy transfer from nucleus to the oscillating electron leeds to a conclusion that in the
case of molecular fusion, a new channel of D+ D reaction with production of stable *He
is quite possible. It is worthy to note that in the exactly the same way proton and deuteron
can fuse and produce 3He (in view of the quite large difference in the mass of the proton
and the deuteron p+ D channel of molecular fusion may be, due to smaller mass of the
proton, much more efficient that D+ D channel).

Summarising, it seems justified to claim that molecular collapse form the essence of
cold fusion. Within this concept one can quite satisfactorilly explain:

— geophysical data on heat generation in the Earth mantle and relative abundance of
light elements;
— high local concentrations of 3He in some minerals;
— heat generation in the electrolytical Pd-device;
— negligible amounts of neutrons and y-rays in the cold fusion experiments;
-~ emmisions of neutrons and -rays in bursts and spikes.
Since the fusion activation energy of the quasi-molecule is not small (in the molecular

- energy scale), the initial collaps phase is very semsitive to physical conditions existing in

the lattice, and the fusion goes without emmision of neutrons and y-rays, one can under-
stand tha lack of rapid succes in replication of Fleischmann and Pons experiment.

At the end of the paper it is worthy to note that the quasi-molecular mechanism as
described above is responsible for Coulomb barier tunneling. Starting with the same equa-
tions of motion as in the case of cold fusion one arrives to the well known Gamov for Cou-
lomb barier tunneling, and this was achieved without violation of energy conservation

law.
Note added in the proof:

J. Maddox in the recent article commenting in Nature the actual state-of-art in cold
fusion writes [6]: ,,Jt seems that the time has come to dismiss cold fusion as an illusion of
the past four months or so”’. One can, however, has doubts how far such conclusion is
justified? Is the absence of neutrons and y-rays, at lack of convincing heat measurements,
a satisfactory argument disqualifying the idea? One must have in view the fact that almost
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all measurements were carried out in a nervous atmosphere by scientist traying in a hurry
to replicate conditions of the original experiment, and Fleischmann and Pons are still
the only people who know conditions of the experiment. It would be rather unwise to
expect, as the problem is too serious and perspectives of the money are to big, that they
are ready to disclose for the comfort of the scientific community all the information they
have. The only concrete information we have get. from them until now, (they still refuse
to describe details of the experiment) is a very laconic a statement that large amounts
of heat were realised in palladium electrode (they appeared to be very pragmatic, as this
statement, which does not disclose ,,know how”, gives them scientific priority and funds
for further research [7]).

Since the both authors are not beginners in chemical-physics their laconic informa-
tion must be considered seriously, particulary the figures describing the produced heat.
How, therefore, it may be possible to explain the lack of success of many other well ex-
perienced chemists and physicists? The first part of the answer to the question seems to
be hidden in the acknowledgments at the end of Fleischmann and Pons paper, where it
1s said that precious metals were in the experiment used. There are reasons to think that
in the original experiment electrode was made from a properly cut, and properly oriented
in the electrolitical device, piece of monocrystalic palladium, and in the all other, until
now carried out experiments, polycrystalic paladium was used. A second part of the
answer may find explanation in a quite reasonable assumption that the mechanism of
cold fusion, which if exists, must be quite different from that in high energy nuclear colli-
sions and small emmision, even lack of neutrons and y-rays, may be a characteristic feature
of the cold fusion process.
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M. GRYZINSKI

DEUTER W SIECI KRYSTALICZNEJPALLADU
A ZIMNA SYNTEZA JADROWA

Przedstawione sa gléwne punkty koncepcji stwierdzajacej, ze elektrony istniejace w osrodku sz odpo-
wiedzialne za efekt tunelowy bariery kolumbowskiej. Pokazano, 7e w ramach tej koncepcji mozna wyja$ni¢
proces zimnej syntezy jadrowej, przedstawi¢ zadawalajacy opis roznych aspektow problemu — szczegol-
noéci, brak neutronéw i promieniowania .
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M. GRYZINSKI

LE DEUTERIUM DANS LE RESEAU CRISTALIN DU PALLADIUM ET LA FUSION
NUCLEAIRE FROIDE

On a presenté les grandes lignes d’une conception confirmant la thése d’aprés laquelle les electrons
existant dans le milieu sont responsables de Peffet tunnel de la barri¢re de Coulomb. On a montré aussi
quelle rend comote du processus de la fusion nucleaire froide dans le palladium tout eu présentant une
description raisounable de differents phenoménes eu particulier du manque de neutrons et de rayonne-
ment y.

M. GRYZINSKI

DEUTERIUM IN PALLADIUM KRISTALL-GITTER UND DIE KALTE KERNFUSION

Das sind die wichtigsten Ausgangspunkte einer Konzeption welche stelit fest, dass die Elektronen
die sich in den Festkorper behinden fiir das Tunneleffekt durch die coulombische Barriere verantwortlich
sind. Bs wurde gezeigt, dass im Rahmen dieser Konzeption kann man den Prozess der kalten Kernfusion
n Palladium erkliren und eine zufriedenstellende Beschreibung der verschiedenen Aspekten des Problems
iesonders Mangel der Neutronen und Gamma-Strahlung vorstellen.

M. I'PBIBHHCKH
JIEUTEPUM B KPUCTAJUIMUECKOH PEINIETKE TIATJIAOMS U XOJIOAEBINT CHUHTE3

B pafore npencTaBlIeHbl OCHOBBI KOHIETILIAM, YTBEPIKOAIONIEH, 9TO JJIEKTPOHBI Cpenbl OF-
BEICTBEHHLI 32 TYHHEIMPOBAHHE KyJIOHOBCKOro Gapsepa. ITokasano uro B pamiax 3TOH KOHIEI-
MY MOYKHO OOBSCHHTH IPOLECC XOJOJHOTO CHHTE32 B NAIVIAAMA M 1ark YOIIETBIECTBOPUTEIHbIH
ONNC PAa3HBIX ACIEKTOB OpOGIEMEI, B UACTHOCTA. OTCYTCICTBME HEHTOPHOB ¥ JKECTOKOro y -— H3-
JINYEHHA.
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WYTYCZNE DLA AUTOROW

Komitet Redakcyjny prosi o przestrzeganie nastgpujacych wytycznych przy przygotowy-
waniu maszynopiséw artykuléw nadsylanych do opublikowania.

1. Tematyka i charakier artykutéw. Redakcja przyimuje do druku prace przegladowe,
kompilacyjne i monograficzne, wchodzace w zakres szeroko pojetej elektroniki, ktére po-
winny jednak zawieraé wlasny wklad twoérczy Autora polegajacy na: oryginalnym ujgciu
zagadnienia, wtasnej klasyfikacji, krytycznej ocenie (teorii lub metod), wyciagnigciu wnioskow
co do celowosci takiego lub innego dzialania, prognostyce itp. Autoréw obowiazuje jak naj-
dalej posuni¢ta zwigzlo§¢.

2. Wymagania podstawowe. Artykuly nalezy nadsyla¢ w maszynopisie, w dwoch egzem-
plarzach, w zasadzie w jezyku polskim; dopuszczalne sa jednak rowniez artykuly w jezykach:
angielskim, francuskim, niemieckim i rosyjskim. Maszynopis powinien by¢ napisany jedno-
stronnie przez czarng tasme, na maszynie do pisania z niezabrudzonymi i nieuszkodzonymi
znakami. Dopuszcza si¢ odreczne czytelne uzupelnianie tekstu atramentem lub dilugopisem
kolorem czarnym lub ciemnoniebieskim znakéw specjalnych oraz znakéw w jezykach, kto-
rych alfabetéw nie ma na maszynach do pisania, np. znakéw matematycznych, chemicznych,
liter greckich. Maszynopis powinien by¢ napisany na papierze do maszyny do pisania koloru
bialego, formatu A4; numeracja ciagla na wszystkich stronach.

3. Sposéb pisania tekstu. Tekst w maszynopisie powinien by¢ pisany bez uzywania wy-
réznien, a w szczegblnosci nie dopuszcza sie spacjowania (rozstrzelenmia), podkreslania i pi-
sania tekstow duzymi literami, z wyjatkiem wyrazow, ktére umownie pisze si¢ duzymi lite-
rami (np. FORTRAN). Proponowane wyréznienia Autor moze zaznaczy¢ w maszynopisie
(zwyklym oléwkiem) za pomoca przyjetych znakéw adiustacyjnych (podkreslenie linia prze-
rywang — spacjowanie, podkre§lenie linia ciagla — pogrubienie, podkreslenie wezykiem —
kursywa itp.). Na jednej stronie maszynopisu powinno by¢ 30 wierszy po okolo 60 znakéw
lacznie z odstgpami. Marginesy kazdej strony powinny mieé nastgpujace wymiary: gorny —
ok. 25 mm, lewy — ok. 35 mm. Tekst maszynopisu powinien byé napisany z podwdéjnym
odstgpern miedzy wierszami; tytuly i podtytuly matymi literami. Akapity nalezy rozpoczynaé
z wcieciem réwnym trzem uderzeniom maszyny do pisania.

4. Sposob pisania tablic. Tablice powinny by¢ napisane w ukladzie zblizonym do ukiadu
zecerskiego. Tytuly rubryk pionowych i poziomych powinny by¢ napisane matymi literami
z podwéjnym odstgpem miedzy wierszami. Przypisy (notki) dotyczace tablic nalezy pisac
bezposrednio pod tablica. Tablice nalezy numerowaé kolejno liczbami arabskimi; u gory
kazdej tablicy podaé tytul. Tablice umiesci¢ na koncu maszynopisu.

5. Sposéb pisania wzoréw matematycznych. Rozmieszczenie znakoéw, cyfr, liter i odste-
péw powinno byé zblizone do rozmieszczenia elementdéw druku. Wskazmiki i wykladniki
poteg powinny byé napisane wyraznie i by¢ prawidtowo obnizone lub podwyzszone w sto-
sunku do linii wiersza podstawowego. Znaki nad literami i cyframi: strzatki, linie, kropki,
daszki itp. powinny by¢ napisane dokladnie nad tymi elementami, do ktérych si¢ odnosza.
Numery wzoréw nalezy umieszczaé z prawej strony.

6. Przygotowanie materialu ilustracyjnego. Rysunki, wykresy i fotografie nalezy wyko-
nywaé zgodnie z obowiazujacymi normami Polskiego Komitetu Normalizacji, Miar i Jakosci
(oznaczonymi litera E i numeracja od 01200 do 01245; przydatna moze si¢ okaza¢ ksiazka
K. Michela, T. Sapifiskiego: ,,Rysunek techniczny elektryczny”), na oddzielnych arkuszach,
z podaniem kolejnych numeréw rysunkdéw. W maszynopisie artykulu na marginesie, obok
wlasciwego tekstu, nalezy poda¢ jedynie odno$ny numer rysunku, a na oddzielnym arkuszu
wykaz podpiséw pod rysunki. Wszystkie rysunki, wykresy i fotografie nalezy nazywaé
w tekécie rysunkami (skrét: rys.). U samego dolu rysunku (a przy fotografiach na odwrocie)
nalezy wpisaé czytelnie numer rysunku, tytul pracy i nazwisko autora. Ostateczne wykonanie
rysunkéw obowiazuje Redakcie.

7. Streszczenia. Do kazdej nadsylanej pracy nalezy dolaczyé krétkie streszczenie (ana-
lize) w jezvku polskim (w 3 egz.) oraz streszczenie (w 2 egz.) w jezyku angielskim. W razie



niemozno$ci przygotowania streszczenia w jezyku obecym Autor powinien podaé przynaj-
mniej terminy obcojezyczne niezbedne do wykonania ttumaczenia.

8. Bibliografia. Na koficu maszynopisu nalezy poda¢ w przyjetej przez Autora kolejnosci
(up. chronologicznej, alfabetycznej itp.) wykaz publikacji, na ktére Autor w tekscie si¢ po-
woluje, lub ktére uwaza za stuszne wymieni¢ z innych powodéw. W kazdej pozycji wykazu
nalezy podaé w nastgpujacej kolejnosci: pierwsze litery imion, nazwisko autora, po czym po
przecinku pelny tytul dziela lub artykutu; dalej, w przypadku ksiazki — wydawce, miejsce
wydania i rok, a w przypadku artykulu — tytut czasopisma, numer zeszytu, rok wydania
i ewent. numer strony. Pozycje wykazu powinny byé ponumerowane.

9. Informacje dodatkowe.

— Niezastosowanie si¢ Autora do podanych wyZej wytycznych pociagnie za soba ko-
nieczno$¢ potracenia z honorarjum autorskiego kosztéw zwiazanych z doprowadzeniem do-
starczonych materialéw do postaci wymaganej przez Redakcje.

— Autorowi przystuguje bezplatnie 25 egz: odbitek pracy. Dodatkowe egzemplarze
Autor moze zaméwi¢ w Redakcji na wlasny koszt.

— Autora obowiazuje korekta autorska, ktéra nalezy zwracaé w ciagu 3 dni pod adre-
sem Redakcji.

— Redakcja prosi Autoréw o podawanie miejsca pracy i adresu prywatnego, a takze
©0 powiadamianie o zmianie adresu.
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Cena w prenumeracie zn 350—
Cena w wolnej sprzedazy 1 2000,—

Rozprawy
Elektrotechniczne

Kwartalnik

Whplaty na prenumerate przyjmowane sg tylko na okresy kwartalne; Informacji
o cenach udzielaja urzedy pocztowe oraz oddzialy kolportazowe w miastach,
Prepumerate przyjmuja: ’

— oddzialy kolportazowe wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby pre-
numeratora — odbioru zaméwionych egzemplarzy dokomuje prenumerator
w wyznaczonych punktach sprzedazy lub w inny, uzgodniony sposéb,

-— urzedy pocztowe i listonosze — od prenumeratoréw z terenéw wiejskich lub
innych miejscowosci, w ktoérych nie ma oddziatéw kolportazowych, a w mia-
stach tylko od os6b niepelnosprawnych — poczta zapewnia dostawg zamo-
wionych egzemplarzy pod wskazany adres pod warunkiem uiszczenia dodat-
kowej optaty za kazdy dorgczony egzemplarz; Wysoko§é oplat za kazdy
kwartat ustala poczta,

— Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw, 00-958 Warszawa, konto PBK
XIII Oddziat Warszawa 370044-1195-139-11 — tylko od prenumeratoréw
zlecajacych dostawe za granice.

Prenumerata ze zleceniem dostawy za granicg jest o 100% wyzsza; w przypadku

zlecenia dostawy droga lotnicza — koszt dostawy lotniczej w pelni pokrywa

prenumerator:

Terminy przyjmowania prenumeraty:
— na kraj i za granice ~—— do 20.XI. na I kw: roku nastgpnego

do 20II. na I kw.

do 20.V. na III kw:

do 20.VIIL na IV kw.
Biezace i wezesniejsze numery mozna nabyé w Ksiggarni Pafistwowego Wydaw-
nictwa Naukowego, ul. Miodowa 10, Warszawa. Réwniez mozna je nabyé,
a takze zamowié (przesytka za zaliczeniem pocztowym) we Wzorcowni Oérodka
Rozpowszechniania Wydawnictw Naukowych PAN, Patac Kultury i Nauki,
00-901 Warszawa.
Subscription orders for all the magazines published in Poland available through
the local press distributors or directly through the

Foreign Trade Entreprise
ARS POLONA

» 00-068 Warszawa, Krakowskie Przedmiescie 7, Poland;

Our bankers:
BANK HANDLOWY S.A; 20 1061-710-15107-787
Indeks 37483
Rozpr: Elektrot; T. 35, z: 4, 745—1072, Warszawa 1990



